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1. (Unabhingigkeit und Verteilungsfunktionen) Seien X und Y unabhéngige reell-
wertige Zufallsvariablen. Wir definieren U = min(X,Y’) und V' = max(X,Y’). Zeigen Sie:

a) Die Verteilungsfunktionen von U und V sind gegeben durch:

FU(U> = 1- (1 - Fx(u))(l - Fy(U)), Fv('l}) = Fx<’U)Fy<'U) .

b) Sind X und Y beide exponentialverteilt zum Parameter 1, so ist U exponentialverteilt
zum Parameter 2. Welche Dichte hat die Verteilung von V' in diesem Fall? Skizzieren
Sie die Dichten und interpretieren Sie die Ergebnisse anschaulich.

2. (Deterministische Zufallsvariablen)

a) Zeigen Sie, dass eine Zufallsvariable X : Q@ — R genau dann unabhéngig von sich
selbst ist, wenn eine Zahl ¢ € R existiert mit

PX=¢ =1.

b) Sei X ein fast sicherer Grenzwert einer beliebigen Folge unabhéngiger Zufallsvaria-
blen. Zeigen Sie, dass X unabhéngig von sich selbst, also fast sicher konstant ist.

3. (Rekorde) Seien X, X,,... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit
stetiger Verteilungsfunktion. Wir betrachten die Ereignisse
E, = {X,> X, Vm<n} = {,ein Rekord wird zur Zeit n erreicht”} .
a) Zeigen Sie P[X,, = X,,,] = 0 fiir alle n # m.
b) Folgern Sie, dass P[E,] = 1/n fiir alle n € N gilt.
c) Zeigen Sie, dass die Ereignisse F1, Fs, ... unabhingig sind.

Hinweis: Sollten Sie Schwierigkeiten haben, die erste Aussage zu beweisen, dann konnen
Sie zusdtzliche Annahmen an die Verteilungsfunktion machen, z.B. gleichmajige Stetigkeit
oder absolute Stetigkeit.



4. (Asymptotische Unabhingigkeit) Seien n € Nund A, > 0 mit A+ p < n. Jeder
von n Punkten werde mit Wahrscheinlichkeit A/n griin und mit Wahrscheinlichkeit p/n
rot gefarbt, unabhéngig von den anderen Punkten. Sei G die Anzahl der griin geférbten,
und R die Anzahl der rot gefirbten Punkte.

a) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von G und R und zeigen Sie, dass diese
Zufallsvariablen nicht unabhéngig sind.

b) Zeigen Sie, dass G und R im Grenzwert n — oo asymptotisch unabhingig und
Poisson-verteilt mit Parametern A\ und u sind, d.h. es gilt

lim P[G=g¢g,R=7r] = ...

n—0o0

5. (Extrema von exponentialverteilten Zufallsvariablen) Seien T3,75,... un-
abhéngige, Exp(1)-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).

a) Zeigen Sie

fall 1
P[T,, > logn + cloglogn unendlich oft] = {O allsc >4,

1 falls ¢ < 1.

b) Folgern Sie, dass P-fast sicher gilt

) T, —logn
limsup ——— =
n—soo loglogn



