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1. (Satz von de Moivre-Laplace)

a) Formulieren Sie die Aussage des Grenzwertsatzes von de Moivre-Laplace, und skizzie-
ren Sie den Beweis. Die Beweisskizze sollte alle wesentlichen Approximationsschritte
enthalten - Sie brauchen die einzelnen Schritte aber nicht vollsténdig auszufiihren.

b) Ein Hotel hat 200 Betten. Wie viele Reservierungen darf der Hotelmanager akzeptie-
ren, wenn erfahrungsgemésf eine Reservierung mit 20 % Wahrscheinlichkeit annulliert
wird, und die Wahrscheinlichkeit einer Uberbuchung hochstens 2, 5% sein soll?

2. (Normalapproximation der Poisson-Verteilung) Sei N eine zum Parameter A > 0
Poisson-verteilte Zufallsvariable. Beweisen Sie mithilfe der Stirlingschen Formel, dass

A—00

fiir alle a < b, wobei ay = A+ aV/\, by = A+ bv/A und @ die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung ist.

3. (Poisson-Approximation) Die totale Variationsdistanz zwischen zwei Wahrschein-
lichkeitsverteilungen P und Q auf einem messbaren Raum (£2,.4) ist definiert als

drv(P, Q) = jgg\P[A] —Q[4]] .

Seien A; (1 = 1,...,n) unabhéngige Ereignisse auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit Wahrscheinlichkeiten p; = P[A;], und sei p die Verteilung auf Ny von der Anzahl der-
jenigen Ereignisse A;, die eintreten. Zeigen Sie

drv (,u, Poisson (i: p1)> < zn:p? :
i=1

i=1



4. (Wartezeiten) FEine Folge von Ereignissen trete zu zufilligen Zeitpunkten ein.

a) Wir nehmen an, dass die Anzahl der Ereignisse, die sich bis zur Zeit ¢ > 0 ereignen,
durch eine Poisson(At)-verteilte Zufallsvariable modelliert wird, wobei A > 0 ein fester
Parameter ist. (Woftir und weshalb ist das eine sinnvolle Modellierungsannahme ?)
Sei T}, der Zeitpunkt, zu dem das k-te Ereignis eintritt. Zeigen Sie, dass die Verteilung
von T}, absolutstetig ist mit Dichte

)\k
(k—1)!

fe(t) = e ™ 10,000 (1) -

b) Analog kénnen wir die Verteilung von Wartezeiten fiir Ereignisse bestimmen, die
zu diskreten Zeitpunkten eintreten. Zu jedem Zeitpunkt n € N trete unabhéngig
voneinander ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) ein. Erneut sei T} der
Zeitpunkt des Eintretens des k-ten Ereignisses. Zeigen Sie, dass T} eine diskrete
Zufallsvariable mit Massenfunktion

k+n-—1
pk(k:—i—n):( ; )pk<1_p)n7 n € Ny,

ist.

c) Was ist der Zusammenhang zwischen den in a) und b) betrachteten Modellen 7

5. (Ausfallraten) Sei T eine positive absolutstetige Zufalssvariable mit stetiger Dichte-
funktion f. Wir definieren die Ausfallrate r durch

1
= lim — < >0.
r(t) = lm P <t4+h|T>1, t20

a) Zeigen Sie
r(t) = H'(t) = f(t)/(1 - F(1)),
wobei F' die Verteilungsfunktion von 7" und H(t) = —log(1 — F(t)) ist.

b) Berechnen Sie die Ausfallrate in dem Fall, dass T" eine Weibull-Verteilung hat, d.h.
P[T >t] = exp(—at?)
mit a, § > 0. Was ergibt sich, falls 7" exponentialverteilt ist?

¢) Mit welcher Transformation kann man eine Weibull-verteilte Zufallsvariable in eine
exponentialverteilte Zufallsvariable tiberfithren?



