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2. Ubungsblatt ,,Einfithrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie”

Bitte bearbeiten Sie die Aufgaben 1 bis 3 sowie mindestens eine der
Aufgaben 4 und 5. Abgabe bis Montag 23.10 um 12 Uhr.

1. (o-Algebren)
a) Sei  eine nichtleere Menge und J C P(2). Zeige, dass o(J) eine o-Algebra ist.
b) Folgere, dass B(R) alle abgeschlossenen und halboffenen Intervalle enthélt.
c) Zeige B(R) =0 ((—o0,c] : c € R).
)

d) Wie sieht ein moglichst einfaches Erzeugendensystem von B(R?) aus?

2. (Irrfahrt) Zwei Folgen a,,b, € R, (n € N) heiflen asymptotisch dquivalent (a, ~ b,),
falls lim,,_,o @, /b, = 1 gilt. Nach der Stirlingschen Formel ist n! ~ +/2mn(n/e)™.

a) Wir betrachten eine symmetrische Irrfahrt Z, = »"" | X; mit unabhéngigen Inkre-
menten X; ~ Unif({—1,1}). Zeigen Sie, dass

1

Kann man daraus schlieflen, dass die Irrfahrt immer wieder zum Ursprung zuriick-

kehrt?
b) Betrachten Sie nun eine d-dimensionale Irrfahrt der Form Z,, = (Z,(LU, e Z},,d)) mit
unabhéngigen eindimensionalen symmetrischen Irrfahrten (ZT(LZ))neNO, 1 =1,...,d.

Zeigen Sie, dass fiir d > 3,

P[Z,, = 0 fiir unendlich viele n] = 0.



3. (Affe tippt Shakespeare (immer mal wieder)) Wir betrachten das kanonische
Modell fiir unendlich viele unabhéngige 0-1-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p €
(0,1).

a) Geben Sie das Modell an, und zeigen Sie, dass

P[{w = (wi,w2,...) € Q]w; =1 unendlich oft} | = 1.

b) Allgemeiner sei s = (aq,as,...,a;) eine beliebige endliche Sequenz von Nullen und
Einsen (also ein beliebiger endlicher Binértext). Zeigen Sie, dass s mit Wahrschein-
lichkeit 1 unendlich oft in der Folge w = (wy, ws, ...) vorkommt.

4. (Eine nicht messbare Teilmenge von S') Sei S' = {e" : 0 € R} der Einheitskreis
in C = R?. Wir betrachten die Aquivalenzklassen auf S bzgl. der Relation

Z o~ w — z = ¢%w fireinaec@Q.

a) Folgern Sie aus dem Auswahlaxiom die Existenz von disjunkten Mengen A,, ¢ € Q,
die alle auseinander durch Rotation um den Ursprung hervorgehen, so dass

st = JA,.

q€Q

b) Zeigen Sie, dass auf B(S") eine rotationsinvariante Wahrscheinlichkeitsverteilung exi-
stiert.

c) Folgern Sie, dass die Mengen A, nicht Borelsch sind.

Bemerkung: Das Banach-Tarski-Paradozon besagt, dass eine Teilmenge F' der Ein-
heitssphire S* C R? existiert, so dass sich S* fiir jedes 3 < k < oo als disjunkte
Vereinigung von k Mengen schreiben lisst, die alle durch Rotation von F' um den
Nullpunkt entstehen!

5. (Stichproben und elementare Verteilungen)

a) Eine Lieferung enthalt 90 funktionsfihige und 10 defekte Notebooks. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe von 10 Notebooks kein defektes enthélt?

b) Welche Wahrscheinlichkeit ergibt sich, wenn stattdessen zehnmal unabhingig eine
Einzelstichprobe entnommen wird? Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
zweien dieser Einzelstichproben derselbe Laptop gepriift wird?

c) Eine grofie Anzahl n verschiedener Briefe wird zufillig vermischt und auf n vorad-
dressierte Briefumschliage verteilt. Wie grof ist ungefihr die Wahrscheinlichkeit, dass
zumindest einer der Briefe den richtigen Empfanger erreicht?



