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10. Ubungsblatt ,,Einfithrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie”
Abgabe bis Montag 8.1 um 12 Uhr.

Wir wiinschen Ihnen
frohliche Weihnachten
und ein gutes neues
Jahr 2024!

1. (Bernsteinpolynome) Diese Aufgabe liefert einen konstruktiven Beweis des Wei-
erstrass’schen Approximationssatzes. Fiir eine stetige Funktion f : [0,1] — R ist das
zugehorige Bernstein-Polynom n-ten Grades definiert durch

= D fk/n) (Z)p"“(l —p)" fiirp e [0,1].

a) Stellen Sie die Bernstein-Polynome mit unabhéngigen Zufallsvariablen Xi, Xs,... in

folgender Form dar
1 n

b) Folgern Sie, dass die Funktionenfolge f, gleichmafiig gegen f konvergiert.

fn(D)

2. (Starkes vs. schwaches Gesetz der grolen Zahlen) Essei S, = )", X;, wobei
(X;)i>2 eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

P[X; =] =

und PIX; =0]=1— -

tlogi
ist. Zeigen Sie:

a) E[S,/n] — 0 fir n — oo.

b) Es gilt ein schwaches Gesetz der grofien Zahlen, d.h. S,,/n — 0 P-stochastisch.

c) Ein starkes Gesetz der grofien Zahlen gilt nicht.
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3. (Normale Zahlen) Eine Zahl u € [0, 1) heisst normal, falls folgendes gilt: Fiir alle
q > 2 und k > 1 kommt in der g-adischen Dastellung

o0
U = E u;q~ "
i=1

jede Ziffernfolge a = (ay, ..., ax) € {0,...,q — 1}* mit relativer Hiufigkeit ¢=* vor, d.h.

. 1 ) -
Jin;oﬁ‘{lﬁlﬁn : (uiyuiJrlu-"vuin*l):a}‘ =q".

Zeigen Sie, dass beziiglich der Gleichverteilung auf [0, 1) fast jede Zahl normal ist.

4. (Konvergenz von Dirac-Maflen) Sei (7,),ecn eine Folge in RY. Wann genau kon-
vergiert die Folge p,, = 0.,

a) schwach, b) vage, c¢) in der Variationsdistanz, bzw. d) in der Kantorovich-Distanz?

5. (Ratenfunktionen fiir grole Abweichungen) Seien X, Xy, ... i.i.d. mit den
unten angegebenen Verteilungen. Berechnen Sie jeweils die momentenerzeugenden Funk-
tionen M (t) der X;, und skizzieren Sie die Graphen von A(t) = log M(t) und von der
Ratenfunktion I im Satz von Chernoff. Zeigen Sie, dass I die angegebene Form hat, und
erkldaren Sie den Verlauf von I anschaulich.

a) Bernoulli-Verteilung mit Parameter p € (0, 1),

? fira € [0, 1], I(a) = o0 fur a ¢ [0,1].

a
1 = alog—+ (1 —a)l
(0) = alog " + (1~ a)log

b) Exponentialverteilung mit Parameter A > 0,

I(a) = Xa—1—1log(Aa) fira >0, I(a) =00 fira<0.

6. (Charakteristische Funktionen)

a) Die beidseitige Exponentialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R
mit Dichte f(z) = e~1#1 /2. Zeigen Sie: Die charakteristische Funktion von p ist

p(t) = (1+27)70.
Hinwezis: Sie konnen z.B. mit partieller Integration o(t) =1 — t*p(t) zeigen.

b) Folgern Sie, dass ¢(t) = e7*l die charakteristische Funktion der Cauchy- Verteilung

mit Dichte f(x) = m ist.

c) Zeigen Sie: Sind X, Xy, ... unabhéngige Cauchy-verteilte Zufallsvariablen, dann sind
die empirischen Mittelwerte + > or 1 Xi, n € N, auch Cauchy-verteilt. Warum ist dies

n

kein Widerspruch zum Gesetz der groflen Zahlen?



