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Teil I.

Allgemeine Zustandsräume
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Sei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist (An)n∈N eine Folge von bzgl. P unabhängigen Ereignissen,
An ∈ A mit fester Wahrscheinlichkeit

P[An] = p ∈ [0, 1]

und

Sn(ω) =
n∑
i=1

IAi (ω) = |{1 ≤ i ≤ n : ω ∈ Ai}|

die Anzahl der Ereignisse unter den ersten n, die eintreten, dann ist Sn binomialverteilt mit den Parametern
n und p. Für die relative Häufigkeit Sn

n der Ereignisse Ai gilt die Bernstein-Chernoff-Ungleichung

P
[����Snn − p

���� ≥ ε] ≤ 2 · e−2ε2n, (1.1)

d.h. die Verteilung von Sn

n konzentriert sich für n → ∞ sehr rasch in der Nähe von p, siehe Abschnitt
??. Insbesondere ergibt sich ein Spezialfall des schwachen Gesetzes der großen Zahlen: die Folge der
Zufallsvariablen Sn

n konvergiert P-stochastisch gegen p, d.h.

P
[����Snn − p

���� ≥ ε] n→∞
→ 0 für alle ε > 0.

Definition 1.1 (Nullmengen und fast sichere Ereignisse). (i) Eine P-Nullmenge ist ein Ereignis A ∈
A mit P[A] = 0.

(ii) Ein Ereignis A ∈ A tritt P-fast sicher bzw. für P-fast alle ω ∈ Ω ein, falls P[A] = 1 gilt, d.h. falls
AC eine P-Nullmenge ist.

Wir wollen nun Methoden entwickeln, die es uns ermöglichen, zu zeigen, dass aus (1.1) sogar

lim
n→∞

Sn(ω)
n
= p für P-fast alle ω ∈ Ω (1.2)

folgt. Das relevante Ereignis

L :=
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞

Sn(ω)
n
= p

}
lässt sich offensichtlich nicht durch endlich viele der Ai beschreiben.

Seien nun allgemein A1, A2, . . . ∈ A beliebige Ereignisse. Uns interessieren zusammengesetzte Ereignisse
wie z.B.

Eberle Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie 3



1. Stetige und Allgemeine Modelle

∞⋃
n=1

An („Eines der An tritt ein“)
∞⋂
n=1

An („Alle der An treten ein“)
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An = {ω ∈ Ω : ∀m ∃n ≥ m : ω ∈ An} („Unendlich viele der An treten ein“ oder

„An tritt immer mal wieder ein“)
∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

An = {ω ∈ Ω : ∃m ∀n ≥ m : ω ∈ An} („An tritt schließlich ein“)

Aufgrund der Eigenschaften einer σ-Algebra liegen alle diese Mengen wieder in A. Das Ereignis L lässt
sich wie folgt als abzählbare Kombination der Ai ausdrücken:

ω ∈ L ⇐⇒ lim
n→∞

Sn
n
= p

⇐⇒ ∀ε ∈ Q+ :
����Snn − p

���� ≤ ε schließlich
⇐⇒ ∀ε ∈ Q+ ∃m ∈ N ∀n ≥ m :

����Snn − p
���� ≤ ε

Somit gilt

L =
⋂
ε∈Q+

{����Snn − p
���� ≤ ε schließlich}

=
⋂
ε∈Q+

⋃
m∈N

⋂
n≥m

{����Snn − p
���� ≤ ε} .

Um Wahrscheinlichkeiten von solchen Ereignissen berechnen zu können, ist es wesentlich, dass eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P nicht nur endlich additiv, sondern sogar σ-additiv ist.

Konsequenzen der σ-Additivität

Der folgende Satz gibt eine alternative Charakterisierung der σ-Additivität:

Satz 1.2 (σ-Additivität und monotone Stetigkeit). Sei A eine σ-Algebra und P : A → [0,∞] additiv,
d.h.

A ∩ B = ∅ ⇒ P[A ∪ B] = P[A] + P[B].

(i) P ist σ-additiv genau dann, wenn:

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⇒ P

[
∞⋃
n=1

An

]
= lim

n→∞
P[An]

(ii) Gilt P[Ω] < ∞, dann ist dies auch äquivalent zu:

A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⇒ P

[
∞⋂
n=1

An

]
= lim

n→∞
P[An]

4 Universität Bonn



1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Beweis. (i) Sei P σ-additiv und A1 ⊆ A2 ⊆ . . . . Die Mengen B1 := A1, B2 := A2\A1, B3 := A3\A2, . . .
sind disjunkt mit

n⋃
i=1

Bi =

n⋃
i=1

Ai = An und
∞⋃
i=1

Bi =

∞⋃
i=1

Ai .

Also gilt:

P

[
∞⋃
i=1

Ai

]
= P

[
∞⋃
i=1

Bi

]
σ−add.
=

∞∑
i=1

P[Bi]

= lim
n→∞

n∑
i=1

P[Bi]

= lim
n→∞

P

[
n⋃
i=1

Bi

]
= lim

n→∞
P[An].

Der Beweis der umgekehrten Implikation wird dem Leser als Übungsaufgabe überlassen.

(ii) Gilt P[Ω] < ∞, dann folgt

P

[
∞⋂
i=1

Ai

]
= P


(
∞⋃
i=1

AC
i

)C = P [Ω] − P

[
∞⋃
i=1

AC
i

]
.

Die Behauptung folgt nun aus (i). �

Ab jetzt setzen wir wieder voraus, dass P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Eine weitere Folgerung
aus der σ-Additivität ist:

Satz 1.3 (σ-Subadditivität). Für beliebige Ereignisse A1, A2, . . . ∈ A gilt:

P

[
∞⋃
n=1

An

]
≤

∞∑
n=1

P[An]

Beweis. Die Mengen
Bn = An \ (An−1 ∪ · · · ∪ A1)

sind disjunkt mit
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

An. Also gilt:

P

[
∞⋃
n=1

An

]
= P

[
∞⋃
n=1

Bn

]
=

∞∑
n=1

P[Bn]︸︷︷︸
≤P[An]

≤

∞∑
n=1

P[An].

Bemerkung. Insbesondere ist eine Vereinigung von abzählbar vielen Nullmengen wieder eine Nullmenge.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Abbildung 1.1.: Darstellung von drei Mengen. Das Maß der Vereinigung von Mengen ist stets kleiner gleich
als die Summe der Maße der einzelnen Mengen.

Borel-Cantelli

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim Beweis von Konvergenzaussagen für Zufallsvariablen:

Satz 1.4 (1. Borel - Cantelli - Lemma). Für Ereignisse A1, A2, . . . ∈ A mit

∞∑
n=1

P[An] < ∞

gilt:

P[„unendlich viele der An treten ein“] = P

[⋂
m

⋃
n≥m

An

]
= 0.

Beweis. Da die Folge
⋃
n≥m

An =: Bm von Ereignissen aus A monoton fallend ist, ergibt sich nach Satz 1.2

und 1.3:

P

[⋂
m

⋃
n≥m

An

]
= P

[⋂
m

Bm

]
1.2
= lim

m→∞
P[Bm]

= lim
m→∞

P

[ ⋃
n≥m

An

]
︸        ︷︷        ︸
1.3
≤
∞∑

n=m
P[An]

≤ lim inf
m→∞

∞∑
n=m

P[An]︸      ︷︷      ︸
m→∞
→ 0

= 0,

da die Summe
∞∑
n=1

P[An] nach Voraussetzung konvergiert. �
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1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Das erste Borel-Cantelli-Lemma besagt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich viele der Ereignisse
An, n ∈ N eintreten, falls

∑
P[An] < ∞ gilt. Die Unabhängigkeit der Ereignisse ermöglicht die Umkehrung

dieser Aussage. Es gilt sogar:

Satz 1.5 (2. Borel - Cantelli - Lemma). Für unabhängige Ereignisse A1, A2, . . . ∈ A mit

∞∑
n=1

P[An] = ∞

gilt:

P[An unendlich oft] = P

[⋂
m

⋃
n≥m

An

]
= 1

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich ein 0-1 Gesetz:
Sind A1, A2, . . . ∈ A unabhängige Ereignisse, dann beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass unendlich viele der
An, n ∈ N, eintreten, entweder 0 oder 1 - je nachdem ob die Summe

∑
P[An] endlich oder unendlich ist.

Wir zeigen nun das zweite Borel-Cantelli-Lemma:

Beweis. Sind die Ereignisse An, n ∈ N unabhängig, so auch die Ereignisse AC
n , siehe Lemma ??. Zu zeigen

ist:

P[An nur endlich oft] = P

[⋃
m

⋂
n≥m

AC
n

]
= 0

Nach Satz 1.2 gilt:

P

[⋃
m

⋂
n≥m

AC
n

]
= lim

m→∞
P

[ ⋂
n≥m

AC
n

]
(1.3)

Wegen der Unabhängigkeit der Ereignisse AC
n erhalten wir zudem

P

[ ⋂
n≥m

AC
n

]
mon. Stetigkeit
= lim

k→∞
P

[
k⋂

n=m

AC
n

]
unabh.
= lim

k→∞

k∏
n=m

P[AC
n ]︸ ︷︷ ︸

=1−P[An]≤exp(−P[An])

≤ lim inf
k→∞

k∏
n=m

e−P[An]

= lim inf
k→∞

e
−

k∑
n=m

P[An]
= 0, (1.4)

da lim
k→∞

k∑
n=m

P[An] =
∞∑

n=m
P[An] = ∞ nach Voraussetzung.

Aus 1.3 und 1.4 folgt die Behauptung. �
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Ein starkes Gesetz der großen Zahlen

Mithilfe des 1. Borel-Cantelli-Lemmas können wir nun eine erste Version eines starken Gesetzes großer
Zahlen beweisen. Sei p ∈ [0, 1].

Satz 1.6 (Starkes Gesetz großer Zahlen I, Borel 1909, Hausdorff 1914, Cantelli 1917). Sind
A1, A2, . . . ∈ A unabhängige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit P[An] = p für alle n ∈ N, dann
gilt für Sn =

n∑
i=1

IAi :

lim
n→∞

Sn(ω)
n︸       ︷︷       ︸

asymptotische re-
lative Häufigkeit
des Ereignisses

= p︸︷︷︸
W’keit

für P-fast alle ω ∈ Ω

Beweis. Sei
L :=

{
ω ∈ Ω :

1
n

Sn(ω) → p für n→∞
}

Zu zeigen ist, dass LC ∈ A mit P[LC] = 0.
Wegen

ω ∈ LC ⇐⇒
Sn(ω)

n
6→ p ⇐⇒ ∃ε ∈ Q+ :

����Sn(ω)n
− p

���� > ε unendlich oft

gilt:

LC =
⋃
ε∈Q+

{����Snn − p
���� > ε unendlich oft

}
=

⋃
ε∈Q+

⋂
m

⋃
n≥m

{����Snn − p
���� > ε

}
∈ A.

Zudem folgt aus der Bernstein-Chernoff-Abschätzung:

∞∑
n=1

P
[����Snn − p

���� > ε

]
≤

∞∑
n=1

2e−2nε2
< ∞

für alle ε > 0, also nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:

P
[����Snn − p

���� > ε unendlich oft
]
= 0.

Also ist LC eine Vereinigung von abzählbar vielen Nullmengen, und damit nach Satz 1.3 selbst eine
Nullmenge. �

Das starke Gesetz großer Zahlen in obigem Sinn rechtfertigt nochmals im Nachhinein die empirische In-
terpretation derWahrscheinlichkeit eines Ereignisses als asymptotische relative Häufigkeit bei unabhängigen
Wiederholungen.

Beispiel (RandomWalk/Irrfahrt). Wir betrachten einen Random Walk

Zn = X1 + X2 + X3 + . . . + Xn (n ∈ N)

mit unabhängigen identisch verteilten Inkrementen Xi, i ∈ N, mit

P[Xi = 1] = p und P[Xi = −1] = 1 − p, p ∈ (0, 1) fest.

8 Universität Bonn



1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Die Ereignisse Ai := {Xi = 1} sind unabhängig mit P[Ai] = p und es gilt:

Xi = IAi − IAC
i
= 2IAi − 1,

also

Zn = 2Sn − n, wobei Sn =
n∑
i=1

IAi .

Nach Satz 1.6 folgt:

lim
n→∞

Zn

n
= 2 lim

n→∞

Sn
n
− 1 = 2p − 1 P-fast sicher.

Für p , 1
2 wächst (bzw. fällt) Zn also mit Wahrscheinlichkeit 1 asymptotisch linear (siehe Abbildung

1.2):
Zn ∼ (2p − 1) · n P-fast sicher

10

20

30

40

50

100 200 300 400

(2

Abbildung 1.2.: Random Walk mit Drift: p = 0.55, n = 500

Für p = 1
2 dagegen wächst der Random Walk sublinear, d.h.

Zn

n
→ 0 P-fast sicher. In diesem Fall

liegt für hinreichend große n der Graph einer typischen Trajektorie Zn(ω) in einem beliebig kleinen
Sektor um die x-Achse (siehe Abbildung 1.3).

10

20

10

100 200 300 400

Abbildung 1.3.: Random Walk ohne Drift: p = 0.5, n = 500
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Eine viel präzisere Beschreibung der Asymptotik des Random Walks im Fall p = 1/2 liefert der Satz
vom iterierten Logarithmus:

lim sup
n→∞

Zn√
n log log n

= +1 P-fast sicher,

lim inf
n→∞

Zn√
n log log n

= −1 P-fast sicher.

Mehr dazu: siehe Vorlesung „Stochastische Prozesse.“

1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsräume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, ob überhaupt ein Wahrscheinlichkeitsraum existiert,
auf dem unendlich viele unabhängige Ereignisse bzw. Zufallsvariablen realisiert werden können. Auch die
Realisierung einer auf einem endlichen reellen Intervall gleichverteilten Zufallsvariable auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum haben wir noch nicht gezeigt. Die Existenz solcher Räume wurde stillschweigend
vorausgesetzt.
Tatsächlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum explizit zu kennen
- die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungen aller relevanten Zufallsvariablen genügt, um Wahrschein-
lichkeiten und Erwartungswerte zu berechnen. Dennoch ist es an dieser Stelle hilfreich, die grundlegenden
Existenzfragen zu klären, und unsere Modelle auf ein sicheres Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten
Begriffsbildungenwerden sich beimUmgangmit stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverzichtbar
erweisen.

Beispiele von Wahrscheinlichkeitsräumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Während wir die
ersten beiden Maße direkt auf der Potenzmenge P(Ω) realisieren können, erfordert das Aufstellen eines
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums in den nachfolgenden Beispielen zusätzliche Überlegungen.

Dirac-Maße.

Sei Ω beliebig und a ∈ Ω ein festes Element. Das Dirac-Maß in a ist die durch

δa[A] := IA(a) =

{
1 falls a ∈ A,
0 sonst,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P = δa auf der σ-Algebra A = P(Ω). Dirac-Maße sind „determi-
nistische Verteilungen” – es gilt

δa[{a}] = 1.

Konvexkombinationen von Dirac-Maßen.

Ist C eine abzählbare Teilmenge vonΩ, und p : C → [0, 1] eine Gewichtsfunktion mit
∑
ω∈C p(ω) = 1, dann

ist durch
P[A] =

∑
a∈A∩C

p(a) =
∑
a∈C

p(a) δa[A] ∀A ⊆ Ω.

eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf der Potenzmenge A = P(Ω) gegeben. Die Verteilung
P ist „rein atomar”, d.h. die Masse sitzt auf abzählbaren vielen „Atomen” (den Elementen von C). Jede
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist von dieser Form.

10 Universität Bonn



1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsräume

Unendliches Produktmodell (z.B. Münzwurffolge)

Mehrstufige diskrete Modelle mit endlich vielen Stufen können wir auf der Potenzmenge des Produkts
Ω = {(ω1, . . . , ωn) : ωi ∈ Ωi} = Ω1× . . .×Ωn der GrundräumeΩi realisieren. Es stellt sich die Frage, ob wir
auch unendlich viele Zufallsvariablen auf einem ähnlichen Produktraum realisieren können. Im einfachsten
Fall möchten wir eine Folge unabhängiger fairer Münzwürfe (0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Ω = {ω = (ω1, ω2, . . .) : ωi ∈ {0, 1}} = {0, 1}N

modellieren. Ω ist überabzählbar, denn die Abbildung X : [0, 1) → Ω, die einer reellen Zahl die Zif-
fernfolge ihrer Binärdarstellung zuordnet, ist injektiv. Diese Abbildung ist explizit gegeben durch X(u) =
(X1(u), X2(u), X3(u), . . .), wobei

Xn(u) = IDn (u) mit Dn =

2n−1⋃
i=1
[(2i − 1) · 2−n, 2i · 2−n) (1.5)

1

0.5 1.0

1(u)

Abbildung 1.4.: Binärdarstellung X(u).

Wir suchen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Ω, sodass

P[{ω ∈ Ω : ω1 = a1, ω2 = a2, . . . , ωn = an}] = 2−n (1.6)

für alle n ∈ N und a1, . . . , an ∈ {0, 1} gilt. Gibt es eine σ-Algebra A, die alle diese Ereignisse enthält, und
eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf A mit (1.6) ?

Wir werden in Abschnitt 2.2 zeigen, dass dies der Fall ist; wobei aber

(i) A , P(Ω) und

(ii) P[{ω}] = 0 für alle ω ∈ Ω

gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterscheidet sich in dieser Hinsicht grundlegend von dis-
kreten Modellen.

Kontinuierliche Gleichverteilung

Für die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Intervall Ω = (a, b) oder Ω = [a, b], −∞ < a < b < ∞,
sollte gelten:

P[(c, d)] = P[[c, d]] =
d − c
b − a

∀ a ≤ c < d ≤ b. (1.7)

Gibt es eine σ-Algebra B, die alle Teilintervalle von [a, b] enthält, und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
P auf B mit (1.7)?

A. Eberle Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 11



1. Stetige und Allgemeine Modelle

Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigerweise B , P(Ω) und P[{ω}] = 0 für alle ω ∈ Ω.

Tatsächlich sind die Probleme in den letzten beiden Abschnitten weitgehend äquivalent: die durch die
Binärdarstellung (1.5) definierte Abbildung X ist eine Bijektion von [0, 1) nach {0, 1}N \ A, wobei A = {ω ∈
Ω : ωn = 1 schließlich} eine abzählbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung auf [0, 1) wird durch X auf
eine Münzwurffolge auf {0, 1}N abgebildet, und umgekehrt.

Brownsche Bewegung

Simuliert man einenRandomWalk, so ergibt sich in einemgeeigneten Skalierungslimesmit Schrittweite→ 0
anscheinend eine irreguläre, aber stetige zufällige Bewegung in kontinuierlicher Zeit. Der entsprechende,
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Abbildung 1.5.: Graph einer Stichprobe der eindimensionalen Brownschen Bewegung

1923 von N. Wiener konstruierte stochastische Prozess heißt Brownsche Bewegung, und kann durch eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P (das Wienermaß) auf dem Raum

Ω = C([0, 1],R) = {ω : [0, 1] → R : ω stetig}

beschrieben werden. Für diese, als Modell für Aktienkurse, zufällige Bewegungen, etc. in diversen Anwen-
dungsbereichen fundamentale Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt unter anderem

P[{ω ∈ Ω : ω(t) ∈ (a, b)}] =
1
√

2πt

bˆ

a

e−
x2
2t dx für alle t > 0 und a ≤ b, (1.8)

siehe zum Beispiel die Vorlesung „Stochastische Prozesse“ im Sommersemester. Die Bedingung (1.8) legt
die Wahrscheinlichkeitsverteilung P allerdings noch nicht eindeutig fest. Um P festzulegen, müssen z.B. die
Wahrscheinlichkeiten

P[{ω ∈ Ω : ω(t1) ∈ (a1, b1), . . . , ω(tn) ∈ (an, bn)}] (1.9)

für alle n ∈ N, ti ≥ 0 und ai ≤ bi angegeben werden. Im Fall der Brownschen Bewegung ergeben sich diese
Wahrscheinlichkeiten aus (1.8) sowie der Unabhängigkeit und Stationarität der Inkremente ω(t) − ω(s).

Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzten drei Beispielen zu konstruieren, benötigen wir
zunächst geeignete σ-Algebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervalle enthalten. Dazu verwenden wir
die folgende Konstruktion:
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1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsräume

Konstruktion von σ-Algebren

Sei Ω eine beliebige Menge, und J ⊆ P(Ω) eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden Fall in der zu
konstruierenden σ-Algebra enthalten sein sollen, z.B. dieMengen in (1.6) bei unendlichen Produktmodellen,
die reellen Intervalle im Fall kontinuierlicher Gleichverteilungen, oder die Mengen in (1.9)auf dem Raum
aller stetigen Funktionen.

Definition 1.7 (Von einem Mengensystem erzeugte σ-Algebra). Die Kollektion

σ(J) :=
⋂
F⊇J

F σ-Algebra auf Ω

F

von Teilmengen von Ω heißt die von J -erzeugte σ-Algebra.

Bemerkung. Wieman leicht nachprüft (Übung), istσ(J) tatsächlich eineσ-Algebra, und damit die kleinste
σ-Algebra, die J enthält.

Beispiel (Borel’sche σ-Algebra auf R). SeiΩ = R und J = {(s, t) : −∞ ≤ s ≤ t ≤ ∞} die Kollektion
aller offenen Intervalle. Die von J erzeugte σ-Algebra

B(R) := σ(J)

heißt Borel’sche σ-Algebra auf R. Man prüft leicht nach, dass B(R) auch alle abgeschlossenen und
halboffenen Intervalle enthält. Beispielsweise kann ein abgeschlossenes Intervall als Komplement der
Vereinigung zweier offener Intervalle dargestellt werden. Die Borel’sche σ-Algebra wird auch erzeugt
von der Kollektion aller abgeschlossenen bzw. aller kompakten Intervalle. Ebenso gilt

B(R) = σ({(−∞, c] : c ∈ R}).

Allgemeiner definieren wir:

Definition 1.8 (Borelsche σ-Algebra auf einem topologischen Raum). Sei Ω ein topologischer Raum
(also z.B. ein metrischer Raum wie Rn,C([0, 1],R) etc.), und sei τ die Kollektion aller offenen Teilmengen
von Ω (die Topologie). Die von τ erzeugte σ-Algebra

B(Ω) := σ(τ)

heißt Borel’sche σ-Algebra auf Ω.

Wieder verifiziert man, dass B(Ω) auch von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt wird. Im FallΩ = R
ergibt sich die oben definierte, von den Intervallen erzeugte σ-Algebra.

Bemerkung (Nicht-Borelsche Mengen). Nicht jede Teilmenge vonR ist in der Borelschenσ-AlgebraB(R)
enthalten. Es ist allerdings gar nicht so einfach, nicht-Borelsche Mengen anzugeben – ein entsprechendes
Beispiel wird in den Übungen betrachtet. Tatsächlich enthält B(R) so gut wie alle Teilmengen von R, die
in Anwendungsproblemen auftreten; z.B. alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R, sowie alle
Mengen, die durch Bildung von abzählbar vielen Vereinigungen, Durchschnitten und Komplementbildungen
daraus entstehen.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Beispiel (Produkt σ-Algebra auf {0, 1}N). Auf dem Folgenraum

Ω = {0, 1}N = {(ω1, ω2, . . .) : ωi ∈ {0, 1}}

betrachten wir Teilmengen A von Ω von der Form

A = {ω ∈ Ω : ω1 = a1, ω2 = a2, . . . , ωn = an}, n ∈ N, a1, . . . , an ∈ {0, 1}.

Im Beispiel unendlicher Produktmodelle von oben verwenden wir die von der Kollektion C aller dieser
Mengen erzeugte σ-Algebra A = σ(C) auf {0, 1}N. A heißt Produkt-σ-Algebra auf Ω.

Allgemeiner sei I eine beliebige Menge, und Ω =
∏
i∈I
Ωi eine Produktmenge (mit endlich, abzählbar, oder

sogar überabzählbar vielen Faktoren Ωi, i ∈ I).

Definition 1.9 (Produkt-σ-Algebra). SindAi, i ∈ I, σ-Algebren auf Ωi, dann ist die Produkt-σ-Algebra

A =
⊗
i∈I

Ai

die von der Kollektion C aller Zylindermengen von der Form

{ω = (ωi)i∈I ∈ Ω : ωi1 ∈ Ai1, ωi2 ∈ Ai2, . . . , ωin ∈ Ain },

mit n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I, und Ai1 ∈ Ai1, . . . , Ain ∈ Ain, erzeugte σ-Algebra auf
∏

i∈I Ωi. .

Man kann nachprüfen, dass die etwas anders definierte Produkt-σ-Algebra aus dem Beispiel oben ein
Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion ist.

Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei (Ω,A) nun ein messbarer Raum, d.h.Ω ist eine nichtleere Menge undA ⊆ P(Ω) eine σ-Algebra. In der
Regel sind auch die Wahrscheinlichkeiten P[A] zunächst für Ereignisse A aus einer Teilmenge J ⊆ A mit
A = σ(J) gegeben, z.B. für Intervalle bei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R. Es stellt sich die Frage,
ob hierdurch bereits die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse in A eindeutig festgelegt sind, und ob sich
P zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A fortsetzen lässt. Diese Fragen beantworten die folgenden
beiden fundamentalen Sätze.

Definition 1.10 (Durchschnittsstabiles Mengensystem; Mengenalgebra).

(i) Ein Mengensystem J ⊆ A heißt durchschnittsstabil, falls

A, B ∈ J ⇒ A ∩ B ∈ J .

(ii) J heißt Algebra, falls
a) Ω ∈ J
b) A ∈ J ⇒ AC ∈ J

c) A, B ∈ J ⇒ A ∪ B ∈ J .
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1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsräume

Eine Algebra ist stabil unter endlichen Mengenoperationen (Bilden von endlichen Vereinigungen, Durch-
schnitten und Komplementen). Insbesondere ist jede Algebra durchschnittsstabil.

Beispiel. (i) Die Kollektion aller offenen Intervalle ist eine durchschnittsstabile Teilmenge von
B(R), aber keine Algebra. Dasselbe gilt für das Mengensystem J = {(−∞, c] : c ∈ R}.

(ii) Die Kollektion aller endlichen Vereinigungen von beliebigen Teilintervallen von R ist eine Alge-
bra.

Satz 1.11 (Eindeutigkeitssatz). Stimmen zweiWahrscheinlichkeitsverteilungen P und P̃ auf (Ω,A) über-
ein auf einem durchschnittsstabilen Mengensystem J ⊆ A, so auch auf σ(J).

Den Satz werden wir am Ende dieses Abschnittes beweisen.
Beispiel. (i) EineWahrscheinlichkeitsverteilung P aufB(R) ist eindeutig festgelegt durch dieWahr-

scheinlichkeiten P[(−∞, c]], c ∈ R.
(ii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P im Modell der unendlich vielen Münzwürfe ist eindeutig

festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Ausgänge der ersten n Würfe für alle n ∈ N.

Nach dem Eindeutigkeitssatz 1.11 ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Wahrscheinlichkeiten
der Ereignisse aus einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem festgelegt. Umgekehrt zeigt der folgende
Satz, dass sich eine auf einem Erzeugendensystem J gegebene σ-additive Abbildung zu einemMaß auf der
σ-Algebra fortsetzen lässt, falls J eine Algebra ist.

Satz 1.12 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Ist J eine Algebra, und P : J → [0,∞] eine σ-
additive Abbildung, dann besitzt P eine Fortsetzung zu einem Maß auf σ(J).

Den Beweis dieses klassischen Resultats findet man in vielen Maßtheorie-, Analysis- bzw. Wahrschein-
lichkeitstheorie-Büchern (siehe z. B. Williams: „Probability with martingales“ [11, Appendix A1]). Wir
verweisen hier auf die Analysisvorlesung, da für die weitere Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie in
dieser Vorlesung der Existenzsatz zwar fundamental ist, das Beweisverfahren aber keine Rolle mehr spielen
wird.

Bemerkung (Eindeutigkeit der Fortsetzung). Ist P[Ω] = 1, bzw. allgemeiner P[Ω] < ∞, dann ist die
Maßfortsetzung nach Satz 1.11 eindeutig, denn eine Algebra ist durchschnittsstabil.

Als Konsequenz aus dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz erhält man:

Korollar 1.13 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung). Es existiert genau
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Unif(0,1) auf B((0, 1)) mit

Unif(0, 1)[(a, b)] = b − a für alle 0 < a ≤ b < 1. (1.10)

Zum Beweis ist noch zu zeigen, dass die durch (1.10) definierte Abbildung Unif(0,1) sich zu einer σ-
additiven Abbildung auf die von den offenen Intervallen erzeugte AlgebraA0 aller endlichen Vereinigungen
von beliebigen (offenen, abgeschlossenen, halboffenen) Teilintervallen von (0, 1) fortsetzen lässt. Wie die
Fortsetzung von Unif(0,1) auf A0 aussieht, ist offensichtlich - der Beweis der σ-Additivität ist dagegen
etwas aufwändiger. Wir verweisen dazu wieder auf die Analysisvorlesung, bzw. Williams: „Probability with
martingales“ [11, Appendix A1].
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Bemerkung (Lebesgue-Maß im Rd). Auf ähnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutigkeit des durch

λ[(a1, b1) × . . . × (ad, bd)] =

d∏
i=1
(bi − ai) für alle ai, bi ∈ R mit ai ≤ bi

eindeutig festgelegten Lebesguemaßes λ auf B(Rd), siehe Analysis III. Man beachte, dass wegen λ[Rd] = ∞
einige Aussagen, die wir für Wahrscheinlichkeitsverteilungen beweisen werden, nicht für das Lebesguemaß
auf Rd gelten (aber normalerweise schon für Einschränkungen von λ auf beschränkte Teilmengen des Rd).

Auch die Existenz der Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Modell für unendlich viele faire Münzwürfe
kann man mithilfe des Satzes von Carathéodory zeigen. Wir werden diese Wahrscheinlichkeitsverteilung
stattdessen in Abschnitt 2.2 unmittelbar aus der Gleichverteilung Unif(0,1) konstruieren.

Beweis des Eindeutigkeitssatzes

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun den Eindeutigkeitssatz. Dazu betrachten wir das Men-
gensystem

D := {A ∈ A : P[A] = P̃[A]} ⊇ J .

Zu zeigen ist: D ⊇ σ(J).

Dazu stellen wir fest, dass D folgende Eigenschaften hat:

(i) Ω ∈ D

(ii) A ∈ D ⇒ AC ∈ D

(iii) A1, A2, . . . ∈ D paarweise disjunkt ⇒
⋃

Ai ∈ D

Definition 1.14 (Dynkin-System). Ein Mengensystem D ⊆ P(Ω) mit den Eigenschaften (i) - (iii) heißt
Dynkin-System.

Bemerkung. Für ein Dynkin-System D gilt auch

A, B ∈ D , A ⊆ B ⇒ B\A = B ∩ AC = (BC ∪ A)C ∈ D ,

da BC und A disjunkt sind.

Lemma 1.15. Jedes ∩ - stabile Dynkin-System D ist eine σ - Algebra.

Beweis. Ist D ein ∩-stabiles Dynkin-System, dann gilt für A, B ∈ D :

A ∪ B = A ∪
↑

dis junkt

∈D da ∩−stabil

(B\(
︷︸︸︷
A ∩ B)︸      ︷︷      ︸)

∈D nach Bem.

∈ D .
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Hieraus folgt für A1, A2, . . . ∈ D durch Induktion

Bn :=
n⋃
i=1

Ai ∈ D,

und damit
∞⋃
i=1

Ai =

∞⋃
n=1

Bn =

∞⋃
n=1
↑

dis junkt

(Bn\Bn−1︸    ︷︷    ︸)
∈D nach Bem.

∈ D .

Lemma 1.16. Ist J ein ∩ - stabiles Mengensystem , so stimmt das von J erzeugte Dynkin-System

D(J) :=
⋂
D⊇J

D Dynkin−System

D

mit der von J erzeugten σ - Algebra σ(J) überein.

Aus Lemma 1.16 folgt die Aussage des Eindeutigkeitssatzes, denn {A ∈ A : P[A] = P̃[A]} ist ein
Dynkin-System, das J enthält, und somit gilt nach dem Lemma

{A ∈ A : P[A] = P̃[A]} ⊇ D(J) = σ(J),

falls J durchschnittsstabil ist.

Beweis. (von Lemma 1.16)
Jede σ - Algebra ist ein Dynkin-System, also gilt D(J) ⊆ σ(J).
Es bleibt zu zeigen, dass D(J) eine σ - Algebra ist (hieraus folgt dann D(J) = σ(J)). Nach dem

ersten Lemma ist dies der Fall, wenn D(J) durchschnittsstabil ist. Dies zeigen wir nun in zwei Schritten:

Schritt 1: B ∈ J, A ∈ D(J) ⇒ A ∩ B ∈ D(J)

Beweis: Für B ∈ J ist DB := { A ∈ A : A ∩ B ∈ D(J)} ein Dynkin-System. Z.B. gilt

A ∈ DB ⇒ A ∩ B ∈ D(J)

⇒ AC ∩ B = B
↑

∈D(J)

\ (A ∩ B︸︷︷︸)
∈D(J)

Bem.
∈ D(J)

⇒ AC ∈ DB,

usw. Da J durchschnittsstabil ist, ist J in DB enthalten. Also folgt auch D(J) ⊆ DB, und damit A∩ B ∈
D(J) für alle A ∈ D(J).

Schritt 2: A, B ∈ D(J) ⇒ A ∩ B ∈ D(J)

Beweis: Für A ∈ D(J) istDA := { B ∈ A : A∩ B ∈ D(J)} nach Schritt 1 ein Mengensystem, das J
enthält. Zudem ist auch DA ein Dynkin-System, wie man analog zu Schritt 1 zeigt. Also folgtD(J) ⊆ DA,
d.h. A ∩ B ∈ D(J) für alle B ∈ D(J). �
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1.3. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun Zufallsvariablen X : Ω → S mit Werten in
einem allgemeinen messbaren Raum (S,B) betrachten. Beispielsweise ist S = R oder S = Rd und B ist die
Borelsche σ-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen der Form

{X ∈ B} = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} = X−1(B),

„Der Wert der Zufallsgröße X liegt in B“

wobei B ⊆ S eine Menge aus der σ-Algebra B auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder eine
allgemeinere Borelmenge, falls S = R gilt.

Definition 1.17 (Von einer Abbildung erzeugte σ-Algebra). Das Mengensystem

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ B} ⊆ P(Ω)

heißt die von der Abbildung X erzeugte σ-Algebra auf Ω.

Man verifiziert leicht, dass σ(X) tatsächlich eine σ-Algebra ist.
Wir erweitern nun die zuvor eingeführten Konzepte einer Zufallsvariablen und ihrer Verteilung.

Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum

Definition 1.18 (messbare Abbildung; Zufallsvariable). EineAbbildung X : Ω→ S heißtmessbar bzgl.
A/B, falls

(M) X−1(B) ∈ A für alle B ∈ B.

Eine Zufallsvariable ist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte messbare Abbildung.

Bemerkung. (i) Ist A = P(Ω), dann ist jede Abbildung X : Ω→ S messbar.

(ii) Allgemein ist eine Abbildung X : Ω→ S genau dannmessbar bzgl.A/B, wennA die von X erzeugte
σ-Algebra enthält. Somit ist σ(X) die kleinste σ-Algebra auf Ω, bzgl. der X messbar ist.

Stimmt die σ-Algebra B auf dem Bildraum nicht mit der Potenzmenge P(S) überein, dann ist es meist
schwierig, eine Bedingung (M) für alle Mengen B ∈ B explizit zu zeigen. Die folgenden Aussagen liefern
handhabbare Kriterien, mit denen man in fast allen praktisch relevanten Fällen sehr leicht zeigen kann, dass
die zugrunde liegenden Abbildungen messbar sind. Wir bemerken zunächst, dass es genügt die Bedingung
(M) für alle Mengen aus einem Erzeugendensystem J der σ-Algebra B zu überprüfen:

Lemma 1.19. Sei J ⊆ P(S) mit B = σ(J). Dann gilt (M) bereits, falls

X−1(B) ∈ A für alle B ∈ J .

Beweis. Das Mengensystem {B ∈ B : X−1(B) ∈ A} ist eine σ-Algebra, wie man leicht nachprüft. Diese
enthält J nach Voraussetzung, also enthält sie auch die von J erzeugte σ-Algebra B. �

Aus dem Lemma folgt sofort, dass Definition 1.18 für diskrete und reellwertige Zufallsvariablen konsistent
mit unseren vorherigen Definitionen ist:
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Korollar 1.20 (Diskrete und reellwertige Zufallsvariablen). Sei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum.

(i) Ist S eine abzählbare Menge mit σ-Algebra B = P(S), dann ist eine Abbildung X : Ω → S genau
dann eine Zufallsvariable, wenn

{X = a} = {ω ∈ Ω X(ω) = a} ∈ A ∀ a ∈ S.

(ii) Eine Abbildung X : Ω → R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelschen σ-Algebra,
wenn

{X ≤ c} = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ c} ∈ A ∀ c ∈ R, bzw. wenn
{X < c} = {ω ∈ Ω : X(ω) < c} ∈ A ∀ c ∈ R.

Beweis. (i). Es gilt {X = a} = X−1({a}). Die einelementigen Mengen erzeugen die σ-Algebra P(S), da
jede Teilmenge einer abzählbaren Menge S eine abzählbare Vereinigung von einelementigen Mengen ist.

(ii). Es gilt {X ≤ c} = X−1((−∞, c]). Die Intervalle (−∞, c], c ∈ R, erzeugen B(R), also folgt die erste
Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog. �

Beispiel (Indikatorfunktionen). Für eine Menge A ⊆ Ω gilt:

IA ist Zufallsvariable ⇔ A ∈ A,

denn

{IA ≤ c} =


∅ falls c < 0
Ω falls c ≥ 1
AC falls 0 ≤ c < 1

,

und AC ist genau dann in A enthalten, wenn A in A enthalten ist.

Korollar 1.21 (Stetige Abbildungen sind messbar). Seien Ω und S topologische Räume, und A,B die
Borelschen σ-Algebren. Dann gilt:

X : Ω → S stetig ⇒ X messbar.

Beweis. Sei J die Topologie von S, d.h. die Kollektion aller offenen Teilmengen von S. Nach Definition
der Borelschen σ-Algebra gilt B = σ(J). Wegen

B ∈ J ⇒ B offen
X stetig
=⇒ X−1(B) offen =⇒ X−1(B) ∈ A

folgt die Behauptung. �

Kompositionen von messbaren Abbildungen sind wieder messbar:

Lemma 1.22. Sind (Ω1,A1), (Ω2,A2) und (Ω3,A3) messbare Räume, und ist X1 : Ω1 → Ω2 messbar bzgl.
A1/A2 und X2 : Ω2 → Ω3 messbar bzgl. A2/A3, dann ist X2 ◦ X1 messbar bzgl. A1/A3.

Ω1
X1
−→ Ω2

X2
−→ Ω3

A1 A2 A3
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Beweis. Für B ∈ A3 gilt (X2 ◦ X1)
−1(B) = X−1

1 (X
−1
2 (B)︸  ︷︷  ︸
∈A2

) ∈ A1. �

Beispiel. (i) Ist X : Ω → R eine reellwertige Zufallsvariable und f : R → R eine messbare (z.B.
stetige) Funktion, dann ist auch

f (X) := f ◦ X : Ω→ R

wieder eine reellwertige Zufallsvariable. Beispielsweise sind |X |, |X |p, eX usw. Zufallsvariablen.

(ii) Sind X,Y : Ω → R reellwertige Zufallsvariablen, dann ist (X,Y ) : ω 7→ (X(ω),Y (ω)) eine
messbare Abbildung in den R2 mit Borelscher σ-Algebra.
Da die Abbildung (x, y) 7→ x + y stetig ist, ist X + Y wieder eine reellwertige Zufallsvariable.
Dies sieht man auch direkt wie folgt: Für c ∈ R gilt:

X + Y < c ⇐⇒ ∃ r, s ∈ Q : r + s < c, X < r und Y < s,

also
{X + Y < c} =

⋃
r,s∈Q
r+s<c

({X < r} ∩ {Y < s}) ∈ A

Verteilungen von Zufallsvariablen

UmZufallsexperimente zu analysieren, müssen wir wissen, mit welchenWahrscheinlichkeiten die relevanten
Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bereichen annehmen. Dies wird durch die Verteilung beschrieben.
Seien (Ω,A) und (S,B) messbare Räume.

Satz 1.23 (Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer ZV). Ist P eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf (Ω,A), und X : Ω→ S messbar bzgl. A/B, dann ist durch

µX[B] := P[X ∈ B] = P[X−1(B)] (B ∈ B)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S,B) definiert.

Beweis. (i) µX(S) = P[X−1(S)] = P[Ω] = 1

(ii) Sind Bn ∈ B, n ∈ N, paarweise disjunkte Mengen, dann sind auch die Urbilder X−1(Bn), n ∈ N,
paarweise disjunkt. Also gilt wegen der σ-Additivität von P:

µX

[⋃
n

Bn

]
= P

[
X−1

(⋃
n

Bn

)]
= P

[⋃
n

X−1(Bn)

]
=

∑
n

P[X−1(Bn)] =
∑
n

µX[Bn].

Definition 1.24 (Verteilung einer Zufallsvariable). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung µX auf (S,B)
heißt Verteilung (law) von X unter P.

Für µX werden häufig auch die folgenden Notationen verwendet:

µX = P ◦ X−1 = LX = PX = X(P)
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1.3. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Reelle Zufallsvariablen; Verteilungsfunktion

Die Verteilung µX einer Zufallsvariablen X mit abzählbarem Wertebereich S ist eindeutig durch die Mas-
senfunktion

pX(a) = P[X = a] = µX[{a}], a ∈ S,

festgelegt. Die Verteilung µX einer reellwertigen Zufallsvariablen X : Ω→ R ist eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf B(R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten

µX[(−∞, c]] = P[X ≤ c], c ∈ R,

da die Intervalle (−∞, c], c ∈ R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen σ-Algebra
bilden.

Definition 1.25 (Verteilungsfunktion). Die Funktion FX : R→ [0, 1],

FX(c) := P[X ≤ c] = µX[(−∞, c]]

heißt Verteilungsfunktion (distribution function) der Zufallsvariable X : Ω→ R bzw. der Wahrscheinlich-
keitsverteilung µX auf (R,B(R)).

Der folgende Satz nennt einige grundlegende Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) definierten Zufallsvariable X : Ω → R. Wir werden in Abschnitt 1.6
sehen, dass umgekehrt jede Funktion mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 1.26 die Verteilungsfunktion
einer reellen Zufallsvariable ist.

Satz 1.26 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion).
Für die Verteilungsfunktion FX : R→ [0, 1] einer reellwertigen Zufallsvariable X gilt:

(i) FX ist monoton wachsend,

(ii) lim
c→−∞

FX(c) = 0 und lim
c→∞

FX(c) = 1,

(iii) FX ist rechtsstetig, d.h. FX(c) = lim
y↘c

FX(y) für alle c ∈ R,

(iv) FX(c) = lim
y↗c

FX(y) + µX[{c}].

Insbesondere ist FX genau dann stetig bei c, wenn µX[{c}] = 0 gilt.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkeit und Normiertheit der zugrundelie-
genden Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Der Beweis der Eigenschaften (i)-(iii) wird dem Leser als Übung
überlassen. Zum Beweis von (iv) bemerken wir, dass für y < c gilt:

FX(c) − FX(y) = P[X ≤ c] − P[X ≤ y] = P[y < X ≤ c].

Für eine monoton wachsende Folge yn ↗ c erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit von P:

FX(c) − lim
n→∞

FX(yn) = lim
n→∞

P[yn < X ≤ c] = P

[⋂
n

{yn < X ≤ c}

]
= P[X = c] = µX[{c}].

Da dies für alle Folgen yn ↗ c gilt, folgt die Behauptung. �
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Diskrete und absolutstetige Verteilungen

Nach Satz 1.26 (iv) sind die Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion FX einer reellwertigen Zufallsva-
riable X gerade die Atome der Verteilung, d.h. die c ∈ Rmit µX[{c}] > 0. Nimmt X nur endlich viele Werte
in einem Intervall I an, dann ist F auf I stückweise konstant, und springt nur bei diesen Werten. Allgemeiner
definieren wir:

Definition 1.27 (Diskrete und absolutstetige Verteilung; Dichtefunktion). (i) DieVerteilung µX ei-
ner reellwertigen Zufallsvariable X heißt diskret, falls µX[A] = 1 für eine abzählbare Menge A gilt,
d.h., falls die Verteilungsfunktion gegeben ist durch

FX(c) = µX[(−∞, c]] =
∑

a ∈ A
a ≤ c

µX[{a}] für alle c ∈ R.

(ii) Die Verteilung µX heißt absolutstetig (oder auch kurz stetig), falls eine integrierbare Funktion
fX : R→ [0,∞) existiert mit

FX(c) = µX[(−∞, c]] =

cˆ

−∞

fX(x) dx für alle c ∈ R. (1.11)

(iii) Eine integrierbare Funktion fX : R→ [0,∞) mit (1.11) heißt Dichtefunktion der Zufallsvariable X
bzw. der Verteilung µX .

Das Integral in (1.11) ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueintegral zu interpretieren, siehe Kapitel 3. Ist
die Funktion fX stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral überein. Da µX eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung ist, folgt, dass fX eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, d.h. fX ≥ 0 und

ˆ
R

fX(x) dx = 1.

Bemerkung. (i) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

F ′X(x) = fX(x) (1.12)

für alle x ∈ R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gilt (1.12) für λ-fast alle x, wobei λ das Lebesguemaß
auf R ist.

(ii) Aus (1.11) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lebesgueintegrals (s. Kapitel 3 unten):

P[X ∈ B] = µX[B] =
ˆ

B

fX(x) dx, (1.13)

für alle Mengen B ∈ B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten von (1.13) Wahrscheinlichkeits-
verteilungen definieren, und wendet den Eindeutigkeitssatz an.

Beispiele (Diskrete und absolutstetige Verteilungen). (i) Ist X deterministisch mit P[X = a] = 1
für ein a ∈ R, dann ist die Verteilung von X das Dirac-Maß δa. Das Dirac-Maß ist diskret mit
Verteilungsfunktion FX (c) = I[a,∞)(c).
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1.3. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

(ii) Die Gleichverteilung Unif(0,1) ist eine absloutstetige Verteilung mit Verteilungsfunktion F(c) = 0
für c ≤ 0, F(c) = c für c ∈ [0, 1], und F(c) = 1 für c ≥ 1, und Dichtefunktion f (x) = I(0,1)(x).

(iii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung 1
2δa +

1
2Unif(0,1) ist weder absolutstetig noch diskret.

Die Verteilung aus dem letzten Beispiel ist zwar weder absolutstetig noch diskret, sie kann aber sofort
zerlegt werden in einen absolutstetigen und einen diskreten Anteil. Für die im folgenden Beispiel betrachtete
Gleichverteilung auf der Cantor-Menge existiert keine solche Zerlegung:

Beispiel (Devil’s staircase). Wir betrachten die wie folgt definierte Verteilungsfunktion F einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf dem Intervall (0, 1): F(c) = 0 für c ≤ 0, F(c) = 1 für c ≥ 1, F(c) =
1/2 für c ∈ [1/3, 2/3], F(c) = 1/4 für c ∈ [1/9, 2/9], F(c) = 3/4 für c ∈ [7/9, 8/9], F(c) = 1/8 für c ∈
[1/27, 2/27], usw. Man überzeugt sich leicht, dass auf diese Weise eine eindeutige stetige monotone
wachsende Funktion F : R→ [0, 1] definiert ist. Nach Satz 1.39 unten ist F also die Verteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf R.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Da F stetig ist, hat das Maß µ keinen diskreten Anteil, d.h. µ[{a}] = 0 für alle a ∈ R. Da F auf
den Intervallen [1/3, 2/3], [1/9, 2/9], [7/9, 8/9] usw. jeweils konstant ist, sind alle diese Intervalle
µ-Nullmengen. Die Verteilung µ sitzt also auf dem Komplement

C =

{
∞∑
i=1

ai3−i : ai ∈ {0, 2}(i ∈ N)

}
der Vereinigung der Intervalle. Die Cantor-Menge C ist ein Fraktal, das aus den reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 besteht, die sich im Dreier-System ohne Verwendung der Ziffer 1 darstellen las-
sen. Sie ist eine Lebesgue-Nullmenge, aber der Träger des Maßes µ. Da F der Grenzwert der Ver-
teilungsfunktionen von Gleichverteilungen auf den Mengen C1 = (0, 1), C2 = (0, 1/3) ∪ (2/3, 1),
C3 = (0, 1/9) ∪ (2/9, 1/3) ∪ (2/3, 7/9) ∪ (8/9, 1),... ist, können wir µ als Gleichverteilung auf der
Cantor-Menge C =

⋂
Cn interpretieren.

Weiterhin ist die Verteilungsfunktion F auf den oben betrachteten Intervallen konstant, und daher
Lebesgue-fast überall differenzierbar mit Ableitung F ′(x) = 0. Die „Teufelstreppe” F wächst also von 0
auf 1, obwohl sie stetig ist und ihreAbleitung fast überall gleichNull ist ! Hieraus folgt, dass dieVerteilung
µ nicht absolutstetig sein kann, denn in diesem Fall wäre F gleich dem Integral der Lebesgue-fast überall
definierten Funktion F ′, also konstant.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

1.4. Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R

Im Folgenden betrachten wir einige wichtige Beispiele von eindimensionalen Verteilungen und ihren Ver-
teilungsfunktionen. Wir geben zunächst die Verteilungsfunktion für einige elementare diskrete Verteilungen
an, und betrachten dann kontinuierliche Analoga dieser Verteilungen.

Diskrete Verteilungen

Beispiele. (i) Gleichverteilung auf einer endlichen Menge {a1, . . . , an} ⊂ R:
Ist S = {a1, . . . , an} ⊂ R eine n-elementige Teilmenge von R, dann ist die Gleichverteilung µ auf
S durch

µ =
1
n

n∑
i=1

δai (1.14)

gegeben. Der Wert der Verteilungsfunktion F von µ springt an jeder der Stellen a1, . . . , an um
1/n nach oben. Die empirische Verteilung von a1, . . . , an ist ebenfalls durch (1.14) definiert,
wobei hier aber nicht vorausgesetzt wird, dass a1, . . . , an verschieden sind. Die Sprunghöhen der
empirischen Verteilungsfunktion sind dementsprechend Vielfache von 1/n.

(ii) Geometrische Verteilung mit Parameter p ∈ [0, 1]: Hier ist

µ[{k}] = (1 − p)k−1 · p für k ∈ N.

Für eine geometrisch verteilte Zufallsvariable T gilt:

F(c) = P[T ≤ c] = 1 − P[T > c]︸    ︷︷    ︸
=P[T> bcc]

= 1 − (1 − p) bcc für c ≥ 0,

wobei bcc := max{n ∈ Z : n ≤ c} der ganzzahlige Anteil von c ist.

1

1 2 3 4 5 6 7

1

1 2 3 4 5 6 7

F

Abbildung 1.6.: Massen- und Verteilungsfunktion einer Geom(1/2)-verteilten Zufallsvariable.
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1.4. Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R

(iii) Binomialverteilung mit Parametern n und p: Die Massenfunktion ist

µ[{k}] =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k für k = 0, 1, . . . , n.

Somit ist die Verteilungsfunktion gegeben durch F(c) =
∑ bcc

k=0
(n
k

)
pk(1 − p)n−k .
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Abbildung 1.7.: Massen- und Verteilungsfunktion von Bin(55, 0.6)

Kontinuierliche Gleichverteilung

Seien a, b ∈ R mit a < b. Eine Zufallsvariable X : Ω→ R ist gleichverteilt auf dem Intervall (a, b), falls

P[X ≤ c] = Unif(a,b)[(a, c)] =
c − a
b − a

für alle c ∈ (a, b)

gilt. Eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die Identität

U(ω) = ω

auf demWahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) = ((0, 1),B((0, 1)),Unif(0,1)). Ist U gleichverteilt auf (0, 1), dann
ist die Zufallsvariable

X(ω) = a + (b − a)U(ω)

gleichverteilt auf (a, b).
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

1

1 2 3

Abbildung 1.8.: Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf dem Intervall (1, 3).

Die Dichte und Verteilungsfunktion der Verteilung Unif(a,b) sind gegeben durch

f (x) =
1

b − a
I(a,b)(x), F(c) =


0 für c ≤ a,
c−a
b−a für a ≤ c ≤ b,
1 für c ≥ b.

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablen sind wieder gleichverteilt.

Exponentialverteilung

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Verteilung ist die Exponentialverteilung. Angenommen,
wir wollen dieWartezeit auf das erste Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses (z.B. radioaktiver Zerfall)
mithilfe einer Zufallsvariable T : Ω → (0,∞) beschreiben. Wir überlegen uns zunächst, welche Verteilung
zur Modellierung einer solchen Situation angemessen sein könnte. Um die Wahrscheinlichkeit P[T > t]
zu approximieren, unterteilen wir das Zeitintervall (0, t] in eine große Anzahl n ∈ N von gleich großen
Intervallen ( (k−1)t

n , ktn ], 1 ≤ k ≤ n.

0 t(k−1)t
n

kt
n

Sei Ak das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen im Zeitraum ( (k−1)t
n , ktn ] eintritt. Ein naheliegender

Modellierungsansatz ist anzunehmen, dass die Ereignisse Ak unabhängig sind mit Wahrscheinlichkeit

P[Ak] ≈ λ
t
n
,

wobei λ > 0 die „Intensität“, d.h. die mittlere Häufigkeit des Geschehens pro Zeiteinheit, beschreibt, und
die Approximation für n→∞ immer genauer wird. Damit erhalten wir:

P[T > t] = P[AC
1 ∩ . . . ∩ AC

n ] ≈

(
1 −

λt
n

)n
für großes n.
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Für n→∞ konvergiert die rechte Seite gegen e−λt . Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition 1.28 (Exponentialverteilung). Eine Zufallsvariable T : Ω → [0,∞) heißt exponentialverteilt
zum Parameter λ>0, falls

P[T > t] = e−λt für alle t ≥ 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parameter λ ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsverteilung µ =
Exp(λ) auf (R,B(R)) mit

µ[(t,∞)] = e−λt für alle t ≥ 0,

bzw. mit Verteilungsfunktion

F(t) = µ[(−∞, t]] =

{
1 − e−λt für t ≥ 0,
0 für t < 0.

(1.15)

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist die Exp(λ)-Verteilung durch (1.15) eindeutig festgelegt.

Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter λ > 0 ist gegeben durch

f (t) = λe−λt I(0,∞)(t).

1

1 2 3 4 5

Abbildung 1.9.: Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Exp(1).

Ist T eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameter λ, und a > 0, dann ist aT exponentialverteilt
zum Parameter λ/a, denn

P[aT > c] = P[T > c/a] = exp (−λc/a) für alle c ≥ 0.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft exponentialverteilter Zufallsvariablen ist die „Gedächtnislosigkeit”:

Satz 1.29 (Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung). Ist T exponentialverteilt, dann gilt für alle
s, t ≥ 0:

P[T − s > t |T > s] = P[T > t].

Hierbei ist T − s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten des Ereignisses. Also: Auch wenn man
schon sehr lange vergeblich gewartet hat, liegt das nächste Ereignis nicht näher als am Anfang!
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Beweis. Für s, t ≥ 0 gilt

P[T − s > t |T > s] =
P[T − s > t und T > s]

P[T > s]
=

P[T > s + t]
T > s

=
e−λ(t+s)

e−λs
= e−λt = P[T > t].

Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteilte Zufallsvariable aus einer gleichverteilten Zufalls-
variable. Dazu bemerken wir, dass T : Ω→ R genau dann exponentialverteilt mit Parameter λ ist, wenn

P[e−λT < u] = P
[
T > −

1
λ

log u
]
= e

λ
λ logu = u

für alle u ∈ (0, 1) gilt, d.h. wenn e−λT auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also können wir eine exponentialverteilte
Zufallsvariable erhalten, indem wir umgekehrt

T := −
1
λ

log U mit U ∼ Unif(0,1)

setzen. Insbesondere ergibt sich die folgende Methode zur Simulation einer exponentialverteilten Zufallsva-
riable:

Algorithmus 1 : Simulation einer Stichprobe t von Exp(λ)
Input : Intensität λ > 0
Output : Stichprobe t von Exp(λ)

1 Erzeuge u ∼ Unif(0,1).;
2 Setze t := − 1

λ log u.;
3 return t;
Wir werden in Abschnitt 1.6 zeigen, dass mit einem ähnlichen Verfahren beliebige reelle Zufallsvariablen

konstruiert und simuliert werden können.

Normalverteilungen

Wegen
∞́

−∞

e−z
2/2dz =

√
2π ist die „Gaußsche Glockenkurve“

f (z) =
1
√

2π
e−z

2/2, z ∈ R,

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige Zufallsvariable Z mit Dichtefunktion f heißt standardnormal-
verteilt. Die Verteilungsfunktion

Φ(c) =

cˆ

−∞

1
√

2π
e−z

2/2 dz

der Standardnormalverteilung ist im Allgemeinen nicht explizit berechenbar. Ist Z standardnormalverteilt,
und

X(ω) = σZ(ω) + m

mit σ > 0,m ∈ R, dann ist X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

FX(c) = P[X ≤ c] = P
[
Z ≤

c − m
σ

]
= Φ

( c − m
σ

)
.

Mithilfe der Substitution z = x−m
σ erhalten wir

FX(c) =

c−m
σ̂

−∞

1
√

2π
e−z

2/2 dz =

cˆ

−∞

1
√

2πσ2
e−

1
2 (

x−m
σ )

2
dx.
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Definition 1.30 (Normalverteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung N(m, σ2) auf R mit Dichtefunk-
tion

fm,σ(x) =
1

√
2πσ2

· e−
1
2 (

x−m
σ )

2

heißt Normalverteilung mit Mittel m und Varianz σ2. Die Verteilung N(0, 1) heißt Standardnormalvertei-
lung.

Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, dass die Binomialverteilung (also die Verteilung der Anzahl der
Erfolge bei unabhängigen 0-1-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p) für große n näherungsweise
durch eine Normalverteilung beschrieben werden kann. Entsprechendes gilt viel allgemeiner für die Vertei-
lungen von Summen vieler kleiner unabhängiger Zufallsvariablen (Zentraler Grenzwertsatz, s.u.).

m− 3σ m− 2σ m− σ m m+ σ m+ 2σ m+ 3σ

Abfall um Faktor e−
1
2

e−2

e−
9
2

Abbildung 1.10.: Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianz σ2.

m− 3σ m− 2σ m− σ m m+ σ m+ 2σ m+ 3σ

Abbildung 1.11.: Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianz σ2.

Die Dichte der Normalverteilung ist an der Stelle m maximal, und klingt außerhalb einer σ-Umgebung von
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m rasch ab. Beispielsweise gilt

fm,σ(m ± σ) =
fm,σ(m)
√

e
, fm,σ(m ± 2σ) =

fm,σ(m)
e2 , fm,σ(m ± 3σ) =

fm,σ(m)
e9/2 .

Für die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zufallsvariable Werte außerhalb der σ-, 2σ- und
3σ-Umgebungen annimmt, erhält man:

P[|X − m| > kσ] = P
[���� X − m

σ

���� > k
]
= P[|Z | > k] = 2P[Z > k] = 2(1 − Φ(k))

≈


31.7% für k = 1,
4.6% für k = 2,
0.26% für k = 3.

Eine Abweichung der Größe σ vom Mittelwert m ist also für eine normalverteilte Zufallsvariable relativ
typisch, eine Abweichung der Größe 3σ dagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschätzungen für die Wahrscheinlichkeiten großer Werte sind oft nützlich:

Lemma 1.31. Für eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt:

(2π)−1/2 ·

(
1
y
−

1
y3

)
· e−y

2/2 ≤ P[Z ≥ y] ≤ (2π)−1/2 ·
1
y
· e−y

2/2 ∀y > 0.

Beweis. Es gilt:

P[Z ≥ y] = (2π)−1/2
∞̂

y

e−z
2/2 dz

Um das Integral abzuschätzen, versuchen wir approximative Stammfunktionen zu finden. Zunächst gilt:

d
dz

(
−

1
z

e−z
2/2

)
=

(
1 +

1
z2

)
· e−z

2/2 ≥ e−z
2/2 ∀z ≥ 0,

also
1
y

e−y
2/2 =

∞̂

y

d
dz

(
−

1
z

e−z
2/2

)
≥

∞̂

y

e−z
2/2 dz,

woraus die obere Schranke für P[Z ≥ y] folgt.

Für die untere Schranke approximieren wir die Stammfunktion noch etwas genauer. Es gilt:

d
dz

((
−

1
z
+

1
z3

)
e−z

2/2
)
=

(
1 +

1
z2 −

1
z2 −

3
z4

)
e−z

2/2 ≤ e−z
2/2,

und damit (
1
y
−

1
y3

)
e−y

2/2 ≤

∞̂

y

e−z
2/2 dz.

Für eine N(m, σ2)-verteilte Zufallsvariable X mitσ > 0 ist Z = X−m
σ standardnormalverteilt. Also erhalten

wir für y ≥ m:

P[X ≥ y] = P
[

X − m
σ

≥
y − m
σ

]
≤

σ

y − m
· (2π)−1/2 · e−

(y−m)2

2σ2 , (1.16)

sowie eine entsprechende Abschätzung nach unten.
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1.5. Normalapproximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parametern n und p beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen unter n
unabhängigen Ereignissen mitWahrscheinlichkeit p, die in einem Zufallsexperiment eintreten. Viele Anwen-
dungsprobleme führen daher auf die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bzgl. der Binomialverteilung.
Für große n ist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten aber in der Regel nicht mehr möglich.
Bei seltenen Ereignissen kann man die Poissonapproximation zur näherungsweisen Berechnung nutzen:
Konvergiert n→ ∞, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswert n · pn gegen eine positive reelle Zahl
λ > 0, dann nähern sich die Gewichte bn,pn (k) der Binomialverteilung denen einer Poissonverteilung mit
Parameter λ an:

bn,pn (k) =
(
n
k

)
pkn(1 − pn)n−k →

λk

k!
e−λ (k = 0, 1, 2, . . .),

siehe Satz ??. Geht die Wahrscheinlichkeit pn für n → ∞ nicht gegen 0, sondern hat zum Beispiel einen
festen Wert p ∈ (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werden. Stattdessen scheinen
sich die Gewichte der Binomialverteilung einer Gaußschen Glockenkurve anzunähern, siehe z.B. Abbildung
1.7 oder die Mathematica-Demonstrationen auf der Vorlesungshomepage. Wir wollen diese Aussage nun
mathematisch präzisieren und beweisen.

Der Grenzwertsatz von De Moivre - Laplace

Wir analysieren zunächst das asymptotische Verhalten von Binomialkoeffizienten mithilfe der Stirlingschen
Formel.

Definition 1.32 (Asymptotische Äquivalenz von Folgen). Zwei Folgen an, bn ∈ R+ (n ∈ N), heißen
asymptotisch äquivalent (an ∼ bn), falls

lim
n→∞

an
bn
= 1 gilt.

Bemerkung. Für Folgen mit Werten an, bn, cn, dn ∈ R+ gilt :

(i) an ∼ bn ⇐⇒ ∃ εn → 0 : an = bn(1 + εn) ⇐⇒ log an − log bn → 0,

(ii) an ∼ bn ⇐⇒ bn ∼ an ⇐⇒ 1
an
∼ 1

bn
,

(iii) an ∼ bn, cn ∼ dn =⇒ an · cn ∼ bn · dn.

Satz 1.33 (Stirlingsche Formel).
n! ∼

√
2πn ·

(n
e

)n

EinenBeweis der Stirlingschen Formel findetman in vielenAnalysis-Büchern, siehe z.B. Forster:„Analysis
1”. Dass der Quotient der beiden Terme in der Stirlingschen Formel beschränkt ist, sieht man rasch durch
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eine Integralapproximation von log n! :

log n! =
n∑

k=1
log k =

ˆ n

0
log x dx +

n∑
k=1

ˆ k

k−1
(log k − log x) dx

= n log n − n +
1
2

n∑
k=1

1
k
+ O(1)

= n log n − n +
1
2

log n + O(1),

wobei wir im vorletzten Schritt die Taylor-Approximationen log k − log x = 1
k (k − x) + O(k−2) auf den

Intervallen [k −1, k], k ≥ 2, verwendet haben. Ein alternativer, sehr kurzer vollständiger Beweis der Stirling-
Formel mit Identifikation des korrekten asymptotischen Vorfaktors

√
2π wird in J.M. Patin, The American

Mathematical Monthly 96 (1989) gegeben.

Mithilfe der Stirlingschen Formel können wir die Gewichte

bn,p(k) =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k

der Binomialverteilung für große n und k approximieren. Sei dazu Sn eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable
auf (Ω,A, P). Für den Erwartungswert und die Standardabweichung von Sn gilt:

E[Sn] = np und σ[Sn] =
√

Var[Sn] =
√

np(1 − p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomialverteilung für große n überwiegend in einer
Umgebung der Größenordnung O(

√
n) um np konzentriert.

O(
√
n)

np

Abbildung 1.12.: DieGewichte der Binomialverteilung liegen für große n näherungsweise auf einer Glocken-
kurve mit Mittel np und Standardabweichung

√
np(1 − p).

Wir werden nun die Gewichte

bn,p(k) = P[Sn = k] =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k

der Binomialverteilung für große n und k in Umgebungen der Größenordnung O(
√

n) von np ausgehend
von der Stirlingschen Formel approximieren, und die vermutete asymptotische Darstellung präzisieren und
beweisen. Dazu führen wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an(k) ≈ bn(k) („lokal gleichmäßig asymptotisch äquivalent“),
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falls
lim
n→∞

sup
k∈Un,r

����an(k)bn(k)
− 1

���� = 0 für alle r ∈ R+ gilt,

wobei
Un,r = {0 ≤ k ≤ n : |k − np| ≤ r ·

√
n}.

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog für diese Art der lokal gleichmäßigen asymptotischen
Äquivalenz von an(k) und bn(k).

Satz 1.34 (Grenzwertsatz von de Moivre (1733) und Laplace (1819)). Sei Sn binomialverteilt mit Para-
metern n ∈ N und p ∈ (0, 1), und sei σ2 = p(1 − p). Dann gilt:

(i) P[Sn = k] = bn,p(k) ≈ b̃n,p(k) :=
1

√
2πnσ2

exp

(
−

1
2σ2

(
k − np
√

n

)2
)
.

(ii) P
[
a ≤

Sn − np
√

n
≤ b

]
n↗∞
−→

b́

a

1
√

2πσ2
exp

(
− x2

2σ2

)
dx für alle a, b ∈ R mit a ≤ b.

Beweis. (i). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a) Wir zeigen zunächst mithilfe der Stirlingschen Formel, dass

bn,p(k) ≈ bn,p(k) :=
1√

2πn k
n (1 −

k
n )

·

(
p

k/n

)k
·

(
1 − p

1 − k/n

)n−k
(1.17)

gilt. Nach der Stirlingschen Formel ist

lim
n→∞

n!
√

2πn (n/e)n
= 1.

Wegen k ≥ np − r ·
√

n für k ∈ Un,r folgt

sup
k∈Un,r

����� k!
√

2πk (k/e)k
− 1

����� −→ 0 für n→∞,

d.h.
k! ≈

√
2πk (k/e)k .

Analog erhält man
(n − k)! ≈

√
2π(n − k) ((n − k)/e)n−k ,

und damit

bn,p(k) =
n!

k! · (n − k)!
pk(1 − p)n−k ≈

√
2πn · nn · pk · (1 − p)n−k

2π
√

k(n − k) · kk · (n − k)n−k

=

√
n

2πk(n − k)

(np
k

)k (
n(1 − p)

n − k

)n−k
= bn,p(k).
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(b) Wir zeigen nun weiterhin mithilfe einer Taylorapproximation, dass

bn,p(k) ≈ b̃n,p(k) (1.18)

gilt. Dazu benutzen wir mehrfach die Abschätzung���� kn − p
���� ≤ r · n−

1
2 für k ∈ Un,r .

Hieraus folgt zunächst unmittelbar√
2πn

k
n

(
1 −

k
n

)
≈

√
2πnp(1 − p) =

√
2πnσ2. (1.19)

Um die Asymptotik der übrigen Faktoren von bn,p(k) zu erhalten, nehmen wir den Logarithmus, und
verwenden die Taylorapproximation

x log
x
p
+ (1 − x) log

1 − x
1 − p

=
1

2p(1 − p)
(x − p)2 + O(|x − p|3),

die man durch Berechnen der Ableitungen der Funktion auf der linken Seite an der Stelle x = p
verifiziert. Wir erhalten

1
n

log

[(
p

k/n

)k (
1 − p

1 − k/n

)n−k ]
= −

k
n

log
(

k/n
p

)
−

(
1 −

k
n

)
log

(
1 − k/n
1 − p

)
= −

1
2p(1 − p)

(
k
n
− p

)2
+ O

(
|
k
n
− p|3

)
.

Wegen
�� k
n − p

��3 ≤ r3 · n−
3
2 für k ∈ Un,r folgt

log

((
p

k/n

)k (
1 − p

1 − k/n

)n−k)
= −

n
2σ2

(
k
n
− p

)2
+ Rk,n,

wobei |Rk,n | ≤ const. · r3n−
1
2 für alle k ∈ Un,r , d.h.(

p
k/n

)k (
1 − p

1 − k/n

)n−k
≈ exp

(
−

n
2σ2

(
k
n
− p

)2
)
. (1.20)

Aussage (1.18) folgt dann aus (1.19) und (1.20).

(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (i).

(ii). Aufgrund von (i) erhalten wir für a, b ∈ R mit a < b:

P
[
a ≤

Sn − np
√

n
≤ b

]
=

∑
k∈{0,1,...,n}
a≤

k−np
√
n
≤b

bn,p(k) =
∑

k∈{0,1,...,n}
a≤

k−np
√
n
≤b

b̃n,p(k)(1 + εn,p(k)),

wobei
εn,p := sup

a≤
k−np
√
n
≤b

|εn,p(k)| −→ 0 für n→∞. (1.21)
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Wir zeigen nun

lim
n→∞

∑
k∈{0,1,...,n}
a≤

k−np
√
n
≤b

b̃n,p(k) =

bˆ

a

1
√

2πσ2
exp

(
−

x2

2σ2

)
dx (1.22)

Zum Beweis von (1.22) bemerken wir, dass

Γn :=
{

k − np
√

n
: k = 0, 1, . . . , n

}
⊆ R

ein äquidistantes Gitter mit Maschenweite 1/
√

n ist. Es gilt∑
k∈{0,1,...,n}
a≤

k−np
√
n
≤b

b̃n,p(k) =
∑
x∈Γn
a≤x≤b

1
√

2πσ2
e−

x2
2σ2

1
√

n
. (1.23)

Für n→∞ folgt dann (1.22), da die rechte Seite in (1.23) eine Riemannsummenapproximation des Integrals
in (1.22) ist, und der Integrand stetig ist. Die Behauptung folgt nun aus (1.21) und (1.22). �

Der Satz von de Moivre/Laplace impliziert, dass die Zufallsvariablen Sn−np√
n

für n → ∞ in Verteilung
gegen eine N(0, σ2)-verteilte Zufallsvariable mit Varianz σ2 = p(1 − p) konvergieren:

Sn − np
√

n
D
−→ σZ mit Z ∼ N(0, 1).

Hierbei bedeutet Konvergenz in Verteilung (convergence in distribution; Notation „
D→“), dass die Verteilun-

gen der Zufallsvariablen schwach konvergieren, d.h. für die Verteilungsfunktionen gilt

lim
n→∞

FSn−np
√
n

(c) =

cˆ

−∞

1
√

2πσ2
e−

x2
2σ2 dx = FσZ (c) für alle c ∈ R. (1.24)

Die allgemeine Definition der schwachen Konvergenz einer Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
wird in Abschnitt 5.1 unten gegeben - für Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R ist sie äquivalent zur
Konvergenz der Verteilungsfunktionen an allen Stellen, an denen die Limes-Verteilungsfunktion stetig ist.
Konvergenz in Verteilung ist also nicht wirklich ein Konvergenzbegriff für Zufallsvariablen, sondern „nur”
eine Konvergenz der Verteilungen. Für die standardisierten (d.h. auf Erwartungswert 0 und Varianz 1
normierten) Zufallsvariablen gilt entsprechend

Sn − E[Sn]
σ(Sn)

=
Sn − np
σ
√

n
D
−→ Z . (1.25)

Bemerkung. (i) Die Aussage (1.25) ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren zentralen Grenzwertsat-
zes: Sind X1, X2, . . . unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlicher Varianz, und ist
Sn = X1 + . . . + Xn, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen

Sn − E[Sn]
σ(Sn)

schwach gegen eine Standardnormalverteilung, siehe Abschnitt 5.2. Normalverteilungen treten also
als universelle Skalierungslimiten von Summen unabhängiger Zufallsvariablen auf.
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(ii) Heuristisch gilt für große n nach (1.25)

„ Sn
D
≈ np +

√
np(1 − p) · Z, “ (1.26)

wobei „D≈“ dafür steht, dass die Verteilungen der Zufallsvariablen sich einander in einem gewissen
Sinn annähern. In diesem Sinne wäre für große n

„Bin(n, p) ≈ N(np, np(1 − p)).“
Entsprechende „Approximationen“ werden häufig in Anwendungen benutzt, sollten aber hinterfragt
werden, da beim Übergang von (1.25) zu (1.26) mit dem divergierende Faktor

√
n multipliziert wird.

Die mathematische Präzisierung entsprechender heuristischer Argumentationen erfolgt üblicherweise
über den Satz von de Moivre/Laplace.

Beispiel (Faire Münzwürfe). Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit P[Xi = 0] = P[Xi =

1] = 1
2 , und sei Sn = X1 + . . . + Xn (z.B. Häufigkeit von „Zahl“ bei n fairen Münzwürfen). In diesem

Fall ist p = 1/2 und σ =
√

p(1 − p) = 1/2.

(i) 100 faire Münzwürfe: Für die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 60 mal Zahl fällt, gilt

P[S100 > 60] = P[S100 − E[S100] > 10] = P
[

S100 − E[S100]

σ(S100)
>

10
σ
√

100

]
.

Da S100−E[S100]
σ(S100)

nach (1.25) näherungsweise N(0, 1)-verteilt ist, und 10
σ
√

100
= 2 gilt, folgt

P[S100 > 60] ≈ P[Z > 2] = 1 − Φ(2) ≈ 0.0227 = 2.27%.

(ii) 16 faire Münzwürfe: Für die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 mal Zahl fällt, ergibt sich

P[S16 = 8] = P[7.5 ≤ S16 ≤ 8.5] = P
[����S16 − E[S16]

σ(S16)

���� ≤ 0.5
σ
√

16

]
Mit 0.5

σ
√

16
= 1

4 folgt näherungsweise

P[S16 = 8] ≈ P[|Z | ≤ 1/4] = 0.1974...

Der exakte Wert beträgt P[S16 = 8] = 0.1964.... Bei geschickter Anwendung ist die Norma-
lapproximation oft schon für eine kleine Anzahl von Summanden relativ genau!

Approximative Konfidenzintervalle

Angenommen, wir wollen den Anteil p der Wähler einer Partei durch Befragung von n Wählern schätzen.
Seien X1, . . . , Xn unter Pp unabhängige und Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen, wobei Xi = 1 dafür
steht, dass der i-te Wähler für die Partei A stimmen wird. Ein naheliegender Schätzwert für p ist Xn := Sn

n .
Wie viele Stichproben braucht man, damit der tatsächliche Stimmenanteil mit 95% Wahrscheinlichkeit um
höchstens ε = 1% von Schätzwert abweicht?

Definition 1.35 (Konfidenzintervall). Sei α ∈ (0, 1). Das zufällige Intervall [Xn − ε, Xn + ε] heißt Konfi-
denzintervall zum Konfidenzniveau 1 − α (bzw. zum Irrtumsniveau α) für den unbekannten Parameter p,
falls

Pp[p < [Xn − ε, Xn + ε]] ≤ α

für alle möglichen Parameterwerte p ∈ [0, 1] gilt.
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Im Prinzip kann man exakte Konfidenzintervalle aus der zugrundeliegenden Verteilungsfunktion erhalten.
In der Situation von oben gilt beispielsweise:

p ∈ [Xn − ε, Xn + ε] ⇐⇒ |Xn − p| ≤ ε ⇐⇒ Xn ∈ [p − ε, p + ε]

⇐⇒ Sn ∈ [n(p − ε), n(p + ε)]

Diese Bedingung ist für p ∈ [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit ≥ 1 − α erfüllt, falls z.B. F(n(p − ε)) ≤ α/2 und
F(n(p + ε)) ≥ 1 − α/2 für die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung Bin(n, p) gilt.

Praktikablere Methoden, um in unserem Modell Konfidenzintervalle zu bestimmen, sind zum Beispiel:

Abschätzung mithilfe der Čebyšev-Ungleichung:

Pp

[����Snn − p
���� ≥ ε] ≤

1
ε2 · Var

(
Sn
n

)
=

p(1 − p)
nε2 ≤

1
4nε2

!
≤ α ∀ p ∈ [0, 1]

Dies ist erfüllt für n ≥ 1
4ε2α

, also im Beispiel für n ≥ 50.000.

Abschätzung über die exponentielle Ungleichung:

Pp

[����Snn − p
���� ≥ ε] ≤ 2 · e−2ε2n ≤ α ∀ p ∈ [0, 1],

ist erfüllt für n ≥ 1
2ε2 log( 2

α ), also im Beispiel für n ≥ 18445.

Die exponentielle Abschätzung ist genauer - sie zeigt, dass bereits weniger als 20.000 Stichproben genügen.
Können wir mit noch weniger Stichproben auskommen ? Dazu berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass
der Parameter p im Konfidenzintervall liegt, näherungsweise mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximation:

Pp

[����Snn − p
���� ≤ ε] = Pp

[����� Sn − np√
np(1 − p)

����� ≤ nε√
np(1 − p)

]
≈ N(0, 1)

(
−

√
nε√

p(1 − p)
,

√
nε√

p(1 − p)

)
= 2

(
Φ

( √
nε√

p(1 − p)

)
−

1
2

)
p(1−p)≤ 1

4
≥ 2Φ(2

√
nε) − 1 ≥ 1 − α ∀ p ∈ [0, 1],

falls

n ≥

(
1

2ε
· Φ−1

(
1 −

α

2

))2
.

Im Beispiel gilt Φ−1(1 − α/2) ≈ 1.96, und die Bedingung ist für n ≥ 9604 erfüllt. Also sollten bereits
ca. 10.000 Stichproben ausreichen! Exakte (also ohne Verwendung einer Näherung hergeleitete) Konfiden-
zintervalle sind in vielen Fällen zu konservativ. In Anwendungen werden daher meistens approximative
Konfidenzintervalle angegeben, die mithilfe einer Normalapproximation hergeleitet wurden. Dabei ist aber
folgendes zu beachten:
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Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approximative Konfidenzintervalle erfüllen die
Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzw. nur näherungsweise). Da die Qualität der Normalapproxi-
mation für p → 0 bzw. p → 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im Allgemeinen selbst für n → ∞
nicht erfüllt. Beispielsweise beträgt das Niveau von approximativen 99% Konfidenzintervallen asymptotisch
tatsächlich nur 96.8%!

1.6. Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

Mithilfe einer geeigneten Transformation können wir reelle Zufallsvariablen mit einer vorgegebenen Ver-
teilung µ aus gleichverteilten Zufallsvariablen erzeugen. Ist die Verteilungsfunktion F : R → [0, 1] streng
monoton wachsend und stetig, also eine Bijektion von R nach (0, 1), und ist U : Ω → (0, 1) auf (0, 1)
gleichverteilt, dann hat die Zufallsvariable F−1(U) die Verteilung µ, denn es gilt

P[F−1(U) ≤ c] = P[U ≤ F(c)] = F(c) für alle c ∈ R.

Das beschriebene Inversionsverfahren werden wir in Satz 1.38 erweitern, um reelle Zufallsvariablen mit
beliebigen Verteilungen zu konstruieren. Da die Verteilungsfunktion dann im Allgemeinen keine Bijektion
ist, verwenden wir statt der Inversen F−1 eine verallgemeinerte (linksstetige) Inverse, die durch die Quan-
tile der zugrundeliegenden Verteilung bestimmt ist. Gegen Ende dieses Abschnitts betrachten wir dann
Transformationen von absolutstetigen Zufallsvariablen.

Quantile und Inversion der Verteilungsfunktion

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktion einen bestimmten Wert überschreitet. Solche Stel-
len müssen häufig in praktischen Anwendungen (z.B. Qualitätskontrolle) berechnet werden. Mithilfe von
Quantilen kann man verallgemeinerte Umkehrfunktionen der im Allgemeinen nicht bijektiven Verteilungs-
funktion definieren. Sei X : Ω→ R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) mit
Verteilungsfunktion F.

Definition 1.36 (Quantile). Sei u ∈ [0, 1]. Dann heißt q ∈ R ein u-Quantil der Verteilung von X , falls

P[X < q] ≤ u und P[X > q] ≤ 1 − u

gilt. Ein Median ist ein 1
2 -Quantil. Quantile zu u = 1

4,
1
2,

3
4 bezeichnet man als Quartile.

Ist die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend, dann ist q = F−1(u) für u ∈ (0, 1) das einzige
u-Quantil. Im Allgemeinen kann es hingegen mehrere u-Quantile zu einem Wert u geben.

Beispiel (Empirische Quantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die aus n reellwertigen Daten /
Messwerten x1, . . . , xn mit x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn besteht. Die empirische Verteilung der Stichprobe
ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

µ =
1
n

n∑
i=1

δxi

auf (R,P(R)), d.h. für B ⊆ R ist

µ[B] =
1
n
|{xi ∈ B, 1 ≤ i ≤ n}|

die relative Häufigkeit des Bereichs B unter den Messwerten xi . Die empirische Verteilung ergibt sich,
wenn wir zufällig ein i ∈ {1, . . . , n} wählen, und den entsprechenden Messwert betrachten. Die Quantile
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der empirischen Verteilung bezeichnet man als Stichprobenquantile. Ist n · u nicht ganzzahlig, dann ist
x dn ·ue das eindeutige u-Quantil der Stichprobe. Ist hingegen u = k/n mit k ∈ {1, . . . , n − 1}, dann ist
jedes q ∈ [xk, xk+1] ein u-Quantil der empirischen Verteilung.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunktion F, die ja im Allgemeinen
nicht bijektiv ist. Für u ∈ (0, 1) sei

G(u) := inf{x ∈ R : F(x) ≥ u} = sup{x ∈ R : F(x) < u}, und
G(u) := inf{x ∈ R : F(x) > u} = sup{x ∈ R : F(x) ≤ u}.

Offensichtlich gilt G(u) ≤ G(u). Die Funktionen G bzw. G sind links- bzw. rechtsstetig. Ist F stetig
und streng monoton wachsend, also eine Bijektion von R nach (0, 1), dann ist G(u) = G(u) = F−1(u). Die
Funktion G heißt daher auch die linksstetige verallgemeinerte Inverse von F. Das folgende Lemma zeigt,
dass G(u) das kleinste und G(u) das größte u-Quantil ist:

Lemma 1.37. Für u ∈ (0, 1) und q ∈ R sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) q ist ein u-Quantil.

(ii) F(q−) ≤ u ≤ F(q).

(iii) G(u) ≤ q ≤ G(u).

Hierbei ist F(q−) := lim
y↗q

F(y) der linksseitige Limes von F an der Stelle q.

Beweis. Nach Definition ist q genau dann ein u-Quantil, wenn

P[X < q] ≤ u ≤ 1 − P[X > q] = P[X ≤ q]

gilt. Hieraus folgt die Äquivalenz von (i) und (ii).
Um zu beweisen, dass (3) äquivalent zu diesen Bedingungen ist, müssen wir zeigen, dass G(u) das kleinste
und G(u) das größte u-Quantil ist. Wir bemerken zunächst, dass G(u) ein u-Quantil ist, da

F(G(u)−) = lim
x↗G(u)

F(x)︸︷︷︸
<u

für x<G(u)

≤ u, und F(G(u)) = lim
x↘G(u)

F(x)︸︷︷︸
≥u

für x>G(u)

≥ u.

Andererseits ist x < G(u) kein u-Quantil, denn es gilt F(x) < u. Somit ist G(u) das kleinste u-Quantil. Auf
ähnliche Weise folgt, dass G(u) das größte u-Quantil ist. �

Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von auf (0, 1) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von anderen Vertei-
lungen µ auf R1?

Beispiel (Endlicher Fall). Gilt µ[S] = 1 für eine endliche Teilmenge S ⊆ R, dann können wir die Frage
leicht beantworten: Sei S = {x1, . . . , xn} ⊆ Rmit n ∈ N und x1 < x2 < . . . < xn. DieVerteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf S ist gegeben durch

F(c) = µ[(−∞, c]] =
∑

i:xi ≤c
µ[{xi}].

Ist U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch

X(ω) := xk falls F(xk−1) < U(ω) ≤ F(xk), x0 := −∞,
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eine Zufallsvariable mit Verteilung µ definiert, denn für k = 1, . . . , n gilt

P[X = xk] = F(xk) − F(xk−1) = µ[{xk}].

1

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

µ
(x

1 )

G
en
eriere

u
∼

U
n
if{

[0
,1
]}

u

F (x)

Abbildung 1.13.: Erzeugen einer Stichprobe von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer endlichen
Menge {x1, . . . , xn} ⊆ R.

Wir wollen das Vorgehen aus dem Beispiel nun verallgemeinern. Sei F : R → [0, 1] eine Funktion mit
den folgenden Eigenschaften: F ist

(i) monoton wachsend: F(x) ≤ F(y) ∀ x ≤ y,

(ii) rechtsstetig: lim
x↓c

F(x) = F(c) ∀ c ∈ R,

(iii) normiert: lim
x↘−∞

F(x) = 0 , lim
x↗+∞

F(x) = 1.

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktion einer Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F:

Satz 1.38 (Quantiltransformation). Ist F : R→ [0, 1] eine Funktion mit (i)-(iii), und G : (0, 1) → R die
linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist das Bild µ := Unif(0,1) ◦ G−1 der Gleichverteilung auf (0, 1)
unter G ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R mit Verteilungsfunktion F.
Insbesondere gilt: Ist U : Ω → (0, 1) eine unter P gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die Zufallsva-
riable

X(ω) := G(U(ω))

unter P die Verteilungsfunktion F.

Beweis. Da G(u) ein u-Quantil ist, gilt F(G(u)) ≥ u, also

G(u) = min{x ∈ R : F(x) ≥ u},

40 Universität Bonn



1.6. Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

und somit für c ∈ R :

G(u) ≤ c ⇐⇒ F(x) ≥ u für ein x ≤ c ⇐⇒ F(c) ≥ u.

Es folgt:

P[G(U) ≤ c] = Unif(0,1)[{u ∈ (0, 1) : G(u) ≤ c︸    ︷︷    ︸
⇐⇒ F(c)≥u

}] = F(c).

Also ist F die Verteilungsfunktion von G(U) bzw. von µ. �

Bemerkung. Nimmt X nur endlich viele Werte x1 < x2 < . . . < xn an, dann ist F stückweise konstant, und
es gilt:

G(u) = xk für F(xk−1) < u ≤ F(xk), x0 := −∞,
d.h. G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transformation.

Als Konsequenz aus Satz 1.38 ergibt sich unmittelbar:

Korollar 1.39 (Existenzsatz). Zu jeder Funktion F mit (i)-(iii) existiert eine reelle Zufallsvariable X bzw.
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf R mit Verteilungsfunktion F.

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Simulation einer Stichprobe von µ:

Algorithmus 2 : Direktes Verfahren zur Simulation einer Stichprobe x von µ
Input : Linksstetige Inverse G der Verteilungsfunktion von µ.
Output : Stichprobe x von µ.

1 Erzeuge (Pseudo)-Zufallszahl u ∈ (0, 1);
2 Setze x := G(u) ;
3 return x;
Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er ist aber oft nicht praktikabel, da manG nicht immer

berechnen kann, oder da das Anwenden der Transformation G (zunächst unwesentliche) Schwachstellen des
verwendeten Zufallsgenerators verstärkt. Man greift daher oft selbst im eindimensionalen Fall auf andere
Simulationsverfahren wie z.B. „Acceptance Rejection“ Methoden zurück.

Beispiele. (i) Bernoulli(p)-Verteilung auf {0, 1}. Hier gilt

F = (1 − p) · I[0,1) + 1 · I[1,∞) und G = I(1−p,1).

Also ist die Zufallsvariable G(U) = I{U<1−p} für U ∼ Unif(0,1) Bernoulli(p)-verteilt.
(ii) Gleichverteilung auf (a, b). Hier ist F(c) = c−a

b−a für c ∈ [a, b], und damit

G(u) = a + (b − a)u,

siehe Abbildung 1.15. Also ist a + (b − a)U für U ∼ Unif(0,1) gleichverteilt auf (a, b).

1

a b

F

Abbildung 1.15.: G(U) = a + (b − a)U ist auf (a, b) gleichverteilt.
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1

1

1− p

F

Abbildung 1.14.: G(U) = I{U>1−p} ist Bernoulli(p)-verteilt.

(iii) Exponentialverteilung mit Parameter λ > 0:

F(c) = 1 − e−λc, G(u) = F−1(u) = −
1
λ

log(1 − u).

Anwenden des negativen Logarithmus transformiert also die gleichverteilte Zufallsvariable 1−U
in eine exponentialverteilte Zufallsvariable.

Transformation von Dichten

Wir haben in Beispielen bereits mehrfach die Verteilung von Funktionen von absolutstetigen Zufallsvariablen
berechnet. Sei nun allgemein I = (a, b) ⊆ R ein offenes Intervall, und X : Ω → I eine Zufallsvariable mit
stetiger Verteilung.

Satz 1.40 (Eindimensionaler Dichtetransformationssatz). Ist φ : I → R einmal stetig differenzierbar
mit φ′(x) , 0 für alle x ∈ I, dann ist die Verteilung von φ(X) absolutstetig mit Dichte

fφ(X)(y) =

{
fX(φ−1(y)) · |(φ−1)′(y)| für y ∈ φ(I),
0 sonst.

(1.27)

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt entweder φ′ > 0 auf I oder φ′ < 0 auf I. Wir betrachten nur den ersten
Fall. Aus φ′ > 0 folgt, dass φ streng monoton wachsend ist, also eine Bijektion von I nach φ(I). Daher
erhalten wir mit der Substitution y = φ(x):

Fφ(X)(c) = P[φ(X) ≤ c] = P[X ≤ φ−1(c)] = FX(φ
−1(c))

=

ˆ φ−1(c)

a

fX(x) dx =
ˆ c

φ(a)
fX(φ−1(y)) (φ−1)′(y) dy

für alle c ∈ φ(I). Die Behauptung folgt wegen P[φ(X) < φ(I)] = 0. �

Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeiten). Sei θ : Ω→ [0, 2π) ein zufälliger, auf [0, 2π) gleich-
verteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung von cos θ berechnen. Da die Kosinusfunktion auf [0, 2π)
nicht streng monoton ist, ist (1.27) nicht direkt anwendbar. Wir können aber das Intervall [0, 2π) in die

42 Universität Bonn



1.6. Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

Teile [0, π) und [π, 2π) zerlegen, und dann die Verteilung ähnlich wie imBeweis von Satz 1.40 berechnen.
Wegen

P[cos θ > c] = P[cos θ > c und θ ∈ [0, π)] + P[cos θ > c und θ ∈ [π, 2π)]
= P[θ ∈ [0, arccos c)] + P[θ ∈ [2π − arccos c, 2π)]

=
2

2π
· arccos c

erhalten wir, dass cos θ eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

fcos θ (x) = F ′cos θ (x) =
1
π
·

1
√

1 − x2
; x ∈ (−1, 1)

hat. Anstelle von (1.27) gilt in diesem Fall

fcos θ (x) = fX (ψ1(x)) · |ψ ′1(x)| + fX (ψ2(x)) · |ψ ′2(x)|,

wobei ψ1(x) = arccos x und ψ2(x) = 2π − arccos x die Umkehrfunktionen auf den Teilintervallen sind.
Entsprechende Formeln erhält man auch allgemein, wenn die Transformation nur stückweise bijektiv ist.

1

1−1

Abbildung 1.16.: Graph der Dichtefunktion fcos θ

Auf ähnliche Weise zeigt man für a > 0:

fa tan θ (x) =
1
πa
·

1
1 + (x/a)2

, x ∈ R.

0.2

0.4

1 2−1−2

Abbildung 1.17.: Graph der Dichtefunktion ftan θ
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Die Verteilung mit dieser Dichte heißt Cauchyverteilung zum Parameter a. Sie beschreibt unter
anderem die Intensitätsverteilung auf einer Geraden, die von einer in alle Richtungen gleichmäßig
strahlenden Lichtquelle im Abstand a bestrahlt wird.

⊗

a · tan θ

a

θ

1.7. Übungsaufgaben

Aufgabe 1 (σ–Additivität und monotone Stetigkeit). Sei A eine σ–Algebra.

a) Zeigen Sie, dass eine additive Abbildung P : A → [0,∞] genau dann σ–additiv ist, wenn gilt

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⇒ lim
n→∞

P[An] = P[
⋃

An] .

b) Gilt P[Ω] = 1, dann ist die σ–Additivität von P auch äquivalent zur ∅–Stetigkeit :

A1 ⊇ A2 ⊇ . . . mit
⋂

An = ∅ ⇒ lim
n→∞

P[An] = 0 .

Aufgabe 2 (Unendliche Kombinationen von Ereignissen). Sei A1, A2, . . . eine Folge von unabhängigen
Ereignissen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) mit P[An] < 1 und P[

⋃∞
n=1 An] = 1. Zeigen Sie:

P

[
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An

]
= 1 .

Aufgabe 3 (Verteilungsfunktionen und Simulation von reellwertigen Zufallsvariablen). Sei X eine re-
ellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P). Die Funktion F : R→ [0, 1],

F(c) := P[X ≤ c] = P[X−1((−∞, c])], c ∈ R,

heißt Verteilungsfunktion von X .

a) Zeige : F ist monoton wachsend und rechtsstetig mit

lim
c→−∞

F(c) = 0 und lim
c→∞

F(c) = 1 .

b) Sei U(0,1) die Gleichverteilung auf (0, 1). Wie sieht der Graph von F aus, falls die Verteilung von X
gleich 1

2U(0,1) +
1
2δ2 ist ?

c) Für u ∈ (0, 1) sei

G(u) := inf {c ∈ R : F(c) ≥ u} = sup {c ∈ R : F(c) < u}

die „linksstetige verallgemeinerte Inverse” von F. SkizziereG für das Beispiel aus b). Zeige allgemein,
daß G eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

((0, 1),B((0, 1)),U(0,1))

ist, die dieselbe Verteilung wie X unter P hat.
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Aufgabe 4 (Verteilungsfunktionen II). a) Sei X : Ω → R eine Zufallsvariable auf (Ω,A, P) mit Ver-
teilungsfunktion

F(c) =


0 für c < −1,
1 − p für − 1 ≤ c < 0,
1 − p + 1

2 cp für 0 ≤ c ≤ 2,
1 für c > 2.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten P[X = −1], P[X = 0] und P[X ≥ 1].

b) Sei nun F die Verteilungsfunktion einer beliebigen reellwertigen Zufallsvariable X . Bestimme die
Verteilungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen in Abhängigkeit von F:

X+ = max(X, 0), X− = −min(X, 0), |X |.

Aufgabe 5 (σ-Algebren). a) Sei Ω eine nichtleere Menge, und J ⊆ P(Ω). Zeige, dass σ(J) eine
σ-Algebra ist.

b) Folgere, dass B(R) alle abgeschlossenen und halboffenen Intervalle enthält.

c) Zeige B(R) = σ ( (−∞, c] : c ∈ R ).

d) Wie sieht ein möglichst einfaches Erzeugendensystem von B(Rd) aus ?

Aufgabe 6 (Eine nicht meßbare Teilmenge von S1). Sei S1 = {eiθ : θ ∈ R} der Einheitskreis in C � R2.
Betrachte die Äquivalenzklassen auf S1 bzgl. der Relation

z ∼ w ⇔ z = eiαw für ein α ∈ Q .

Folgere aus dem Auswahlaxiom die Existenz von disjunkten Mengen Aq, q ∈ Q, die alle auseinander durch
Rotation um den Ursprung hervorgehen, so daß

S1 =
⋃
q∈Q

Aq .

Erkläre, warum die Existenz einer rotationsinvarianten Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B(S1) impliziert,
daß die Mengen Aq nicht Borelsch sind.
Bemerkung: Das Banach-Tarski-Paradox besagt, daß eine Teilmenge F der Einheitssphäre S2 ⊂ R3

existiert, sodaß sich S2 für jedes 3 ≤ k ≤ ∞ als disjunkte Vereinigung von k Mengen schreiben läßt, die alle
durch Rotation von F um den Nullpunkt entstehen !

Aufgabe 7 (Zufallsvariablen,Verteilungsfunktion). a) Seien X,Y, Xn : Ω → R reellwertige Zufalls-
variablen. Zeigen Sie, dass auch die folgenden Abbildungen Zufallsvariablen sind:

X · Y, sup
n∈N

Xn, lim inf
n→∞

Xn .

Folgern Sie, dass die Menge M = {ω ∈ Ω : limn→∞ Xn(ω) existiert} messbar ist.

b) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion FX und seien a, b ∈ R. Bestimmen Sie die Vertei-
lungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen:

Y1 = aX + b, Y2 = |X |, Y3 = eX .

Aufgabe 8 (Normalverteilung). Sei Z eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable.
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a) Die Verteilung von Y := eZ heißt log-Normal-Verteilung. Zeigen Sie, dass diese Verteilung absolut-
stetig ist, und berechnen Sie die Dichte.

b) Beweisen Sie die Abschätzung

P[Z ≥ x] ≤
(

1
x
−

1
x3 +

3
x5

)
1
√

2π
e−

x2
2 .

Aufgabe 9 (Satz von de Moivre-Laplace). a) Formulieren Sie die Aussage des Grenzwertsatzes von
de Moivre-Laplace, und skizzieren Sie den Beweis. Die Beweisskizze sollte alle wesentlichen Ap-
proximationsschritte enthalten - Sie brauchen die einzelnen Schritte aber nicht vollständig rigoros
auszuführen.

b) Ein Hotel hat 200 Betten. Wie viele Reservierungen darf der Hotelmanager akzeptieren, wenn erfah-
rungsgemäß eine Reservierung mit 20 %Wahrscheinlichkeit annulliert wird, und die Wahrscheinlich-
keit einer Überbuchung höchstens 2, 5 % sein soll?

Aufgabe 10 (Konfidenzintervalle). Ein Fußballfan hat folgenden Verdacht: Diejenige Mannschaft, die per
Losentscheid das Elfmeterschießen beginnt, hat bessere Chancen zu gewinnen. Um seine Vermutung zu
belegen, betrachtet er die Ergebnisse von 100 Spielen, die durch Elfmeterschießen entschieden wurden.
Davon hat die jeweils beginnende Mannschaft 60 Spiele gewonnen. Leiten Sie exakte und approximative
Konfidenzintervalle zu den Konfidenzniveaus 80% und 90% für die Wahrscheinlichkeit p her, dass die
beginnende Mannschaft gewinnt. Würden Sie der Vermutung auf der Basis dieser Daten zustimmen?

Aufgabe 11 (Normalapproximation der Poissonverteilung). Sei N eine zum Parameter λ > 0 Poisson-
verteilte Zufallsvariable. Beweisen Sie mithilfe der Stirlingschen Formel:

lim
λ→∞

P [aλ ≤ N ≤ bλ] = Φ(b) − Φ(a) ∀ a < b

mit aλ := λ + a
√
λ und bλ := λ + b

√
λ. Hierbei bezeichnet Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormal-

verteilung.

Aufgabe 12 (Überbuchungen). Häufig ist die Zahl der zu einem Flug erscheinenden Passagiere geringer als
die Zahl der Buchungen für diesen Flug. Die Fluggesellschaft praktiziert daher das sogenannte Überbuchen
(d.h. sie verkauft mehr Tickets als Sitze vorhanden sind) mit dem Risiko, eventuell überzählige Passagiere
mit Geld entschädigen zu müssen. Angenommen, die Fluggesellschaft hat bei jedem mitfliegenden Fluggast
Einnahmen von a = 300 Euro, für jede überzählige Person jedoch einen Verlust von b = 500 Euro. Wir
nehmen ferner an, dass jede Person, die einen Platz gebucht hat, unabhängig von den anderen Passagieren
mit Wahrscheinlichkeit p = 0, 95 zum Flug erscheint. Wie viele Plätze würden Sie bei einem

(a) Airbus A319 mit s = 124 Sitzplätzen,

(b) Airbus A380 mit s = 549 Sitzplätzen

verkaufen, um den zu erwartenden Gewinn zu maximieren?
Hinweis: Zeigen Sie zunächst: Ist (Xn)n≥1 eine Bernoulli-Folge zu p, Sn :=

∑n
k=1 Xk , sowie Gn der Gewinn

bei n verkauften Plätzen, so gilt

Gn+1 − Gn = a · I{Sn<s} Xn+1 − b · I{Sn≥s} Xn+1

Folgern Sie, dass E[Gn+1] ≥ E[Gn] genau dann gilt, wenn P[Sn < s] ≥ b
a+b , und verwenden Sie die

Normalapproximation der Binomialverteilung.
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Aufgabe 13 (Wartezeiten). Eine Folge von Ereignissen trete zu zufälligen Zeitpunkten ein. Wir nehmen
an, dass die Anzahl der Ereignisse, die sich bis zur Zeit t > 0 ereignen, durch eine Poisson(λt)-verteilte
Zufallsvariable Nt beschrieben wird, wobei λ > 0 ein fester Parameter ist. (Wofür und weshalb ist das eine
sinnvolle Modellierungsannahme ?)

a) Sei Tk der Zeitpunkt, zu dem das k-te Ereignis eintritt. Zeigen Sie: Tk ist eine Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion

Fk(t) = 1 − e−λt
k−1∑
i=0

(λt)i

i!
, t ≥ 0.

b) Folgern Sie, dass die Verteilung von Tk absolutstetig ist mit Dichte

fk(t) =
λk

(k − 1)!
tk−1e−λt 1(0,∞)(t).

Skizzieren Sie die Dichten f1, f2 und f3 in einer Abbildung. Die Verteilung von Tk heißt Gamma-
Verteilung mit Parametern λ und k.

c) Analog können wir die Verteilung von Wartezeiten für Ereignisse bestimmen, die zu diskreten Zeit-
punkten eintreten. Zu jedem Zeitpunkt n ∈ N trete unabhängig voneinander ein Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeit p ∈ (0, 1) ein. Erneut sei Tk der Zeitpunkt des Eintretens des k-ten Ereignisses. Zeigen
Sie, dass Tk eine diskrete Zufallsvariable mit Massenfunktion

pk(k + n) =
(
k + n − 1

n

)
pk(1 − p)n, n = 0, 1, 2, . . . .

ist. Wie ist der Zusammenhang mit dem Modell in stetiger Zeit ?

Aufgabe 14 (Ausfallraten). Sei T eine positive absolutstetige Zufallsvariable mit stetiger Dichtefunktion
f . Wir definieren die Ausfallrate r durch

r(t) := lim
h↓0

1
h

P[T ≤ t + h|T > t], t ≥ 0.

(a) Zeige: r(t) = H ′(t) = f (t)/(1 − F(t)), wobei F die Verteilungsfunktion von T und H(t) := − log(1 −
F(t)) ist.

(c) Berechne die Ausfallrate in dem Fall, dass T eine Weibull-Verteilung besitzt, d.h.

P[T > t] = exp(−αtβ−1).

Was ergibt sich, falls T exponentialverteilt ist ?

Aufgabe 15. Von der geometrischen Verteilung zur Exponentialverteilung Sei Xp eine Zufallsvariable mit
P[Xp = k] = (1 − p)pk für k ∈ N ∪ {0}. Zeigen Sie, dass im Grenzwert p→ 1 die Verteilungsfunktion der
reskalierten Zufallsvariablen

Yp := (1 − p)Xp

punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Exp(1)-Verteilung konvergiert.

Aufgabe 16 (Transformationen von absolutstetigen Verteilungen). a) Sei Z eine mit den Parametern
m und σ2 normalverteilte Zufallsvariable, und seien a, b ∈ R mit a , 0. Zeigen Sie, dass die
Zufallsvariable X := aZ + b die Verteilung N(am + b, a2σ2) hat. Welche Verteilung hat X im Fall
a = 0 ?
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b) Im Abstand a von einer Geraden befinde sich eine Glühbirne, die gleichmäßig in alle Richtungen
strahlt, die die Gerade irgendwann treffen. X bezeichne den Auftreffpunkt eines Lichtstrahls auf der
Geraden. Der Punkt auf der Geraden, der der Glühbirne am nächsten liegt, sei mit x = 0 bezeichnet.
Zeigen Sie, dass die Verteilung von X absolutstetig ist mit Dichtefunktion

fX(x) =
a

π(a2 + x2)
.

Diese Verteilung wird als Cauchyverteilung zum Parameter a bezeichnet.
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2.1. Unabhängigkeit

In diesem Abschnitt erweitern wir den Unabhängigkeitsbegriff auf Zufallsvariablen mit allgemeinem Zu-
standsraum. Zudem führen wir den grundlegenden Begriff unabhängiger Mengensysteme ein. Zufallsvaria-
blen sind in diesem Sinne genau dann unabhängig, wenn die von ihnen erzeugten σ-Algebren unabhängige
Mengensysteme sind. Eine wichtige Konsequenz ist, dass messbare Funktionen von unabhängigen Zu-
fallsvariablen wieder unabhängig sind. Dies gilt auch dann, wenn die Zufallsvariablen zuvor in Gruppen
zusammengefasst werden, und die Funktionen jeweils von mehreren Zufallsvariablen aus einer Gruppe ab-
hängen. Am Ende des Abschnitts beweisen wir einen Grenzwertsatz für Maxima von exponentialverteilten
Zufallsvariablen, und leiten verteilungsunabhängige Konfidenzintervalle für Quantile her.

Unabhängigkeit von Ereignissen

In Abschnitt ?? haben wir einen Unabhängigkeitsbegriff für Ereignisse eingeführt: Eine Kollektion Ai, i ∈ I,
von Ereignissen aus derselben σ-AlgebraA heißt unabhängig bzgl. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P,
falls

P[Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Ain ] =

n∏
k=1

P[Aik ] (2.1)

für alle n ∈ N und alle paarweise verschiedenen i1, . . . , in ∈ I gilt.

Beispiel. Ein Ereignis A ist genau dann unabhängig von sich selbst, wenn P[A] = P[A ∩ A] = P[A]2

gilt, also wenn die Wahrscheinlichkeit von A gleich 0 oder 1 ist. Solche Ereignisse nennt man auch
deterministisch.

Wir wollen den obigen Unabhängigkeitsbegriff nun auf Ereignissysteme erweitern.

Definition 2.1 (Unabhängigkeit von Mengensystemen). Eine Kollektion Ai (i ∈ I) von Mengensyste-
men Ai ⊆ A heißt unabhängig (bzgl. P), falls jede Kollektion Ai (i ∈ I) von Ereignissen Ai ∈ Ai

unabhängig ist, d.h. falls

P[Ai1 ∩ . . . ∩ Ain ] =

n∏
k=1

P[Aik ]

für alle n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden, und Aik ∈ Aik (1 ≤ k ≤ n) gilt.

Sind zum Beispiel A und B unabhängige Ereignisse, dann sind die σ-Algebren σ({A}) = {∅, A, AC,Ω}

und σ({B}) = {∅, B, BC,Ω} unabhängige Mengensysteme. Viel allgemeiner gilt:

Satz 2.2 (Kompositions- und Gruppierungssatz für unabhängige Ereignisse). Seien Ai (i ∈ I) unab-
hängige Mengensysteme. Jedes Ai sei durchschnittsstabil. Dann folgt:

(i) Die σ-Algebren σ(Ai) (i ∈ I) sind unabhängige Mengensysteme.
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(ii) Ist I =
⋃

k∈K Ik eine disjunkte Zerlegung von I, dann sind auch dieσ-Algebrenσ(
⋃

i∈Ik Ai) (k ∈ K)
unabhängige Mengensysteme.

Beispiel. Sind A1, . . . , An unabhängige Ereignisse, dann sind dieMengensystemeA1 = {A1}, . . . ,An =

{An} unabhängig und durchschnittsstabil. Also sind auch die σ-Algebren

σ(Ai) = {∅, Ai, AC
i ,Ω} (i = 1, . . . , n)

unabhängige Mengensysteme, d.h es gilt

P[B1 ∩ . . . ∩ Bn] =

n∏
i=1

P[Bi] für Bi ∈ {∅, Ai, AC
i ,Ω}.

Dies kann man auch direkt beweisen, siehe Lemma ?? oben.

Ein Beispiel zum zweiten Teil der Aussage von Satz 2.2 werden wir im Anschluss an den Beweis des Satzes
betrachten.

Beweis. (i) Seien i1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden. Wir müssen zeigen, dass

P[B1 ∩ . . . ∩ Bn] = P[B1] · . . . · P[Bn] (2.2)

für alle B1 ∈ σ(Ai1), . . . , Bn ∈ σ(Ain ) gilt. Dazu verfahren wir schrittweise:

a) Die Aussage (2.2) gilt nach Voraussetzung für B1 ∈ Ai1, . . . , Bn ∈ Ain .

b) Für B2 ∈ Ai2, . . . , Bn ∈ Ain betrachten wir das Mengensystem D aller B1 ∈ A, für die (2.2) gilt. D
ist ein Dynkin-System, dasAi1 nach a) enthält. DaAi1 durchschnittsstabil ist, folgt nach Lemma 1.16

D ⊇ D(Ai1) = σ(Ai1).

Also gilt (2.2) für alle B1 ∈ σ(Ai1).

c) Für B1 ∈ σ(Ai1) und B3 ∈ Ai3, . . . , Bn ∈ Ain betrachten wir nun das Mengensystem aller B2 ∈ A,
für die (2.2) gilt. Wiederum ist D ein Dynkinsystem, das Ai2 nach b) enthält. Wie im letzten Schritt
folgt daher

D ⊇ D(Ai2) = σ(Ai2),

d.h. (2.2) ist für alle B2 ∈ σ(Ai2) erfüllt.

d) Anschließend verfahren wir auf entsprechende Weise weiter. Nach n-facher Anwendung eines analo-
gen Arguments folgt die Behauptung.

(ii) Für k ∈ K gilt σ(
⋃

i∈Ik Ai) = σ(Ck) mit

Ck := {B1 ∩ . . . ∩ Bn : n ∈ N, i1, . . . , in ∈ Ik, Bj ∈ Ai j für 1 ≤ j ≤ n}.

DieMengensysteme Ck (k ∈ K) sind durchschnittsstabil und unabhängig, da jede Kollektion von Ereignissen
Ai ∈ Ai (i ∈ I), nach Voraussetzung unabhängig ist. Also sind nach Teil (i) der Aussage auch dieσ-Algebren
σ(Ck), k ∈ K , unabhängig. �

Beispiel (Affe tippt Shakespeare). Wir betrachten unabhängige 0-1-Experimente mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p. Sei Xi(ω) ∈ {0, 1} derAusgang des i-tenExperiments. Für ein binäresWort (a1, . . . , an) ∈
{0, 1}n mit Länge n ∈ N gilt:

P[X1 = a1, . . . , Xn = an] = P

[
n⋂
i=1
{Xi = ai}

]
unabh.
= pk · (1 − p)n−k,

wobei k = a1 + . . . + an die Anzahl der Einsen in dem Wort ist. Wir zeigen nun für p < {0, 1}:
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Behauptung: P[„Wort (a1, . . . , an) kommt unendlich oft in der Folge X1, X2, . . . vor“] = 1.
ZumBeweis unterteilenwir die Folge X1, X2, . . . inBlöcke der Länge n, und bemerken, dass die Ereignisse

Em = {Xmn+1 = a1, Xmn+2 = a2, . . . , Xmn+n = an}, m ∈ Z+,

„Wort steht im m-ten Block“

unabhängig sind. Nach Satz 2.2 sind nämlich die σ-Algebren

σ({{Xmn+1 = 1}, {Xmn+2 = 1}, . . . , {Xmn+n = 1}}), m ∈ Z+,

unabhängig, also auch die darin enthaltenen Ereignisse Em. Für p , 0 gilt:

P[Em] = pk · (1 − p)n−k > 0,

also
∑∞

m=1 P[Em] = ∞. Damit folgt nach Borel-Cantelli:

1 = P[Em unendlich oft] ≤ P[„Wort kommt unendlich oft vor“].

�

Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

Wir führen nun einen Unabhängigkeitsbegriff für Zufallsvariablen Xi mit Werten in allgemeinen messbaren
Räumen (Si,Bi) ein, der kompatibel mit dem oben definierten Unabhängigkeitsbegriff für Mengensysteme
ist.

Definition 2.3 (Unabhängigkeit von Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum). Sei (Ω,A, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien (Si,Bi), 1 ≤ i ≤ n, messbare Räume.

(i) Eine endliche Kollektion X1 : Ω→ S1, . . . , Xn : Ω→ Sn von Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) heißt
unabhängig, falls

P[X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn] =

n∏
i=1

P[Xi ∈ Bi] ∀ Bi ∈ Bi (1 ≤ i ≤ n). (2.3)

(ii) Eine beliebige Kollektion Xi : Ω→ Si (i ∈ I) von Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) heißt unabhängig,
falls jede endliche Teilkollektion Xi1, . . . , Xin (mit i1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden) unabhängig
ist.

Bemerkung. (i) Die Definition ist konsistent: Jede endliche Teilkollektion einer unabhängigen endlichen
Kollektion von Zufallsvariablen ist wieder unabhängig im Sinne von (2.3).

(ii) Die Zufallsvariablen Xi (i ∈ I) sind genau dann unabhängig, wenn die σ-Algebren

σ(Xi) = {X−1
i (B) : B ∈ Si} (i ∈ I)

unabhängige Mengensysteme sind.

Seien (Ti, Ci) weitere messbare Räume. Eine sehr wichtige Konsequenz von Bemerkung (ii) ist:
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Satz 2.4 (Funktionen von unabhängigen Zufallsvariablen sind unabhängig).
Sind Xi : Ω → Si (i ∈ I) unabhängige Zufallsvariablen auf (Ω,A, P), und sind hi : Si → Ti messbare
Abbildungen, dann sind auch die Zufallsvariablen hi(Xi) (i ∈ I) unabhängig bzgl. P.

Beweis. Für i ∈ I gilt

σ(hi(Xi)) = {(hi ◦ Xi)
−1(B) : B ∈ Ci} = {X−1

i (h
−1
i (B)) : B ∈ Ci} ⊆ σ(Xi).

Dadieσ-Algebrenσ(Xi) (i ∈ I) nachBemerkung (ii) unabhängig sind, sind auch die von denZufallsvariablen
hi(Xi) erzeugten σ-Algebren unabhängige Mengensysteme, also die Zufallsvariablen unabhängig. �

Allgemeiner können wir Funktionen von disjunkten Gruppen von unabhängigen Zufallsvariablen betrach-
ten, und erhalten wieder unabhängige Zufallsvariablen:

Definition 2.5 (Von mehreren Abbildungen erzeugte σ-Algebra). Für J ⊆ I ist die von den Abbildun-
gen Xi : Ω→ Si (i ∈ J) erzeugte σ-Algebra definiert als

σ (Xi : i ∈ J) := σ
(
{X−1

i (B) : i ∈ J, B ∈ Bi}
)
= σ

(⋃
i∈J

σ(Xi)

)
.

Offensichtlich ist σ(Xi : i ∈ J) die kleinste σ-Algebra aufΩ, bzgl. der alle Abbildungen Xi, i ∈ J, messbar
sind. Wir können die Abbildung

XJ := (Xi)i∈J : Ω→ SJ

auch als Zufallsvariable bzgl. der Produkt σ-Algebra
⊗

i∈J Bi auf dem Bildraum SJ =
>

i∈J Si betrachten.
Es gilt dann σ(Xi : i ∈ J) = σ(XJ ). Sei nun I = Û

⋃
k Ik eine disjunkte Unterteilung der Indexmenge. Dann

sind die Abbildungen
XIk := (Xi)i∈Ik : Ω→ SIk (k ∈ K)

unabhängige Zufallsvariablen, denn aufgrund von Satz 2.2 sind die von ihnen erzeugten σ-Algebren

σ
(
XIk

)
= σ (Xi : i ∈ Ik) = σ

(⋃
i∈Ik

σ(Xi)

)
, k ∈ K,

unabhängig. Somit sind nach Satz 2.4 auch beliebige (bzgl. der Produkt-σ-Algebra messbare) Funktionen

Yk = hk
(
XIk

)
, k ∈ K,

von den Zufallsvariablen der verschiedenen Gruppen wieder unabhängig.
Beispiel. Sind Xn (n ∈ N) unabhängige reellwertige Zufallsvariablen, dann sind auch X1 + X2 und
X3X4X5 unabhängig. Ebenso sind infn∈N X2n und lim supn→∞ X2n+1 unabhängige Zufallsvariablen, etc.

Maxima von unabhängigen exponentialverteilten Zufallsvariablen

SeienT1,T2, . . . unabhängige Zufallsvariablen.Wirwollen uns überlegen,wie sich die Extremwerte (Rekorde)

Mn = max{T1, . . . ,Tn}

asymptotisch für n→∞ verhalten. Dies ist am einfachsten für exponentialverteilte Zufallsvariablen.Mithilfe
von expliziten Rechnungen und dem Borel-Cantelli-Lemma können wir die folgende Aussage beweisen:
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Satz 2.6 (Grenzwertsatz für Maxima von unabhängigen exponentialverteilten Zufallsvariablen).
Seien T1,T2, . . . unabhängig und Exp(1)-verteilt. Dann gilt:

(i) lim sup
n→∞

Tn

log n
= 1 P-fast sicher.

(ii) Mn ∼ log n, d.h. lim
n→∞

Mn

log n
= 1 P-fast sicher.

(iii) P[Mn − log n ≤ c]
n→∞
−→ e−e

−c für alle c ∈ R.

Die zweite Aussage des Satzes ist ein Pendant zum Gesetz der großen Zahlen, wenn man Maxima statt
Summen von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen betrachtet. Die dritte Aussage beschreibt
die Fluktuationen um das typische Verhalten, und ist somit ein Pendant zum Satz von De Moivre-Laplace
bzw. zum zentralen Grenzwertsatz. Sie besagt, dass Mn − log n in Verteilung gegen eine Gumbel-verteilte
Zufallsvariable X , d.h. eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion FX(c) = e−e

−c konvergiert. Für große n
gilt also näherungsweise

Mn
D
≈ log n + X, X ∼ Gumbel.

Ähnliche Grenzwertsätze gelten auch für unabhängige Zufallsvariablen Ti mit anderen Verteilungen. Dabei
werden die Fluktuationen allerdings nicht immer asymptotisch durch eine Gumbel-Verteilung beschrieben.

Beweis. (i) Die erste Aussage folgt mithilfe des ersten und zweiten Borel-Cantelli-Lemmas. Zum Beweis
berechnen wir für c ∈ R:

P
[

Tn

log n
≥ c

]
= P[Tn ≥ c · log n] = e−c log n = n−c .

Für c > 1 gilt
∑∞

n=1 n−c < ∞. Nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma folgt daher

P
[
lim sup
n→∞

Tn

log n
> c

]
≤ P

[
Tn

log n
≥ c unendlich oft

]
= 0.

Für c↘ 1 erhalten wir dann wegen der monotonen Stetigkeit von P:

P
[
lim sup
n→∞

Tn

log n
> 1

]
= lim

c↘1
P

[
lim sup
n→∞

Tn

log n
> c

]
= 0. (2.4)

Für c = 1 gilt dagegen
∑∞

n=1 n−c = ∞. Da die Ereignisse {Tn ≥ log n}, n ∈ N, unabhängig sind, folgt nach
dem zweiten Borel-Cantelli Lemma:

P
[
lim sup
n→∞

Tn

log n
≥ 1

]
≥ P

[
Tn

log n
≥ 1 unendlich oft

]
= 1. (2.5)

Aus (2.4) und (2.5) folgt die Behauptung (i).

(ii) Wir zeigen nun

(a) lim sup
n→∞

Mn

log n
≤ 1 P-f.s., und (b) lim inf

n→∞

Mn

log n
≥ 1 P-f.s.
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Aussage (a) folgt aus (i), denn für c ∈ R gilt:

lim sup
n→∞

Mn

log n
> c ⇒ max{T1, . . . ,Tn} = Mn > c · log n unendlich oft

⇒ Tk(n) > c · log n für k(n) ≤ n für unendlich viele n

⇒ Tk > c · log k unendlich oft

⇒ lim sup
Tk

log k
≥ c

Nach (i) hat das letztere Ereignis für c > 1 Wahrscheinlichkeit 0. Mit monotoner Stetigkeit folgt dann

P
[
lim sup
n→∞

Mn

log n
> 1

]
= lim

c↘1
P

[
lim sup
n→∞

Mn

log n
> c

]
= 0.

Zum Beweis von (b) genügt es wegen der monotonen Stetigkeit zu zeigen, dass für c < 1

P
[

Mn

log n
> c schließlich

]
= P

[
Mn

log n
≤ c nur endlich oft

]
= 1

gilt. Nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma ist dies der Fall, wenn
∞∑
n=1

P
[

Mn

log n
≤ c

]
< ∞ (2.6)

gilt. Für c ∈ R erhalten wir aber wegen der Unabhängigkeit der Ti:

P
[

Mn

log n
≤ c

]
= P [Ti ≤ c · log n ∀ 1 ≤ i ≤ n] = P [T1 ≤ c · log n]n

= (1 − n−c)n ≤ e−n ·n
−c

= e−n
1−c
,

und diese Folge ist für c < 1 summierbar. Also gilt (2.6) für alle c < 1, und damit (b).
(iii) Für alle c ∈ R gilt

P[Mn ≤ c] = P[Ti ≤ c ∀1 ≤ i ≤ n] = (1 − e−c)n, und damit
P[Mn − log n ≤ c] = P[Mn ≤ c + log n] = (1 − e−c/n)n

n→∞
−→ e−e

−c

. �

Konfidenzintervalle für Quantile

Sei (x1, . . . , xn) eine n-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf
(R,B(R)). Wir nehmen an, dass x1, . . . , xn Realisierungen von unabhängigen Zufallsvariablen mit Verteilung
µ sind:
Annahme: X1, . . . , Xn : Ω→ R unabhängig unter Pµ mit Verteilung µ.

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrundeliegenden Verteilung auf Basis der Stichprobe
schätzen. Eine Funktion T(X1, . . . , Xn), T : Rn → R messbar, nennt man in diesem Zusammenhang auch
eine Statistik der Stichprobe (X1, . . . , Xn). Eine Statistik, deren Wert als Schätzwert für eine Kenngröße
q(µ) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt man auch einen (Punkt-) Schätzer für q. Nahe
liegende Schätzer für Quantile von µ sind die entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist es nun,
Konfidenzintervalle für die Quantile anzugeben, d.h. von den Werten X1, . . . , Xn abhängende Intervalle, in
denen die Quantile unabhängig von der tatsächlichen Verteilung mit hoher Wahrscheinlichkeit enthalten
sind. Seien dazu

X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n)
die der Größe nach geordneten Werte X1, . . . , Xn; diese nennt man auch Ordnungsstatistiken der Stichprobe.
Die Verteilung der Ordnungsstatistiken können wir explizit berechnen:
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Satz 2.7 (Verteilung der Ordnungsstatistiken). Sei u ∈ (0, 1) und 1 ≤ k < l ≤ n.

(i) Ist F die Verteilungsfunktion von µ, dann hat X(k) die Verteilungsfunktion

F(k)(c) = Bin(n, F(c))[{k, k + 1, . . . , n}] =
n∑
j=k

(
n
j

)
F(c)j (1 − F(c))n−j . (2.7)

(ii) Ist F stetig und q ein u-Quantil von µ, dann gilt F(q) = u und

Pµ
[
q ∈ (X(k), X(l))

]
= Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , l − 1}].

Beweis. Die Ereignisse {Xi ≤ c} (1 ≤ i ≤ n) sind unabhängig mit Wahrscheinlichkeit F(c). Also gilt

F(k)(c) = Pµ
[
X(k) ≤ c

]
= Pµ [Xi ≤ c für mindestens k verschiedene i ∈ {1, . . . , n}]
= Bin(n, F(c))[{k, k + 1, . . . , n}].

Ist F stetig und q ein u-Quantil von F, dann gilt F(q) = u nach Lemma 1.37. Zudem ist F(k) nach (i) ebenfalls
stetig. Damit erhalten wir

Pµ[X(k) < q < X(l)] = F(k)(q−) − F(l)(q) = F(k)(q) − F(l)(q)

= Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , n}] − Bin(n, u)[{l, l + 1, . . . , n}]
= Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , l − 1}]. �

Nach Satz 2.7 ist dieWahrscheinlichkeit, dass derWert eines u-Quantils der zugrundeliegenden Verteilung
µ zwischen X(k) und X(l) liegt, für alle stetigen Verteilungen gleich! Damit folgt unmittelbar:

Korollar 2.8 (Ordnungsintervalle). Sei u ∈ (0, 1) und 1 ≤ k < l ≤ n. Dann ist das zufällige Intervall
(X(k), X(l)) ein Konfidenzintervall für das u-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung µ zum Konfidenzni-
veau

β := Bin(n, u)[{k, k + 1, . . . , l − 1}],

d.h. für jedeWahrscheinlichkeitsverteilung µ aufRmit stetiger Verteilungsfunktion, und für jedes u-Quantil
q von µ gilt:

Pµ
[
q ∈ (X(k), X(l))

]
≥ β.

Für große n kann man die Quantile der Binomialverteilung näherungsweise mithilfe der Normalapproxi-
mation berechnen, und erhält daraus entsprechende Konfidenzintervalle für die Quantile von Verteilungen
auf R. Bemerkenswert ist, dass diese Konfidenzintervalle nicht nur für Verteilungen aus einer bestimmten
parametrischen Familie (z.B. der Familie der Normalverteilungen) gelten, sondern für alle Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf R mit stetiger Verteilungsfunktion (nichtparametrisches statistisches Modell).

Beispiel (Konfidenzintervalle für den Median). Die Binomialverteilung Bin(n, 1/2) hat den Mittel-
wert m = n/2 und die Standardabweichung σ =

√
n/2. Nach dem Satz von de Moivre/Laplace ist für

große n ca. 95 % der Masse in der Menge {bm − 2σc, . . . , dm + 2σe} enthalten. Also ist das Intervall(
X( bn/2−√nc), X( dn/2+√ne)

)
ein approximatives 95 % Konfidenzintervall für den Median einer beliebigen

Verteilung mit stetiger Verteilungsfunktion. Beispielsweise können wir bei Zufallsstichproben der Größe
100 mit hoher Konfidenz erwarten, dass der Median zwischen dem 40. und 61. Wert liegt.

A. Eberle Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 55



2. Unabhängigkeit und Produktmodelle

2.2. Produktmodelle

Um Aussagen über den Zusammenhang mehrerer Zufallsvariablen X1, . . . , Xn zu treffen, benötigen wir
Kenntnisse über deren gemeinsame Verteilung, d.h. über die Verteilung des Zufallsvektors X = (X1, . . . , Xn).
Diese ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Produkt der Wertebereiche der einzelnen Zufallsva-
riablen. Allgemeiner können wir die gemeinsame Verteilung einer beliebigen (endlichen oder unendlichen)
Kollektion Xi (i ∈ I) von Zufallsvariablen betrachten, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
definiert sind. Die Zufallsvariablen sind genau dann unabhängig, wenn die gemeinsame Verteilung das
Produkt der einzelnen Verteilungen ist.

Produktmaße und Unabhängigkeit

Seien (Si,Bi), 1 ≤ i ≤ n, messbare Räume. Die Produkt-σ-Algebra B1 ⊗ . . . ⊗ Bn auf S1 × . . . × Sn wird
von den endlichen Produkten von Mengen aus den σ-Algebren Bi erzeugt:

B1 ⊗ . . . ⊗ Bn = σ ({B1 × . . . × Bn : Bi ∈ Bi ∀ 1 ≤ i ≤ n}) .

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf (S1 × . . . × Sn,B1 ⊗ . . . ⊗ Bn) heißt Produkt der µi, falls

µ[B1 × . . . × Bn] =

n∏
i=1

µi[Bi] für alle Bi ∈ Bi (1 ≤ i ≤ n) gilt. (2.8)

Beispiel (Borelsche σ-Algebra auf Rn). Die Borelsche σ-Algebra auf Rn wird zum Beispiel von den
offenen Quadern, also den Produkten von offenen Intervallen, erzeugt. Daher gilt

B(Rn) = B(R) ⊗ . . . ⊗ B(R)︸                  ︷︷                  ︸
n mal

=

n⊗
i=1
B(R).

Ein anderes Erzeugendensystem von B(Rn) bilden die Produktmengen

(−∞, c1] × (−∞, c2] × . . . × (−∞, cn], c1, . . . , cn ∈ R. (2.9)

Ein Beispiel für ein Produktmaß auf B(Rn) ist die Gleichverteilung Unif(Q) auf einem nichtleeren
endlichen Quader Q = (a1, b1) × · · · × (an, bn). Sie ist das Produkt der Gleichverteilungen µi auf den
Intervallen (ai, bi).

Wir betrachten nun allgemeiner Produkte von Wahrscheinlichkeitsräumen (Si,Bi, µi) (i ∈ I), wobei die
Indexmenge I eine beliebige Menge ist. Sei

S =
?
i∈I

Si = {x = (xi)i∈I : xi ∈ Si ∀ i ∈ I}

das Produkt der Mengen Si, und sei B =
⊗

i∈I Bi die Produkt-σ-Algebra auf S. Bezeichnen wir mit

πi : S → Si, πi(x) := xi,

die Auswertungsabbildung (kanonische Projektion) auf der i-ten Komponente, dann gilt

B =
⊗
i∈I

Bi = σ (πi : i ∈ I) ,

denn die Produkt-σ-Algebra wird erzeugt von Zylindermengen der Form

C =
{

x ∈ S : xi1 ∈ B1, . . . , xin ∈ Bn

}
=

{
πi1 ∈ B1, . . . , πin ∈ Bn

}
. (2.10)
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Ist µ eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Produktraum (S,B), dann heißen die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen

µπi := µ ◦ π−1
i , i ∈ I,

auf den Komponenten (Si,Bi) (eindimensionale) Randverteilungen (marginals) von µ. In Verallgemeinerung
der Definition für endliche Produkte von Wahrscheinlichkeitsräumen definieren wir:

Definition 2.9 (Produktmaß). Seien (Si,Bi, µi) (i ∈ I)Wahrscheinlichkeitsräume. Eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung µ auf (

>
Si,

⊗
Bi) heißt Produkt der µi, falls

µ[{x ∈ S : xi1 ∈ B1, . . . , xin ∈ Bn}] =

n∏
k=1

µik [Bk] (2.11)

für alle n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden, und Bk ∈ Bik (1 ≤ k ≤ n) gilt.

Bemerkung (Existenz und Eindeutigkeit von Produktmaßen). Das Produktmaß µ ist durch (2.11) ein-
deutig festgelegt, denn die Zylindermengen bilden einen durchschnittsstabilen Erzeuger der Produkt σ-
Algebra. Die Existenz von Produktmaßen folgt allgemein aus dem Satz von Carathéodory. Für endliche
Produkte ergibt sich die Existenz auch aus dem Satz von Fubini, den wir in Abschnitt 3.3 beweisen. Abzähl-
bare Produkte von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B(R) konstruieren wir explizit in Korollar 2.15.

Das nach der Bemerkung eindeutige Produkt der Wahrscheinlichkeitsverteilungen µi bezeichnen wir mit⊗
i∈I µi, und das Produkt von endlich vielen Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ1, . . . , µn mit µ1 ⊗ . . . ⊗ µn.

Die eindimensionalen Randverteilungen eines Produktmaßes sind gerade die Faktoren µi:

Lemma 2.10. Unter dem Produktmaß µ =
⊗

µi sind die Koordinatenabbildungen πi(x) = xi (i ∈ I)
unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung µi.

Beweis. Für n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I paarweise verschieden, und Bk ∈ Bik (1 ≤ k ≤ n) gilt

µ[πi1 ∈ B1, . . . , πin ∈ Bn] =

n∏
k=1

µik [Bk],

also insbesondere µ[πik ∈ Bk] = µik [Bk] für k = 1, . . . n. Hieraus folgt die Unabhängigkeit. �

Man nennt den Produktraum

(Ω,A, P) =
( ?

Si,
⊗
Bi,

⊗
µi

)
auch das kanonische Modell für unabhängige µi-verteilte Zufallsvariablen.

Sind allgemeiner Xi : Ω→ Si (i ∈ I) Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Räumen (Si,Bi), welche
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) definiert sind, dann ist

X = (Xi)i∈I : Ω −→
?

Si

eine Zufallsvariable mit Werten im Produktraum (
>

Si,
⊗

Bi), denn für beliebige Zylindermengen C wie
in (2.10) gilt:

{X ∈ C} = {Xi1 ∈ B1, . . . , Xin ∈ Bn} =

n⋂
k=1
{Xik ∈ Bk} ∈ A.

Wie zuvor im diskreten Fall definieren wir:
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2. Unabhängigkeit und Produktmodelle

Definition 2.11 (Gemeinsame Verteilung). Die Verteilung µX der Zufallsvariable X = (Xi)i∈I auf
(
>

Si,
⊗

Bi) heißt gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xi (i ∈ I).

Der folgende Satz gilt analog zum diskreten Fall:

Satz 2.12 (Unabhängigkeit und Produktmaße). Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) Die Zufallsvariablen Xi (i ∈ I) sind unabhängig.

(ii) Die gemeinsame Verteilung µX der Zufallsvariablen Xi (i ∈ I) ist ein Produktmaß.

(iii) µX =
⊗

i∈I µXi .

Beweis. „ (1) =⇒ (3) “ folgt direkt aus der Definition der Unabhängigkeit: Sind die Xi unabhängige
Zufallsvariablen, dann gilt für Zylindermengen C wie in (2.10):

µX[C] = P[X ∈ C] = P[Xik ∈ Bk ∀ 1 ≤ k ≤ n] =
n∏

k=1
P[Xik ∈ Bk] =

n∏
k=1

µXik
[Bk].

Die Implikation „ (3) =⇒ (2) “ ist offensichtlich, und „ (2) =⇒ (1) “ folgt aus Lemma 2.10: Ist µX ein
Produktmaß, dann sind die kanonischen Projektionen πi (i ∈ I) unabhängig unter µX . Also gilt für Bk ∈ Bik :

P[Xi1 ∈ B1, . . . , Xin ∈ Bn] = µX[πi1 ∈ B1, . . . , πin ∈ Bn]

=

n∏
k=1

µX[πik ∈ Bk] =

n∏
k=1

P[Xik ∈ Bk]. �

Produktmaße auf Rn

Im Fall S1 = . . . = Sn = R mit Borelscher σ-Algebra bilden die Mengen aus (2.9) einen durchschnitts-
stabilen Erzeuger der Produkt-σ-Algebra B(Rn). Die gemeinsame Verteilung reellwertiger Zufallsvariablen
X1, . . . , Xn : Ω→ R ist somit vollständig durch die Werte

FX1,...,Xn (c1, . . . , cn) := µX1,...,Xn [(−∞, c1] × . . . × (−∞, cn]] (2.12)
= P[X1 ≤ c1, . . . , Xn ≤ cn]

mit (c1, . . . , cn) ∈ Rn beschrieben.

Definition 2.13 (Gemeinsame Verteilungsfunktion). Die durch (2.12) definierte Funktion FX1,...,Xn :
Rn → [0, 1] heißt gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X1, . . . , Xn.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf (Rn,B(Rn)) ist genau dann das Produkt µ1 ⊗ . . . ⊗ µn von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ1, . . . , µn auf (R,B(R)), wenn

µ[(−∞, c1] × . . . × (−∞, cn]] =

n∏
i=1

µi[(−∞, ci]] für alle c1, . . . , cn ∈ R

gilt. Insbesondere sind also reellwertige Zufallsvariablen X1, . . . , Xn genau dann unabhängig, wenn

FX1,...,Xn (c1, . . . , cn) =

n∏
i=1

FXi (ci) für alle (c1, . . . , cn) ∈ Rn gilt.
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Konstruktion von unendlich vielen unabhängigen Zufallsvariablen

Seien µ1, µ2, . . . vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R,B(R)). Wir werden nun explizit un-
abhängige Zufallsvariablen Xk (k ∈ N) mit Verteilungen µk konstruieren. Als Konsequenz ergibt sich die
Existenz des unendlichen Produktmaßes

⊗∞

k=1 µk als gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xk . Die
Zufallsvariablen Xk können wir sogar auf den Raum Ω = (0, 1) mit Gleichverteilung realisieren:

Satz 2.14. Auf demWahrscheinlichkeitsraum (Ω,B((0, 1)),Unif(0,1)) existieren unabhängige Zufallsvaria-
blen Xk : Ω→ R (k ∈ N) mit Verteilungen

P ◦ X−1
k = µk .

Beweis. Wir verfahren in drei Schritten:

(i) Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall

µk = Bernoulli (1/2) =
1
2
δ0 +

1
2
δ1 ∀ k ∈ N,

d.h. im fairenMünzwurfmodell. Dazu verwenden wir die schon in Abschnitt 1.2 eingeführte Transfor-
mation X : (0, 1) → {0, 1}N, die einer reellen Zahl die Ziffernfolge ihrer Binärdarstellung zuordnet,
d.h. wir setzen

Xk(ω) = IDk
(ω), Dk =

2k−1⋃
i=1
[(2i − 1) · 2−k, 2i · 2−k),

siehe Abbildung 1.4. Die Abbildungen Xk : (0, 1) → {0, 1} sind messbar, und es gilt

P[X1 = a1, . . . , Xn = an] = 2−n ∀n ∈ N, a1, . . . , an ∈ {0, 1}, (2.13)

da die Menge {ω ∈ Ω : X1(ω) = a1, . . . , Xn(ω) = an} gerade aus den Zahlen in (0, 1) besteht, deren
Binärdarstellung mit den Ziffern a1, . . . , an beginnt, und damit ein Intervall der Länge 2−n ist. Nach
(2.13) sind die Zufallsvariablen Xk (k ∈ N) unabhängig mit Verteilung µk .

(ii) Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall

µk = Unif[0,1] ∀ k ∈ N.

Dazu zerlegen wir die gerade konstruierte Folge Xk(ω) ∈ {0, 1}, k ∈ N, in unendlich viele Teilfolgen,
und konstruieren aus jeder Teilfolge wieder eine Zahl aus [0, 1] mit den entsprechenden Binärziffern.
Genauer setzen wir in Binärdarstellung:

U1 := 0.X1X3X5X7 · · · ,

U2 := 0.X2X6X10X14 · · · ,

U3 := 0.X4X12X20X28 · · · , usw.,

also allgemein für k ∈ N:

Uk(ω) :=
∞∑
i=1

Xk,i(ω) · 2−i mit Xk,i := X(2i−1)·2k−1 .
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2. Unabhängigkeit und Produktmodelle

Da die Zufallsvariablen Xk,i, i, k ∈ N, unabhängig sind, sind nach dem Zerlegungssatz auch die
σ-Algebren

Ak = σ(Xk,i : i ∈ N), k ∈ N,

unabhängig, und damit auch die Ak-messbaren Zufallsvariablen Uk , k ∈ N. Zudem gilt für n ∈ N
und

r =
n∑
i=1

ai · 2i−1 ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} :

P[Uk ∈ (r · 2−n, (r + 1) · 2−n)] = P[Xk,1 = a1, . . . , Xk,n = an] = 2−n.

Da die dyadischen Intervalle ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen σ-Algebra
bilden, folgt, dass die Zufallsvariablen Uk auf [0, 1] gleichverteilt sind.

(iii) Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Zufallsvariablen aus den gerade konstruierten unabhängigen
gleichverteilten Zufallsvariablen Uk, k ∈ N, mithilfe des Inversionsverfahrens aus Satz 1.38: Sind
µk, k ∈ N, beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R,B(R)), und

Gk(u) = inf{x ∈ R : Fk(x) ≥ u}

die linksstetigen verallgemeinerten Inversen der Verteilungsfunktionen

Fk(c) = µk[(−∞, c]],

dann setzen wir
Yk(ω) := Gk(Uk(ω)), k ∈ N, ω ∈ Ω.

Da die Zufallsvariablen Uk, k ∈ N, unabhängig sind, sind nach Satz 2.4 auch die Yk, k ∈ N, wieder
unabhängig. Zudem gilt P ◦ Y−1

k
= µk nach Satz 1.38 für alle k ∈ N. �

Bemerkung. (i) Der Beweis von Satz 2.14 ist konstruktiv. Für numerische Anwendungen ist allerdings zu-
mindest der erste Schritt des beschriebenenKonstruktionsverfahrens ungeeignet, da Defizite des verwendeten
Zufallszahlengenerators und die Darstellungsungenauigkeit im Rechner durch die Transformation verstärkt
werden.
(ii) Mithilfe des Satzes kann man auch die Existenz einer Folge unabhängiger Zufallsvariablen Xk, k ∈ N,

mit Werten im Rd (oder allgemeiner in vollständigen, separablen, metrischen Räumen Sk) und vorgegebenen
Verteilungen µk auf den Borelschenσ-AlgebrenB(Sk) zeigen. Sind beispielsweise φk : R→ Sk Bijektionen,
sodass φk und φ−1

k
messbar sind, und sind X̃k : Ω → R unabhängige reellwertige Zufallsvariablen mit

Verteilungen P[X̃k ∈ B] = µk[φk(B)], dann sind die transformierten Zufallsvariablen

Xk = φk(X̃k) : Ω→ Sk, ∀k ∈ N,

unabhängig mit Verteilungen µk .

Existenz von unendlichen Produktmaßen

Als Konsequenz aus dem Satz können wir die Existenz von unendlichen Produktmaßen als gemeinsame
Verteilung von unendlich vielen unabhängigen Zufallsvariablen zeigen. Dazu versehen wir den Folgenraum

RN = {(x1, x2, . . .) : xk ∈ R∀ k ∈ N}

mit der Produkt-σ-Algebra ⊗
k∈N

B(R) = σ(C) = σ(πk : k ∈ N),
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die von der Kollektion C aller Zylindermengen der Form

{π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn} = {x = (xk) ∈ RN : x1 ∈ B1, . . . , xn ∈ Bn},

mit n ∈ N und B1, . . . , Bn ∈ B(R) erzeugt wird. Dabei bezeichnet πk : RN → R die k-te Koordinatenabbil-
dung, d.h. πk(x) = xk .

Korollar 2.15 (Existenz von unendlichen Produktmaßen). Zu beliebigen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen µk auf (R,B(R)) existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung µ =

⊗
k∈N µk auf

(RN,
⊗

k∈N B(R)) mit

µ[π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn] = µ1[B1] · . . . · µn[Bn] (2.14)

für alle n ∈ N und B1, . . . , Bn ∈ B(R).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt, da die Zylindermengen aus C ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem
der Produkt-σ-Algebra bilden.
Zum Beweis der Existenz betrachten wir die Abbildung X : Ω→ RN mit

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . .),

wobei Xk unabhängige Zufallsvariablenmit Verteilung µk sind. X ist messbar bzgl.
⊗
k∈N

B(R). Sei µ = P◦X−1

die Verteilung von X auf RN. Dann gilt

µ[π1 ∈ B1, . . . , πn ∈ Bn] = µ[{x ∈ RN : x1 ∈ B1, . . . , xn ∈ Bn}]

= P[X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn]

=

n∏
k=1

µk[Bk]

für alle n ∈ N und B1, . . . , Bn ∈ B(R). Also ist µ das gesuchte Produktmaß. �

Bemerkung. Auf analogeWeise folgt nach Bemerkung 2 von oben die Existenz des Produkts
⊗

k∈N µk von
beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen µk, k ∈ N, auf vollständigen, separablen, messbaren Räumen Sk
mit Borelschen σ-Algebren Bk . Der Satz von Carathéodory impliziert sogar die Existenz von beliebigen
(auch überabzählbaren) Produkten von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsräumen (Si,Bi, µi), i ∈ I.

Random Walks im Rd

Sei µ eineWahrscheinlichkeitsverteilung auf (Rd,B(Rd)), und seien Xi, i ∈ N, unabhängige Zufallsvariablen
mit identischer Verteilung Xi ∼ µ. Der durch

Sn = a +
n∑
i=1

Xi, n = 0, 1, 2, . . . ,

definierte stochastische Prozess heißt Random Walk mit Startwert a ∈ Rd und Inkrementverteilung µ.
Im Fall d = 1 können wir leicht Stichproben von den Zufallsvariablen Xi, und damit vom Random Walk,
simulieren. Abbildung 2.1 zeigt Trajektorien von Random Walks mit den Inkrementverteilungen

µ =
1
2
(δ1 + δ−1) (Klassischer Random Walk),

µ = N(0, 1) (Gaußscher Random Walk),
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sowie den Verteilungen mit Dichte

f (x) = e−(x+1)I(−1,∞)(x) (zentrierte Exp(1)-Verteilung), und

f (x) = 3 · 2−5/2 · (x +
3
2
)−5/2 · I( 12,∞)(x +

3
2
) (zentrierte Pareto(α − 1, α)-Verteilung mit α =

3
2
).

Die Trajektorien der RandomWalks wurden mit derMathematica-Routine imAnhang simuliert. Die Dichten
der absolutstetigen Inkrementverteilungen sind in Abbildung 2.2 dargestellt. Im Gegensatz zu den anderen
Verteilungen fällt die Dichte der Pareto-Verteilung für x → ∞ nur sehr langsam ab („heavy tails“). Insbe-
sondere hat die Verteilung unendliche Varianz.

Abbildung 2.1.: Random Walks mit verschiedenen Inkrementverteilungen.

1

2

3

1 2 3−1−2−3

Abbildung 2.2.: Dichten der Inkrementverteilungen: Standardnormalverteilung (blau), zentrierte Exponen-
tialverteilung (violett), Paretoverteilung (rot).
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Die Trajektorien des klassischen Random Walks (braun), und der Random Walks mit normalverteilten
(blau) und exponentialverteilten (violett) Inkrementen sehen in größeren Zeiträumen ähnlich aus. Die Tra-
jektorien des Pareto-Random Walks (grün) verhalten sich dagegen anders, und werden auch in längeren
Zeiträumen von einzelnen großen Sprüngen beeinflusst. Tatsächlich kann man zeigen, dass alle obigen Ran-
domWalks mit Ausnahme des Pareto-RandomWalks in einem geeigneten Skalierungslimes mit Schrittweite
gegen 0 in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung konvergieren (funktionaler zentraler Grenzwertsatz).

2.3. Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Sei Xi (i ∈ I) eine unendliche Kollektion von Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,A, P) definiert sind. Ein Ereignis in σ(Xi : i ∈ I) heißt asymptotisch, wenn sein Eintreten sich
nicht dadurch verändert, dass die Werte von endlich vielen der Zufallsvariablen Xi modifiziert werden. Ein
typisches Beispiel ist das Ereignis

A =

{
lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi = m

}
,

das besagt, dass ein Gesetz der großen Zahlen mit Grenzwert m gilt. Wir werden nun zeigen, dass asymptoti-
sche Ereignisse nur die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 haben können, wenn die Zufallsvariablen Xi unabhängig
sind.

Asymptotische Ereignisse

Wir beginnen mit der formalen Definition asymptotischer Ereignisse:

Definition 2.16. Ein Ereignis A ∈ σ(Xi : i ∈ I) heißt asymptotisches Ereignis (tail event), falls

A ∈ σ(Xi : i ∈ I\I0) für jede endliche Teilmenge I0 ⊆ I gilt.

Die Menge
τ =

⋂
I0⊆I endlich

σ(Xi : i ∈ I\I0)

aller asymptotischen Ereignisse ist eine σ-Algebra. τ heißt asymptotische σ-Algebra (tail field).

Beispiel. (i) Dynamisch: Ist Xn, n ∈ N eine Folge von Zufallsvariablen (welche beispielsweise eine
zufällige zeitliche Entwicklung beschreibt), dann gilt für ein Ereignis A ∈ σ(Xn : n ∈ N):

A asymptotisch ⇔ A ∈ σ(Xn+1, Xn+2, . . . )︸                  ︷︷                  ︸
Zukunft nach n

für alle n.

Die σ-Algebra σ(Xn+1, Xn+2, . . . ) enthält Ereignisse, über deren Eintreten wir entscheiden kön-
nen, wenn wir die zukünftige Entwicklung Xn+1, Xn+2, . . . nach der Zeit n kennen. Ein asympto-
tisches Ereignis ist in jeder dieser σ-Algebren enthalten. Beispiele für asymptotische Ereignisse
von reellwertigen Zufallsvariablen sind

{Xn > 5n unendlich oft} ,
{
lim sup
n→∞

Xn < c
}
,

{
∃ lim

n→∞
Xn

}
,

{
∃ lim

n→∞

1
n

Sn = m
}
,

wobei Sn = X1 + . . . + Xn. Die Ereignisse{
sup
n∈N

Xn = 3
}

und
{

lim
n→∞

Sn = 5
}

sind dagegen im Allgemeinen nicht asymptotisch.
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2. Unabhängigkeit und Produktmodelle

(ii) Räumlich: Eine Kollektion Xi, i ∈ Zd , von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) nennt man ein stochastisches Feld (random field) über Zd . Verschiedene grundlegende
Modelle der statistischen Physik basieren auf stochastischen Feldern Xi : Ω → {0, 1}, wobei
Xi = 1 beispielsweise dafür steht, dass sich ein Teilchen am Gitterpunkt i befindet, ein Atom am
Gitterpunkt i angeregt ist, der Gitterpunkt i durchlässig ist (Perkolationsmodell), etc. Asymptoti-
sche Ereignisse beschreiben in diesem Fall „makroskopische“ Effekte.

Satz 2.17 ( 0-1-Gesetz von Kolmogorov; „Asymptotische Ereignisse sind deterministisch“ ).
Sind die Zufallsvariablen Xi (i ∈ I) unabhängig bzgl. P, dann gilt

P[A] ∈ {0, 1} für alle A ∈ τ.

Beweis. Der Übersichtlichkeit halber führen wir den Beweis im Fall I = N. Der Beweis im allgemei-
nen Fall verläuft ähnlich. Seien also X1, X2, ... unabhängige Zufallsvariablen. Dann sind die σ-Algebren
σ(X1), σ(X2), . . ., σ(Xn), σ(Xn+1), σ(Xn+2), . . . unabhängige Mengensysteme. Aus dem Gruppierungssatz
2.2 (ii) folgt, dass auch die σ-Algebren σ(X1, ..., Xn) und σ(Xn+1, Xn+2, ...) für jedes n ∈ N unabhängig sind.
Da die asymptotischen Ereignisse in der letzteren σ-Algebra enthalten sind, folgt weiter:

τ ist unabhängig von σ(X1, ..., Xn) für alle n ∈ N.

Damit ist τ nach Satz 2.2 (i) aber auch unabhängig von der σ-Algebra σ(X1, X2, ...), die von der Vereinigung
aller dieser σ-Algebren erzeugt wird. Wegen τ ⊆ σ(X1, X2, ...) können wir schließen, dass die Ereignisse
A ∈ τ unabhängig von sich selbst sind, d.h. es gilt P[A] ∈ {0, 1}. �

Asymptotische Zufallsvariablen

Aus dem 0-1-Gesetz für asymptotische Ereignisse ergibt sich eine entsprechende Aussage für asymptotische
Zufallsvariablen.

Definition 2.18. Eine Zufallsvariable Y : Ω → [−∞,∞] heißt asymptotisch, wenn die bzgl. der asympto-
tischen σ-Algebra τ messbar ist.

Korollar 2.19. Sind die Zufallsvariablen Xi (i ∈ I) unabhängig bzgl. P, dann ist jede asymptotische
Zufallsvariable Y : Ω→ [−∞,∞] P - fast sicher konstant, d.h.

∃ c0 ∈ [−∞,∞] : P[Y = c0] = 1 .

Beweis. Ist Y τ-messbar, dann sind die Ereignisse {Y ≤ c} für c ∈ R in τ enthalten. Aus dem Kolmogorov-
schen 0-1-Gesetz folgt daher:

FY (c) = P[Y ≤ c] ∈ {0, 1} für alle c ∈ R.

Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend und rechtsstetig ist, existiert ein c0 ∈ [−∞,∞] mit

P[Y ≤ c] =

{
0 für c < c0,

1 für c > c0.

Damit folgt P[Y = c0] = limε↓0(FY (c0) − FY (c0 − ε)) = 1. �
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2.3. Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Beispiele für asymptotische Zufallsvariablen im Fall I = N sind etwa

lim inf
n→∞

Xn, lim sup
n→∞

Xn, lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi, sowie lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi .

Insbesondere sind für unabhängige Zufallsvariablen X1, X2, ... : Ω → R sowohl lim inf 1
n

∑n
i=1 Xi als auch

lim sup 1
n

∑n
i=1 Xi P-fast sicher konstant. Hieraus ergibt sich die folgende Dichotomie: Sind Xi (i ∈ N)

unabhängige reellwertige Zufallsvariablen, dann gilt entweder ein Gesetz großer Zahlen, d.h.

1
n

n∑
i=1

Xi konvergiert P-fast sicher, und der Grenzwert ist P-fast sicher konstant

(falls der Limes inferior und Limes superior P-fast sicher übereinstimmen), oder

P

[
1
n

n∑
i=1

Xi konvergiert

]
= 0.

Es ist bemerkenswert, dass für die Gültigkeit der Dichotomie keine Annahmen über die Verteilung der Xi

benötigt werden. Insbesondere müssen die Xi nicht identisch verteilt sein!

Anwendungen auf Random Walks und Perkolationsmodelle

Die folgenden Beispiele zeigen zwei typische Anwendungen des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes.
Beispiel (Rückkehr zum Startpunkt von RandomWalks). Wir betrachten einen eindimensionalen
klassischen Random Walk Sn = a +

∑n
i=1 Xi mit Startpunkt a ∈ Z und unabhängigen Inkrementen

Xi mit Verteilung
P[Xi = 1] = p, P[Xi = −1] = 1 − p.

Für n ∈ N erhält man die Rückkehrwahrscheinlichkeiten

P[S2n+1 = a] = 0,

P[S2n = a] =
(
2n
n

)
· pn · (1 − p)n =

(2n)!
(n!)2

· pn · (1 − p)n.

Wir untersuchen nun die Asymptotik dieser Wahrscheinlichkeiten für n → ∞. Aus der Stirlingschen
Formel n! ∼

√
2πn · (n/e)n folgt

P[S2n = a] ∼

√
4πn

2πn
·
(2n/e)2n

(n/e)2n
· pn · (1 − p)n =

1
√
πn
(4p(1 − p))n für n→∞.

Für p , 1
2 fallen die Rückkehrwahrscheinlichkeiten also exponentiell schnell ab. Insbesondere gilt

∞∑
m=0

P[Sm = a] =

∞∑
n=0

P[S2n = a] < ∞,

d.h. der asymmetrische RandomWalk kehrt nach dem 1. Borel-Cantelli Lemma mit Wahrscheinlichkeit
1 nur endlich oft zum Startpunkt zurück (Transienz). In der Tat gilt nach dem starken Gesetz großer
Zahlen sogar

Sn ∼ (2p − 1)n P-fast sicher.
Für p = 1

2 erhalten wir dagegen P[S2n = a] ∼ 1/
√
πn, und damit

∞∑
m=0

P[Sm = a] =

∞∑
n=0

P[S2n = a] = ∞.

Dies legt nahe, dass der StartpunktmitWahrscheinlichkeit 1 unendlich oft besuchtwird. EinBeweis dieser
Aussage über das Borel-Cantelli-Lemma ist aber nicht direkt möglich, da die Ereignisse {S2n = 0} nicht
unabhängig sind. Wir beweisen nun eine stärkere Aussage mithilfe des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes.
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2. Unabhängigkeit und Produktmodelle

Satz 2.20 (Rekurrenz und unbeschränkte Oszillationen des symmetrischen RandomWalks). Für
p = 1

2 gilt
P[lim sup Sn = +∞ und lim inf Sn = −∞] = 1.

Insbesondere ist der eindimensionale Random Walk rekurrent, d.h.

P[Sn = a unendlich oft] = 1.

Tatsächlich wird nach dem Satz mit Wahrscheinlichkeit 1 sogar jeder Punkt λ ∈ Z unendlich oft getroffen.

Beweis. Für alle k ∈ N gilt:
P[Sn+k − Sn = k unendlich oft] = 1,

denn nach dem Beispiel zu Satz 2.2 („Affe tippt Shakespeare“) gibt es P-fast sicher unendlich viele Blöcke
der Länge k mit Xn+1 = Xn+2 = ... = Xn+k = 1. Es folgt

P[lim sup Sn − lim inf Sn = ∞] ≥ P

[⋂
k

⋃
n

{Sn+k − Sn = k}

]
= 1,

und damit

1 = P[lim sup Sn = ∞ oder lim inf Sn = −∞] ≤ P[lim sup Sn = ∞] + P lim inf Sn = −∞].

Also ist mindestens eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite größer als 1
2 , und damit nach

dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz gleich 1. Aus Symmetriegründen folgt

P[lim inf Sn = −∞] = P[lim sup Sn = +∞] = 1.

Das vorangehende Beispiel ist eine typische Anwendung des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes auf sto-
chastische Prozesse. Um die Anwendbarkeit in räumlichen Modellen zu demonstrieren, betrachten wir ein
einfaches Perkolationsmodell:

Beispiel (Perkolation im Zd). Sei p ∈ (0, 1) fest, und seien Xi (i ∈ Zd) unabhängige Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) mit

P[Xi = 1] = p , P[Xi = 0] = 1 − p .

Ein Gitterpunkt i ∈ Zd heißt durchlässig, falls Xi = 1 gilt. Wir verbinden durchlässige Gitterpunkte
i, j ∈ Zd mit |i − j | = 1 durch eine Kante. Sei A das Ereignis, dass bzgl. dieser Graphenstruktur
eine unendliche Zusammenhangskomponente (Cluster) aus durchlässigen Gitterpunkten existiert (Eine
Flüssigkeit könnte in diesem Fall durch ein makroskopisches Modellstück, das aus mikroskopischen
Gitterpunkten aufgebaut ist, durchsickern - daher der Name „Perkolation“). A ist ein asymptotisches
Ereignis, also gilt nach dem Satz von Kolmogorov

P[A] ∈ {0, 1}.

Hingegen ist es im Allgemeinen nicht trivial, zu entscheiden, welcher der beiden Fälle eintritt. Im Fall
d = 1 zeigt man leicht:

P[A] = 0 für alle p < 1.

Für d = 2 gilt:

P[A] = 1 ⇐⇒ p >
1
2
,

66 Universität Bonn



2.4. Übungsaufgaben

s. z.B. die Monografien „Probability on graphs“[8] und „Percolation“[7] von G. Grimmett. Für d ≥ 3
ist nur bekannt, dass ein kritischer Parameter pc ∈ (0, 1) existiert mit

P[A] =

{
1 für p > pc .
0 für p < pc .

Man kann obere und untere Schranken für pc herleiten (z.B. gilt 1
2d−1 ≤ pc ≤ 2

3 ), aber der genaue
Wert ist nicht bekannt. Man vermutet, dass P[A] = 0 für p = pc gilt, aber auch diese Aussage konnte
bisher nur in Dimension d ≥ 19 (sowie für d = 2) bewiesen werden, siehe [7].

Abbildung 2.3.: Perkolation in Dimension d = 2 mit p = 0.7 und p = 0.5

Das Perkolationsmodell ist ein Beispiel für ein sehr einfach formulierbares stochastisches Modell, das zu
tiefgehendenmathematischenProblemstellungen führt. Es ist von großerBedeutung, da ein enger Zusammen-
hang zu anderen Modellen der statistischen Physik und dabei auftretenden Phasenübergängen besteht. Einige
elementare Aussagen über Perkolationsmodelle werden in den Wahrscheinlichkeitstheorie-Lehrbüchern [10,
9, 7] hergeleitet.

2.4. Übungsaufgaben

Aufgabe 17 (Unabhängigkeit und Verteilungsfunktionen). Seien X und Y unabhängige reellwertige Zu-
fallsvariablen, und sei U = min(X,Y ) und V = max(X,Y ). Zeigen Sie:

a) Die Verteilungsfunktionen von U und V sind gegeben durch:

FU (u) = 1 −
(
1 − FX(u)

) (
1 − FY (u)

)
, FV (v) = FX(v)FY (v) .

b) Sind X undY beide exponentialverteilt zum Parameter 1, so istU exponentialverteilt zum Parameter 2.
Welche Dichte hat die Verteilung von V in diesem Fall? Skizzieren Sie die Dichten und interpretieren
Sie die Ergebnisse anschaulich.

Aufgabe 18 (Deterministische Zufallsvariablen). a) Zeigen Sie : Eine Zufallsvariable X : Ω → R ist
genau dann unabhängig von sich selbst, wenn eine Zahl c ∈ R existiert mit

P [X = c] = 1 .

b) Sei X ein fast sicherer Grenzwert einer beliebigen Folge unabhängiger Zufallsvariablen. Zeigen Sie,
dass X unabhängig von sich selbst, also fast sicher konstant ist.
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2. Unabhängigkeit und Produktmodelle

Aufgabe 19 (Asymptotische Unabhängigkeit). Jeder von n Punkten werde mit Wahrscheinlichkeit λ/n
grün, und mit Wahrscheinlichkeit µ/n rot gefärbt, unabhängig von den anderen Punkten. Sei G die Anzahl
der grün gefärbten, und R die Anzahl der rot gefärbten Punkte. Zeigen Sie:

a) Die Zufallsvariable (G, R) hat eine Trinomial-Verteilungmit Parametern n, λ/n, µ/n und 1−(λ + µ)/n,
d.h. es gilt

P[G = g, R = r] =
n!

g! r! (n − g − r)!

(
λ

n

)g ( µ
n

)r (
1 −

λ + µ

n

)n−g−r
.

Insbesondere sind G und R nicht unabhängig.

b) Im Grenzwert n→ ∞ sind G und R asymptotisch unabhängig und Poisson-verteilt mit Parametern λ
und µ, d.h. es gilt

lim
n→∞

P[G = g, R = r] = . . . (?) . . .

Aufgabe 20 (Extrema von exponentialverteilten Zufallsvariablen). SeienT1,T2, . . . unabhängige, Exp(1)-
verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P).

a) Zeigen Sie

P[Tn ≥ log n + c log log n unendlich oft] =

{
0 falls c > 1,
1 falls c ≤ 1.

b) Folgern Sie, dass P- fast sicher gilt:

lim sup
n→∞

Tn − log n
log log n

= 1.

Aufgabe 21 (Rekorde). Seien X1, X2, . . . unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Ver-
teilungsfunktion. Wir betrachten die Ereignisse

En := {Xn > Xm ∀m < n} = {„ein Rekord wird zur Zeit n erreicht”} .

a) Zeigen Sie P [Xn = Xm] = 0 für alle n , m.

b) Folgern Sie, dass P [En] = 1/n für alle n ∈ N gilt.

c) Zeigen Sie, dass die Ereignisse E1, E2, . . . unabhängig sind.

Hinweis: Sollten Sie Schwierigkeiten haben, die erste Aussage zu beweisen, dann können Sie zusätzliche
Annahmen an die Verteilungsfunktion machen, z.B. gleichmäßige Stetigkeit oder Absolutstetigkeit.

Aufgabe 22 (Asymptotische Ereignisse und Zufallsvariablen). Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängi-
gen, nicht-negativen rellwertigen Zufallsvariablen auf (Ω,A, P).

a) Welche der folgenden Ereignisse sind asymptotische Ereignisse ?

{Xn > 2n unendlich oft}, {lim inf Xn < 17}, {inf Xn > 5},

{

∞∑
n=1

Xn < 1}, {
∞∑
n=1

Xn < ∞}, {∃ lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi}.

b) Geben Sie Beispiele von Zufallsvariablen an, die bzgl. der asymptotischen σ-Algebra messbar sind
(mit Beweis).
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2.4. Übungsaufgaben

Aufgabe 23 (Perkolation). Sei p ∈ [0, 1]. Wir betrachten unabhängige Zufallsvariablen Xi, i ∈ Zd, mit
P[Xi = 1] = p und P[Xi = 0] = 1 − p. Der Gitterpunkt i ∈ Zd heißt durchlässig, falls Xi = 1 gilt. Sei A
das Ereignis, daß eine unendliche Zusammenhangskomponente aus durchlässigen Gitterpunkten existiert.
A0 sei das Ereignis, daß der Nullpunkt in einer unendlichen Zusammenhangskomponente von durchlässigen
Punkten enthalten ist. Zeigen Sie:

a) Im Fall d = 1, p < 1, gilt P[A] = 0.

b) Für alle d ∈ N und p ∈ [0, 1] gilt: P[A] = 1 ⇔ P[A0] > 0.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

In diesem Kapitel definieren wir den Erwartungswert, die Varianz und die Kovarianz allgemeiner reellwer-
tiger Zufallsvariablen, und beweisen grundlegende Eigenschaften. Einen weiteren Schwerpunkt bildet das
Rechnen mit Dichten.
Da wir auch Grenzübergänge durchführen wollen, erweist es sich als günstig, die Werte +∞ und −∞

zuzulassen. Wir setzen daher R = [−∞,∞]. Der Raum R ist ein topologischer Raum bzgl. des üblichen
Konvergenzbegriffs. Die Borelsche σ-Algebra auf R wird u.a. erzeugt von den Intervallen [−∞, c], c ∈ R.
Die meisten Aussagen über reellwertige Zufallsvariablen aus den vorangegangenen Abschnitten übertragen
sich unmittelbar auf Zufallsvariablen X : Ω → R, wenn wir die Verteilungsfunktion FX : R → [0, 1]
definieren durch

FX(c) = µX[[−∞, c]] = P[X ≤ c].

3.1. Erwartungswert als Lebesgue-Integral

Sei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω → R eine Zufallsvariable. Wir wollen den Erwar-
tungswert von X bezüglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P in sinnvoller Weise definieren. Dazu gehen
wir schrittweise vor:

Definition des Erwartungswerts

Indikatorfunktionen

Der Erwartungswert der Indikatorfunktion IA einer messbaren Menge A ∈ A bzgl. P ist definiert durch

E [IA] = P[A].

Elementare Zufallsvariablen

Nimmt X nur endlich viele Werte c1, ..., cn ∈ R an, dann können wir X als Linearkombination von Indika-
torfunktionen darstellen. Da der Erwartungswert linear von der Zufallsvariable abhängen sollte, definieren
wir E[X] dann als die entsprechende Linearkombination der Erwartungswerte der Indikatorfunktionen:

Definition 3.1 (Erwartungswert von elementaren Zufallsvariablen). EineZufallsvariable von der Form

X =
n∑
i=1

ci IAi mit n ∈ N, ci ∈ R, und Ai ∈ A

heißt elementar. Ihr Erwartungswert bzgl. P ist

E[X] =
n∑
i=1

ci · P[Ai]. (3.1)
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Wir müssen zeigen, dass der Erwartungswert E[X] durch (3.1) wohldefiniert, d.h. unabhängig von der
gewählten Darstellung der Zufallsvariable X als Linearkombination von Indikatorfunktionen ist. Dazu be-
merken wir, dass E[X] unabhängig von der Darstellung mit dem in Kapitel ?? für diskrete Zufallsvariablen
definierten Erwartungswert

Ẽ[X] =

n∑
i=1

ci · P[X = ci]

übereinstimmt. In der Tat folgt nämlich aus der Linearität von Ẽ[·]:

E[X] =
n∑
i=1

ci · E[IAi ] =

n∑
i=1

ci · Ẽ[IAi ] = Ẽ[X].

Die Abbildung X 7→ E[X] ist offensichtlich linear und monoton:

E[aX + bY ] = a · E[X] + b · E[Y ] für alle a, b ∈ R,

X ≤ Y =⇒ E[X] ≤ E[Y ].

Die Definition des Erwartungswerts einer elementaren Zufallsvariable stimmt genau mit der des Lebesgue-
Integrals der Elementarfunktion X bzgl. des Maßes P überein:

E[X] =

ˆ
X dP =

ˆ
X(ω) P(dω)

Für allgemeine Zufallsvariablen liegt es nahe, den Erwartungswert ebenfalls als Lebesgueintegral bzgl. des
Maßes P zu definieren. Wir skizzieren hier die weiteren Schritte zur Konstruktion des Lebesgue-Integrals
bzw. des Erwartungswerts einer allgemeinen Zufallsvariable, siehe auch die Analysisvorlesung.

Nichtnegative Zufallsvariablen

Die Definition des Erwartungswerts bzw. Lebesgue-Integrals einer nichtnegativen Zufallsvariable bzgl. P
beruht auf der monotonen Approximation durch elementare Zufallsvariablen:

Lemma 3.2 (Monotone Approximation durch elementare Zufallsvariablen). Sei X : Ω → [0,∞] eine
nichtnegative Zufallsvariable auf (Ω,A, P). Dann existiert eine monoton wachsende Folge elementarer
Zufallsvariablen 0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ . . . mit

X(ω) = lim
n→∞

Xn(ω) = sup
n∈N

Xn(ω) für alle ω ∈ Ω.

Beweis. Für n ∈ N sei

Xn(ω) :=

{
(k − 1) · 2−n falls (k − 1) · 2−n ≤ X(ω) < k · 2−n für ein k = 1, 2, . . . , n · 2n,
n falls X(ω) ≥ n.

Dann ist Xn eine elementare Zufallsvariable, denn es gilt

Xn =

n2n∑
k=1

k − 1
2n

I{ k−1
2n ≤X<

k
2n }
+ nI{X≥n} .

Die Folge Xn(ω) ist für jedes ω monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wird, und

sup
n∈N

Xn(ω) = lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) für alle ω ∈ Ω.
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3.1. Erwartungswert als Lebesgue-Integral
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Abbildung 3.1.: Approximation durch Elementarfunktionen. Hier ist die Annäherung in rot in zwei verschie-
denen Feinheiten dargestellt.

Definition 3.3 (Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariable). Der Erwartungswert (bzw.
das Lebesgueintegral) einer Zufallsvariable X : Ω→ [0,∞] bzgl. P ist definiert als

E[X] := lim
n→∞

E[Xn] = sup
n∈N

E[Xn] ∈ [0,∞], (3.2)

wobei (Xn)n∈N eine beliebige monoton wachsende Folge von nichtnegativen elementaren Zufallsvariablen
mit X = sup Xn ist.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert wohldefiniert (in [0,∞]):

Lemma 3.4 (Wohldefiniertheit). Die Definition ist unabhängig von der Wahl einer monoton wachsenden
Folge (Xn) von nichtnegativen elementaren Zufallsvariablen mit X = supn∈N Xn.

Für den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung oder auf die Literatur, siehe z.B. Williams
„Probability with martingales“ [11, Appendix A5].

Bemerkung (Monotone Stetigkeit und monotone Konvergenz). Sind Xn = IAn und X = IA Indikator-
funktionen, dann folgt (3.2) aus der monotonen Stetigkeit von P. In diesem Fall gilt nämlich:

Xn ↗ X ⇐⇒ An ↗ A (d.h. An monoton wachsend und A =
⋃

An).

Aus der monotonen Stetigkeit von P folgt dann E[X] = P[A] = lim P[An] = lim E[Xn].

Die Monotonie des Erwartungswerts überträgt sich von elementaren auf nichtnegative Zufallsvariablen:

Lemma 3.5 (Monotonie des Erwartungswerts). Für nichtnegative Zufallsvariablen X,Y mit X ≤ Y gilt
E[X] ≤ E[Y ].

Beweis. Ist X ≤ Y , dann gilt auch Xn ≤ Yn für die imBeweis vonLemma3.2 konstruierten, approximierenden
elementaren Zufallsvariablen, also

E[X] = sup
n∈N

E[Xn] ≤ sup
n∈N

E[Yn] = E[Y ].

Allgemeine Zufallsvariablen

Eine allgemeine Zufallsvariable X : Ω→ R können wir in ihren positiven und negativen Anteil zerlegen:

X = X+ − X− mit X+ := max(X, 0), X− := −min(X, 0).

X+ und X− sind beides nichtnegative Zufallsvariablen. Ist mindestens einer der beiden Erwartungswerte
E[X+] bzw. E[X−] endlich, dann können wir (ähnlich wie schon in Kapitel ?? für diskrete Zufallsvariablen)
definieren:

Definition 3.6 (Erwartungswert einer allgemeinen Zufallsvariable). Für eine Zufallsvariable X : Ω→
R mit E[X+] < ∞ oder E[X−] < ∞ ist der Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral) bzgl. P definiert
als

E[X] := E[X+] − E[X−] ∈ [−∞,∞].

Notation: Da der Erwartungswert E[X] das Lebesgue-Integral der messbaren Funktion X : Ω→ R bzgl.
des Maßes P ist, verwenden wir auch folgende Notation:

E[X] =

ˆ
X dP =

ˆ
X(ω) P(dω).

Bemerkung (Integration bzgl. σ-endlicher Maße). Die Definition des Lebesgue-Integrals kann auf σ-
endlicheMaße erweitert werden. EinMaßQ auf (Ω,A) heißtσ-endlich, falls messbareMengen B1, B2, . . . ⊆

Ω existieren mit Q[Bn] < ∞ für alle n ∈ N und Ω =
⋃

Bn.
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Eigenschaften des Erwartungswerts

Nachdem wir den Erwartungswert einer allgemeinen Zufallsvariable X : Ω→ R definiert haben, fassen wir
nun einige elementare Eigenschaften zusammen. Dazu bezeichnen wir mit

L1(P) = L1(Ω,A, P) := {X : Ω→ R Zufallsvariable : E[|X |] < ∞}

die Menge aller bzgl. P integrierbaren Zufallsvariablen. Für X ∈ L1(Ω,A, P) ist nach Lemma 3.5 sowohl
E[X+] als auch E[X−] endlich. Also ist der Erwartungswert E[X] definiert und endlich.

Satz 3.7 (Linearität und Monotonie des Erwartungswerts). Für Zufallsvariablen X,Y ∈ L1(Ω,A, P)
und a, b ∈ R gilt:

(i) X ≥ 0 P-fast sicher =⇒ E[X] ≥ 0.

(ii) Die Zufallsvariable aX + bY ist bzgl. P integrierbar, und

E[aX + bY ] = a · E[X] + b · E[Y ].

Insbesondere ist der Erwartungswert monoton:

(iii) X ≤ Y P-fast sicher =⇒ E[X] ≤ E[Y ].

Zum Beweis der Eigenschaften (i) und (ii) verweisen wir auf die Analysisvorlesung oder die Literatur.
Eigenschaft (iii) folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Nach Aussage (ii) des Satzes ist L1(Ω,A, P) ein Vektorraum. Durch

X ∼ Y :⇐⇒ P[X , Y ] = 0

wird eine Äquivalenzrelation auf diesem Raum definiert. Eine Konsequenz von Aussage (iii) des Satzes ist,
dass zwei äquivalente (also P-fast sicher identische) Zufallsvariablen denselben Erwartungswert haben:

X ∼ Y =⇒ E[X] = E[Y ].

Daher ist der Erwartungswert einer Äquivalenzklasse von P-fast sicher gleichen Zufallsvariablen eindeutig
definiert. In Zukunft verwenden wir häufig dieselbe Notation für die Äquivalenzklassen und Repräsentanten
aus den Äquivalenzklassen. Satz 3.7 besagt, dass der Erwartungswert ein positives lineares Funktional auf
dem Raum

L1(Ω,A, P) := L1(Ω,A, P)/∼

aller Äquivalenzklassen von integrierbaren Zufallsvariablen definiert. Aus dem Satz folgt zudem:

Korollar 3.8 (L1 norm). Durch
‖X ‖L1(Ω,A,P) = E[|X |]

wird eine Norm auf L1(Ω,A, P) definiert. Insbesondere gilt für Zufallsvariablen X : Ω→ R :

E[|X |] = 0 =⇒ X = 0 P-fast sicher.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Beweis. Für eine Zufallsvariable X : Ω → R mit E[|X |] = 0 und ε > 0 gilt wegen der Monotonie und
Linearität des Erwartungswerts:

P[|X | ≥ ε] = E
[
I{ |X | ≥ε }

]
≤ E

[
|X |
ε

]
=

1
ε

E[|X |] = 0.

Für ε ↘ 0 erhalten wir
P[|X | > 0] = lim

ε↘0
P[|X | ≥ ε] = 0,

also X = 0 P-fast sicher. Zudem folgt die Dreiecksungleichung:

E[|X + Y |] ≤ E[|X | + |Y |] = E[|X |] + E[|Y |]

aus der Monotonie und Linearität des Erwartungswerts. �

In der Analysis wird gezeigt, dass der Raum L1(Ω,A, P) bezüglich der im Korollar definierten Norm ein
Banachraum ist.

Konvergenzsätze

Ein entscheidender Vorteil des Lebesgue-Integrals gegenüber anderen Integrationsbegriffen ist die Gültigkeit
von sehr allgemeinen Konvergenzsätzen (Vertauschen von Grenzwerten und Integralen bzw. Erwartungs-
werten). Dass solche Aussagen sehr wichtig sind, und keineswegs immer gelten, demonstriert das folgende
Beispiel:

Beispiel (Setzen mit Verdoppeln). Wir betrachten Setzen mit Verdoppeln auf »Zahl« für eine Folge
von fairen Münzwürfen. Bei Anfangseinsatz 1 beträgt das Kapital des Spielers nach n Würfen

Xn = 2n · I{n<T } ,

wobei T die Wartezeit auf den ersten »Kopf« ist. Es folgt

E[Xn] = 2nP[T > n] = 2n · 2−n = 1 für alle n ∈ N,

das Spiel ist also fair. Andererseits fällt aber P-fast sicher irgendwann einmal »Kopf«, d.h.

lim
n→∞

Xn = 0 P-fast sicher.

In dieser Situation ist also

lim E[Xn] = 1 , 0 = E[lim Xn] !!!

Die Voraussetzungen der Konvergenzsätze 3.9 und 3.12 sind hier nicht erfüllt.

Die im folgenden betrachteten Konvergenzsätze lassen sich alle zurückführen auf einen fundamentalen
Konvergenzsatz. Dieser ergibt sich aus der oben skizzierten Konstruktion des Lebesgue-Integrals, und
charakterisiert dieses zusammen mit der Linearität und Monotonie:

Satz 3.9 (Satz von der monotonen Konvergenz, B. Levi). Ist (Xn)n∈N eine monoton wachsende Folge
von Zufallsvariablen mit E[X−1 ] < ∞ (z.B. X1 ≥ 0), dann gilt:

E[sup
n∈N

Xn] = E[ lim
n→∞

Xn] = lim
n→∞

E[Xn] = sup
n∈N

E[Xn].

Der Beweis findet sich in zahlreichen Lehrbüchern der Integrations- oder Warscheinlichkeitstheorie, siehe
z.B. [11, Appendix A1].
Eine erste wichtige Konsequenz des Satzes von der monotonen Konvergenz ist:
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3.1. Erwartungswert als Lebesgue-Integral

Korollar 3.10. Für nichtnegative Zufallsvariablen Xi, i ∈ N, gilt:

E

[
∞∑
i=1

Xi

]
=

∞∑
i=1

E[Xi].

Beweis. Durch Anwenden von Satz 3.9 auf die Partialsummen erhalten wir:

E

[
∞∑
i=1

Xi

]
= E

[
lim
n→∞

n∑
i=1

Xi

]
= lim

n→∞
E

[
n∑
i=1

Xi

]
(wegen monotoner Konvergenz)

= lim
n→∞

n∑
i=1

E[Xi] (wegen Linearität)

=

∞∑
i=1

E[Xi]. �

Bemerkung (Abzählbare Wahrscheinlichkeitsräume, Summation als Spezialfall von Integration). Falls
Ω abzählbar ist, können wir jede Zufallsvariable X : Ω→ R auf die folgende Weise als abzählbare Linear-
kombination von Indikatorfunktionen darstellen:

X =
∑
ω∈Ω

X(ω) · I{ω }

Ist X ≥ 0, dann folgt nach Korollar 3.10:

E[X] =
∑
ω∈Ω

X(ω) · P[{ω}]

Dieselbe Darstellung des Erwartungswerts gilt auch für allgemeine reellwertige Zufallsvariablen aufΩ, falls
der Erwartungswert definiert ist, d.h. falls E[X+] oder E[X−] endlich ist. Damit sehen wir, dass Summation
ein Spezialfall von Integration ist: Ist Ω abzählbar und p(ω) ≥ 0 für alle ω ∈ Ω, dann gilt∑

ω∈Ω

X(ω) · p(ω) =

ˆ
X dP,

wobei P das Maß mit Massenfunktion p ist. Beispielsweise gilt auch∑
ω∈Ω

X(ω) =

ˆ
X dν,

wobei ν das durch ν[A] = |A|, A ⊆ Ω, definierte Zählmaß ist. Insbesondere bemerken wir:

Konvergenzsätze wie der Satz von der monotonen Konvergenz lassen sich auch auf abzählbare Summen
anwenden!

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Konvergenzsätze, die sich aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz ergeben:
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Korollar 3.11 (Lemma von Fatou). Seien X1, X2, · · · : Ω → R Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,A, P) und sei Y ∈ L1(Ω,A, P) (z.B. Y ≡ 0).

(i) Gilt Xn ≥ Y für alle n ∈ N, dann folgt

E[lim inf Xn] ≤ lim inf E[Xn].

(ii) Gilt Xn ≤ Y für alle n ∈ N, dann folgt

E[lim sup Xn] ≥ lim sup E[Xn].

Beweis. Die Aussagen folgen aus dem Satz über monotone Konvergenz. Beispielsweise gilt

E [lim inf Xn] = E
[

lim
n→∞

inf
k≥n

Xk

]
= lim

n→∞
E

[
inf
k≥n

Xk

]
≤ lim

n→∞
inf
k≥n

E[Xk] = lim inf
n→∞

E[Xn],

da die Folge der Infima monoton wachsend, und durch die integrierbare Zufallsvariable Y nach unten
beschränkt ist. Die zweite Aussage zeigt man analog. �

Korollar 3.12 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue). Sei Xn : Ω → R (n ∈ N) eine
P-fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen. Existiert eine integrierbare Majorante, d.h. eine
Zufallsvariable Y ∈ L1(Ω,A, P) mit |Xn | ≤ Y für alle n ∈ N, dann gilt

E[lim Xn] = lim E[Xn]. (3.3)

Beweis. Aus dem Lemma von Fatou folgt

E[lim inf Xn] ≤ lim inf E[Xn] ≤ lim sup E[Xn] ≤ E[lim sup Xn],

da Xn ≥ −Y ∈ L1 und Xn ≤ Y ∈ L1 für alle n ∈ N gilt. Konvergiert Xn P-fast sicher, dann stimmen die
linke und rechte Seite der obigen Ungleichungskette überein. �

3.2. Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Sei (Ω,A, P) einWahrscheinlichkeitsraum. In diesemAbschnitt zeigen wir, wie man in verschiedenen Fällen
den Erwartungswert einer Zufallsvariable X : Ω→ [0,∞] aus der Verteilung von X berechnen kann.

Diskrete Zufallsvariablen

Falls X nur abzählbar viele Werte annimmt, können wir die Zufallsvariable X auf folgende Weise als
abzählbare Linearkombination von Indikatorfunktionen darstellen:

X =
∑

a∈X(Ω)

a · I{X=a} .

Nach Korollar 3.10 folgt

E[X] =
∑

a∈X(Ω)

E[a · I{X=a}] =
∑

a∈X(Ω)

a · P[X = a].
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Dieselbe Aussage gilt allgemeiner für diskrete reellwertige Zufallsvariablen mit E[X+] < ∞ oder E[X−] <
∞.
Für Zufallsvariablen X : Ω → S mit Werten in einer beliebigen abzählbaren Menge S und eine Borel-

messbare Funktion h : S → R erhalten wir entsprechend

E[h(X)] =
∑

a∈X(Ω)

h(a) · P[X = a], (3.4)

falls E[h(X)] definiert ist, also z.B. falls h ≥ 0 oder h(X) ∈ L1(Ω,A, P) gilt.

Die allgemeine Definition des Erwartungswerts als Lebesgueintegral stimmt also für diskrete Zufallsvaria-
blen mit der in Kapitel ?? gegebenen Definition überein.

Allgemeine Zufallsvariablen

Die Berechnungsformel (3.4) für den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen lässt sich auf Zufallsva-
riablen mit beliebigen Verteilungen erweitern. Sei dazu (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,B) ein
messbarer Raum, X : Ω→ S eine Zufallsvariable, und h : S → [0,∞] eine messbare Abbildung.

Satz 3.13 (Transformationssatz). Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

EP[h(X)] =

ˆ
h(X(ω)) P(dω) =

ˆ
h(x) µ(dx) = Eµ[h],

wobei µ = P ◦ X−1 die Verteilung von X unter P ist, und EP bzw. Eµ den Erwartungswert unter P bzw. µ
bezeichnet.

Die Erwartungswerte hängen somit nur von der Verteilung von X ab!

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

(i) Ist h = IB die Indikatorfunktion einer messbaren Menge B ∈ B, dann erhalten wir

E[h(X)] =
ˆ

IB(X(ω)) P(dω) = P[X−1(B)] = µ[B] =
ˆ

IB dµ,

da IB(X(ω)) = IX−1(B)(ω) für alle ω ∈ Ω gilt.

(ii) Für Linearkombinationen h =
∑n

i=1 ci IBi von Indikatorfunktionen mit n ∈ N, ci ∈ R, und Bi ∈ B gilt
die Aussage auch, da das Lebesgueintegral linear vom Integranden abhängt.

(iii) Für eine allgemeine messbare Funktion h ≥ 0 existiert schließlich eine monoton wachsende Folge hn
von Elementarfunktionen mit hn(x) ↗ h(x) für alle x ∈ S. Durch zweimalige Anwendung des Satzes
von der monotonen Konvergenz erhalten wir erneut:

E[h(X)] = E[lim hn(X)] = lim E[hn(X)] = lim
ˆ

hn dµ =
ˆ

h dµ.

Bemerkung. Das hier verwendete Beweisverfahren der »maßtheoretischen Induktion«wird uns noch sehr
häufig begegnen: Wir zeigen eine Aussage

(i) für Indikatorfunktionen,
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(ii) für Elementarfunktionen,

(iii) für nichtnegative messbare Funktionen,

(iv) für allgemeine integrierbare Funktionen.

Den letzten Schritt haben wir im Beweis oben weggelassen - er liefert uns, dass die Aussage von Satz 3.13
auch für beliebige messbare Funktionen h : S → R mit h(X) ∈ L1(Ω,A, P) gilt.

Für eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable X definieren wir genau wie für diskrete Zufallsvariablen
die Varianz Var[X] und die Standardabweichung σ[X] durch

Var[X] := E[(X − E[X])2], σ[X] :=
√

Var[X] .

Auch in diesem Fall folgen aus der Linearität des Erwartungswerts die Rechenregeln

Var[X] = E[X2] − E[X]2, und (3.5)
Var[aX + b] = Var[aX] = a2 · Var[X] für alle a, b ∈ R. (3.6)

Insbesondere ist die Varianz genau dann endlich, wenn E[X2] endlich ist. Nach Korollar 3.8 gilt zudem
genau dann Var[X] = 0, wenn X P-fast sicher konstant ist. Aufgrund des Transformationssatzes können wir
den Erwartungswert und die Varianz auch allgemein aus der Verteilung µX = P ◦ X−1 berechnen:

Korollar 3.14 (Berechnung von Erwartungswert und Varianz aus der Verteilung). Der Erwartungs-
wert E[X] und die Varianz Var[X] einer reellwertigen Zufallsvariable X hängen nur von der Verteilung
µX = P ◦ X−1 ab:

Var[X] =

ˆ
(x − x)2 µX(dx) mit x = E[X] =

ˆ
x µX(dx).

Beweis. Durch Anwenden von Satz 3.13 auf die nicht-negativen Zufallsvariablen X+ und X− erhalten wir

E[X] = E[X+] − E[X−] =
ˆ

x+µX(dx) −
ˆ

x−µX(dx) =
ˆ

xµX(dx), und

Var[X] = E[(X − E[X])2] =

ˆ
(x − E[X])2µX(dx).

Der nächste Satz zeigt unter anderem, wie man den Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariable
T konkret aus der Verteilungsfunktion

FT (t) = P[T ≤ t] = µT [[0, t]], t ∈ R, berechnet:

Satz 3.15 (Berechnung von Erwartungswerten aus der Verteilungsfunktion). Für jede Zufallsvaria-
ble T : Ω→ R+ und jede stetig differenzierbare Funktion h : R→ R+ gilt

E[h(T)] = h(0) +
ˆ ∞

0
P[T > t] h′(t) dt = h(0) +

ˆ ∞
0
(1 − FT (t)) h′(t) dt.
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Beweis. Wegen

h(T(ω)) − h(0) =
ˆ T (ω)

0
h′(t) dt =

ˆ ∞
0

I{T>t }(ω) h′(t) dt

erhalten wir

E[h(T)] − h(0) = E
[ˆ ∞

0
I{T>t } h′(t) dt

]
=

ˆ ∞
0

E
[
I{T>t }h′(t)

]
dt =

ˆ ∞
0

P[T > t] h′(t) dt.

Hierbei haben wir im Vorgriff auf Abschnitt 3.3 den Satz von Fubini benutzt, der gewährleistet, dass man
zwei Lebesgueintegrale (das Integral über t und den Erwartungswert) unter geeigneten Voraussetzungen
(Produktmessbarkeit) vertauschen kann, siehe Satz 3.22. �

Bemerkung (Lebesgue-Stieltjes-Integral). Das Lebesgue-Stieltjes-Integral
´
g dF einer messbaren Funk-

tion g : R→ [0,∞] bzgl. der Verteilungsfunktion F einer Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf R ist definiert
als das Lebesgue-Integral von g bzgl. µ:

ˆ
g(t) dF(t) :=

ˆ
g(t) µ(dt).

Ist g stetig, dann lässt sich das Integral als Limes von Riemann-Stieltjes-Summen darstellen. Nach dem
Transformationssatz gilt für eine Zufallsvariable T : Ω→ R+ und h ∈ C(R+,R+):

E[h(T)] =

ˆ
h(t) µT (dt) =

ˆ
h(t) dFT (t).

Die Aussage von Satz 3.15 ergibt sich hieraus formal durch partielle Integration.

Beispiel (Exponentialverteilung). Für eine zum Parameter λ > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable
T erhalten wir

E[T] =
ˆ ∞

0
P[T > t] dt =

ˆ ∞
0

e−λt dt =
1
λ
.

Die mittlere Wartezeit ist also der Kehrwert der Intensität. Mit partieller Integration folgt zudem

E[T2] =

∞̂

0

P[T > t] 2t dt =

∞̂

0

2te−λt dt =
2
λ

∞̂

0

e−λt dt =
2
λ2 , also

σ[T] =
√

Var[T] = (E[T2] − E[T]2)1/2 =
1
λ
.

Die Standardabweichung ist somit genauso groß wie der Erwartungswert!

Beispiel (Heavy tails). Sei α > 0. Für eine Zufallsvariable T : Ω→ [0,∞) mit

P[T > t] ∼ t−α für t →∞

ist der Erwartungswert E[T] =
´ ∞

0 P[T > t] dt genau dann endlich, wenn α > 1 ist. Allgemeiner ist das
p-te Moment

E [T p] =

∞̂

0

P [T p > t] dt =

∞̂

0

P
[
T > t1/p

]
︸          ︷︷          ︸
∼t−α/p

dt

genau für p < α endlich. Beispielsweise ist T für α ∈ (1, 2] integrierbar, aber die Varianz ist in diesem
Fall unendlich.
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Zufallsvariablen mit Dichten

Die Verteilungen vieler Zufallsvariablen haben eine Dichte bzgl. des Lebesguemaßes, oder bzgl. eines
anderen geeigneten Referenzmaßes. In diesem Fall können wir Erwartungswerte durch eine Integration
bzgl. des Referenzmaßes berechnen. Sei (S,B) ein messbarer Raum und ν ein Maß auf (S,B) (z.B. das
Lebesguemaß oder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Definition 3.16 (Wahrscheinlichkeitsdichte). Eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf (S,B, ν) ist eine
messbare Funktion % : S → [0,∞] mit ˆ

S

% dν = 1.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf (S,B) hat % als Dichte bzgl. des Referenzmaßes ν, falls

µ[B] =

ˆ
B

% dν =

ˆ
IB % dν für alle B ∈ B gilt. (3.7)

Satz 3.17 (Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen mit Dichten). Ist % eine Wahrscheinlichkeits-
dichte auf (S,B, ν), dann wird durch (3.7) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf (S,B) definiert. Für
jede messbare Funktion h : S → [0,∞] gilt

ˆ
h dµ =

ˆ
h % dν. (3.8)

Insbesondere gilt für jede Zufallsvariable X mit Verteilung µ:

E[h(X)] =

ˆ
h % dν.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S,B) ist: Sind B1, B2, ... ∈ B

disjunkte Mengen, so folgt wegen % ≥ 0 nach Korollar 3.10:

µ
[⋃

Bi

]
=

ˆ
I⋃Bi % dν =

ˆ ∑
IBi % dν =

∑ˆ
IBi % dν =

∑
µ[Bi].

Zudem gilt µ[S] =
´
% dν = 1, da % eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Die Aussage (3.8) beweisen wir durch maßtheoretische Induktion:

(i) Die Aussage folgt unmittelbar, wenn h = IB für B ∈ B gilt.

(ii) Für Linearkombinationen h =
∑n

i=1 ci IBi folgt die Aussage aus der Linearität beider Seiten von (3.8)
in h.

(iii) Für allgemeine h ≥ 0 existiert eine Teilfolge hn aus Elementarfunktionen mit hn ↗ h. Daher folgt
mit monotoner Konvergenz:

ˆ
h dµ = lim

ˆ
hn dµ = lim

ˆ
hn% dν =

ˆ
h% dν.

Die Aussage über den Erwartungswert folgt aus (3.8) über den Transformationssatz. �
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Bemerkung (Eindeutigkeit der Dichte). Durch (3.7) wird die Dichte %(x) der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung µ bzgl. des Referenzmaßes ν bis auf Gleichheit für ν-fast alle x eindeutig festgelegt: Existiert eine
weitere Funktion %̃ ∈ L1(S,B, ν) mitˆ

B

%̃ dν = µ[B] =

ˆ
B

% dν für alle B ∈ B, (3.9)

dann folgt ˆ
(% − %̃)+ dν =

ˆ
{%>%̃ }

(% − %̃) dν = 0, und entsprechend
ˆ
(% − %̃)− dν =

ˆ
{%<%̃ }

( %̃ − %) dν = 0.

Somit erhalten wir (% − %̃)+ = (% − %̃)− = 0 ν-fast überall, also % = %̃ ν-fast überall. Tatsächlich ist
die Dichte bereits ν-fast überall eindeutig festgelegt, wenn die Bedingung (3.7) für alle Mengen B aus
einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem der σ-Algebra B erfüllt ist. In diesem Fall definieren beide
Seiten in (3.9) Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die auf dem Erzeugendensystem, und damit auf ganz B,
übereinstimmen.

Notation. Die Aussage (3.8) rechtfertigt in gewissem Sinn die folgenden Notationen für eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung µ mit Dichte % bzgl. ν:

µ(dx) = %(x) ν(dx) bzw. dµ = % dν bzw. µ = % · ν.

Für die nach der Bemerkung ν-fast überall eindeutig bestimmte Dichte von µ bzgl. ν verwenden wir
dementsprechend auch die Notation

%(x) =
dµ
dν
(x).

Wichtige Spezialfälle.

(i) Massenfunktion als Dichte bzgl. des Zählmaßes.
Das Zählmaß auf einer abzählbaren Menge S ist das durch

ν[B] = |B| für B ⊆ S

definierte Maß. Die Massenfunktion p(x) := µ[{x}] einer Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf S ist
eine Dichte von µ bzgl. des Zählmaßes ν, denn es gilt

µ[B] =
∑
x∈B

p(x) =

ˆ
B

p dν für alle B ⊆ S.

Insbesondere ist die Massenfunktion pX einer Zufallsvariable X : Ω→ S eine Dichte der Verteilung
von X bzgl. desZählmaßes.DieBerechnungsformel für denErwartungswert diskreter Zufallsvariablen
ergibt sich damit als Spezialfall von Satz 3.17:

E[h(X)] 3.17
=

ˆ
h pX dν =

∑
a∈S

h(a)pX(a) für alle h : S → [0,∞].

(ii) Dichten bzgl. des Lebesgue-Maßes.
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf Rd mit Borelscher σ-Algebra hat genau dann eine Dichte
% bzgl. des d-dimensionalen Lebesgue-Maßes λd, wenn

µ[(−∞, c1] × . . . × (−∞, cd]] =

ˆ
(−∞,c1]×...×(−∞,cd ]

%(x1, . . . , xd) λd(dx)
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für alle (c1, . . . , cd) ∈ Rd gilt. In diesem Fall ist % nämlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte, bezüglich
der µ[B] =

´
B %(x) λ

d(dx) für alle Mengen aus einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem der
Borelschen σ-Algebra gilt.
Insbesondere hat die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariable X genau dann die Dichte fX bzgl.
des eindimensionalen Lebesguemaßes λ, wenn

FX(c) = µX[(−∞, c]] =

cˆ

−∞

fX(x) dx für alle c ∈ R

gilt. Die Verteilungsfunktion ist in diesem Fall eine Stammfunktion der Dichte, und damit λ-fast
überall differenzierbar mit Ableitung

F ′X(x) = fX(x) für fast alle x ∈ R.

Für den Erwartungswert ergibt sich

E[h(X)] =

ˆ
R

h(x) fX(x) dx

für alle messbaren Funktionen h : R→ R mit h ≥ 0 oder h ∈ L1(R,B(R), µ).

Beispiel (Normalverteilungen). Die Dichte der Standardnormalverteilung bzgl. des Lebesgue-Maßes
ist %(x) = (2π)−1/2e−x

2/2. Damit erhalten wir für den Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsva-
riable Z ∼ N(0, 1):

E[Z] =
ˆ ∞
−∞

x (2π)−1/2e−x
2/2 dx = 0,

und, mit partieller Integration,

Var[Z] = E[Z2] =

ˆ ∞
−∞

x2 (2π)−1/2e−x
2/2 dx =

ˆ ∞
−∞

(2π)−1/2 e−x
2/2 dx = 1.

Ist X eine N(m, σ2)-verteilte Zufallsvariable, dann ist Z = X−m
σ standardnormalverteilt, und es gilt

X = m + σZ , also

E[X] = m + σE[Z] = m, und
Var[X] = Var[σZ] = σ2 Var[Z] = σ2.

Die Parameter m und σ geben also den Erwartungswert und die Standardabweichung der Normalvertei-
lung an.

(iii) Relative Dichten. Seien µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Raum
(S,B) mit Dichten f bzw. g bezüglich eines Referenzmaßes λ (zum Beispiel bzgl. des Zählmaßes
oder des Lebesgue-Maßes). Gilt g > 0 λ-fast überall, dann hat µ bzgl. ν die Dichte

dµ
dν

=
f
g
=

dµ/dλ
dν/dλ

,

denn nach Satz 3.17 gilt für alle B ∈ B:

µ[B] =
ˆ
B

f dλ =

ˆ
B

f
g
g dλ =

ˆ
B

f
g

dν .

In der Statistik treten relative Dichten als „Likelihoodquotienten“ auf, wobei f (x) bzw. g(x) die
„Likelihood“ eines Beobachtungswertes x bzgl. verschiedener möglicher zugrundeliegender Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen beschreibt, s. Abschnitt 6.4.
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3.2. Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Existenz von Dichten

Wir geben nun ohne Beweis den Satz von Radon-Nikodym an. Dieser Satz besagt, dass eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung genau dann eine Dichte bzgl. eines anderen (σ-endlichen) Maßes ν hat, wenn alle
ν-Nullmengen auch µ-Nullmengen sind. Hierbei nennen wir ein Maß ν auf einem messbaren Raum (S,B)
σ-endlich, wenn eine Folge von messbaren Mengen Bn ∈ B mit ν[Bn] < ∞ und S =

⋃
n∈N Bn existiert.

Definition 3.18 (Absolutstetigkeit und Singularität von Maßen).

(i) Ein Maß µ auf (S,B) heißt absolutstetig bzgl. eines anderen Maßes ν auf demselben messbaren
Raum (µ � ν) falls für alle B ∈ B gilt:

ν[B] = 0 =⇒ µ[B] = 0

µ und ν heißen äquivalent (µ ≈ ν), falls µ � ν und ν � µ.

(ii) Die Maße µ und ν heißen singulär (µ ⊥ ν), falls eine Menge B ∈ B mit ν[B] = 0 und µ[BC] = 0
existiert.

Beispiel (Dirac-Maß). Ein Diracmaß δx , x ∈ R, ist singulär zum Lebesguemaß λ auf R.

Der folgende Satz zeigt, dass Absolutstetigkeit äquivalent zur Existenz einer Dichte ist. Insbesondere
entspricht die in Abschnitt 1.3 gegebene Definition der Absolutstetigkeit einerWahrscheinlichkeitsverteilung
µ auf R gerade der Absolutstetigkeit von µ bzgl. des Lebesguemaßes.

Satz 3.19 (Radon-Nikodym). Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ und ein σ-endliches Maß ν gilt µ � ν

genau dann, wenn eine Dichte % ∈ L1(S,B, ν) existiert mit

µ[B] =

ˆ
B

% dν für alle B ∈ B.

Die eine Richtung des Satzes zeigt man leicht: Hat µ eine Dichte bzgl. ν, und gilt ν[B] = 0, so folgt

µ[B] =

ˆ
B

% dν =

ˆ
% · IB dν = 0

wegen %·IB = 0 ν-fast überall. Der Beweis der Umkehrung ist nicht so einfach, und kann funktionalanalytisch
erfolgen, siehe z.B. Klenke: „Wahrscheinlichkeitstheorie“. Ein stochastischer Beweis des Satzes von Radon-
Nikodym basierend auf dem Martingal-Konvergenzsatz findet sich z.B. in Williams: „Probability with
martingales” [11].

Beispiel (Absolutstetigkeit von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Sind µ und νMaße auf
einer abzählbaren Menge S, dann gilt µ � ν genau dann, wenn µ(x) = 0 für alle x ∈ S mit ν(x) = 0 gilt.
In diesem Fall ist die Dichte von µ bzgl. ν durch

dµ
dν
(x) =


µ(x)
ν(x)

falls ν(x) , 0,

beliebig sonst,

gegeben. Man beachte, dass die Dichte nur für ν-fast alle x (also für alle x mit ν(x) , 0) eindeutig
bestimmt ist.
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In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (Rn,B(Rn)) ab-
solutstetig, falls es absolutstetig bzgl. des n-dimensionalen Lebesguemaßes ist. Nach dem Satz von Radon-
Nikodym ist dies genau dann der Fall, wenn eine B(Rn)-messbare Dichtefunktion f : Rn → [0,∞) existiert
mit

µ[B] =

ˆ
B

f (x) dx =

ˆ
IB(x) f (x) dx

für jedenQuader, bzw. allgemeiner für jedeBorel-Menge B ⊆ Rn. DieDichtefunktion ist bis aufModifikation
auf einer Lebesgue-Nullmenge eindeutig bestimmt.

Beispiel (Gleichverteilung auf einer Teilmenge des Rn). DieGleichverteilungUnifS auf einermessba-
ren Teilmenge S des Rn mit endlichem positivem Lebesgue-Maß λn[S] ist definiert durch

UnifS[B] :=
λn[B ∩ S]
λn[S]

=
1

λn[S]

ˆ
B

IS(x) dx für B ∈ B(Rn).

UnifS ist absolutstetig mit Dichte f (x) = IS(x)/λn[S].

Seien nun µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße und η ein positives Maß auf (S,B). Ist µ absolutstetig
bzgl. ν mit Dichte dµ/dν, dann gilt nach Satz 3.17:ˆ

h dµ =

ˆ
h ·

dµ
dν

dν für alle messbaren Funktionen h : S → R+. (3.10)

Die folgenden Aussagen ergeben sich unmittelbar daraus:

Satz 3.20. (i) Ist µ absolutstetig bzgl. ν mit ν-fast überall strikt positiver relativer Dichte, dann ist auch
ν absolutstetig bzgl. µ, und

dν
dµ
(x) =

(
dµ
dν
(x)

)−1
für µ-fast alle x ∈ S.

(ii) Ist µ absolutstetig bzgl. ν und ν absolutstetig bzgl. η, dann ist µ auch absolutstetig bzgl. η mit Dichte

dµ
dη
(x) =

dµ
dν
(x)

dν
dη
(x) für η-fast alle x ∈ S.

Beweis. Sei % = dµ/dν und ψ = dν/dη. Gilt % > 0 ν-fast überall, dann folgt

ν[B] =
ˆ

IB(x)%(x)−1%(x) ν(dx) =
ˆ
B

%(x)−1 µ(dx)

für alle B ∈ B. Entsprechend erhalten wir im zweiten Fall

µ[B] =
ˆ

IB(x)%(x) ν(dx) =
ˆ

IB(x)%(x)ψ(x) η(dx).

nach (3.10). �

3.3. Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Seien (Si,Bi), 1 ≤ i ≤ n, messbare Räume. Wir wollen allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem
Produktraum S1 × ... × Sn konstruieren und effektiv beschreiben. In Analogie zu diskreten, mehrstufigen
Modellen versuchen wir diese in der Form

P(dx1...dxn) = µ(dx1)p(x1, dx2)p((x1, x2), dx3) · · · p((x1, ..., xn−1), dxn)

darzustellen.
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Stochastische Kerne und der Satz von Fubini

Wir betrachten zunächst den Fall n = 2; der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Iteration der Konstruktion.
Seien also (S,B) und (T, C) messbare Räume, und sei

(Ω,A) := (S × T, B ⊗ C)

der Produktraum versehen mit der Produkt-σ-Algebra. Unser Ziel ist die Konstruktion einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung P auf (Ω,A) vom Typ

P(dxdy) = µ(dx)p(x, dy).

Dabei ist p(x, dy) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der zweiten Komponente, die vom Wert x der
ersten Komponente abhängt.

Definition 3.21 (Stochastischer Kern). Eine Abbildung

p : S × C −→ [0, 1], (x,C) 7→ p(x,C),

heißt stochastischer Kern, wenn folgendes gilt:

(i) p(x, •) ist für jedes x ∈ S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (T, C), und

(ii) p(•,C) ist für jedes C ∈ C eine messbare Funktion auf (S,B).

Bemerkung (Diskreter Spezialfall). Sind S und T abzählbar mit σ-Algebren B = P(S) und C = P(T),
dann ist p eindeutig festgelegt durch die Matrix mit Komponenten

p(x, y) := p(x, {y}) (x ∈ S , y ∈ T).

Da p ein stochastischer Kern ist, ist p(x, y) (x ∈ S, y ∈ T) eine stochastische Matrix.

Der folgende Satz zeigt im allgemeinen Fall die Existenz eines zweistufigen Modells mit µ als Verteilung
der ersten Komponente, und p(x, •) als bedingter Verteilung der zweiten Komponente gegeben den Wert
x der ersten Komponente. Der Satz zeigt zudem, dass Erwartungswerte im mehrstufigen Modell durch
Hintereinanderausführen von Integralen berechnet werden können.

Satz 3.22 (Fubini). Sei µ(dx) eineWahrscheinlichkeitsverteilung auf (S,B) und p(x, dy) ein stochastischer
Kern von (S,B) nach (T, C). Dann existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung µ⊗ p auf (Ω,A)
mit

(µ ⊗ p)[B × C] =
ˆ
B

µ(dx) p(x,C) für alle B ∈ B, C ∈ C. (3.11)

Für diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:
ˆ

f d(µ ⊗ p) =
ˆ (ˆ

f (x, y) p(x, dy)
)
µ(dx) für alle A-messbaren f : Ω→ R+. (3.12)

Beweis. (i) Eindeutigkeit: Das Mengensystem {B × C : B ∈ B, C ∈ C} ist ein durchschnittsstabiler
Erzeuger der Produkt-σ-Algebra A. Also ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung µ ⊗ ν durch (3.11)
eindeutig festgelegt.
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(ii) Existenz: Wir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilung µ ⊗ p über (3.12) mit f = IA, A ∈ A,
definieren. Dazu müssen wir überprüfen, ob die rechte Seite in diesem Fall definiert ist (d.h. ob die
Integranden messbar sind), und ob

(µ ⊗ p)[A] :=
ˆ (ˆ

IA(x, y) p(x, dy)
)
µ(dx)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ω,A) definiert.
Für Produktmengen A = B × C (B ∈ B,C ∈ C) ist die Funktion x 7→

´
IA(x, y)p(x, dy) nach

Definition des stochastischen Kerns messbar. Da die Mengen A ∈ A, für die diese Funktion messbar
ist, ein Dynkinsystem bilden, folgt die Messbarkeit für alle A ∈ A.
µ ⊗ p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn einerseits folgt

(µ ⊗ p)[Ω] = (µ ⊗ p)[S × T] =
ˆ (ˆ

IS(x)IT (y)p(x, dy)
)
µ(dx) = µ[S] = 1

wegen
´
T p(x, dy) = p(x,T) = 1; andererseits gilt für disjunkte Mengen Ai (i ∈ N)

I⋃ Ai =
∑

IAi,

woraus unter zweimaliger Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt:

(µ ⊗ p)

[⋃
i

Ai

]
=

ˆ (ˆ ∑
i

IAi (x, y) p(x, dy)

)
µ(dx)

=
∑
i

ˆ (ˆ
IAi (x, y) p(x, dy)

)
µ(dx)

=
∑
i

(µ ⊗ p)[Ai].

Durch maßtheoretische Induktion zeigt man nun, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung µ ⊗ p auch
(3.12) erfüllt. �

Als nächstes wollen wir die Randverteilungen des gerade konstruierten zweistufigen Modells berechnen.
Sei also P := µ ⊗ p, und seien

X : S × T → S , Y : S × T → T ,

(x, y) 7→ x (x, y) 7→ y

die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente. Wegen p(x,T) = 1 gilt:

P[X ∈ B] = P[B × T] =
ˆ
B

µ(dx) p(x,T) = µ[B] ∀ B ∈ B,

also ist die Verteilung P ◦ X−1 der ersten Komponente gleich µ. Für die Verteilung der zweiten Komponente
erhalten wir

P[Y ∈ C] = P[S × C] =
ˆ
S

µ(dx) p(x,C) ∀ C ∈ C.

Definition 3.23. Die durch

(µp)[C] :=
ˆ

µ(dx) p(x,C), C ∈ C,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (T, C) heißt Mischung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
p(x, •) bezüglich µ.
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Wie gerade gezeigt, ist µp = P ◦ Y−1 die Verteilung der zweiten Komponente im zweistufigen Modell.
Sind S und T abzählbar, dann sind µ⊗ p und µp die schon in Abschnitt ?? betrachteten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen mit Gewichten

(µ ⊗ p)(x, y) = µ(x) p(x, y),

(µp)(y) =
∑
x∈S

µ(x) p(x, y).

Die Massenfunktionen von µ ⊗ p und µp sind in diesem Fall durch das Tensor- bzw. Matrixprodukt des
Zeilenvektors µ und der stochastischen Matrix p gegeben.

Im folgenden Beispiel ist die zweite Komponente eine deterministische Funktion der ersten Komponente:
Beispiel (Deterministische Kopplung). Gilt p(x, •) = δf (x) für eine messbare Funktion f : S → T ,
dann folgt (µ⊗ p)[{(x, y) : y = f (x)}] = 1. Die zweite Komponente ist also durch die erste Komponente
mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig festgelegt. Die Verteilung der zweiten Komponente ist in diesem Fall
das Bild von µ unter f :

µp = µ ◦ f −1.

Wir betrachten nun den umgekehrten Extremfall, bei dem die zweite Komponente unabhängig von der ersten
ist. In diesem Fall ist µ ⊗ p ein Produktmaß.

Produktmaße und Produktdichten

Ist p(x, •) ≡ ν eine feste (von x unabhängige) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (T, C), dann ist µ ⊗ p das
Produkt µ ⊗ ν der Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ und ν. Der Satz von Fubini liefert also die Existenz
des Produktmaßes, und die schon mehrfach verwendete Berechnungsformelˆ

f d(µ ⊗ ν) =
ˆ
S

(ˆ
T

f (x, y) ν(dy)
)
µ(dx) (3.13)

für die Integrale nicht-negativer oder integrierbarer messbarer Funktionen bzgl. des Produktmaßes. Die
Integrationsreihenfolge kann man in diesem Fall vertauschen, denn wegen

(µ ⊗ ν)[B × C] = µ[B]ν[C] für alle B ∈ B, C ∈ C (3.14)

gilt (ν ⊗ µ) ◦ R−1 = µ ⊗ ν, wobei R(x, y) = (y, x), und damit nach (3.13) und dem Transformationssatz:ˆ (ˆ
f (x, y) µ(dx)

)
ν(dy) =

ˆ (ˆ
f (R(y, x)) µ(dx)

)
ν(dy) =

ˆ
f ◦ R d(ν ⊗ µ)

=

ˆ
f d(µ ⊗ ν) =

ˆ (ˆ
f (x, y) ν(dy)

)
µ(dx).

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments erhalten wir zudem:

Satz 3.24. Seien (Si,Bi, µi) Wahrscheinlichkeitsräume (1 ≤ i ≤ n). Dann existiert eine eindeutige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung µ1 ⊗ ... ⊗ µn auf (S1 × ... × Sn,B1 ⊗ ... ⊗ Bn) mit

(µ1 ⊗ ... ⊗ µn) [B1 × ... × Bn] =

n∏
i=1

µi[Bi] für alle Bi ∈ Bi (1 ≤ i ≤ n).

Für alle produktmessbaren Funktionen f : S1 × ... × Sn → [0,∞) gilt:
ˆ

f d(µ1 ⊗ ... ⊗ µn) =

ˆ
...

(ˆ
f (x1, ..., xn)µn(dxn)

)
...µ1(dx1),

wobei die Integration auch in beliebiger anderer Reihenfolge ausgeführt werden kann.
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Beweis. Die Existenz folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes von Fubini, die Eindeutigkeit aus dem
Eindeutigkeitssatz. Dass die Integrationsreihenfolge vertauscht werden kann, zeigt man ähnlich wie im oben
betrachteten Fall n = 2. �

Die Aussage von Satz 3.24 gilt nicht nur für Wahrscheinlichkeitsmaße, sondern allgemeiner für beliebige
σ-endliche Maße wie zum Beispiel das Lebesguemaß. Insbesondere kann das n-dimensionale Lebesgue-
Integral einer beliebigen Borel-messbaren nicht-negativen Funktion f : Rn → R als Hintereinanderausfüh-
rung von eindimensionalen Integralen nach den Koordinaten x1, . . . , xn berechnet werden:

ˆ
Rn

f (x) dx =

ˆ
R
· · ·

ˆ
R

f (x1, . . . , xn) dxn · · · dx1.

Hierbei können die eindimensionalen Integrationen in beliebiger Reihenfolge ausgeführt werden.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall eines Produkts absolutstetiger Wahrscheinlichkeitsmaße.
Endliche Produkte von absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmaßen sind wieder absolutstetig, und die Dichte
ist das Produkt der einzelnen Dichten:

Korollar 3.25 (Dichten von Produktmaßen). (i) Sind µ1, . . . , µn absolutstetige Wahrscheinlichkeits-
maße auf (R,B(R)) mit Dichtefunktionen f1, . . . , fn, dann ist das Produkt µ = µ1 ⊗ . . . ⊗ µn ein
absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Rn,B(Rn)) mit Dichtefunktion

f (x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

fi(xi).

(ii) Entsprechend gilt: Sind µ1, . . . , µn und ν1, . . . , νn Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf messbaren
Räumen (S1,B1), . . . , (Sn,Bn) mit µi � νi für alle 1 ≤ i ≤ n, dann ist auch µ1 ⊗ µ2 ⊗ . . . ⊗ µn
absolutstetig bzgl. ν1 ⊗ ν2 ⊗ . . . ⊗ νn mit relativer Dichte

d(µ1 ⊗ . . . µn)

d(ν1 ⊗ . . . ⊗ νn)
(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

dµi
dνi
(xi).

Beweis. (i) Für jede Produktmenge B = B1× . . .×Bn mit Mengen Bi ∈ B(R) gilt nach dem Satz von Fubini:

µ[B] =
n∏
i=1

µi[Bi] =

n∏
i=1

ˆ

Bi

fi(xi) dxi =
ˆ
· · ·

ˆ
IB(x1, . . . , xn)

n∏
i=1

fi(xi) dx1 · · · dxn.

Hieraus folgt die Behauptung, da die Produktmengen einen durchschnittsstabilen Erzeuger der Borel σ-
Algebra auf Rn bilden.

(ii) Der Beweis des zweiten Teils der Aussage verläuft ähnlich. �

Beispiel (Gleichverteilung auf n-dimensionalem Quader). Ist µi = Unif(ai,bi ) die Gleichverteilung
auf einem endlichen Intervall (ai, bi),−∞ < ai < bi < ∞, dann ist µ = µ1⊗ . . .⊗ µn die Gleichverteilung
auf dem Quader S = (a1, b1) × . . . × (an, bn), denn für die Dichtefunktion gilt:

f (x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

I(ai,bi )(xi)
bi − ai

=
IS(x)
λ[S]

.

Ein anderes Produktmaß von fundamentaler Bedeutung für die Wahrscheinlichkeitstheorie ist die mehr-
dimensionale Standardnormalverteilung:
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Beispiel (Standardnormalverteilung im Rn). Das Produkt µ =
⊗n

i=1 N(0, 1) von n eindimensionalen
Standardnormalverteilungen ist eine absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Rn,B(Rn)) mit
Dichte

f (x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

(
1
√

2π
exp

(
−

x2
i

2

))
= (2π)−n/2 exp

(
−
‖x‖2

2

)
, x ∈ Rn.

Das Maß µ heißt n-dimensionale Standardnormalverteilung.

x y

z

Abbildung 3.2.: Dichte der Standardnormalverteilung in R2.

Die Aussage von Korollar 3.25 gilt nicht für unendliche Produkte:

Beispiel (Singularität von unendlichen Produktmaßen). Sind µ und ν zwei unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Raum (S,B), dann ist das unendliche Produkt µ∞ :=⊗

i∈N µ nicht absolutstetig zu ν∞ :=
⊗

i∈N ν. In der Tat gilt nämlich nach dem Gesetz der großen
Zahlen:

µ∞

[{
(x1, x2, . . .) ∈ S∞ : lim

n→∞

1
n

n∑
i=1

IB(xi) = µ[B]

}]
= 1

ν∞

[{
(x1, x2, . . .) ∈ S∞ : lim

n→∞

1
n

n∑
i=1

IB(xi) = ν[B]

}]
= 1

für alle B ∈ B. Ist µ , ν, dann existiert eine Menge B ∈ B mit µ[B] , ν[B]. Also sind die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen µ∞ und ν∞ in diesem Fall sogar singulär. In Satz 6.7 werden wir sehen, dass
die relativen Dichten dµn/dνn der endlichen Produktmaße für µ , ν und n → ∞ exponentiell schnell
anwachsen.

Bedingte Dichten und Bayessche Formel

Wir betrachten nun Situationen mit nichttrivialer Abhängigkeit zwischen den Komponenten im kontinuier-
lichen Fall. Seien X : Ω → Rn und Y : Ω → Rm Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P), deren gemeinsame Verteilung absolutstetig ist mit Dichte fX,Y , d.h.

P[X ∈ B,Y ∈ C] =

ˆ

B

ˆ

C

fX,Y (x, y) dy dx für alle B ∈ B(Rn),C ∈ B(Rm).
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Nach dem Satz von Fubini sind dann auch die Verteilungen von X und Y absolutstetig mit Dichten

fX(x) =

ˆ

Rm

fX,Y (x, y) dy, und fY (y) =

ˆ

Rn

fX,Y (x, y) dx.

Obwohl bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben X = x nicht im herkömmlichen Sinn definiert werden
können, da das Ereignis {X = x} eine Nullmenge ist, können wir die bedingte Dichte und die bedingte
Verteilung von Y gegeben X in diesem Fall sinnvoll definieren. Anschaulich beträgt die Wahrscheinlichkeit,
dass der Wert von Y in einem infinitesimal kleinen Volumenelement dy liegt, gegeben, dass der Wert von X
in einem entsprechenden infinitesimalen Volumenelement dx liegt:

P[Y ∈ dy | X ∈ dx] =
P[X ∈ dx,Y ∈ dy]

P[X ∈ dx]
=

fX,Y (x, y) dx dy
fX(x) dx

=
fX,Y (x, y)

fX(x)
dx

Diese heuristische Überlegung motiviert die folgende Definition:

Definition 3.26 (Bedingte Dichte). Die Funktion fY |X : Rm × Rn → [0,∞] mit

fY |X(y |x) =


fX,Y (x, y)

fX(x)
falls fX(x) , 0

fY (y) falls fX(x) = 0,

heißt bedingte Dichte von Y gegeben X , und die von x abhängende Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(x,C) :=
ˆ

C

fY |X(y |x) dy, für C ∈ B(Rm),

heißt bedingte Verteilung von Y gegeben X .

Bemerkung. (i) Für festes x ist die bedingte Dichte eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf Rm. Da fY |X
produktmessbar ist, ist die bedingte Verteilung p(x, dy) nach dem Satz von Fubini ein stochastischer
Kern von Rn nach Rm.

(ii) Auf der Nullmenge {x ∈ Rn : fX(x) = 0} sind die bedingte Dichte fY |X(y |x) und die bedingte
Verteilung von Y gegeben X = x nicht eindeutig festgelegt - die oben getroffene Definition über die
unbedingte Dichte ist relativ willkürlich.

Das folgende Lemma rechtfertigt Definition 3.26:

Lemma 3.27. µX ⊗ p ist die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y bzgl. P.

Beweis. Nach Definition der bedingten Dichte gilt

f (x, y) = fY |X(y |x) fX(x) (3.15)

für alle x, y mit fX(x) > 0. Im Fall fX(x) = 0 gilt f (x, y) = 0 und damit (3.15) für fast alle y. Daher folgt

P[(X,Y ) ∈ B × C] =
ˆ
B

ˆ
C

f (x, y) dy dx =
ˆ
B

(ˆ
C

fY |X(y |x) dy
)

fX(x) dx

=

ˆ
B

p(x,C) µX(dx) = (µX ⊗ p)[B × C]
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für alle B ∈ B(Rn) undC ∈ B(Rm). Die Aussage folgt, da die Produkte von Borel-Mengen ein durchschnitts-
stabiles Erzeugendensystem der Borelschen σ-Algebra auf dem Produktraum Rn × Rm bilden. �

Aus der Definition der bedingten Dichte ergibt sich unmittelbar eine Variante der Bayesschen Formel für
absolutstetige Zufallsvariablen:

Satz 3.28 (Bayessche Formel). Für (x, y) ∈ Rn × Rm mit fY (y) > 0 gilt

fX |Y (x |y) =
fX(x) fY |X(y |x)´

Rn
fX(x) fY |X(y |x) dx

.

Beweis. Aus der Definition folgt

fX |Y (x |y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

fX,Y (x, y)´
Rn

fX,Y (x, y) dx
,

und damit die Behauptung. �

In Modellen der Bayesschen Statistik interpretiert man fX(x) als Dichte der a priori angenommenen
Verteilung eines unbekannten Parameters X , und fY |X(y |x) als Maß für die Plausibilität („Likelihood“) des
Parameterwertes x, wenn derWert y der ZufallsgrößeY beobachtet wird. Die Bayessche Formel besagt dann,
dass die Verteilung von X , von der man a posteriori (d.h. nach der Beobachtung von y) ausgeht, die Dichte

fX |Y (x |y) = const.(y) · fX(x) · fY |X(y |x)

A posteriori Dichte ∝ A priori Dichte × Likelihood

hat. Trotz der einfachen Form der Bayesschen Formel ist es im Allgemeinen nicht trivial, Stichproben von
der A-posteriori-Verteilung zu simulieren, und Erwartungswerte numerisch zu berechnen. Problematisch ist
u.A., dass die Berechnung der Normierungskonstanten die Auswertung eines (häufig hochdimensionalen)
Integrals erfordert. Ein wichtiges Verfahren zur Simulation von Stichproben in diesem Zusammenhang ist
der Gibbs-Sampler.

Sind X und Y gemeinsam normalverteilt, dann kann man die wichtigsten Erwartungswerte bzgl. der A-
posteriori-Verteilung im Prinzip exakt berechnen. Wir demonstrieren dies nun in einem grundlegenden
Beispiel eines zweistufigen Modells. Ähnliche Modelle treten in zahlreichen Anwendungen auf.

Beispiel (Signalverarbeitung). Sei S = T = R1, also

S × T = R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}.

Wir interpretieren die erste Komponente x als Größe eines nicht direkt beobachtbaren Signals, und die
zweite Komponente y als verrauschte Beobachtung von x. In einem einfachen BayesschenModell nimmt
man z.B. a priori an, dass Signal und Beobachtung normalverteilt sind:

Signal x ∼ N(0, v) , v > 0,
Beobachtung y ∼ N(x, ε) , ε > 0.

Die Verteilung der ersten Komponente und der Übergangskern zur zweiten Komponente sind

µ(dx) = fX (x) λ(dx),

p(x, dy) = fY |X (y |x) λ(dy)
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mit den Dichten

fX (x) :=
1
√

2πv
e−

x2
2v (Dichte der Verteilung der ersten Komponente X),

fY |X (y |x) :=
1
√

2πε
e−
(y−x)2

2ε (bedingte Dichte der zweiten Komponente Y gegeben X = x).

Die gemeinsame Verteilung µ ⊗ p von Signal und Beobachtungswert ist dann eine bivariate Normal-
verteilung (siehe Abschnitt 3.4) mit Dichte

fX,Y (x, y) = fX (x) fY |X (y |x)

=
1

2π
√
vε

exp
(
−
(ε + v)x2 − 2vxy + vy2

2vε

)
=

1
2π
√

det C
exp

(
−

1
2

(
x
y

)
· C−1

(
x
y

))
.

bzgl. des zweidimensionalen Lebesgue-Maßes. Hierbei ist

C =
(
v v

v v + ε

)
die Kovarianzmatrix der Verteilung, siehe Abschnitt 3.5. Als Dichte der Verteilung µp von Y ergibt sich

fY (y) =
ˆ

fX,Y (x, y) dx.

Nach der Bayesschen Formel erhalten wir für die A-posteriori-Dichte des Signals gegeben die Beobach-
tung y:

fX |Y (x |y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

fX (x) fY |X (y |x)´
fX (x) fY |X (y |x) λ(dx)

(3.16)

= const(y) · exp
(
−
ε + v

2vε

(
x −

v

v + ε
y
)2

)
.

Die bedingte Verteilung des Signals gegeben die Beobachtung ist also N(x̂, u), wobei

x̂ =
v

v + ε
y der Prognosewert ist, und

u =
vε

v + ε
=

(
1
v
+

1
ε

)−1
die Varianz der Prognose.

In einem Bayesschen Modell würden wir also nach der Beobachtung mit einer Standardabweichung
σ =
√

u prognostizieren, dass der Signalwert gleich x̂ ist.

Ähnliche Modellierungsansätze werden auch in viel allgemeinerem Kontext verwendet. Beispielsweise
wird in stochastischen Filterproblemen das Signal durch eine Markovkette (oder einen zeitstetigen Markov-
prozess) beschrieben, und die Folge der Beobachtungen durch einen von der Markovkette angetriebenen
stochastischen Prozess. Sind alle gemeinsamen Verteilungen Gaußsch, dann kann man auch hier die a po-
steriori Verteilung im Prinzip exakt berechnen – andernfalls muss man auf numerische Näherungsmethoden
(z.B. Partikelfilter) zurückgreifen.

3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt berechnen wir die die Verteilungen von verschiedenen, linearen und nichtlinearen,
Transformationen von Zufallsvariablen mit Werten in R bzw. Rd. Wir zeigen zunächst, dass die Verteilungen
von Summen unabhängiger Zufallsvariablen durch die Faltung der individuellen Verteilungen gegeben
sind. Anschließend formulieren wir einen allgemeinen Transformationssatz für Dichten mehrdimensionaler
Zufallsvariablen mit absolutstetigen Verteilungen, und betrachten verschiedenen Anwendungsbeispiele.
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3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

Summen unabhängiger Zufallsvariablen, Faltung

Seien X und Y unabhängige Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) mit Werten im Rd und Verteilungen µ bzw. ν.
Wir wollen die Verteilung von X + Y bestimmen. Für diskrete Zufallsvariablen ergibt sich:

P[X + Y = z] =
∑

x∈X(Ω)

P[X = x,Y = z − x]︸                    ︷︷                    ︸
=P[X=x]·P[Y=z−x]

=
∑

x∈X(Ω)

µ(x)ν(z − x). (3.17)

Die Verteilung von X + Y ist also die Wahrscheinlichkeitsverteilung µ? ν mit Massenfunktion

(µ? ν)(z) =
∑

x∈X(Ω)

µ(x)ν(z − x) (3.18)

Eine entsprechende Aussage erhält man auch im allgemeinen Fall:

Satz 3.29 (Verteilungen von Summen unabhängiger Zufallsvariablen). Seien X und Y unabhängige
Zufallsvariablen mit Werten im Rd und Verteilungen µ bzw. ν. Dann ist die Verteilung von X + Y die
durch

(µ? ν)[B] :=
ˆ

µ(dx) ν[B − x] , B ∈ B(Rd),

definierte Faltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ und ν.

Beweis. Sei B̃ := {(x, y) : x + y ∈ B}. Da X und Y unabhängig sind, erhalten wir mit dem Satz von Fubini:

P[X + Y ∈ B] = P[(X,Y ) ∈ B̃] = (µ ⊗ ν)[B̃]
Fubini
=

ˆ
µ(dx)

ˆ
ν(dy) IB(x + y)︸     ︷︷     ︸

=IB−x (y)

=

ˆ
µ(dx) ν[B − x]. �

Bemerkung (Eigenschaften der Faltung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Die Faltung µ?ν zwei-
er Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ und ν auf Rd ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Rd. Da
die Addition von Zufallsvariablen kommutativ und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen nach Satz 3.29 dieselben Eigenschaften:

µ? ν = ν ? µ (da X + Y = Y + X), (3.19)
(µ? ν)? η = µ? (ν ? η) (da (X + Y ) + Z = X + (Y + Z) ). (3.20)

Im diskreten Fall ist µ? ν die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit den durch (3.18) definierten Gewichten.
Eine entsprechende Berechnungsformel ergibt sich auch fürWahrscheinlichkeitsverteilungen, die eine Dichte
bezüglich des Lebesguemaßes haben:

Lemma 3.30. Ist ν absolutstetig mit Dichte g, dann ist auch µ? ν absolutstetig mit Dichte

%(z) =
ˆ

µ(dx) g(z − x).

Ist zusätzlich auch µ absolutstetig mit Dichte f , dann gilt

%(z) =
ˆ
Rd

f (x) g(z − x) dx =: ( f ? g)(z).
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Beweis. Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemaßes gilt

(µ? ν)[B] =
ˆ

µ(dx)ν[B − x] =
ˆ

µ(dx)
ˆ
B−x

g(y) dy︸          ︷︷          ︸
=
´
B g(z−x) dz

Fub.
=

ˆ
B

(ˆ
µ(dx)g(z − x)

)
dz .

Also ist µ? ν absolutstetig mit Dichte %. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar. �

Beispiele. (i) Sind X und Y unabhängig, und Bin(n, p) bzw. Bin(m, p)-verteilt, dann ist X + Y eine
Bin(n+m, p)-verteilte Zufallsvariable. ZumBeweis bemerktman, dass die gemeinsameVerteilung
von X undY mit der gemeinsamenVerteilung von Z1+...+Zn und Zn+1+...+Zn+m übereinstimmt,
wobei die Zufallsvariablen Zi (1 ≤ i ≤ n + m) unabhängig und Bernoulli(p)-verteilt sind. Also
folgt:

µX+Y = µZ1+...+Zn+Zn+1+...+Zn+m = Bin(n + m, p) .

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):

Bin(n, p)?Bin(m, p) = Bin(n + m, p) ,

d.h. die Binomialverteilungen bilden eine Faltungshalbgruppe. Explizit ergibt sich:

l∑
k=0

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k

(
m

l − k

)
pl−k(1 − p)m−(l−k) =

(
n + m

l

)
pl(1 − p)n+m−l , d.h.

l∑
k=0

(
n
k

) (
m

l − k

)
=

(
n + m

l

)
. (3.21)

Die kombinatorische Formel (3.21) ist auch als Vandermonde-Identität bekannt.

(ii) Sind X und Y unabhängig und Poisson-verteilt mit Parametern λ bzw. λ̃, dann ist X +Y Poisson-
verteilt mit Parameter λ + λ̃, denn nach der binomischen Formel gilt für n ≥ 0:

(µX ? µY )(n) =
n∑

k=0
µX (k) · µY (n − k)

=

n∑
k=0

λk

k!
e−λ ·

λ̃n−k

(n − k)!
e−λ̃

= e−λ+λ̃ ·
n∑

k=0

λk

k!
λ̃n−k

(n − k)!

= e−λ+λ̃ ·
(λ + λ̃)n

n!
.

Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltungshalbgruppe:

Poisson(λ) ? Poisson(λ̃) = Poisson(λ + λ̃).

(iii) Sind X und Y unabhängig und normalverteilt mit Parametern (m, v) bzw. (m̃, ṽ), dann ist X +
Y normalverteilt mit Parametern (m + m̃, v + ṽ). Dies kann man mit der Formel aus Lemma
3.30 direkt nachrechnen – eleganter und schneller zeigt man es mithilfe von charakteristischen
Funktionen, siehe Abschnitt 4.4 unten. Die Normalverteilungen bilden also eine zweiparametrige
Faltungshalbgruppe:

N(m, v) ? N(m̃, ṽ) = N(m + m̃, v + ṽ).
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Wartezeiten, Gamma-Verteilung

Seien T1,T2, ... sukzessive Wartezeiten auf das Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses. In einem
einfachen Modell nehmen wir an, dass die Ti (i ∈ N) unabhängige exponentialverteilte Zufallsvariablen sind,
d.h. die Verteilungen der Ti sind absolutstetig mit Dichte

f (t) = λ · e−λt · I(0,∞)(t) .

Die Verteilung der Gesamtwartezeit Sn = T1 + ... + Tn bis zum n-ten Ereignis ist dann die n-fache Faltung

µSn = µT1 ? µT2 ? ... ? µTn = Exp(λ)?n .

Insbesondere ist die Verteilung von S2 absolutstetig mit Dichte

( f ? f )(s) =
ˆ
R

f (x)︸︷︷︸
=0

für x<0

f (s − x)︸   ︷︷   ︸
=0

für x>s

=

ˆ s

0
λ2e−λxe−λ(s−x)dx = λ2e−λs

ˆ s

0
dx = λ2se−λs

für s ≥ 0, und ( f ? f )(s) = 0 für s < 0. Durch Induktion ergibt sich allgemein:

Lemma 3.31. Die Verteilung von Sn ist absolutstetig mit Dichte

fλ,n(s) =
λn

Γ(n)
· sn−1 · e−λs · I(0,∞)(s) ,

wobei die Eulersche Γ-Funktion definiert ist durch

Γ(n) :=
ˆ ∞

0
tn−1 e−t dx n∈N

= (n − 1)! .

Definition 3.32 (Gamma-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R+ mit Dichte fλ,n heißt
Gamma-Verteilung mit Parametern λ, n ∈ (0,∞).

1

1 2 3 4

Abbildung 3.3.: Dichtefunktionen der Gamma-Verteilung Γ1,n für verschiedene n.
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Die Gamma-Verteilung ist auch für nicht-ganzzahlige n definiert. Für n = 1 ergibt sich die Exponential-
verteilung als Spezialfall der Gamma-Verteilung. Allgemein gilt:

Γ(λ, r) ? Γ(λ, s) = Γ(λ, r + s) ,

d.h. die Gamma-Verteilungen mit festem Parameter λ bilden eine Faltungshalbgruppe.

Beispiel (Poissonprozess). DieAnzahl der bis zur Zeit t ≥ 0 eingetretenen Ereignisse im obigenModell
ist

Nt = max{n ≥ 0 : Sn ≤ t} .

Die Zufallsvariablen Nt sind Poissonverteilt mit Parameter λ · t (Übung). Die Kollektion Nt (t ≥ 0) der
Zufallsvariablen heißt Poissonprozess mit Intensität λ. Der Poissonprozess ist ein monoton wachsender
stochastischer Prozess mit ganzzahligen Werten. Er ist selbst eine zeitstetige Markovkette und ist von
grundlegender Bedeutung für die Konstruktion allgemeiner Markovketten in kontinuierlicher Zeit. Wir
werden den Poissonprozess in der Vorlesung „Stochastische Prozesse“ genauer untersuchen.

Transformation von mehrdimensionalen Dichten

Absolutstetige reellwertige Zufallsvariablen X1, . . . , Xn sind genau dann unabhängig, wenn ihre gemeinsame
Verteilung absolutstetig ist mit einer Dichte, die sich in Produktform darstellen lässt:

fX1,...,Xn (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

gi(xi) , gi : R→ [0,∞) meßbar,

siehe Aufgabe 27 in Abschnitt 3.6. In diesem Fall sind die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen Xi

proportional zu den Funktionen gi. Modelle mit komplizierterer Abhängigkeitsstruktur können manchmal
durch geeignete Transformationen in eine (vollständige oder partielle) Produktform gebracht werden.

Satz 3.33 (Mehrdimensionaler Dichtetransformationssatz). Seien S,T ⊆ Rn offen, und sei X : Ω→ S
eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) mit absolutstetiger Verteilung µX mit
Dichte fX . Ist ψ : S → T ein Diffeomorphismus (C1) mit det Dψ(x) , 0 für alle x ∈ S, dann ist die
Verteilung von ψ(X) absolutstetig mit Dichte

fψ(X)(y) = fX(ψ−1(y)) · | det Dψ−1(y)|, (3.22)

wobei det Dψ−1(y) = det( ∂xi∂yj
) die Jacobideterminante der Koordinatentransformation ist.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der multivariaten Analysis:

P[ψ(X) ∈ B] = P[X ∈ ψ−1(B)]

=

ˆ
ψ−1(B)

fX(x) dx Subst.
=

ˆ
B

fX(ψ−1(y)) · | det Dψ−1(y)| dy . �

Bemerkung (Volumentransformation). Der Zusatzfaktor | det Dψ−1(y)| in (3.22) beschreibt die Trans-
formation des Volumens (also des Lebesguemaßes) bei Anwenden der Abbildung ψ−1. Anschaulich wird
ein infinitesimaler Quader am Punkt y mit Volumen dy = dy1 · · · dyn durch die Abbildung ψ−1 auf ein
infinitesimales Parallelepiped am Punkt ψ−1(y) abgebildet, das von den Vektoren ∂ψ−1

∂yi
(y) dyi (i = 1, . . . , n)

aufgespannt wird. Das Volumen dieses infinitesimalen Parallelepipeds beträgt����det
(
∂ψ−1

∂y1
(y) dy1, . . . ,

∂ψ−1

∂yn
(y) dyn

)���� = ��det Dψ−1(y)
�� dy.
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3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

Für einen rigorosen Beweis der mehrdimensionalen Substitutionsformel verweisen wir auf die Analysisvor-
lesung.

Beispiel (Sukzessive Wartezeiten). Seien T und T̃ unabhängige, zum Parameter λ > 0 exponentialver-
teilte Zufallsvariablen (z.B. sukzessive Wartezeiten), und sei S = T + T̃ . Nach dem Dichtetransformati-
onssatz gilt dann

fT,S(t, s) = fT,T̃ (t, s − t) · | det
∂(t, s − t)
∂(t, s)

|

∝ e−λt · I(0,∞)(t) · e−λ(s−t) · I(0,∞)(s − t)

= e−λs · I(0,s)(t).

Somit ist die bedingte Dichte fS |T (s |t) für festes t > 0 proportional zu e−λs · I(t,∞)(s). Dies ist auch
anschaulich sofort plausibel, da S eine um die unabhängige Zufallsvariable T verschobene exponential-
verteilte Zufallsvariable ist. Interessanter ist die Berechnung der bedingten Dichte von T gegeben S: Für
festes s > 0 ist fT |S(t |s) proportional zu I(0,s)(t), d.h.

fT |S(t |s) =
1
s
· I(0,s)(t).

Gegeben die Summe S der beiden Wartezeiten ist die erste Wartezeit T also gleichverteilt auf [0, S] !

Multivariate Normalverteilungen

Sei Z = (Z1, Z2, ..., Zn)mit unabhängigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen Zi. Die Verteilung des
Zufallsvektors Z ist dann absolutstetig bzgl. des Lebesguemaßes im Rn mit Dichte

fZ (x) =
n∏
i=1

(
1
√

2π
e−x

2
i /2

)
= (2π)−n/2e−|x |

2/2 (n-dimensionale Standardnormalverteilung).

Sei nun m ∈ Rn, und σ ∈ Rn×n eine n × n-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor

Y = σZ + m .

Ist σ regulär, dann können wir die Dichte der Verteilung von Y bzgl. des Lebesgue-Maßes im Rn mithilfe
des Transformationssatzes explizit berechnen. Mit C := σσT erhalten wir

fY (y) = fX(σ−1(y − m)) · | detσ−1 |

=
1√

(2π)n | det C |
exp

(
−

1
2
(y − m) · C−1(y − m)

)
.

Ist σ nicht regulär, dann nimmt X nur Werte in einem echten Unterraum des Rn an. Die Verteilung von X
ist in diesem Fall nicht absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Maßes im Rn.

Definition 3.34 (Normalverteilung im Rn). Sei m ∈ Rn, und sei C ∈ Rn×n eine symmetrische, positiv
definite Matrix. Die Verteilung N(m,C) im Rn mit Dichte fY heißt n-dimensionale Normalverteilungmit
Mittelwertvektor m und Kovarianzmatrix C.

Wir werden am Ende von Abschnitt 3.5 nachrechnen, dass die Kovarianzen der Komponenten eines
Zufallsvektors Y ∼ N(m,C) tatsächlich durch die Einträge Ci j der Matrix C gegeben sind.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Beispiel (Zufällige Punkte in der Ebene). Sind X undY unabhängige, N(0, σ2)-verteilte Zufallsvaria-
blen auf (Ω,A, P) mit σ > 0, dann ist die gemeinsame Verteilung µX,Y absolutstetig mit Dichte

fX,Y (x, y) =
1

2πσ2 · exp
(
−

x2 + y2

2σ2

)
, (x, y) ∈ R2.

Insbesondere gilt (X,Y ) , (0, 0) P-fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil

R : Ω→ (0,∞), Φ : Ω→ [0, 2π)

durch
X = R · cosΦ und Y = R · sinΦ,

d.h. R =
√

X2 + Y2 und Φ = arg(X + iY ) falls (X,Y ) , (0, 0). Auf der Nullmenge {(X,Y ) = (0, 0)}
definieren wir (R,Φ) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionen ergeben. Wir berechnen nun
die gemeinsame Verteilung von R und Φ:

P[R ≤ r0,Φ ≤ ϕ0] = P[(X,Y ) ∈ „Kuchenstück“ mit Winkel ϕ0 und Radius r0]

=

ˆ ˆ

„Kuchenstück“

fX,Y (x, y) dx dy

=

ˆ r0

0

ˆ ϕ0

0
fX,Y (r cos ϕ, r sin ϕ) r︸︷︷︸ dϕ dr

Jacobideterminante
der Koordinatentransf.

=

ˆ r0

0

ˆ ϕ0

0

r
2πσ2 e−r

2/(2σ2) dϕ dr .

Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatz (Substitutionsregel) für mehrdimensionale
Integrale verwendet - der Faktor r ist die Jacobideterminante der Koordinatentransformation. Es folgt,
dass die gemeinsame Verteilung µR,Φ absolutstetig ist mit Dichte

fR,Φ(r, ϕ) =
1

2π
·

r
σ2 · e

−r2/(2σ2).

Da die Dichte Produktform hat, sind R und Φ unabhängig. Die Randverteilung µΦ ist absolutstetig mit
Dichte

fΦ(ϕ) = const. =
1

2π
(0 ≤ ϕ < 2π),

d.h. Φ ist gleichverteilt auf [0, 2π). Somit ist µR absolutstetig mit Dichte

fR(r) =
r
σ2 · e

−r2/(2σ2) (r > 0).

Die Berechnung können wir verwenden, um Stichproben von der Standardnormalverteilung zu simulieren:

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer N(0, 1)-
verteilten Zufallsvariable X ist

FX (x) =
1
√

2π

ˆ x

−∞

e−t
2/2 dt .

Das Integral ist nicht explizit lösbar und die Inverse F−1
X ist dementsprechend nur approximativ berechen-

bar. Daher ist die Simulation einer Standardnormalverteilung durch Inversion der Verteilungsfunktion
relativ aufwendig. Ein einfacheres Simulationsverfahren ergibt sich, wenn wir eine zweidimensiona-
le Standardnormalverteilung betrachten und auf Polarkoordinaten transformieren. Dann gilt für den
Radialanteil:

FR(s) =
ˆ s

0
e−r

2/2r dr = 1 − e−s
2/2 für alle s ≥ 0.

Das Integral ist also explizit berechenbar, und

F−1
R (u) =

√
−2 log(1 − u) , u ∈ (0, 1).
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3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

Der WinkelanteilΦ ist unabhängig von R und gleichverteilt auf [0, 2π). Wir können Zufallsvariablen mit
der entsprechenden gemeinsamen Verteilung erzeugen, indem wir

Φ := 2πU1 ,

R :=
√
−2 log(1 −U2)

(
bzw. =

√
−2 log U2

)
,

setzen, wobei U1 und U2 unabhängige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichproben von
U1 und U2 können durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. Die Zufallsvariablen

X := R cosΦ und Y := R sinΦ

sind dann unabhängig und N(0, 1)-verteilt. Für m ∈ R und σ > 0 sind σX +m und σY +m unabhängige
N(m, σ2)-verteilte Zufallsvariable.

Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulation von Stichproben einer Normalverteilung:
Algorithmus 3 : Box-Muller-Verfahren
Input : m ∈ R, σ > 0
Output : Unabhängige Stichproben x̃, ỹ von N(m, σ2)

1 Erzeuge unabhängige Zufallszahlen u1, u2 ∼ Unif(0,1);
2 x :=

√
−2 log u1 cos(2πu2), y :=

√
−2 log u1 sin(2πu2) ;

3 x̃ := σx + m, ỹ := σy + m;
4 return x, y;

Ordnungsstatistiken, Beta-Verteilung

Ist die Verteilung von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X1, . . . , Xn absolutstetig mit Dichte
f , dann kann man die Dichte der gemeinsamen Verteilung der Ordnungsstatistiken X(1) ≤ . . . ≤ X(n) mit
einem Symmetrieargument berechnen. Dazu bemerken wir, dass für beliebige Permutationen π ∈ Sn

(Xπ(1), . . . , Xπ(n)) ∼ (X1, . . . , Xn)

gilt, da die gemeinsame Dichte
∏n

i=1 f (xi) von X1, . . . , Xn invariant unter Permutationen der Koordinaten
ist. Wegen P[Xi = Xj] = 0 für i , j erhalten wir damit

P[X(1) ≤ c1, . . . , X(n) ≤ cn] =
∑
π∈Sn

P[Xπ(1) ≤ c1, . . . , Xπ(n) ≤ cn, Xπ(1) < . . . < Xπ(n)]

= n! P[X1 ≤ c1, . . . , Xn ≤ cn, X1 < X2 < . . . < Xn]

= n!
c1ˆ

−∞

· · ·

cnˆ

−∞

I{y1<y2<...<yn } f (y1) · · · f (yn) dy1 · · · dyn.

Hieraus folgt, dass die gemeinsame Verteilung von X(1), . . . , X(n) absolutstetig ist mit Dichte

fX(1),...,X(n)(y1, . . . , yn) = n! · I{y1<y2<...<yn } f (y1) · · · f (yn).

Durch Aufintegrieren erhält man daraus mithilfe des Satzes von Fubini und einer erneuten Symmetrieüber-
legung die Dichten der Verteilungen der einzelnen Ordnungsstatistiken:

fX(k)(y) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
F(y)k−1 (1 − F(y))n−k f (y).

Dasselbe Resultat hätte man auch mit etwas Rechnen aus Satz 2.7 herleiten können.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Beispiel (Beta-Verteilungen). Sind die Zufallsvariablen Xi auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat X(k) die
Dichte

fX(k) (u) = B(k, n − k + 1)−1uk−1(1 − u)n−k I(0,1)(u)

mit Normierungskonstante

B(a, b) =
ˆ 1

0
ua−1(1 − u)b−1 du

(
=
(a − 1)!(b − 1)!
(a + b − 1)!

für a, b ∈ N
)
.

Die entsprechende Verteilung heißt Beta-Verteilung mit Parametern a, b > 0, die Funktion B ist die
Eulersche Beta-Funktion.

1

2

1

Abbildung 3.4.: Abbildung der Dichtefunktionen der Ordnungsstatistiken X(1), . . . , X(5) (rot, gelb, grün, blau,
magenta) bzgl. der Gleichverteilung auf (0, 1) .

3.5. Kovarianz und lineare Prognosen

Der beste Prognosewert für eine reellwertige Zufallsvariable Y hängt von der Norm ab, mit der der Pro-
gnosefehler gemessen wird. Bezüglich der L1 Norm ist der Median optimal, bezüglich der L2 Norm der
Erwartungswert. Betrachtet man lineare Prognosen gestützt auf den Wert einer weiteren Zufallsvariable X ,
dann steht die beste L2 Prognose (die lineare Regression) in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz
Ungleichung für die Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y .

Lp Normen und Kovarianz

Für einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum und p ∈ [1,∞) bezeichnen wir mit Lp(Ω,A, P) den Raum
aller Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) mit endlichem p-tem Moment:

Lp(Ω,A, P) := {X : Ω→ R messbar : E[|X |p] < ∞}.

Der Raum ist ein Unterraum des Vektorraums aller A/B(R) messbaren Abbildungen, denn für X,Y ∈
Lp(Ω,A, P) und a ∈ R gilt mit einer endlichen Konstante cp:

E[|aX + Y |p] ≤ E[cp(|aX |p + |Y |p)] = cp |a|pE[|X |p] + cpE[|Y |p] < ∞.

Auf dem Vektorraum
Lp(Ω,A, P) = Lp(Ω,A, P)/∼

der Äquivalenzklassen von P-fast sicher gleichen Zufallsvariablen in Lp(Ω,A, P) wird durch

‖X ‖Lp := E [|X |p]1/p
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3.5. Kovarianz und lineare Prognosen

eine Norm definiert. In der Analysis wird gezeigt, dass Lp(Ω,A, P) ein Banachraum, also vollständig bzgl.
der Lp-Norm ist.

Wir beschränken uns hier zunächst auf die Fälle p = 1 und p = 2. Der Vektorraum L2(Ω,A, P) hat den
großen Vorteil, dass die L2-Norm von dem Skalarprodukt

(X,Y )L2 := E[XY ]

erzeugt wird. Hierbei ist der Erwartungswert E[XY ] wegen |XY | ≤ (X2 +Y2)/2 definiert. Insbesondere gilt
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|E[XY ]| ≤ E[X2]1/2 · E[Y2]1/2 für alle X,Y ∈ L2(Ω,A, P).

Es folgt
L2(Ω,A, P) ⊆ L1(Ω,A, P),

denn für alle X ∈ L2(Ω,A, P) gilt

E[|X |] ≤ E[12]1/2 · E[X2]1/2 < ∞.

Dabei haben wir wesentlich benutzt, dass P ein endliches Maß ist - für unendliche Maße ist der Raum L2

nicht in L1 enthalten ! Nach (3.5) ist umgekehrt eine Zufallsvariable aus L1 genau dann in L2 enthalten,
wenn sie endliche Varianz hat.

Seien nun X und Y quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,A, P) definiert sind. Wie schon für diskrete Zufallsvariablen definieren wir wieder
die Kovarianz

Cov[X,Y ] := E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ] − E[X] · E[Y ],

und den Korrelationskoeffizienten

%[X,Y ] :=
Cov[X,Y ]
σ[X]σ[Y ]

, falls σ[X] · σ[Y ] , 0.

Die Zufallsvariablen X und Y heißen unkorreliert, falls Cov[X,Y ] = 0 gilt, d.h. falls

E[XY ] = E[X] · E[Y ].

Aus dem Transformationssatz für den Erwartungswert folgt, dass wir die Kovarianz Cov[X,Y ] aus der
gemeinsamen Verteilung µX,Y = P ◦ (X,Y )−1 der Zufallsvariablen X und Y berechnen können:

Cov[X,Y ] =

ˆ (
x −
ˆ

z µX(dz)
) (

y −

ˆ
z µY (dz)

)
µX,Y (dx dy).

Aus der Linearität des Erwartungswertes ergibt sich, dass die Abbildung Cov : L2 × L2 → R symmetrisch
und bilinear ist. Die Varianz Var[X] = Cov[X, X] ist die zugehörige quadratische Form. Insbesondere gilt
wie im diskreten Fall:

Var

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

Var[Xi] + 2 ·
n∑

i, j=1
i< j

Cov[Xi, Xj].
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Lineare Prognosen

Angenommen, wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperiments vorhersagen, dass durch eine reellwertige
Zufallsvariable Y : Ω → R beschrieben wird. Welches ist der beste Prognosewert b für Y (ω), wenn uns
keine weiteren Informationen zur Verfügung stehen?
Die Antwort hängt offensichtlich davon ab, wie wir den Prognosefehler messen. Häufig verwendet man den
mittleren quadratischen Fehler (Mean Square Error)

MSE = E[(X − a)2]

bzw. die Wurzel (Root Mean Square Error)

RMSE = MSE1/2 = ‖X − a‖L2(Ω,A,P).

Eine andere Möglichkeit ist die Verwendung der L1- statt der L2-Norm.

Satz 3.35 (Erwartungswert und Median als beste Prognosewerte).

(i) Ist Y ∈ L2(Ω,A, P), dann gilt für alle b ∈ R:

E[(Y − b)2] = Var[Y ] + (b − E[Y ])2 ≥ E[(Y − E[Y ])2].

(ii) Ist Y ∈ L1(Ω,A, P) und m ein Median der Verteilung von Y , dann gilt für alle b ∈ R:

E[|Y − b|] ≥ E[|Y − m|].

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewertes b ist also die Summe der Varianz von X und des
Quadrats des systematischen bzw. mittleren Prognosefehlers (engl. Bias) b − E[X]:

MSE = Varianz + Bias2.

Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler genau für b = E[X] minimal. Der L1-Fehler ist dagegen
bei einem Median minimal.

Beweis. (i) Für b ∈ R gilt wegen der Linearität des Erwartungswertes:

E[(Y − b)2] = Var[Y − b] + E[Y − b]2 = Var[Y ] + (E[Y ] − b)2.

(ii) Für m ≥ b folgt die Behauptung aus der Identität

|Y − m| − |Y − b| ≤ (m − b) ·
(
I(−∞,m)(Y ) − I[m,∞)(Y )

)
durch Bilden des Erwartungswertes, denn für einen Median m gilt P[Y < m] ≤ 1/2 und damit
P[Y ≥ m] ≥ 1/2. Der Beweis für m ≤ b verläuft analog. �

Seien nun X,Y ∈ L2(Ω,A, P) quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit σ[X] , 0. Angenommen, wir
kennen bereits den Wert X(ω) in einem Zufallsexperiment und suchen die beste lineare Vorhersage

Ŷ (ω) = aX(ω) + b, (a, b ∈ R) (3.23)

für Y (ω) im quadratischen Mittel. Zu minimieren ist jetzt der mittlere quadratischen Fehler

MSE := E[(Ŷ − Y )2]
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3.5. Kovarianz und lineare Prognosen

unter allen Zufallsvariablen Ŷ , die affine Funktionen von X sind. In diesem Fall erhalten wir

MSE = Var[Y − Ŷ ] + E[Y − Ŷ ]2 = Var[Y − aX] + (E[Y ] − aE[X] − b)2.

Den zweiten Term können wir für gegebenes a minimieren, indem wir

b = E[Y ] − aE[X]

wählen. Für den ersten Term ergibt sich

Var[Y − aX] = Cov[Y − aX,Y − aX] = Var[Y ] − 2a Cov[X,Y ] + a2 Var[X]

=

(
a · σ[X] −

Cov[X,Y ]
σ[X]

)2
+ Var[Y ] −

Cov[X,Y ]2

Var[X]
. (3.24)

Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn wir a = Cov[X,Y ]/σ[X]2 wählen. Die bzgl. des mittleren quadrati-
schen Fehlers optimale Prognose für Y gestützt auf X ist dann

Ŷopt = aX + b = E[Y ] + a(X − E[X]).

Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.36 (Lineare Prognose/Regression von Y gestützt auf X). Der mittlere quadratische Fehler
E[(Ŷ − Y )2] ist minimal unter allen Zufallsvariablen der Form Ŷ = aX + b mit a, b ∈ R für

Ŷ (ω) = E[Y ] +
Cov[X,Y ]

Var[X]
· (X(ω) − E[X]).

Das Problem der linearen Prognose steht in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
für die Kovarianz. In der Tat ergibt sich diese Ungleichung unmittelbar aus Gleichung (3.24):

Satz 3.37 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Für X,Y ∈ L2(Ω,A, P) gilt

| Cov[X,Y ]| ≤ Var[X]1/2 · Var[Y ]1/2 = σ[X] · σ[Y ]. (3.25)

Insbesondere gilt für den Korrelationskoeffizienten im Fall σ[X] · σ[Y ] , 0:

|%[X,Y ]| ≤ 1. (3.26)

Gleichheit in (3.25) bzw. (3.26) gilt genau dann, wenn a, b ∈ R existieren, sodass Y = aX + b P-fast sicher
gilt. Hierbei ist %[X,Y ] = 1 im Falle a > 0 und %[X,Y ] = −1 für a < 0.

Beweis. Im Fall σ[X] = 0 gilt X = E[X] P-fast sicher, und die Ungleichung (3.25) ist trivialerweise erfüllt.
Wir nehmen nun an, dass σ[X] , 0 gilt. Wählt man dann wie oben a = Cov[X,Y ]/σ[X]2, so folgt aus (3.24)
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Var[Y ] −
Cov[X,Y ]2

Var[X]
≥ 0.

Die Ungleichung (3.26) folgt unmittelbar. Zudem erhalten wir genau dann Gleichheit in (3.24) bzw. (3.25)
bzw. (3.26), wenn Var[Y − aX] = 0 gilt, also Y − aX P-fast sicher konstant ist. In diesem Fall folgt
Cov[X,Y ] = Cov[X, aX] = a Var[X], also hat %[X,Y ] dasselbe Vorzeichen wie a. �
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Bemerkung (Nichtlineare Prognosen). DieZufallsvariable Ŷ minimiert denmittleren quadratischenFehler
nur unter allen Zufallsvariablen, die affine Funktionen von X sind. Als beste nichtlineare Prognose für Y
gestützt auf X bezüglich der L2-Norm ergibt sich dagegen die bedingte Erwartung E[Y |X], die wir in Kapitel
?? definieren werden.

Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadrate

Ist die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ω eine empirische Verteilung

P =
1
n

n∑
i=1

δωi

von n Elementen ω1, . . . , ωn aus einer Grundgesamtheit (z.B. alle Bonner Mathematikstudenten des ersten
Jahrgangs, oder eine Stichprobe daraus), dann ist die gemeinsame Verteilung zweier reellwertiger Abbildun-
gen X,Y : Ω→ R (statistische Merkmale, z.B. Punktzahlen im Abitur und in der Analysis-Klausur) gerade
die empirische Verteilung der auftretenden Werte:

µX,Y =
1
n

n∑
i=1

δ(xi,yi ), xi = X(ωi), yi = Y (ωi).

Die Gewichte der empirischen Verteilung sind die relativen Häufigkeiten

µX,Y [{a, b}] = h(a, b)/n, h(a, b) = |{1 ≤ i ≤ n : xi = a, yi = b}|.

Der Erwartungswert E[X] ist in diesem Fall das empirische Mittel

E[X] =
∑

a∈{x1,...,xn }

a · h(a)/n =
1
n

n∑
i=1

xi =: xn, h(a) = |{1 ≤ i ≤ n : xi = a}|,

und die Varianz ist die empirische Varianz

Var[X] = E[(X − E[X])2] =
∑

a∈{x1,...,xn }

(a − xn)2 · h(a)/n

=
1
n

n∑
i=1
(xi − xn)2 = (x2)n − (xn)

2 =: σ2
n .

Nach Satz 3.35 minimieren daher das empirische Mittel und jeder Median einer Stichprobe x1, . . . , xn ∈ R
die Summe der quadratischen bzw. absoluten Abweichungen

∑
(xi − a)2 bzw.

∑
|xi − a|.

Als Kovarianz und als Korrelationskoeffizient ergibt sich

Cov[X,Y ] =
1
n

n∑
i=1
(xi − xn)(yi − yn) =

1
n

(
n∑
i=1

xiyi

)
− xnyn,

%[X,Y ] =
Cov[X,Y ]
σ[X]σ[Y ]

=

∑n
i=1(xi − xn)(yi − yn)(∑n

i=1(xi − xn)2
)1/2 (∑n

i=1(yi − yn)
2)1/2 =: rn.

Den empirischen Korrelationskoeffizienten rn der Daten (xi, yi), 1 ≤ i ≤ n, verwendet man als Schätzer
für die Korrelation von Zufallsgrößen mit unbekannten Verteilungen. Die Grafiken in Abbildung 3.5 zeigen
Stichproben von bivariaten Normalverteilungen mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten %.
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3.5. Kovarianz und lineare Prognosen
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Abbildung 3.5.: Korrelationskoeffizienten verschiedener Datensätze

Als beste lineare Prognose vonY gestützt auf X im quadratischenMittel erhaltenwir dieRegressionsgerade
y = ax + b, die die Quadratsumme

n∑
i=1
(axi + b − yi)

2 = n ·MSE

der Abweichungen minimiert. Hierbei gilt nach Satz 3.36:

a =
Cov[X,Y ]
σ[X]2

=

∑
(xi − xn)(yi − yn)∑
(xi − xn)2

und b = E[Y ] − a · E[X] = yn − a · xn.

Die Regressionsgeraden sind in Abbildung 3.5 eingezeichnet.

Unabhängigkeit und Unkorreliertheit

Auch für allgemeine Zufallsvariablen X und Y folgt aus Unabhängigkeit die Unkorreliertheit von beliebigen
Funktionen f (X) und g(Y ). Dies werden wir unter anderem beim Beweis des Kolmogorovschen Gesetzes
der großen Zahlen in Satz 4.11 ausnutzen, um die Aussage auf nicht-quadratintegrierbare Zufallsvariablen
zu erweitern.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

Satz 3.38 (Unabhängigkeit und Unkorreliertheit von allgemeinen Zufallsvariablen). Für Zufallsva-
riablen X : Ω→ S und Y : Ω→ T mit Werten in meßbaren Räumen (S,B) und (T, C) sind äquivalent:

(i) Die Zufallsvariablen X und Y sind unabhängig, d.h.

P[X ∈ A,Y ∈ B] = P[X ∈ A] · P[Y ∈ B] für alle A ∈ B und B ∈ C.

(ii) Die Zufallsvariablen f (X) und g(Y ) sind unkorreliert für alle meßbaren Funktionen f , g mit f , g ≥ 0
bzw. f (X), g(Y ) ∈ L2(Ω,A, P), d.h.

E[ f (X) · g(Y )] = E[ f (X)] · E[g(Y )]. (3.27)

Beweis. Offensichtlich folgt (i) aus (ii) durchWahl von f = IA und g = IB. Die umgekehrte Implikation folgt
durch maßtheoretische Induktion: Gilt (i), dann ist (3.27) für Indikatorfunktionen f und g erfüllt. Wegen
der Linearität beider Seiten dieser Gleichung in f und g gilt (3.27) auch für beliebige Elementarfunktionen.
Für messbare f , g ≥ 0 betrachten wir Folgen von Elementarfunktionen fn, gn mit fn ↗ f , gn ↗ g. Die
Aussage (3.27) folgt durch monotone Konvergenz. Allgemeine Funktionen zerlegen wir in ihren Positiv- und
Negativanteil, und wenden die Aussage auf diese an. Also gilt Cov[ f (X), g(Y )] = 0 für alle messbaren f , g
mit f , g ≥ 0 bzw. f (X), g(Y ) ∈ L2(Ω,A, P). �

Das Produkt zweier integrierbarer Zufallsvariablen ist im Allgemeinen nicht wieder integrierbar. Für
unabhängige Zufallsvariablen erhalten wir jedoch:

Korollar 3.39. Sind X,Y ∈ L1(Ω,A, P) unabhängig, so gilt:

X · Y ∈ L1(Ω,A, P) und E[XY ] = E[X] · E[Y ].

Beweis. Nach Satz 3.38 gilt:

E[|XY |] = E[|X |] · E[|Y |] < ∞.

Die Formel für E[XY ] folgt durch die Zerlegungen X = X+ − X− und Y = Y+ − Y−. �

Beispiel (Kovarianzmatrix von multivariaten Normalverteilungen). Sei m ∈ Rd , und sei C ∈ Rd×d

eine symmetrische, positiv definite d × d-Matrix. Die Normalverteilung N(m,C) ist die Verteilung des
Zufallsvektors Y = σZ + m, wobei Z = (Z1, Z2, ..., Zd) ein Zufallsvektor mit unabhängigen, standard-
normalverteilten Komponenten Zi , und σ eine beliebige d × d-Matrix mit C = σσT ist. Die Zufallsva-
riablen Zi haben Erwartungswert 0, und nach Satz 3.38 gilt Cov[Zi, Z j] = δi j . Hieraus folgt, dass der
Vektor m der Erwartungswert, und die Matrix C die Kovarianzmatrix der Verteilung N(m,C) ist, denn

E[Yi] =
d∑

k=1
σikE[Zk] + mi = mi, und

Cov[Yi,Yj] = Cov

[∑
k

σikZk + mi ,
∑
l

σjlZl + mj

]
=

∑
k,l

σikσjl · Cov[Zk, Zl] =
∑
k

σikσjk = Ci j .
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3.6. Übungsaufgaben

Bemerkung (Linearkombinationen von gemeinsam normalverteilten Zufallsvariablen). Ist Y ein Zu-
fallsvektor mit Verteilung N(m,C), dann ist jede Linearkombination α · Y =

∑d
i=1 αiYi der Komponenten

mit α ∈ Rd eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert α · m und Varianz α · Cα. Dies kann man
zum Beispiel durch eine explizite Berechnung der Verteilungsfunktion aus der Dichte von Y zeigen. Wir
werden multivariate Normalverteilungen systematischer in Abschnitt 5.3 untersuchen, und dort auch einen
eleganteren Beweis der letzten Aussage mithilfe von charakteristischen Funktionen geben.

3.6. Übungsaufgaben

Aufgabe 24 (Berechnung von Erwartungswerten). a) Berechnen Sie den Erwartungswert E[X] und
die Varianz Var[X] in den folgenden Fällen:

a.1) X ist gleichverteilt auf [0, 1].

a.2) Die Verteilung von X ist absolutstetig mit Dichte fX(x) = 1
π

1
1+x2 , x ∈ R.

a.3) X = eY für eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable Y .

b) Die momentenerzeugende Funktion einer reellen Zufallsvariable X ist definiert durch

M(t) = E[exp(tX)] für t ∈ R.

Berechnen Sie die momentenerzeugende Funktion in den folgenden Fällen:

b.1) X ist binomialverteilt zu den Parametern (n, p),

b.2) X ist exponentialverteilt zum Parameter λ,

b.3) X ist N(m, σ2) verteilt.

Wie kann man die Momente E[Xn] berechnen, wenn man die Funktion M(t) kennt?

Aufgabe 25 (Gaußsche partielle Integrationsformel). Sei X eine zentrierte normalverteilte Zufallsvaria-
ble mit Varianz σ2 > 0.

a) Sei g ∈ C1(R). Beweisen Sie unter geeigneten Wachstumsbedingungen an g(x) für |x | → ∞ die
partielle Integrationsformel

E[Xg(X)] = Var[X]E[g′(X)]

b) Berechnen Sie mithilfe von a) die Momente E[Xn] für alle n ∈ N.

Aufgabe 26 (Bivariate Normalverteilung). Sei % ∈ (−1, 1).

a) Zeigen Sie, dass

f (x, y) =
1

2π
√

1 − %2
exp

(
−

x2 − 2%xy + y2

2(1 − %2)

)
die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung µ im R2 ist.

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte, die Varianzen, und die Kovarianz Cov[X,Y ] = E[(X −E[X])(Y −
E[Y ])] von Zufallsvariablen X,Y mit gemeinsamer Verteilung µ.

Aufgabe 27 (Produktdichten). Seien X1, . . . , Xn reellwertige Zufallsvariablen.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

a) Zeigen Sie: Sind X1, . . . , Xn unter P unabhängig mit absolutstetigen Verteilungen, dann ist auch die
gemeinsame Verteilung absolutstetig mit Dichte

fX1,...Xn (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

fXi (xi) .

b) Folgern Sie, dass in diesem Fall

P
[
Xi = Xj

]
= 0 für i , j

gilt. Ist diese Aussage auch wahr, wenn die Verteilungen nicht absolutstetig sind ?

c) Umgekehrt sei die gemeinsame Verteilung von X1, . . . , Xn absolutstetig mit einer Dichte in Produkt-
form:

fX1,...,Xn (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

gi(xi) , gi : R→ [0,∞) meßbar.

Zeigen Sie: X1, . . . , Xn sind unabhängig, und die Verteilungen sind absolutstetig mit Dichten

fXi = gi

/ˆ
R
gi dx , 1 ≤ i ≤ n.

Aufgabe 28 (Zufällige Bewegungen). a) Ein Frosch bewegt sich wie folgt zufällig in einer Ebene: Er
springt eine Streckeneinheit weit in eine zufällige Richtung Ψ1, sucht sich dann eine neue zufällige
Richtung Ψ2 aus und springt wieder eine Streckeneinheit weit, usw. Hierbei seien die Winkel Ψi

unabhängig und gleichverteilt auf [0, 2π). Es sei Dn der Abstand vom Startpunkt zur Position nach
dem n-ten Schritt. Berechnen Sie den Erwartungswert E[D2

n].

b) Beim Ursprung der Ebene befinden sich zu Beginn 30 Frösche, die sich unabhängig voneinander wie
in a) bewegen. Die Frösche benötigen für jeden Sprung eine Zeiteinheit. Bestimmen Sie zu jedem
n ≥ 1 ein möglichst kleines rn > 0 mit der Eigenschaft: Mit Wahrscheinlichkeit ≥ 0, 9 befinden sich
zur Zeit n mehr als 15 Frösche in einem Kreis mit Radius rn um den Ursprung. Wie hängt rn von n
ab?
Hinweis: Bestimmen Sie zunächst ein δ > 0 mit der Eigenschaft: Sind Z1, . . . , Z30 unabhängig und
Bernoulli-verteilt zum Parameter p ≥ 0, 5 + δ, so ist

P

[ 30∑
i=1

Zi > 15

]
≥ 0, 9 .

Aufgabe 29 (Ordnungsstatistiken). Seien X1, . . . , Xn unabhängige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvaria-
blen.

a) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung der Ordnungsstatistiken X(1), . . . , X(n).

b) Folgern Sie, dass X(k) Beta-verteilt ist mit Parametern k und n − k + 1, d.h.

fX(k)(y) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
yk−1 (1 − y)n−k I(0,1)(y).

Aufgabe 30 (Bedingte Dichten). a) Patrick und Lisa treffen sich freitags nach der Wahrscheinlichkeits-
theorievorlesung in der Cafeteria. Sie kommen dort unabhängig und gleichverteilt zwischen 12 und
13 Uhr an. Jeder ist bereit s Minuten zu warten, bevor er wieder geht. Finden Sie ein minimales s, so
dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden treffen, mindestens 50 % beträgt.
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3.6. Übungsaufgaben

b) Ein Stock wird an einer zufällig gewählten Stelle in zwei Teile zerbrochen. Der längere Teil wird
wieder zufällig in zwei Teile geteilt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich aus den drei Teilen
ein Dreieck bilden lässt?

Aufgabe 31 (Dichtetransformation). Seien X1 und X2 unabhängige, zum Parameter λ exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass Y1 = X1 + X2 und Y2 = X1/(X1 + X2) ebenfalls unabhängig sind, und
bestimmen Sie die Verteilungen von Y1 und Y2.

Aufgabe 32 (Summen und Quotienten unabhängiger Zufallsvariablen). Seien X und Y unter P unab-
hängige reellwertige Zufallsvariablen mit absolutstetigen Verteilungen.

a) Berechnen Sie die Verteilung von X + Y , wenn X und Y auf (0, 1) gleichverteilt sind.

b) Zeigen Sie: Gilt X > 0 P-fast sicher, dann ist die Verteilung von Z = Y/X absolutstetig mit Dichte

fY/X(z) =
ˆ ∞

0
fX(x) fY (zx) x dx.

Berechnen Sie die Verteilung von Z , wenn X und Y auf (0, 1) gleichverteilt sind.

Aufgabe 33 (Acceptance-Rejection Verfahren). Sei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien µ
und νWahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Raum (S,B). Das Maß µ sei absolutstetig bzgl.
ν mit beschränkter relativer Dichte

%(x) = dµ/dν (x) ≤ C, C ∈ [1,∞).

a) Sei X : Ω → S eine Zufallsvariable mit Verteilung ν und U : Ω → (0, 1) eine hiervon unabhängige,
auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass dann gilt

µ[B] = P
[
X ∈ B

����U ≤ %(X)
C

]
∀ B ∈ B,

d.h. µ ist die bedingte Verteilung von X gegeben U ≤ %(X)/C.

b) Seien nun X1, X2, . . . : Ω → S und U1,U2, . . . : Ω → (0, 1) unabhängige Zufallsvariablen mit
Verteilung ν bzw.U(0,1). Zeigen Sie: Dann ist

T := min
{
n ∈ N : Un ≤

%(Xn)

C

}
P-f.s. endlich, und die (für P-f.a. ω eindeutig definierte) Zufallsvariable

Y (ω) := XT (ω)(ω)

hat Verteilung µ.

c) Sei g : [0, 1]d → [0,∞) eine stetige Funktion. Geben Sie einen Algorithmus an, der, ausgehend
von unabhängigen Zufallszahlen aus (0, 1), eine Stichprobe von der Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
(0, 1)d mit Dichte f (x) ∝ g(x) erzeugt. Wovon hängt die Effizienz dieses Simulationsverfahrens ab?

Aufgabe 34 (Unabhängigkeit und Unkorrelliertheit). Seien X,Y : Ω→ RZufallsvariablen inL1(Ω,A, P).
Zeigen Sie:

a) Sind X und Y unabhängig, dann ist X · Y in L1(Ω,A, P), und

E [XY ] = E[X]E[Y ].
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaßen

b) Ist die gemeinsame Verteilung von X und Y eine zweidimensionale Normalverteilung, dann ist Unab-
hängigkeit von X und Y äquivalent zur Unkorreliertheit von X und Y .

c) Konstruieren Sie normalverteilte Zufallsvariablen X und Y , die unkorrelliert, aber nicht unabhängig
sind.

Aufgabe 35 (Autoregressiver Prozess). Seien ε, α ∈ R. Wir betrachten den durch

Xn := αXn−1 + εZn (n ∈ N)

definierten AR(1)-Prozess, wobei X0 und Zn (n ∈ N) unabhängige reellwertige Zufallsvariablen mit Zn ∼

N(0, 1) sind. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Falls Xn−1 ∼ N(m, σ2), so gilt Xn ∼ N(αm, α2σ2 + ε2).

b) Stationäre Verteilung: Für |α | < 1 ist µ := N(0, ε2

1−α2 ) ein Gleichgewicht, d.h.

X0 ∼ µ =⇒ Xn ∼ µ für alle n ∈ N .

c) Abfall der Korrelationen: Falls X0 ∼ µ, so gilt

Cov[Xn, Xn−k] = αk ε2

1 − α2 für alle 0 ≤ k ≤ n.

−1

−2

1

2

500 1000

Abbildung 3.6.: Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Parametern α = 0.8 und ε2 = 1.5.

112 Universität Bonn



Teil II.

Grenzwertsätze

Eberle Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie 113





Sind Xi : Ω→ R (i ∈ N) unabhängige identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvariablen mit Erwartungswert m,
dann gibt es drei unterschiedliche Arten von fundamentalen Aussagen für die Asymptotik der Mittelwerte
Sn/n der Summen Sn =

∑n
i=1 Xi für große n:

• Gesetze der großen Zahlen besagen, dass die Mittelwerte bzgl. eines geeigneten Konvergenzbegriffs
für Zufallsvariablen gegen den Erwartungswert m konvergieren, siehe Kapitel 4.

• Zentrale Grenzwertsätze beschreiben „typische“ Fluktuationen um den Grenzwert aus einem Gesetz
der großen Zahlen, d.h. die asymptotische Form der Verteilung von Sn/n in Bereichen der Größen-
ordnung Θ(1/

√
n) um den Erwartungswert m, siehe Kapitel 5.

• Aussagen über große Abweichungen beschreiben asymptotisch die Wahrscheinlichkeiten der seltenen
Abweichungen derGrößenordnungΩ(1) von Sn/n vomErwartungswertm. DieseWahrscheinlichkeiten
fallen unter geeigneten Voraussetzungen exponentiell ab, siehe Kapitel 6.

Mit dem starken Gesetz der großen Zahlen für Bernoulli-Folgen (Satz 1.6), dem Grenzwertsatz von de Moi-
vre/Laplace, bzw. der Bernsteinungleichung haben wir bereits entsprechende Aussagen kennengelernt, falls
die Xi Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, dass keine
spezifische Form der Verteilung vorausgesetzt werden muss, sondern die Aussagen ganz allgemein unter
geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen gelten.
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4. Gesetze der großen Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir verschiedene Gesetze der großen Zahlen, d.h. wir leiten Bedingungen her,
unter denen die Mittelwerte 1

n

∑n
i=1 Xi einer Folge (Xi)i∈N von reellwertigen Zufallsvariablen gegen ihren

Erwartungswert konvergieren. Dabei unterscheiden wir verschiedene Arten der Konvergenz, die wir zunächst
genauer untersuchen wollen.

4.1. Grundlegende Ungleichungen und Konvergenz von Zufallsvariablen

Konvergenzbegriffe für Zufallsvariablen

Seien Yn (n ∈ N) und Y reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) definiert sind. Wir betrachten die folgenden Konvergenzbegriffe für die Folge (Yn)n∈N:

Definition 4.1 (Konvergenz von Zufallsvariablen).

(i) Fast sichere Konvergenz (almost sure convergence):
Die Folge (Yn)n∈N konvergiert P-fast sicher gegen Y , falls gilt:

P
[

lim
n→∞

Yn = Y
]
= 1.

(ii) Stochastische Konvergenz (convergence in probability):
Die Folge (Yn)n∈N konvergiert P-stochastisch gegen Y (Notation Yn

P
→ Y ), falls

lim
n→∞

P[|Yn − Y | > ε] = 0 für alle ε > 0 gilt.

(iii) Lp-Konvergenz (1 ≤ p < ∞):
Die Folge (Yn)n∈N konvergiert in Lp(Ω,A, P) gegen Y , falls

lim
n→∞

E[|Yn − Y |p] = 0.

Die Grenzwerte bezüglich aller drei Konvergenzarten sind nur bis aufModifikation auf einer P-Nullmenge
eindeutig bestimmt. In diesem Sinn handelt es sich eigentlich um Konvergenzbegriffe für Äquivalenzklassen
von P-fast sicher gleichen Zufallsvariablen.
Ein Gesetz der großen Zahlen (GGZ) bezüglich fast sicherer Konvergenz heißt starkes Gesetz der großen

Zahlen, ein GGZ bezüglich stochastischer Konvergenz heißt schwaches Gesetz der großen Zahlen. Wir
wollen nun die Zusammenhänge zwischen den verschiedenen Konvergenzbegriffen untersuchen.

Satz 4.2. (i) Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz.

(ii) Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.
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Beweis. (i) Konvergiert die Folge (Yn)n∈N P-fast sicher gegen Y , dann gilt für jedes ε > 0:

1 = P[|Yn − Y | < ε schließlich] = P

[⋃
m

⋂
n≥m

{|Yn − Y | < ε}

]
= lim

m→∞
P

[ ⋂
n≥m

{|Yn − Y | < ε}

]
≤ lim

m→∞
inf
n≥m

P[|Yn − Y | < ε]

= lim inf
n→∞

P[|Yn − Y | < ε].

Es folgt lim
n→∞

P[|Yn − Y | < ε] = 1 für alle ε > 0, d.h. (Yn) konvergiert auch P-stochastisch gegen Y .

(ii) Sei andererseits P das Lebesguemaß auf Ω = (0, 1] mit Borelscher σ-Algebra. Wir betrachten die
Zufallsvariablen Y1 = I(0,1],Y2 = I(0, 1

2 ]
,Y3 = I( 12,1],Y4 = I(0, 1

4 ]
,Y5 = I( 14, 1

2 ]
,Y6 = I( 12, 3

4 ]
,Y7 = I( 34,1], usw.

Es gilt
P[|Yn | > ε] = P[Yn = 1] → 0 für alle ε > 0.

Also konvergiert (Yn) stochastisch gegen 0, obwohl lim supYn(ω) = 1 für alle ω ∈ Ω gilt. �

Hier ist ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwischen stochastischer und fast sicherer Konvergenz
zeigt:

Beispiel (Stochastische vs. fast sichere Konvergenz). Sind T1,T2, . . . unter P unabhängige Exp(1)-
verteilte Zufallsvariablen, dann konvergiert Tn/log n P-stochastisch gegen 0, denn für alle ε > 0 gilt

P
[���� Tn

log n

���� ≥ ε] = P[Tn ≥ ε · log n] = n−ε
n→∞
→ 0.

Andererseits gilt nach (2.4) aber

lim sup
n→∞

Tn

log n
= 1 P-fast sicher,

also konvergiert Tn/log n nicht P-fast sicher gegen 0.

Obwohl die stochastische Konvergenz selbst nicht fast sichere Konvergenz impliziert, kann man aus einer
Verschärfung von stochastischer Konvergenz die fast sichere Konvergenz schließen. Wir sagen, dass eine
Folge Yn (n ∈ N) von Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) schnell stochastisch gegen Y konvergiert, falls

∞∑
n=1

P[|Yn − Y | ≥ ε] < ∞ für alle ε > 0.

Lemma 4.3. Aus schneller stochastischer Konvergenz folgt fast sichere Konvergenz.

Beweis. Wir können o.B.d.A. Y = 0 annehmen. Konvergiert (Yn) schnell stochastisch gegen 0, dann gilt

P[lim sup |Yn | ≤ ε] ≥ P[|Yn | ≥ ε nur endlich oft] = 1 für alle ε > 0

nach Borel-Cantelli. Es folgt

P[lim sup |Yn | , 0] = P

[ ⋃
ε∈Q+

{lim sup |Yn | > ε}

]
= 0,

also konvergiert (Yn) auch P-fast sicher gegen 0. �

Ähnlich zeigt man:
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Satz 4.4. Konvergiert (Yn)n∈N P-stochastisch gegen Y , dann existiert eine Teilfolge (Ynk )k∈N, die P-fast
sicher gegen Y konvergiert.

Beweis. Wieder können wir o.B.d.A. Y = 0 annehmen. Konvergiert (Yn) stochastisch gegen 0, dann existiert
eine Teilfolge (Ynk ) mit

P
[
|Ynk | ≥

1
k

]
≤

1
k2 .

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt

P
[
|Ynk | ≥

1
k
nur endlich oft

]
= 1,

also Ynk → 0 P-fast sicher. �

Als nächstes beweisenwir eine Erweiterung der Čebyšev-Ungleichung, diewir an vielen Stellen verwenden
werden. Insbesondere impliziert sie, dass stochastische Konvergenz schwächer ist als Lp-Konvergenz.

Die Markov-Čebyšev-Ungleichung

Sei X : Ω → R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P). Wir verwenden die
folgende Notation für das Lebesgue-Integral von X auf der Menge A:

Notation: E[X ; A] := E[X · IA] =
´
A XdP.

Satz 4.5 (Allgemeine Markov-Ungleichung). Sei h : [0,∞] → [0,∞] monoton wachsend und Borel-
messbar. Dann gilt

P[|X | ≥ c] ≤
E[h(|X |) ; |X | ≥ c]

h(c)
≤

E[h(|X |)]
h(c)

für alle c > 0 mit h(c) , 0.

Beweis. Da h nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt

h(|X |) ≥ h(|X |) · I{ |X | ≥c } ≥ h(c) · I{ |X | ≥c } .

Hieraus folgt
E[h(|X |)] ≥ E[h(|X |) ; |X | ≥ c] ≥ h(c) · P[|X | ≥ c]

wegen der Monotonie des Erwartungswertes. �

Wichtige Spezialfälle

(i) Markov - Ungleichung: Für h(x) = x erhalten wir:

P[|X | ≥ c] ≤
E[|X |]

c
für alle c > 0.

Insbesondere gilt für eine Zufallsvariable X mit E[|X |] = 0:

P[|X | ≥ c] = 0 für alle c > 0,

also auch P[|X | > 0] = 0, d.h. X = 0 P-fast sicher.
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(ii) Čebyšev - Ungleichung: Für h(x) = x2 und X = Y − E[Y ] mit Y ∈ L1(Ω,A, P) erhalten wir:

P[|Y − E[Y ]| ≥ c] ≤
E[(Y − E[Y ])2]

c2 =
Var[Y ]

c2 für alle c > 0.

Diese Ungleichung haben wir bereits in Abschnitt ?? im Beweis des schwachen Gesetzes der großen
Zahlen verwendet.

(iii) Exponentielle Ungleichung: Für h(x) = exp(t x) mit t > 0 erhalten wir wegen I{X≥c } ≤ e−tcetX :

P[X ≥ c] = E[I{X≥c }] ≤ e−tc E[etX].

Die Abbildung t 7→ E[etX] heißt momentenerzeugende Funktion der Zufallsvariablen X . Expo-
nentielle Ungleichungen werden wir in Satz 4.17 zur Kontrolle der Wahrscheinlichkeiten großer
Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen verwenden.

Als erste Anwendung der allgemeinen Markov-Ungleichung zeigen wir für reellwertige Zufallsvariablen
X, Xn (n ∈ N):

Korollar 4.6 (Lp-Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz). Für 1 ≤ p < ∞ gilt:

E[|Xn − X |p] → 0 ⇒ P[|Xn − X | > ε] → 0 für alle ε > 0.

Beweis. Nach der Markovungleichung mit h(x) = xp gilt P[|Xn − X | ≥ ε] ≤ 1
εp E[|Xn − X |p]. �

Bemerkung (Von stochastischer zu Lp-Konvergenz). Aus stochastischer Konvergenz folgt im Allgemei-
nen nicht Lp-Konvergenz. Die Konstruktion eines Gegenbeispiels ist eine Übungsaufgabe, siehe Aufgabe
36. Es gilt aber: Konvergiert Xn → X stochastisch, und ist die Folge der Zufallsvariablen |Xn |

p (n ∈ N)
gleichmäßig integrierbar, d.h.

sup
n∈N

E[|Xn |
p ; |Xn | ≥ c] → 0 für c→∞,

dann konvergiert die Folge (Xn) in Lp gegen X (Verallgemeinerter Satz von Lebesgue). Wir benötigen diese
Aussage im Moment nicht, und werden sie daher erst in der Vorlesung »Introduction to Stochastic Analysis«
beweisen.

Als nächstes wollen wir den Zusammenhang zwischen der Lp-Konvergenz für verschiedene Werte p ∈
[1,∞) untersuchen. Dazu verwenden wir eine weitere fundamentale Ungleichung:

Die Jensensche Ungleichung

Ist `(x) = ax + b eine affine Funktion auf R, und X ∈ L1(Ω,A, P) eine integrierbare Zufallsvariable, dann
folgt aus der Linearität des Lebesgueintegrals:

E[`(X)] = E[aX + b] = aE[X] + b = `(E[X]) (4.1)

Da konvexe Funktionen Suprema einer Familie von affinen Funktionen (nämlich der Tangenten an den
Funktionsgraphen der konvexen Funktion) sind, ergibt sich für konvexe Funktionen eine entsprechende
Ungleichung:
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Satz 4.7 (Jensensche Ungleichung). Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, X ∈ L1(Ω,A, P) eine re-
ellwertige Zufallsvariable, und h : R → R eine konvexe Abbildung, dann ist E[h(X)−] < ∞, und es
gilt

h(E[X]) ≤ E[h(X)].

Bemerkung (Warnung). Die Jensensche Ungleichung gilt ebenso wie die Gleichung (4.1) nur für die
Integration bzgl. eines Wahrscheinlichkeitsmaßes P !

Bevor wir die Jensensche Ungleichung beweisen, erinnern wir kurz an die Definition und elementare Eigen-
schaften von konvexen Funktionen: Eine Funktion h : R→ R ist genau dann konvex, wenn

h(λx + (1 − λ)y) ≤ λh(x) + (1 − λ)h(y) für alle λ ∈ [0, 1] und x, y ∈ R

gilt, d.h. wenn alle Sekanten oberhalb des Funktionsgraphen liegen. Hieraus folgt, dass jede konvexe Funktion
stetig ist: Für a < b < x < y < c < d gilt nämlich

h(b) − h(a)
b − a

≤
h(y) − h(x)

y − x
≤

h(d) − h(c)
d − c

.

Also sind die Differenzenquotienten h(y)−h(x)
y−x gleichmäßig beschränkt auf (b, c), und somit ist h gleichmäßig

stetig auf (b, c). Da konvexe Funktionen stetig sind, sind sie auchmessbar. Die Existenz des Erwartungswertes
E[h(X)] in (−∞,∞] folgt dann aus E[h(X)−] < ∞.

1

2

3

1 2 3 4−1−2−3−4
x y

Abbildung 4.1.: Sekante an konvexe Funktion

Wir beweisen nun die Jensensche Ungleichung:

Beweis. Ist h konvex, dann existiert zu jedem x0 ∈ R eine affine Funktion ` (Stützgerade) mit `(x0) = h(x0)

und ` ≤ h, siehe die Analysis Vorlesung oder [9, Abschnitt 7.2]. Wählen wir x0 := E[X], dann folgt

h(E[X]) = `(E[X]) = E(`[X]) ≤ E[h(X)].

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist definiert, da h(X) durch die integrierbare Zufallsvariable `(X)
nach unten beschränkt ist. Insbesondere gilt E[h(X)−] ≤ E[`(X)−] < ∞. �
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0.5

1.0

1.5

2 4
x0

Abbildung 4.2.: Darstellung von `(x) und h(x)

Korollar 4.8 (Lq-Konvergenz impliziert Lp-Konvergenz für p ≤ q). Für 1 ≤ p ≤ q gilt:

‖X ‖p := E[|X |p]
1
p ≤ ‖X ‖q .

Insbesondere folgt Lp-Konvergenz aus Lq-Konvergenz.

Beweis. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt

E[|X |p]
q
p ≤ E[|X |q],

da die Funktion h(x) = |x |q/p für q ≥ p konvex ist. �

Nach dem Korollar gilt für p ≤ q:

Lp(Ω,A, P) ⊇ Lq(Ω,A, P), und
Xn → X in Lq ⇒ Xn → X in Lp .

Man beachte, dass diese Aussage nur für endliche Maße wahr ist, da im Beweis die Jensensche Ungleichung
verwendet wird. Mithilfe der Jensenschen Ungleichung kann man auch die Hölder-Ungleichung

E[|XY |] ≤ ‖X ‖p · ‖Y ‖q für p, q ∈ [1,∞] mit
1
p
+

1
q
= 1

beweisen, siehe Aufgabe 37.

4.2. Starke Gesetze der großen Zahlen

Wir werden nun Gesetze der großen Zahlen unter verschiedenen Voraussetzungen an die zugrundeliegenden
Zufallsvariablen beweisen. Zunächst nehmen wir an, dass X1, X2, . . . ∈ L

2(Ω,A, P) quadratintegrierbare
Zufallsvariablen sind, deren Varianzen gleichmäßig beschränkt sind, und deren Kovarianzen hinreichend
schnell abfallen:

122 Universität Bonn



4.2. Starke Gesetze der großen Zahlen

Annahme: „Schnelles Abklingen der positiven Korrelationen“

(A) Es existiert eine Folge cn ∈ R+ (n ∈ N) mit
∑∞

n=0 cn < ∞, und

Cov[Xi, Xj] ≤ c |i−j | für alle i, j ∈ N. (4.2)

Die Bedingung (A) ist insbesondere erfüllt, wenn die Kovarianzen exponentiell abfallen, d.h. wenn

| Cov[Xi, Xj]| ≤ c · α |i−j |

für ein α ∈ (0, 1) und c ∈ R+ gilt. Sind etwa die Zufallsvariablen Xi unkorreliert, und ist die Folge der
Varianzen beschränkt, d.h. gilt

(A1) Cov[Xi, Xj] = 0 für alle i , j, und
(A2) v := sup

i
Var[Xi] < ∞,

dann ist die Annahme (A) mit c0 = v und cn = 0 für n > 0 erfüllt. Sei nun

Sn = X1 + . . . + Xn

die Summe der ersten n Zufallsvariablen.

Das schwache Gesetz der großen Zahlen

Wir haben bereits in Abschnitt ?? gezeigt, dass unter der Annahme (A) ein schwaches Gesetz der großen
Zahlenfür die Mittelwerte Sn/n gilt:

Satz 4.9 (Schwaches Gesetz der großen Zahlen, L2-Version). Unter der Voraussetzung (A) gilt für alle
n ∈ N und ε > 0:

E

[(
Sn
n
−

E[Sn]
n

)2
]
≤

C
n
, und (4.3)

P
[����Snn − E[Sn]

n

���� ≥ ε] ≤
C
ε2n

(4.4)

mit C := c0 + 2 ·
∞∑
n=1

cn < ∞. Gilt insbesondere E[Xi] = m für alle i ∈ N, dann folgt

Sn
n

→ m in L2(Ω,A, P) und P-stochastisch.

Wir erinnern kurz an den einfachen Beweis dieser sehr allgemeinen Aussage:

Beweis. Unter Verwendung der Voraussetzung an die Kovarianzen erhalten wir

E

[(
Sn
n
−

E[Sn]
n

)2
]
= Var

[
Sn
n

]
=

1
n2 Var[Sn] =

1
n2

n∑
i, j=1

Cov[Xi, Xj]

≤
1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

c |i−j | ≤
1
n2

n∑
i=1

∞∑
k=−∞

c |k | =
C
n
.

Die zweite Behauptung folgt daraus durch Anwenden der Čebyšev-Ungleichung. �
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Bemerkung. (i) Die L2-Konvergenz und stochastische Konvergenz von (Sn−E[Sn])/n gegen 0 gilt auch,
falls die Kovarianzen nur „langsam“ abfallen, d.h. falls (4.2) für eine nicht summierbare Nullfolge cn
erfüllt ist. In diesem Fall erhält man allerdings im Allgemeinen keine Abschätzung der Ordnung O( 1n )
für den Fehler in (4.3) bzw. (4.4), siehe Aufgabe 38.

(ii) Eine für große n deutlich bessere Abschätzung des Fehlers in (4.4) (mit exponentiellem Abfall in n)
erhält man bei Unabhängigkeit und exponentieller Integrierbarkeit der Xi mithilfe der exponentiellen
Ungleichung, siehe Satz 4.17 unten.

ImFall unkorrelierter Zufallsvariablen Xi (Annahmen (A1) und (A2)) ist dieAussage des schwachenGesetzes
der großen Zahlen ein Spezialfall eines allgemeinen funktionalanalytischen Sachverhalts:

Das Mittel von beschränkten orthogonalen Vektoren in einem Hilbertraum H konvergiert gegen 0.

In unserem Fall ist H = L2(Ω,A, P) = L2(Ω,A, P)/∼. Unkorreliertheit der Xi bedeutet gerade, dass die
Zufallsvariablen

Yi := Xi − E[Xi]

orthogonal in L2 sind, und die Beschränktheit derVarianzen der Xi ist gleichbedeutendmit der Beschränktheit
der L2 Normen der Yi. Es gilt

Sn − E[Sn] =
n∑
i=1

Yi, also

E

[(
Sn
n
−

E[Sn]
n

)2
]
=

1
n

n∑
i=1

Yi

2

L2

=
1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1
〈Yi,Yj〉L2

=
1
n2

n∑
i=1
‖Yi ‖2L2 ≤

1
n

sup
i
‖Yi ‖2L2 .

Das starke Gesetz für quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Unter derselben Voraussetzung wie in Satz 4.9 gilt sogar P-fast sichere Konvergenz:

Satz 4.10 (Starkes Gesetz großer Zahlen, L2-Version). Unter der Voraussetzung (A) folgt

lim
n→∞

(
Sn(ω)

n
−

E[Sn]
n

)
= 0 für P-fast alle ω ∈ Ω.

Insbesondere gilt lim
n→∞

Sn
n
= m P-fast sicher, falls E[Xi] = m für alle i.

Der Übersichtlichkeit halber führen wir den Beweis zunächst unter den stärkeren Voraussetzungen (A1)
und (A2). Der allgemeine Fall wird in Übungsaufgabe 38 betrachtet, die sich gut zum Wiederholen der
Beweisschritte eignet:

Beweis (unter den Annahmen (A1) und (A2)). Wir können o.B.d.A. E[Xi] = 0 für alle i voraussetzen –
andernfalls betrachten wir die zentrierten Zufallsvariablen X̃i := Xi − E[Xi]; diese sind wieder unkorreliert
mit beschränkten Varianzen. Zu zeigen ist dann:

Sn
n
→ 0 P-fast sicher.

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:
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1) Schnelle stochastischeKonvergenz gegen 0 entlang der Teilfolge nk = k2:AusderČebyšev-Ungleichung
folgt:

P
[����Sk2

k2

���� ≥ ε] ≤ 1
ε2 Var

[
Sk2

k2

]
≤

1
ε2k2 sup

i
Var[Xi].

Da dieVarianzen beschränkt sind, ist der gesamteAusdruck durch die Summanden einer summierbaren
Reihe beschränkt. Somit ergibt sich nach Borel-Cantelli:

Sk2(ω)

k2 → 0

für alle ω außerhalb einer Nullmenge N1.

2) Wir untersuchen nun die Fluktuationen der Folge Sn zwischen den Werten der Teilfolge nk = k2. Sei

Dk := max
k2≤l<(k+1)2

|Sl − Sk2 |.

Wir zeigen schnelle stochastische Konvergenz gegen 0 für Dk/k2. Für ε > 0 haben wir

P
[

Dk

k2 ≥ ε

]
= P


⋃

k2≤l<(k+1)2
{ |Sl − Sk2 | ≥ εk2 }


≤

k2+2k∑
l=k2

P[|Sl − Sk2 | ≥ εk2] ≤
const.

k2 ,

denn nach der Čebyšev-Ungleichung gilt für k2 ≤ l ≤ k2 + 2k:

P[|Sl − Sk2 | > εk2] ≤
1

ε2k4 Var[Sl − Sk2] =
1

ε2k4 Var

[
l∑

i=k2+1

Xi

]
≤

l − k2

ε2k4 sup
i

Var[Xi] ≤ const ·
k
k4 .

Nach Lemma 4.3 folgt daher
Dk(ω)

k2 → 0

für alle ω außerhalb einer Nullmenge N2.

3) Zu gegebenem n wählen wir nun k = k(n) mit k2 ≤ n < (k + 1)2. Durch Kombination der ersten
beiden Schritte erhalten wir:����Sn(ω)n

���� ≤ |Sk2(ω)| + Dk(ω)

n
≤

����Sk2(ω)

k2

���� + Dk(ω)

k2 −→ 0 für n→∞

für alle ω außerhalb der Nullmenge N1 ∪ N2. Also konvergiert Sn/n P-fast sicher gegen 0. �

Beispiel (RandomWalk im Rd). Sei Sn = X1 + ... + Xn ein Random Walk im Rd mit unabhängigen
identisch verteilten Inkrementen Xi mit Verteilung µ. Gilt

E[‖Xi ‖
2] =

ˆ
Rd
‖x‖2 µ(dx) < ∞,

dann folgt nach dem starken Gesetz der großen Zahlen (angewandt auf die Komponenten S(k)n =
n∑
i=1

X (k)i

des Vektors Sn):
Sn(ω)

n
−→ m für P-fast alle ω,
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wobei m =
´
Rd x µ(dx) der Schwerpunkt der Inkrementverteilung ist. Insbesondere gilt für m , 0:

Sn(ω) ∼ m · n für n→∞ P-fast sicher,

d.h. Sn wächst fast sicher linear mit Geschwindigkeit m. Im Fall m = 0 gilt dagegen

Sn(ω)
n

→ 0 P-fast sicher,

d.h. der Random Walk wächst sublinear. Eine viel präzisere Beschreibung der pfadweisen Asymptotik
des Random Walk im Fall m = 0 liefert der Satz vom iterierten Logarithmus:

lim sup
n→∞

Sn(ω)√
n log log n

= +1 P-fast sicher,

lim inf
n→∞

Sn(ω)√
n log log n

= −1 P-fast sicher,

siehe z.B. Bauer: „Wahrscheinlichkeitstheorie“ [1].

Beispiel (Wachstumsprozesse). Umein zufälliges Populationswachstum zu beschreiben, definierenwir
Zufallsvariablen Xn (n ∈ N) durch

X0 = 1, Xn = Yn · Xn−1,

d.h. Xn =
∏n

i=1 Yi . Hierbei nehmen wir an, dass die Wachstumsraten Yi unabhängige identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Yi > 0 P-f.s. sind. Als konkretes Beispiel betrachten wir ein Glücksspiel, in dem
der Spieler in jeder Runde die Hälfte seines Kapitals einsetzt. Mit Wahrscheinlichkeit 1

2 erhält er das
c-fache des Einsatzes zurück, und mit Wahrscheinlichkeit 1

2 erhält er nichts zurück. Hier giltYi = 1
2 bzw.

Yi = 1
2 (1 + c) jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1

2 .

(i) Asymptotik der Erwartungswerte: Sei m = E[Yi]. Da die Yi unabhängig sind, gilt:

E[Xn] =

n∏
i=1

E[Yi] = mn.

Die mittlere Populationsgröße (bzw. das mittlere Kapital des Spielers) wächst also im superkriti-
schen Fall m > 1 exponentiell und fällt im subkritischen Fall m < 1 exponentiell ab. Im Beispiel
gilt

m = E[Yi] =
1
4
(1 + c) +

1
4
=

2 + c
4

.

Das Spiel ist also „fair“ für c = 2 und „superfair“ für c > 2.

(ii) Asymptotik von Xn(ω): Wir nehmen nun an, dass logY1 ∈ L
2 gilt. Nach dem starken Gesetz

der großen Zahlen folgt dann:

lim
n→∞

1
n

log Xn = lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

logYi = E[logY1] =: α P-f.s.

Also existiert für ε > 0 eine P-fast sicher endliche Zufallsvariable N(ω) mit

Xn(ω) ≤ e(α+ε)n und Xn(ω) ≥ e(α−ε)n für alle n ≥ N(ω).

Für α < 0 fällt Xn also asymptotisch P-fast sicher exponentiell ab, während Xn für α > 0 P-fast
sicher exponentiell anwächst.

(iii) Zusammenhang von α und m: Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:

α = E[logY1] ≤ log E[Y1] = log m.

Hierbei haben wir benutzt, dass der Logarithmus eine konkave, bzw. − log eine konvexe Funktion
ist. Im subkritischen Fall m < 1 ist also auch α strikt negativ, d.h. Xn fällt asymptotisch P-f.s.
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exponentiell ab. Im superkritischen Fall m > 1 kann es aber passieren, dass trotzdem α < 0 gilt,
d.h. obwohl die Erwartungswerte exponentiell wachsen, fällt Xn P-fast sicher exponentiell! Im
Beispiel von oben wachsen die Erwartungswerte exponentiell für c > 2, aber es gilt

α = E[logYi] =
1
2

(
log

1 + c
2
+ log

1
2

)
=

1
2

log
1 + c

4
≥ 0 ⇔ c ≥ 3.

Für c ∈ (2, 3) ist das Spiel also superfair mit fast sicherem exponentiellem Bankrott! Die Voraus-
setzungen des Satzes von Lebesgue sind in dieser Situation nicht erfüllt, denn es gilt:

E[Xn] ↗ ∞, obwohl Xn → 0 P-fast sicher.

Von L2 nach L1 mit Unabhängigkeit

Sind Zufallsvariablen X,Y : Ω → S unabhängig, so sind f (X) und g(Y ) für beliebige beschränkte oder
nichtnegative Funktionen f , g : S → R unkorreliert. Bisher konnten wir zeigen, dass das starke Gesetz
der großen Zahlen für unkorrelierte (bzw. schwach korrelierte) Zufallsvariablen Xn ∈ L

2 mit gleichmäßig
beschränkten Varianzen gilt. Die Unabhängigkeit der Xn ermöglicht es, diese Aussage auf integrierbare
Zufallsvariablen (d.h. L1 statt L2) zu erweitern:

Satz 4.11 (Kolmogorovs Gesetz der großen Zahlen). Seien X1, X2, ... ∈ L
1(Ω,A, P) paarweise unab-

hängig und identisch verteilt mit E[Xi] = m. Dann gilt:

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi = m P-fast sicher.

Kolmogorov hatte eine entsprechende Aussage unter der Annahme von Unabhängigkeit (statt paarweiser
Unabhängigkeit) bewiesen. Der Beweis unter der schwächeren Voraussetzung stammt von Etemadi [5].

Bemerkung (Dynamische Systeme, Ergodensatz). In einer dynamischen Interpretation bedeutet die Aus-
sage

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi(ω) = m =
ˆ

x µXi (dx) P-fast sicher

des starken Gesetzes der großen Zahlen, dass die „zeitlichen Mittelwerte“ der Zufallsvariablen Xi gegen den
„räumlichenMittelwert“ m konvergieren. Dies ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren Ergodensatzes, der
eine entsprechende Aussage für ergodische dynamische Systeme liefert, siehe z.B. Breiman: Probability
[2] oder Durrett: Probability: Theory and Examples [3].

Beweis (von Satz 4.11). Wir führen den Beweis in mehreren Schritten.

(i) Reduktion auf nichtnegative Zufallsvariablen.
Wir können o.B.d.A. Xi ≥ 0 für alle i ∈ N voraussetzen. Andernfalls zerlegen wir Xi = X+i − X−i .
Die Zufallsvariablen X+i bzw. X−i (i ∈ N) sind jeweils Funktionen der Xi, und daher wieder paarweise
unabhängig. Aus dem Gesetz der großen Zahlen für X+i und X−i folgt das Gesetz der großen Zahlen
für die Zufallsvariablen Xi.

(ii) Reduktion auf Gesetz der großen Zahlen für Yi := Xi · I{Xi ≤i }.
Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt

P[Yi , Xi unendlich oft] = 0,
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denn
∞∑
i=1

P[Yi , Xi] =

∞∑
i=1

P[Xi > i]

=

∞∑
i=1

P[X1 > i] (Xi identisch verteilt)

≤

ˆ ∞
0

P[X1 > x] dx (x 7→ P[X1 > x] monoton fallend)

= E[X1] < ∞.

Also konvergiert 1
n

∑n
i=1 Xi P-fast sicher gegen m, falls dasselbe für 1

n

∑n
i=1 Yi gilt. Sei nun

Sn =
n∑
i=1

Yi .

Die Zufallsvariablen Yi sind wieder paarweise unabhängig, und es gilt 0 ≤ Yi ≤ i.

(iii) Konvergenz der Erwartungswerte.

Da die Zufallsvariablen Yi nicht mehr identisch verteilt sind, bestimmen wir zunächst den Grenzwert
der Erwartungswerte der Mittelwerte Sn/n. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

E[Yi] = E[Xi ; Xi ≤ i] = E[X1 · I{X1≤i }] −→ E[X1] = m, für i →∞,

also auch

E
[

Sn
n

]
=

1
n

n∑
i=1

E[Yi] −→ m für n→∞.

(iv) P-fast sichere Konvergenz von Sn

n entlang der Teilfolgen kn = bαnc , α > 1.

Vorbemerkung: Sei α > 1. Im Beweis werden wir verwenden, dass dann∑
n≥m

1
k2
n

=
1
bαmc2

+
1⌊

αm+1
⌋2 + ... ≤

const.
bαmc2

=
const.

k2
m

mit einer von m unabhängigen Konstanten gilt. Wir zeigen nun:

Behauptung:
Skn
kn
−→ lim

n→∞
E

[
Skn
kn

]
= m P-fast sicher.

Beweis der Behauptung: Nach dem Lemma von Borel-Cantelli genügt es,

∞∑
n=1

P
[����Skn − E[Skn ]

kn

���� ≥ ε] < ∞

zu zeigen. Dies ist der Fall, wenn
∞∑
n=1

Var
[

Skn
kn

]
< ∞

gilt. Wegen
Var[Yi] ≤ E[Y2

i ] = E[X2
i ; Xi ≤ i] = E[X2

1 ; X1 ≤ i]
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erhalten wir mithilfe der Vorbemerkung

∞∑
n=1

Var
[

Skn
kn

]
=

∞∑
n=1

1
k2
n

·

kn∑
i=1

Var[Yi]

≤

∞∑
i=1

E[X2
1 ; X1 ≤ i] ·

∑
n:kn≥i

1
k2
n

≤ const. ·
∞∑
i=1

E
[
X2

1 ; X1 ≤ i
]
·

1
i2

≤ const. ·
∞∑
i=1

i∑
j=1

j2 · P[X1 ∈ ( j − 1, j]] ·
1
i2

= const. ·
∞∑
j=1

j2 · P[X1 ∈ ( j − 1, j]] ·
∞∑
i=j

1
i2

≤ const. ·
∞∑
j=1

j · P[X1 ∈ ( j − 1, j]]

= const. · E

∞∑
j=1

j · I{X1∈(j−1, j]}


≤ const. · E[X1 + 1] < ∞.

Hierbei haben wir benutzt, dass wir die Summationsreihenfolge vertauschen dürfen, da die Summan-
den nicht-negativ sind.

(v) P-fast sichere Konvergenz von Sn

n .
Für l ∈ N mit kn ≤ l ≤ kn+1 gilt wegen Yi ≥ 0:

Skn ≤ Sl ≤ Skn+1 .

Es folgt
kn

kn+1
·

Skn
kn
=

Skn
kn+1

≤
Sl
l
≤

Skn+1

kn
=

kn+1
kn
·

Skn+1

kn+1
.

Für n→∞ erhalten wir wegen kn+1
kn
→ α und Skn (ω)

kn
→ m:

m
α

≤ lim inf
l→∞

Sl(ω)
l

≤ lim sup
l→∞

Sl(ω)
l

≤ αm

für alle ω außerhalb einer von α abhängenden Nullmenge Nα. Für ω außerhalb der Nullmenge⋃
α>1
α∈Q

Nα folgt somit liml→∞
Sl (ω)

l = m. �

Korollar 4.12 (Gesetz der großen Zahlen ohne Integrierbarkeit). Seien X1, X2... paarweise unabhän-
gige, identisch verteilte, nicht-negative Zufallsvariablen. Dann gilt

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi(ω) = E[X1] P-fast sicher.
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Beweis. Nach Satz 4.11 gilt die Aussage im Fall E[X1] < ∞. Für E[X1] = ∞ erhalten wir für k ∈ N:

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi ≥ lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1
(Xi ∧ k) = E[X1 ∧ k] P-fast sicher.

Für k →∞ folgt dann mit monotoner Konvergenz

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

Xi ≥ E[X1] = ∞,

und damit die Behauptung. �

4.3. Empirische Verteilungen

Unabhängige Beobachtungswerte X1, X2, . . . , Xn von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung können wir ver-
wenden, um Kenngrößen der Verteilung zu schätzen. Das Gesetz der großen Zahlen liefert hier eine Konsi-
stenzaussage: Die empirischen Verteilungen µ̂n = 1

n

∑n
i=1 δXi der Stichprobe (X1, X2, . . . , Xn) konvergieren

fast sicher gegen die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die Stichprobengröße n gegen
unendlich geht.

Schätzen von Kenngrößen einer unbekannten Verteilung

Angenommen, wir haben eine Stichprobe aus reellen Beobachtungswerten gegeben, und möchten die zu-
grundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf (R,B(R)) möglichst weitgehend rekonstruieren. Im
einfachsten Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen unabhängiger Zufallsvaria-
blen X1, X2, . . . , Xn mit Verteilung µ.

(i) Schätzen des Erwartungswertes: Sei
´
|x | µ(dx) < ∞. Um den Erwartungswert m =

´
x µ(dx)

zu schätzen, verwenden wir das empirische Mittel

Xn :=
1
n

n∑
i=1

Xi .

Das empirische Mittel ist ein erwartungstreuer Schätzer für m, d.h. Xn ist eine Funktion von den
Beobachtungswerten X1, . . . , Xn mit E[Xn] = m. Sei ε > 0. Obere Schranken für die Fehlerwahr-
scheinlichkeit P[|Xn−m| ≥ ε] erhält man z.B. mithilfe der Čebyšev- oder der exponentiellenMarkov-
Ungleichung. Für n→∞ gilt nach dem Gesetz der großen Zahlen

Xn −→ m P-fast sicher,

d.h. (Xn)n∈N ist eine konsistente Folge von Schätzern für m.

(ii) Schätzen der Varianz: Um die Varianz v =
´
(x − m)2 µ(dx) der zugrundeliegenden Verteilung zu

schätzen, verwendet man meistens die renormierte Stichprobenvarianz

Ṽn :=
1

n − 1

n∑
i=1
(Xi − Xn)

2.

Der Vorfaktor 1
n−1 (statt 1

n ) gewährleistet unter anderem, dass Ṽn ein erwartungstreuer Schätzer für v
ist, denn aus

1
n

n∑
i=1
(Xi − Xn)

2 =
1
n

n∑
i=1
(Xi − m)2 − (Xn − m)2 (4.5)

Stichprobenvarianz = MSE − Stichprobenbias2
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folgt

E

[
1
n

n∑
i=1
(Xi − Xn)

2

]
=

1
n

n∑
i=1

Var[Xi] − Var[Xn] =
n − 1

n
v,

also E[Ṽn] = v.

Um zu zeigen, dass (Ṽn)n∈N eine konsistente Folge von Schätzern für v ist, können wir erneut das
Gesetz der großen Zahlen anwenden. Da die Zufallsvariablen Xi − Xn, 1 ≤ i ≤ n, selbst nicht
unabhängig sind, verwenden wir dazu die Zerlegung (4.5). Nach dem starken Gesetz der großen
Zahlen für nichtnegative Zufallsvariablen erhalten wir

n − 1
n

Ṽn =
1
n

n∑
i=1
(Xi − m)2 − (Xn − m)2 −→ v P-fast sicher,

also auch Ṽn → v P-fast sicher.

(iii) Schätzen von Integralen: Allgemeiner können wir für jede Funktion f ∈ L1(S,B, µ) das Integral
θ =
´

f dµ erwartungstreu durch die empirischen Mittelwerte

θ̂n =
1
n

n∑
i=1

f (Xi)

schätzen. Dies haben wir schon in Kapitel ?? für Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Da die Zufalls-
variablen f (Xi) wieder unabhängig und identisch verteilt sind mit Erwartungswert θ, gilt nach dem
starken Gesetz der großen Zahlen:

θ̂n −→ θ P-fast sicher. (4.6)

(iv) Schätzen der Verteilung: Die gesamte Verteilung µ können wir durch die empirische Verteilung

µ̂n(ω) =
1
n

n∑
i=1

δXi (ω)

der Zufallsstichprobe schätzen. µ̂n ist eine „zufälligeWahrscheinlichkeitsverteilung,“ d.h. eine Zufalls-
variable mit Werten im Raum WV(R) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R,B(R)). Aus (4.6)
ergibt sich die folgende Approximationseigenschaft der empirischen Verteilungen: Für jede Funktion
f ∈ L1(S,B, µ) gilt

ˆ
f d µ̂n =

1
n

n∑
i=1

f (Xi)
n→∞
−→

ˆ
f dµ P-fast sicher. (4.7)

Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktionen

Für die empirischen Verteilungsfunktionen

Fn(c) = µ̂n[(−∞, c]] =
1
n
|{1 ≤ i ≤ n : Xi ≤ c}|

von unabhängigen, identisch verteilten, reellwertigen Zufallsvariablen X1, X2, . . . mit Verteilungsfunktion F
ergibt sich wegen Fn(c) =

´
I(−∞,c] d µ̂n:

lim
n→∞

Fn(c) = F(c) P-fast sicher für jedes feste c ∈ R. (4.8)

Diese Aussage kann man noch etwas verschärfen:
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Satz 4.13 (Glivenko-Cantelli). Sind X1, X2, . . . unabhängig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion
F, dann gilt für die empirischen Verteilungsfunktionen Fn:

sup
c∈R
|Fn(c) − F(c)| −→ 0 P-fast sicher. (4.9)

Beweis. Wir führen den Beweis unter der zusätzlichen Annahme, dass F stetig ist – für den allgemeinen
Fall siehe z.B. Klenke: Wahrscheinlichkeitstheorie [9]. Sie ε > 0 gegeben. Ist F stetig, dann existieren
k ∈ N und Konstanten −∞ = c0 < c1 < c2 < . . . < ck = ∞ mit F(ci) − F(ci−1) ≤ ε/2 für alle 1 ≤ i ≤ k.
Da Fn nach 4.8 mit Wahrscheinlichkeit 1 punktweise gegen F konvergiert, existiert zudem ein n0 ∈ N mit

max
0≤i≤n

|Fn(ci) − F(ci)| <
ε

2
für alle n ≥ n0.

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen folgt dann

Fn(c) − F(c) ≤ Fn(ci) − F(ci−1) ≤
ε

2
+ Fn(ci) − F(ci) < ε,

und entsprechend

F(c) − Fn(c) ≤ F(ci) − Fn(ci−1) ≤
ε

2
+ F(ci) − Fn(ci) < ε,

für alle n ≥ n0, c ∈ R, und 1 ≤ i ≤ k mit ci−1 ≤ c ≤ ci. Also gilt auch

sup
c∈R
|Fn(c) − F(c)| < ε für alle n ≥ n0

mit Wahrscheinlichkeit 1. �

Bemerkung (QQ-Plot). In parametrischen statistischen Modellen nimmt man von vornherein an, dass die
beobachtetenDaten Realisierungen von Zufallsvariablen sind, derenVerteilung aus einer bestimmten Familie
vonWahrscheinlichkeitsverteilungen stammt, z.B. der Familie aller Normalverteilungen. Um zu entscheiden,
ob eine solche Annahme für gegebene reellwertige Daten x1, . . . , xn gerechtfertigt ist, kann man die empiri-
scheVerteilungsfunktionmit der tatsächlichenVerteilungsfunktion vergleichen. Ein praktikables graphisches
Verfahren ist der Quantil-Quantil-Plot, bei dem die Quantile der empirischen und der theoretischen Vertei-
lung gegeneinander aufgetragen werden. Um auf Normalverteilung zu testen, plottet man beispielsweise die
Punkte (

Φ
−1

(
k − 1/2

n

)
, x(k)

)
, k = 1, 2, . . . , n,

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist, und x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) die Ord-
nungsstatistiken von x1, . . . , xn, also die (k − 1

2 )/n-Quantile der empirischen Verteilung sind. Ist die zu-
grundeliegende Verteilung eine Normalverteilung mit Mittel m und Standardabweichung σ, dann liegen die
Punkte für große n näherungsweise auf einer Geraden mit Steigung σ und Achsenabschnitt m, da für die
Verteilungsfunktion und die Quantile der theoretischen Verteilung dann

F(c) = P[X ≤ c] = P[σZ + m ≤ c] = P
[
Z ≤

c − m
σ

]
= Φ

( c − m
σ

)
, bzw.

F−1(u) = m + σΦ−1(u)

gilt. Abbildung 4.3 zeigt einen QQ-Plot bzgl. der Standardnormalverteilung.
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Abbildung 4.3.: QQ-Plot eines empirischen Datensatzes bzgl. der Standardnormalverteilung

Histogramme und Multinomialverteilung

Die empirische Verteilung µ̂n(ω) =
1
n

∑n
i=1 δXi (ω) von Zufallsvariablen X1, . . . , Xn ist selbst eine Zufalls-

variable mit Werten im Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wir wollen nun die Verteilung dieser
Zufallsvariablen explizit berechnen, falls die Xi unabhängig und identisch verteilt mit endlichem Werte-
bereich S sind. Haben die Zufallsvariablen keinen endlichen Wertebereich, dann kann man die Aussagen
trotzdem anwenden, indem man den Wertebereich in endlich viele Teilmengen (Klassen) zerlegt.

DasHistogramm von n Beobachtungswerten x1, . . . , xn, die in einer endlichenMenge S liegen, ist der Vektor

®h = (ha)a∈S, ha = |{1 ≤ i ≤ n : xi = a}|,

der Häufigkeiten der möglichen Werte a ∈ S unter x1, . . . , xn. Graphisch stellt man ein Histogramm durch
ein Balkendiagramm dar, siehe Abbildung 4.4. Der Raum Hist(n, S) aller möglichen Histogramme von n
Beobachtungswerten ist eine Teilmenge von {0, 1, . . . , n}S:

Hist(n, S) =

{
®h = (ha)a∈S : ha ∈ Z+,

∑
a∈S

ha = n

}
⊆ {0, 1, . . . , n}S .

Sei nun µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen Menge S. Wir wollen die Verteilung des
Histogrammvektors bestimmen, wenn die Beobachtungswerte unabhängige Stichproben von der Verteilung
µ sind. Wir betrachten also unabhängige Zufallsvariablen X1, . . . , Xn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) mit Verteilung µ, sowie die Häufigkeiten

Ha(ω) := |{1 ≤ i ≤ n : Xi(ω) = a}|
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ha

a

hb

b

hc

c

hd

d

Abbildung 4.4.: Histogramm der Klassen a, b, c und d mit den jeweiligen Häufigkeiten ha, hb, hc und hd

der möglichen Werte a ∈ S. Für ein festes a ∈ S ist die Zufallsvariable Ha Bin(n, p)-verteilt mit p =
µ[{a}]. Wir berechnen nun die gemeinsame Verteilung aller dieser Häufigkeiten, d.h. die Verteilung µH des
Zufallsvektors

H = (Ha)a∈S : Ω −→ Hist(n, S)

mit Werten im Raum der Histogramme. Dazu verwenden wir die Unabhängigkeit der Xi. Mit I = {1, . . . , n}
erhalten wir:

µH (®k) = P[Ha = ka ∀a ∈ S] = P[Xi = a genau ka-mal für alle a ∈ S]

=
∑

I= Û
⋃
a∈S

Ia

|Ia |=ka

P[Xi = a ∀ i ∈ Ia ∀ a ∈ S] =
∑

I= Û
⋃
a∈S

Ia

|Ia |=ka

∏
a∈S

µ(a)ka =
(
n
®k

) ∏
a∈S

µ(a)ka .

Hierbei laufen die Summen über alle disjunkten Zerlegungen von I = {0, 1, . . . , n} in Teilmengen Ia, a ∈ S,
mit jeweils ka Elementen, und der Multinomialkoeffizient(

n
®k

)
:=

n!∏
a∈S

ka!
, ka ∈ {0, 1, . . . , n} mit

∑
a∈S

ka = n,

gibt die Anzahl der Partitionen von n Elementen in Teilmengen von jeweils ka Elementen an.

Definition 4.14 (Multinomialverteilung). Die Verteilung des Histogrammvektors H heißt Multinomial-
verteilung für n Stichproben mit Ergebniswahrscheinlichkeiten µ(a), a ∈ S.

Bemerkung (Binomialverteilung). Im Fall |S | = 2 ist H(ω) eindeutig festgelegt durch H1(ω), und die
Zufallsvariable H1 ist binomialverteilt mit Parametern n und p = µ(1). In diesem Sinn ergibt sich die
Binomialverteilung als Spezialfall der Multinomialverteilung.

4.4. Momentenerzeugende Funktionen und exponentielle Abschätzungen

In diesem Abschnitt führen wir momentenerzeugende und charakteristische Funktionen von reellen Zufalls-
variablen ein und beweisen einige grundlegende Aussagen über diese Funktionen. Anschließend zeigen wir,
wie nicht-asymptotische obere Schranken für die Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen vom Gesetz
der großen Zahlen mithilfe momentenerzeugender Funktionen hergeleitet werden können. Charakteristische
Funktionen werden wir in Kapitel 5 zum Beweis von zentralen Grenzwertsätzen verwenden.

134 Universität Bonn



4.4. Exponentielle Abschätzungen

Momentenerzeugende und charakteristische Funktionen

Sei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω → Rd eine Zufallsvariable mit Verteilung µ. Wir
definieren den Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral bzgl. P) für eine komplexwertige Zufallsvariable
Z = U + iV mit Real- und Imaginärteil U,V : Ω → R durch E[Z] = E[U] + iE[V]. Der Erwartungswert
ist immer dann definiert, wenn |Z | =

√
U2 + V2 integrierbar ist, da dann U und V integrierbare reellwertige

Zufallsvariablen sind. Man verifiziert leicht, dass grundlegende Rechenregeln für den Erwartungswert (z.B.
Linearität, |E[Z]| ≤ E[|Z |], Satz von Lebesgue) sich auf komplexwertige Zufallsvariablen übertragen.

Definition 4.15 (Momentenerzeugende und charakteristische Funktion).
Die Funktionen M : Rd → (0,∞] bzw. φ : Rd → C,

M(t) := E[et ·X] =
ˆ
Rd

et ·x µ(dx),

φ(t) := E[eit ·X] =
ˆ
Rd

eit ·x µ(dx),

heißen momentenerzeugende bzw. charakteristische Funktion der Zufallsvariable X oder der Verteilung µ.

Da die Funktionen t 7→ et ·x und t 7→ eit ·x für t ∈ Rd nichtnegativ bzw. beschränkt sind, sind die
Erwartungswerte definiert. Dabei nimmt M(t) den Wert +∞ an, falls exp(t · X) nicht integrierbar ist. Für die
Norm der komplexen Zahl φ(t) gilt dagegen

|φ(t)| ≤ E[| exp(it · x)|] = 1 für alle t ∈ Rd .

Bemerkung (Fourier- und Laplace-Transformation). Die Funktion φ(−t) =
´

e−itx µ(dx) ist die Fourier-
Transformation des Maßes µ. Ist µ absolutstetig bzgl. des Lebesguemaßes mit Dichte f , dann ist φ(−t) die
Fourier-Transformation der Funktion f , d.h.

φ(−t) = f̂ (t) :=
ˆ
Rd

e−it ·x f (x) dx.

Entsprechend ist

M(−t) =

ˆ
Rd

e−t ·x µ(dx) (t > 0)

die Laplace-Transformation des Maßes µ bzw. der Dichte f .

Rechenregeln. Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen der momen-
tenerzeugenden bzw. charakteristischen Funktionen:

(i) Sind X,Y : Ω→ Rd unabhängige Zufallsvariablen auf (Ω,A, P), dann gilt

MX+Y (t) = MX(t) · MY (t) und φX+Y (t) = φX(t) · φY (t)

für alle t ∈ Rd.

(ii) Ist X = (X1, . . . , Xd) : Ω→ Rd ein Zufallsvektor mit unabhängigen Komponenten X1, . . . , Xd, dann
gilt für t = (t1, . . . , td) ∈ Rd:

MX(t) =

d∏
i=1

MXi (ti) und φX(t) =

d∏
i=1

φXi (ti).
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(iii) Für A ∈ Rd×d und b ∈ Rd gilt

MAX+b(t) = et ·b MX(AT t) und φAX+b(t) = eit ·bφX(AT t).

(iv) Es gilt stets M(0) = φ(0) = 1 und φ(−t) = φ(t) für alle t ∈ R.

Beispiel (Binomialverteilung). Die Binomialverteilung Bin(n, p) ist die Verteilung der Summe
∑n

i=1 Yi
von unabhängigen Bernoulli(p)-verteilten Zufallsvariablen Y1, ...,Yn. Also sind

φ(t) =
n∏
i=1

φYi (t) =
(
1 − p + peit

)n
, und M(t) =

(
1 − p + pet

)n
die charakteristische und momentenerzeugende Funktion von Bin(n, p).

Der Übersichtlichkeit halber beschränken wir uns nun auf den Fall d = 1. Wir zeigen, dass sich die Momente
E[Xn] einer Zufallsvariable X : Ω → R unter geeigneten Voraussetzungen aus der momentenerzeugenden
bzw. charakteristischen Funktion berechnen lassen. Die nötigen Voraussetzungen sind allerdings im Fall der
momentenerzeugenden Funktion viel stärker.

Satz 4.16 (Momentenerzeugung). (i) Ist M(t) = E[etX] endlich auf (−δ, δ) für ein δ > 0, dann
existiert der Erwartungswert M(z) := E[ezX] für alle z ∈ C mit |Re(z)| < δ, und es gilt

E[ezX] =

∞∑
n=0

zn

n!
E[Xn] für alle z ∈ C mit |z | < δ.

Insbesondere folgt
E[Xn] = M (n)(0) für alle n ∈ Z+ .

(ii) Ist E[|X |n] < ∞ für ein n ∈ N, dann gilt φ ∈ Cn(R) und

φ(n)(t) = in · E[XneitX] für alle t ∈ R . (4.10)

Man beachte, dass die Voraussetzung im ersten Teil des Satzes erfüllt ist, falls M(s) < ∞ und M(−s) < ∞
für ein festes s > 0 gilt. Nach der Jensenschen Ungleichung folgt nämlich aus M(s) < ∞ auch

M(t) = E[etX] ≤ E[esX]t/s < ∞ für alle t ∈ [0, s].

Entsprechend folgt M < ∞ auf [−s, 0] aus M(−s) < ∞.

Beweis. (i) Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich

∞∑
n=0

sn

n!
E[|X |n] = E

[
es |X |

]
≤ E

[
esX

]
+ E

[
e−sX

]
< ∞ für s ∈ (0, δ).

Insbesondere existieren alle Momente E[Xn] (n ∈ N), sowie die exponentiellen Momente E[ezX] für
z ∈ C mit |Re(z)| < δ. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wir für z ∈ C mit |z | < δ zudem

∞∑
n=0

zn

n!
E[Xn] = lim

m→∞
E

[
m∑
n=0

(zX)n

n!

]
= E

[
lim
m→∞

m∑
n=0

(zX)n

n!

]
= E[ezX] ,

da es |X | für s ≥ |z | eine Majorante der Partialsummen ist.
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(ii) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Für n = 0 gilt (4.10) nach Definition von φ(t). Ist
E[|X |n+1] < ∞, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz von Lebesgue:

φ(n)(t + h) − φ(n)(t)
h

=
1
h

E
[
(iX)n

(
ei(t+h)X − eitX

)]
= E

[
(iX)n

1
h

ˆ t+h

t

iXeisX ds
]
→ E

[
(iX)n+1 eitX

]
für h→ 0, also

φ(n+1)(t) = E[(iX)n+1eitX].

Die Stetigkeit von φ(n)(t) folgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue unter der Voraussetzung
E[|X |n] < ∞. �

Beispiele. (i) Für eine Zufallsvariable X mit Verteilungsdichte f (x) ∝ e−|x |
1/2 gilt E[|X |n] < ∞ für

alle n ∈ N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft differenzierbar. Die momentener-
zeugende Funktion MX (t) ist hingegen nur für t = 0 endlich.

(ii) Ein Standardbeispiel einer Verteilung, deren Momente nicht existieren, ist die Cauchy-Verteilung
mit Dichte

f (x) =
1

π(1 + x2)
(x ∈ R).

Für eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable X gilt MX (t) = ∞ für alle t , 0. Trotzdem existiert

φX (t) = e−|t | für alle t ∈ R .

Die charakteristische Funktion ist allerdings bei 0 nicht differenzierbar.

Bemerkung (Zusammenhang von M und φ). Gilt M < ∞ auf (−δ, δ) für ein δ > 0, dann hat die Funktion
M eine eindeutige analytische Fortsetzung auf den Streifen {z ∈ C : |Re(z)| < δ} in der komplexen
Zahlenebene, die durch M(z) = E[exp(zX)] gegeben ist. In diesem Fall gilt

φ(t) = M(it) für alle t ∈ R.

Insbesondere ist die charakteristische Funktion dann durch die momentenerzeugende Funktion eindeutig
bestimmt.

Die letzte Bemerkung ermöglicht manchmal eine vereinfachte Berechnung von charakteristischen Funk-
tionen:

Beispiel (Normalverteilungen). (i) Für eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

MZ (t) =
1
√

2π

ˆ ∞
−∞

etx−x
2/2 dx = et

2/2 1
√

2π

ˆ ∞
−∞

e−(x−t)
2/2 dx = et

2/2 < ∞ für t ∈ R.

Die eindeutige analytische Fortsetzung aufC ist die als Potenzreihe darstellbare Funktion MZ (z) =
exp(z2/2). Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

φZ (t) = MZ (it) = e−t
2/2 für alle t ∈ R.

(ii) Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Mittel m und Varianz σ2 können wir darstellen als
X = σZ + m mit Z ∼ N(0, 1). Also gilt

MX (t) = emt MZ (σt) = exp
(
mt + σ2t2/2

)
, und

φX (t) = eimt φZ (σt) = exp
(
imt − σ2t2/2

)
.
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Bemerkung (Satz von Bochner). Eine Funktion φ : R→ C ist genau dann eine charakteristische Funktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) φ(0) = 1 und |φ(t)| ≤ 1 für alle t ∈ R.

(ii) φ ist gleichmäßig stetig.

(iii) φ ist nicht-negativ definit, d.h.

n∑
i, j=1

φ(ti − tj)zizj ≥ 0 ∀ n ∈ N, t1, ..., tn ∈ R, z1, ..., zn ∈ C.

Dass jede charakteristische Funktion einerWahrscheinlichkeitsverteilung die Eigenschaften (i)-(iii) hat, prüft
man leicht nach. Der Beweis der umgekehrten Aussage findet sich z.B. in Vol. II des Lehrbuchs von Feller
[6].

Große Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen

Seien X1, X2, ... ∈ L
1(Ω,A, P) unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert m und

momentenerzeugender Funktion
M(t) = E[etX1] ,

und sei Sn = X1 + ... + Xn. Der folgende Satz verschärft die nicht-asymptotische obere Schranke für die
Wahrscheinlichkeit großer Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen aus der Bernstein-Ungleichung
(Satz ??), und verallgemeinert diese auf nicht Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.

Satz 4.17 (Chernoff). Für alle n ∈ N und a ∈ R gilt:

P
[

Sn
n
≥ a

]
≤ e−nI (a) falls a ≥ m, bzw.

P
[

Sn
n
≤ a

]
≤ e−nI (a) falls a ≤ m,

wobei die exponentielle Abfallrate I(a) gegeben ist durch

I(a) = sup
t∈R
(at − log M(t)).

Beweis. Wir zeigen diese Aussage im Fall a ≥ m – der Beweis für a ≤ m verläuft analog. Der Beweis erfolgt
in drei Schritten:

(i) Zentrieren: Wir können o.B.d.A. m = 0 annehmen. Andernfalls betrachten wir die zentrierten Zu-
fallsvariablen X̃i = Xi −E[Xi], die wieder unabhängig und identisch verteilt sind. Man überzeugt sich
leicht, dass aus der Behauptung für X̃i die Behauptung für Xi folgt.

(ii) Exponentielle Markovungleichung: Für alle t ≥ 0 und n ∈ N gilt:

P
[

Sn
n
≥ a

]
= P[Sn ≥ na] ≤ e−tnaE[etSn ]

Xi i.i.d.
= e−tna E[etX1]n = e−(at−log M(t))·n.
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(iii) Optimieren der Abschätzung: Bilden wir das Infimum der für verschiedene t ≥ 0 erhaltenen Abschät-
zungen, dann ergibt sich:

P
[

Sn
n
≥ a

]
≤ inf

t≥0
e−(at−log M(t))·n = e−n ·supt≥0(at−log M(t)).

Es bleibt zu zeigen, dass

sup
t≥0
(at − log M(t)) = sup

t∈R
(at − log M(t)) = I(a)

gilt. Dies ist in der Tat der Fall, denn für t < 0 und a ≥ m gilt nach der Jensenschen Ungleichung und
der Voraussetzung m = 0:

at − log M(t) ≤ − log E[etX1] ≤ E[− log etX1] = −tm = 0 = a · 0 − log M(0).

Also genügt es, das Supremum über t > 0 zu bilden. �

Die Analyse der Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen auf der exponentiellen Skala
werden wir in Kapitel 6 durch den Beweis einer asymptotischen unteren Schranke mit derselben Ratenfunk-
tion I vervollständigen. Die Chernoff-Schranke aus dem Satz oben hat aber den Vorteil, dass sie nicht nur
asymptotisch (d.h. für n→∞), sondern für jedes feste n gilt !

UmdieAussage aus demSatz vonChernoff zu interpretieren, untersuchenwir die Ratenfunktion I genauer.
Insbesondere interessiert uns, wann I(a) strikt positiv ist, denn in diesem Fall fallen dieWahrscheinlichkeiten
großer Abweichungen exponentiell in n ab. Wir beginnen mit einer Bemerkung zur Funktion Λ := log M .

Bemerkung (Kumulantenerzeugende Funktion). Die Funktion Λ(t) = log M(t) (t ∈ R) heißt logarithmi-
schemomentenerzeugende oder kumulantenerzeugende Funktion von X1. Sie hat unter anderem die folgenden
Eigenschaften:

(i) Λ ist konvex.

(ii) Λ(0) = 0.

(iii) Gilt M(t) < ∞ auf (−δ, δ) für ein δ > 0, dann ist

Λ
′(0) =

M ′(0)
M(0)

= m, und

Λ
′′(0) =

M ′′(0)
M(0)

−
M ′(0)2

M(0)2
= E[X2

1 ] − E[X1]
2 = Var[X1].

Die höheren Ableitungen von Λ heißen Kumulanten von X1.

Die Ratenfunktion I in Satz 4.17 ist die Legendre-Transformation der Funktion Λ, d.h.

I(a) = sup
t∈R

fa(t) mit fa(t) = at − Λ(t).

Die Legendre-Transformation einer konvexen Funktion hat eine einfache geometrische Bedeutung: Wie man
aus Abbildung 4.5 sieht, ist der Wert I(a) der negative Achsenabschnitt der (eindeutigen) Tangente an den
Graphen von Λ mit Steigung a (wobei wir I(a) = ∞ setzen, falls keine solche Tangente existiert). Wichtige
Eigenschaften der Ratenfunktion sind:

(i) I ist wieder konvex.

(ii) Es gilt I(a) ≥ fa(0) = 0 für alle a ∈ R.
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Abbildung 4.5.: Geometrische Interpretation der Rate I(a) als negativer Achsenabschnitt der eindeutigen
Tangente mit Steigung a (rot) an die kumulantenerzeugende Funktion (blau).

(iii) Ist M(t) < ∞ auf (−δ, δ) für ein δ > 0, dann folgt fa ∈ C∞(−δ, δ) mit fa(0) = 0 und f ′a(0) = a − m.
In diesem Fall ist I(a) für a , m strikt positiv:

I(a) = sup fa > 0 für alle a , m.

Unter der Voraussetzung in (iii) ergibt sich ein exponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeiten großer Abwei-
chungen ! Sind die Zufallsvariablen Xi dagegen nicht exponentiell integrierbar, dann kann es auch passieren,
dass die Abfallrate I(a) für a , m gleich 0 ist. Die Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen fallen in die-
sem Fall langsamer als exponentiell ab, denn es gilt auch eine asymptotische untere Schranke mit derselben
Ratenfunktion I, siehe Satz 6.12 unten.

Für konkrete Verteilungen der Zufallsvariablen Xi kann man die kumulantenerzeugende Funktion Λ und
die Ratenfunktion I manchmal explizit berechnen:
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Abbildung 4.6.: Ratenfunktion für Xi ∼ N(1, 1).
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Abbildung 4.7.: Ratenfunktion für Xi ∼ Exp(2).

Beispiel (Normalverteilung). Für normalverteilte Zufallsvariablen Xi ∼ N(m, σ2) ergibt sich mit einer
einfachen Rechnung I(a) = (a−m)

2

2σ2 . Der Satz von Chernoff liefert in diesem Fall die Abschätzung

P
[

Sn
n
≥ a

]
≤ e−

(a−m)2n
2σ2 für alle a ≥ m und n ∈ N.

Die Ratenfunktion hat eine Nullstelle beim Erwartungswert m, da die Mittelwert Sn/n gegen diesen
konvergieren. Jenseits von m erhalten wir eine Abschätzung der Wahrscheinlichkeiten mit einer expo-
nentiellen Abfallrate, die quadratisch in a wächst. Da in diesem Fall Sn/n wieder normalverteilt ist, kann
man die Wahrscheinlichkeiten auch präziser mithilfe von Lemma 1.31 abschätzen. Es zeigt sich, dass die
Chernoff-Abschätzung hier zwar die optimale exponentielle Rate liefert; mit der genaueren Gaußschen
Abschätzung (1.16) gewinnt man aber einen zusätzlichen Faktor der Größenordnung n−1/2.

Beispiel (Exponentialverteilung). Für Xi ∼ Exp(λ) ergibt sich die Ratenfunktion

I(a) =

{
λa − 1 − log(λa) für a > 0,
∞ für a ≤ 0.
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1

1

Abbildung 4.8.: Ratenfunktion für Xi ∼Bernoulli(1/2)

Diese hat eine Nullstelle beim Erwartungswert 1/λ. Da nicht positive Werte mit Wahrscheinlichkeit 1
nicht auftreten, hat die Ratenfunktion auf dem Intervall (−∞, 0] den Wert +∞.

Beispiel (Bernoulli-Verteilung; Bernstein-Ungleichung). Für Xi ∼ Bernoulli(p) erhält man

I(a) = a log
(

a
p

)
+ (1 − a) log

(
1 − a
1 − p

)
für a ∈ [0, 1], I(a) = +∞ sonst,

wobei wir 0 log 0 := 0 setzen. Wegen I(a) ≥ 2(a − p)2 verschärft die Abschätzung aus dem Satz von
Chernoff in diesem Fall die in Satz ?? hergeleitete obere Schranke

P
[

Sn
n
≥ a

]
≤ e−2(a−p)2n für a ≥ p.

Wir werden später sehen, dass I(a) sich als relative Entropie der Bernoulli(a)-Verteilung bzgl. der
Bernoulli(p)-Verteilung interpretieren lässt.

Beispiel (Ehrenfestmodell im Gleichgewicht). Es befinden sich n = 1023 Moleküle in einem Gefäß.
Jedes Molekül sei jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 in der linken bzw. rechten Hälfte. Seien Xi

(1 ≤ i ≤ n) Bernoulli(1/2)-verteilte unabhängige Zufallsvariablen, wobei Xi = 1 dafür steht, dass sich
das i-te Molekül in der linken Hälfte befindet. Der Anteil Sn/n der Moleküle in dieser Hälfte konvergiert
nach dem Gesetz der großen Zahlen fast sicher gegen 1/2.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit p := P
[
Sn

n ≥
1
2 + 10−10

]
?

Eine Abschätzung mit der Čebyšev-Ungleichung liefert:

p ≤ 1020 · Var [Sn/n] =
1
4
· 10−3 =

1
4000

.

Durch Anwenden der exponentiellen Abschätzung erhält man dagegen die viel präzisere Aussage

p ≤ e−2n(10−10)2 = e−2000 .

Eine Abweichung von der Größenordnung 10−10 vom Mittelwert ist also praktisch unmöglich ! Die
makroskopische Größe Sn/n ist daher de facto deterministisch.

Inversion der Fouriertransformation

Die folgende zentrale Aussage zeigt, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R eindeutig durch ihre
charakteristische Funktion φ festgelegt ist. Der Satz liefert sogar eine explizite Formel zur Rekonstruktion

142 Universität Bonn



4.4. Exponentielle Abschätzungen

der Verteilung aus φ. Gilt zudem M < ∞ auf einem Intervall (−δ, δ) mit δ > 0, dann erhält man die charak-
teristische Funktion wie oben bemerkt durch analytische Fortsetzung der momentenerzeugenden Funktion
M auf die imaginäre Achse. In diesem Fall ist die Verteilung somit auch durch die momentenerzeugende
Funktion eindeutig bestimmt !

Satz 4.18 (Lévys Inversionsformel). Sei φ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable X mit
Verteilung µ.

(i) Für a, b ∈ R mit a < b gilt

1
2
µ[{a}] + µ[(a, b)] +

1
2
µ[{b}] =

1
2π

lim
T→∞

ˆ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t) dt . (4.11)

(ii) Ist
´ ∞
−∞
|φ(t)| dt < ∞, dann ist µ absolutstetig mit stetiger Dichte

f (x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

e−itx φ(t) dt.

Bemerkung. (i) Die Verteilung µ ist durch (4.11) eindeutig festgelegt, denn für c, d ∈ R mit c < d gilt

1
2
µ[{a}] + µ[(a, b)] +

1
2
µ[{b}] =

1
2

(
µ

[
[a, b]

]
+ µ

[
(a, b)

] )
→ µ[(c, d)] ,

für a↘ c und b↗ d.

(ii) Ist die Verteilung µ absolutstetig mit quadratintegrierbarer Dichte f , dann ist auch die entsprechende
charakteristische Funktion

φ(t) =

ˆ ∞
−∞

eitx f (x) dx

quadratintegrierbar. Die Aussage (2) aus Satz 4.18 ist in diesem Fall die klassische Fourierinversions-
formel der Analysis, siehe z.B. Forster: „Analysis 3“.

(iii) Die Aussagen lassen sich auf Wahrscheinlichkeitsmaße auf Rd erweitern - auch diese sind durch ihre
charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.

Beweis (von Satz 4.18). (i) Sei T > 0 und a < b. Nach dem Satz von Fubini können wir die Integrati-
onsreihenfolge in dem folgenden Doppelintegral vertauschen, und erhalten

1
2π

ˆ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t)︸︷︷︸ dt =

=
´
eit x µ(dx)

1
π

ˆ ˆ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

2it
dt︸                             ︷︷                             ︸

=: g(T,x)

µ(dx). (4.12)

Dabei haben wir benutzt, dass der Integrand produktintegrierbar ist, da aus der Lipschitz-Stetigkeit
der Abbildung y 7→ eiy mit Konstante L = 1 folgt, dass���� eit(x−a) − eit(x−b)

it

���� ≤ |t · (x − a) − t · (x − b)|
|t |

= |a − b| gilt.
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Weiterhin erhalten wir wegen eit(x−a) = cos(t(x − a))+ i sin(t(x − a)), cos(u) = cos(−u) und sin(u) =
− sin(−u):

g(T, x) =
ˆ T

0

sin(t · (x − a))
t

dt −
ˆ T

0

sin(t · (x − b))
t

dt

=

ˆ T ·(x−a)

0

sin u
u

du −
ˆ T ·(x−b)

0

sin u
u

du

= S(T · (x − a)) − S(T · (x − b)),

wobei
S(t) :=

ˆ t

0

sin u
u

du

der Integralsinus ist. Mithilfe des Residuensatzes (siehe Funktionentheorie) zeigt man

lim
t→∞

S(t) =
π

2
, lim

t→−∞
S(t) = −

π

2
.

Damit erhalten wir

lim
T→∞

g(T, x) =
π

2
sgn(x − a) −

π

2
sgn(x − b) = π · I(a,b)(x) +

π

2
· I{a,b}(x) ,

wobei wir sgn(0) := 0 setzen. Da S beschränkt ist, ist auch g(T, x) beschränkt in T und x. Nach dem
Satz von Lebesgue folgt daher aus (4.12) für T →∞

1
2π

ˆ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t) dt =

1
π

ˆ
g(T, x) µ(dx)

T→∞
−→ µ[(a, b)] +

1
2
µ[{a, b}] .

(ii) Ist φ integrierbar, dann ist die Funktion (t, x) 7→ e−itx φ(t) produktintegrierbar auf [a, b] × R für alle
−∞ < a < b < ∞. Also ist die Funktion

f (x) :=
1

2π

ˆ ∞
−∞

e−itx φ(t) dt

integrierbar auf [a, b], und es gilt nach dem Satz von Fubini und (i):
ˆ b

a

f (x) dx =
1

2π

ˆ ∞
−∞

φ(t)
ˆ b

a

e−itx dx︸         ︷︷         ︸
= e−it a−e−it b

it

dt
(i)
=

1
2
µ[{a}] + µ[(a, b)] +

1
2
µ[{b}].

Insbesondere folgt
ˆ b−ε

a+ε
f (x) dx ≤ µ [(a, b)] ≤

ˆ b

a

f (x) dx ∀ ε > 0.

Für ε ↘ 0 erhalten wir µ[(a, b)] =
´ b
a f (x) dx. �

Beispiel (Summen von unabhängigen normalverteilten Zufallsvariablen). Sind X undY unter P un-
abhängige Zufallsvariablen mit Verteilung N(a, u) bzw. N(b, v), dann hat X + Y die charakteristische
Funktion

φX+Y (t) = φX (t) · φY (t) = exp(i(a + b)t − (u + v)t2/2).
Da die rechte Seite die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit Mittel a + b und Varianz
u + v ist, folgt

X + Y ∼ N(a + b, u + v).

Insbesondere ist die Verteilung N(a + b, u + v) also die Faltung der Normalverteilungen N(a, u) und
N(b, v).
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Das Argument aus dem Beispiel ist auch allgemein anwendbar: Da die Faltung µ ∗ ν von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen µ und ν auf R die Verteilung der Summe unabhängiger Zufallsvariablen X ∼ µ und Y ∼ ν
ist, gilt für die charakteristischen Funktionen:

φµ∗ν(t) = φµ(t) · φν(t) für alle t ∈ R.

4.5. Übungsaufgaben

Aufgabe 36 (Konvergenzbegriffe für Zufallsvariablen).
Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen in Lp(Ω,A, P), p ∈ [1,∞).

a) Zeigen Sie: Konvergiert (Xn)n∈N stochastisch gegen 0, dann existiert eine Teilfolge (Xnk )k∈N, die P-fast
sicher gegen 0 konvergiert.

b) In Korollar 4.6 wurde gezeigt, dass aus Lp-Konvergenz von Xn gegen 0 stochastische Konvergenz
folgt. Zeigen Sie, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

c) Wir setzen nun zusätzlich voraus, dass supn∈N |Xn |
p integrierbar ist. Zeigen Sie, dass dann aus P-fast

sicherer bzw. P-stochastischer Konvergenz von Xn gegen 0 auch Lp-Konvergenz folgt.

Aufgabe 37 (Hölder-Ungleichung). Seien X,Y : Ω → R Zufallsvariablen auf (Ω,A, P), und p, q ∈ (1,∞)
mit 1

p +
1
q = 1. Leiten Sie die Hölder-Ungleichung

E[|X · Y |] ≤ ‖X ‖Lp (Ω,A,P) · ‖Y ‖Lq (Ω,A,P)

aus der Jensenschen Ungleichung her. (Hinweis: Überlegen Sie sich zunächst, dass o.B.d.A. X,Y ≥ 0 und
E[|Y |q] = 1 vorausgesetzt werden kann. Stellen Sie dann E[XY ] als Erwartungswert bzgl. des Wahrschein-
lichkeitsmaßes Q mit Dichte dQ/dP = Yq dar.)

Aufgabe 38 (Gesetz der großen Zahlen für korrelierte Zufallsvariablen).
Seien Xn : Ω → R (n ∈ N) quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) mit festem Erwartungswert E[Xn] = m ∀ n ∈ N. Es gelte��Cov [

Xi, Xj

] �� ≤ c |i−j | ∀ i, j ∈ N

mit endlichen Konstanten cn ∈ (0,∞), n = 0, 1, 2, . . .. Beweisen Sie die folgenden Erweiterungen der
L2-Versionen des schwachen und starken Gesetzes der großen Zahlen :

a) Konvergiert cn → 0 für n→∞, dann folgt

1
n

n∑
i=1

Xi → m in L2(Ω,A, P) und P-stochastisch.

b) Gilt sogar
∑∞

n=1 cn < ∞, dann ist Var[Sn/n] von der Ordnung O(1/n), und es folgt

1
n

n∑
i=1

Xi → m P-fast sicher.

c) Folgern Sie, dass ein starkes Gesetz der großen Zahlen gilt, wenn die Inkremente Xi durch einen
stationären AR(1)-Prozeß (siehe Aufgabe 35) mit α ∈ (−1, 1) und X0 ∼ N(0, ε2

1−α2 ) gegeben sind.
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Aufgabe 39 (Bernsteinpolynome). Für eine stetige Funktion f : [0, 1] → R ist das zugehörige Bernstein-
Polynom n-ten Grades definiert durch

fn(p) =
n∑

k=0
f
(

k
n

) (
n
k

)
pk(1 − p)n−k für p ∈ [0, 1].

a) Stellen Sie die Bernstein-Polynome in der Form

fn(p) = E

[
f

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)]
mit unabhängigen Zufallsvariablen X1, X2, . . . dar.

b) Folgern Sie, daß die Funktionenfolge fn gleichmäßig gegen f konvergiert.

Aufgabe 40 (Starkes vs. schwaches Gesetz der großen Zahlen).
Es sei Sn =

∑n
i=2 Xi, wobei (Xi)i≥2 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit

P[Xi = i] =
1

i log i
und P[Xi = 0] = 1 −

1
i log i

ist. Zeigen Sie:

a) E[Sn/n] → 0 für n→∞.

b) Es gilt ein schwaches der großen Zahlen, d.h. Sn/n→ 0 P-stochastisch.

c) Ein starkes Gesetz der großen Zahlen gilt nicht.

Aufgabe 41 (Normale Zahlen). Eine Zahl u ∈ [0, 1) heißt normal, falls Folgendes gilt: Für alle q ≥ 2 und
k ≥ 1 kommt in der q-adischen Dastellung

u =
∞∑
i=1

uiq−i

jede Ziffernfolge a = (a1, . . . , ak) ∈ {0, . . . , q − 1}k mit relativer Häufigkeit q−k vor, d.h.

lim
n→∞

1
n

��{1 ≤ i ≤ n : (ui, ui+1, . . . , ui+k−1) = a
}�� = q−k .

Zeigen Sie, dass bezüglich der Gleichverteilung auf [0, 1) fast jede Zahl normal ist.

Aufgabe 42 (Ratenfunktion für große Abweichungen). Seien X1, X2, . . . unabhängige, identisch verteilte
Zufallsvariablen mit den unten angegebenen Verteilungen. Berechnen Sie jeweils die momentenerzeugenden
Funktionen M(t) der Xi, und skizzieren Sie die Graphen von Λ(t) = log M(t) und von der Ratenfunktion
I im Satz von Chernoff. Zeigen Sie, daß I die angegebene Form hat, und erklären Sie den Verlauf von I
anschaulich.

a) Bernoulli-Verteilung mit Parameter p ∈ (0, 1):

I(a) = a log
a
p
+ (1 − a) log

1 − a
1 − p

für a ∈ [0, 1], I(a) = ∞ für a < [0, 1].

b) Exponentialverteilung mit Parameter λ > 0:

I(a) = λa − 1 − log(λa) für a > 0, I(a) = ∞ für a ≤ 0.
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Aufgabe 43 (Charakteristische Funktionen). a) Die beidseitige Exponentialverteilung ist die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung µ auf R mit Dichte f (x) = e−|x |/2. Zeigen Sie: Die charakteristische Funk-
tion von µ ist

ϕ(t) =
1

1 + t2 .

(Hinweis: Sie können z.B. mit partieller Integration ϕ(t) = 1 − t2ϕ(t) zeigen.)

b) Folgern Sie, dass ϕ(t) = e−|t | die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilungmit Dichte f (x) =
1

π(1+x2)
ist.

c) Zeigen Sie: Sind X1, X2, . . . unabhängige Cauchy-verteilte Zufallsvariablen, dann sind die empirischen
Mittelwerte 1

n

∑n
i=1 Xi, n ∈ N, auch Cauchy-verteilt. Warum ist dies kein Widerspruch zum Gesetz der

großen Zahlen ?

Aufgabe 44 (Charakteristische Funktionen II).
Zeigen sie mithilfe von charakteristischen Funktionen:

a) Sind X undY unabhängige Bin(m, p) bzw. Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariablen, dann ist X +Y Bin(m+
n, p)-verteilt.

b) Sind X und Y unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz 1,
und stimmt die Verteilung der Zufallsvariablen (X +Y )/

√
2 mit der von X und Y überein, dann sind X

und Y normal verteilt.
Hinweis: Zeigen sie zunächst, dass aus den Voraussetzungen eine Gleichung der Form ϕ(t) = [ϕ(?)]2
für die charakteristische Funktion folgt. Iterieren Sie die Gleichung, und verwenden Sie die Taylorent-
wicklung ϕ(t) = 1 − t2/2 + o(t2).

Aufgabe 45 (Charakteristische Funktionen III). Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Ist die charakteristische Funktion φ einer Zufallsvariable X : Ω→ R reellwertig, so haben X und −X
dieselbe Verteilung.

b) Für eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

E
[
Z2n] = (2n)!

2nn!
für alle n ∈ N.

c) Sind X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit charakteristischer Funktion exp(−|t |α), α > 0, so
besitzt n−1/α ∑n

i=1 Xi dieselbe Verteilung wie X1.
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Seien X1, X2, ... ∈ L
2(Ω,A, P) unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[Xi] = 0 für alle

i, und sei Sn = X1 + ... + Xn. Nach dem Gesetz der großen Zahlen gilt

Sn
n

→ 0 P-fast sicher und in L2(Ω,A, P).

Wie sieht die Verteilung von Sn für große n aus?

Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskalieren wir zunächst so, dass die Varianz konstant ist.
Es gilt

Var[Sn] = n · Var[X1],

also ist

Var
[

Sn
√

n

]
=

1
n
· Var[Sn] = Var[X1] =: σ2

unabhängig von n.
Um die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend standardisierten Summen Sn/

√
n zu bestimmen,

betrachten wir die charakteristischen Funktionen. Da die Summanden Xi unabhängig und identisch verteilt
sind, erhalten wir

φ Sn√
n

(t) = φSn

(
t
√

n

)
=

[
φX1

(
t
√

n

)]n
.

Wegen X1 ∈ L
2(Ω,A, P) ist φX1 zweimal stetig differenzierbar, und die Taylorentwicklung bei t = 0 ist

gegeben durch

φX1(t) = 1 + i · E[X1] · t −
1
2

E[X2
1 ] · t

2 + o(t2) = 1 −
1
2
σ2t2 + o(t2).

Damit folgt für t ∈ R:

φ Sn√
n

(t) =
(
1 −

σ2t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
n↑∞
−→ exp

(
−
σ2t2

2

)
= φN (0,σ2)(t).

Wir werden im nächsten Abschnitt zeigen, dass aus der Konvergenz der charakteristischen Funktionen unter
geeigneten Voraussetzungen die schwache Konvergenz (Definition s.u.) der Verteilungen folgt. Somit ergibt
sich:

Zentraler Grenzwertsatz. Die Verteilungen der standardisierten Summen Sn/
√

n konvergieren schwach
gegen die Normalverteilung N(0, σ2).

Den detaillierten Beweis werden wir in Abschnitt 5.2 führen. Der zentrale Grenzwertsatz erklärt, warum die
Normalverteilungen in der Stochastik von so großer Bedeutung sind:

Bemerkung (Universalität der Normalverteilung). Die Limesverteilung im zentralen Grenzwertsatz ist
unabhängig von der Verteilung von X1, vorausgesetzt, es gilt X1 ∈ L

2(Ω,A, P).
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5. Zentrale Grenzwertsätze

5.1. Verteilungskonvergenz

Sei S ein metrischer Raum mit Borelscher σ-Algebra B(S), zum Beispiel S = R oder S = Rd. Wir wollen
nun einen für den zentralen Grenzwertsatz angemessenen Konvergenzbegriff für die Verteilungen (µn)n∈N
einer Folge (Yn)n∈N von Zufallsvariablen mit Werten in S einführen. Naheliegend wäre es, zu definieren, dass
eine Folge (µn) vonWahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S,B(S)) gegen eineWahrscheinlichkeitsverteilung
µ konvergiert, wenn µ[B] = lim µn[B] für jedeMenge B ∈ B(S) gilt. Ein solcher Konvergenzbegriff erweist
sich jedoch sofort als zu restriktiv, z.B. würde eine Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen in
diesem Sinne niemals gegen eine Normalverteilung konvergieren. Einen angemesseneren Grenzwertbegriff
erhält man durch Berücksichtigung der Topologie auf S:

Definition 5.1 (Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung).

(i) Schwache Konvergenz vonWahrscheinlichkeitsmaßen: Eine Folge (µn)n∈N vonWahrscheinlichkeits-
maßen auf der Borelscher σ-Algebra B(S) konvergiert schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaß
µ auf B(S) (µn

w
→ µ), falls

ˆ
f dµn −→

ˆ
f dµ für alle stetigen, beschränkten Funktionen f : S → R gilt.

(ii) Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen: Eine Folge (Yn)n∈N von Zufallsvariablen mit Werten
in S konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvariable Y bzw. gegen die Verteilung von Y , falls

Verteilung (Yn)
w
−→ Verteilung (Y ),

d.h. falls
E[ f (Yn)] −→ E[ f (Y )] für alle f ∈ Cb(S) gilt.

Konvergenz in Verteilung bezeichnet man auf Englisch als „convergence in distribution“ oder „con-
vergence in law“. Entsprechend verwendet man die Kurzschreibweisen Yn

D
→ Y oder Yn

L
→ Y , falls Yn in

Verteilung gegen Y konvergiert.

Bemerkung. (i) Um zu garantieren, dass die Grenzwerte bzgl. schwacher Konvergenz eindeutig sind,
benötigt man eine zusätzliche Annahme an den Raum S. Zum Beispiel ist dies der Fall, wenn S ein
vollständiger, separabler metrischer Raum ist.

(ii) Die hier definierte Form der schwachen Konvergenz entspricht nicht der im funktionalanalytischen
Sinn definierten schwachen Konvergenz auf dem Vektorraum aller beschränkten signierten Maße auf
(S,B(S)), sondern einer schwach∗-Konvergenz auf diesem Raum, siehe z.B. Alt: Lineare Funktio-
nalanalysis [Alt].

(iii) Bei der Konvergenz in Verteilung können die Zufallsvariablen Yn (n ∈ N) und Y auf verschiedenen
Wahrscheinlichkeitsräumen definiert sein! Die Konvergenz in Verteilung ist eigentlich kein Konver-
genzbegriff für Zufallsvariablen, sondern ein Konvergenzbegriff für die Verteilungen.

Wir werden in Satz 5.4 zeigen, dass im Fall S = R eine Folge (µn) von Wahrscheinlichkeitsmaßen genau
dann schwach gegen µ konvergiert, wenn für die Verteilungsfunktionen

Fµn (c) −→ Fµ(c) für alle Stetigkeitsstellen c von F,
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d.h. für alle c ∈ R mit µ[{c}] = 0, gilt. Das folgende Beispiel zeigt, dass die schwache Konvergenz von
Wahrscheinlichkeitsmaßen auf S mit dem Konvergenzbegriff auf S konsistent ist:

Beispiel (Schwache Konvergenz von Dirac-Maßen). Ist (xn)n∈N eine Folge in S, dann konvergiert die
Folge der Dirac-Maße δxn genau dann schwach, wenn xn in S konvergiert. Der Grenzwert von δxn ist in
diesem Fall das Dirac-Maß δx an der Stelle x = lim xn.

Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen

Das Beispiel der Dirac-Maße zeigt auch, dass bei schwacher Konvergenz dieWahrscheinlichkeiten beliebiger
Mengen nicht unbedingt konvergieren. Ist zumBeispiel A ⊂ S eine abgeschlosseneMenge, die denGrenzwert
x einer Folge xn ∈ S enthält, aber nicht die Folgenglieder selbst, dann gilt

lim δxn [A] = 0 < 1 = δx[A].

Umgekehrt gilt für eine offene Menge O ⊂ S, die die Folgenglieder aber nicht den Grenzwert enthält:

lim δxn [O] = 1 > 0 = δx[O].

Der folgende Satz liefert eine Charakteriserung der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen
über die Konvergenz der Wahrscheinlichkeiten von Mengen:

Satz 5.2 (Portemanteau-Theorem). Seien µn (n ∈ N) und µWahrscheinlichkeitsmaße auf der Borelschen
σ-Algebra über einem metrischen Raum S. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Folge (µn)n∈N konvergiert schwach gegen µ.

(ii) Für jede beschränkte Lipschitz-stetige Funktion f : S → R konvergiert
´

f dµn gegen
´

f dµ.

(iii) Für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊆ S gilt

lim sup µn[A] ≤ µ[A].

(iv) Für jede offene Teilmenge O ⊆ S gilt

lim inf µn[O] ≥ µ[O].

(v) Für jede Menge B ∈ B(S) mit µ[∂B] = 0 gilt

lim µn[B] = µ[B].

Beweis. Die Implikation „(i)⇒ (ii)“ ist offensichtlich wahr.
„(ii) ⇒ (iii)“: Sei A ⊆ S abgeschlossen. Wir approximieren die Indikatorfunktion der Menge A durch die
beschränkten Lipschitz-stetigen Funktionen

fε(x) := (1 − dist(x, A)/ε)+ .

Nach (ii) gilt für jedes ε > 0:

lim sup µn[A] ≤ lim sup
ˆ

fε dµn =
ˆ

fε dµ.
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Hieraus folgt (iii), da die rechte Seite für ε ↓ 0 gegen µ[A] konvergiert.
„(iii)⇔ (iv)“: Durch Anwenden der Aussagen (iii) bzw. (iv) auf das Komplement einer Menge B sieht man,
dass (iii) und (iv) äquivalent sind, da µn[BC] = 1 − µn[B] und µ[BC] = 1 − µ[B] gilt. Man beachte, dass
wir hier benutzt haben, dass alle Maße Wahrscheinlichkeitsmaße sind, also dieselbe Gesamtmasse haben !
„[(iii) und (iv)]⇒ (v)“: Aus der Kombination der (äquivalenten) Aussagen (iii) und (iv) folgt (v). Ist B ⊆ S
nämlich eine Borel-Menge mit µ[∂B] = 0, dann stimmt das Maß von B mit den Maßen der abgeschlossenen
Hülle B ∪ ∂B und des offenen Kerns B \ ∂B überein. Damit folgt aus (iii) und (iv):

lim sup µn[B] ≤ lim sup µn[B ∪ ∂B] ≤ µ[B] ≤ lim inf µn[B \ ∂B] ≤ lim inf µn[B],

also lim inf µn[B] = lim sup µn[B] = µ[B].

„(v)⇔ (i)“: Sei f ∈ Cb(S) und ε > 0. Um von der Konvergenz der Maße von µ-randlosen Mengen auf die
Konvergenz von

´
f dµn zu schließen, bemerken wir, dass µ[ f = c] > 0 nur für abzählbar viele c ∈ R gelten

kann. Da f beschränkt ist, können wir dann endlich viele reelle Zahlen c0 < c1 < . . . < ck mit c0 < inf f
und ck > sup f finden, so dass ci+1 − ci < ε und µ[ f = ci] = 0 für alle i gilt. Da f zudem stetig ist, sind die
Ränder der Mengen f −1([ci−1, ci]) in

⋃
i{ f = ci} enthalten, und haben daher Maß Null bzgl. µ. Somit folgt

aus (v):

lim sup
ˆ

f dµn ≤ lim sup
k∑
i=1

ci µn
[

f −1([ci−1, ci])
]
=

k∑
i=1

ci µ
[

f −1([ci−1, ci])
]

≤

k∑
i=1
(ε + ci−1) µ

[
f −1((ci−1, ci))

]
≤ ε +

ˆ
f dµ.

Für ε ↓ 0 folgt lim sup
´

f dµn ≤
´

f dµ, und, durchAnwenden dieserAussage auf− f , auch lim inf
´

f dµn ≥´
f dµ, also

´
f dµn →

´
f dµ. �

Neben schwacher Konvergenz betrachtet man häufig auch unter anderem die folgenden Konvergenzarten
auf positiven Maßen:

• Vage Konvergenz: Die Folge (µn) konvergiert vage gegen µ, fallsˆ
f dµn −→

ˆ
f dµ

für alle stetigen Funktionen f mit kompaktem Träger gilt.

• Konvergenz in Variationsdistanz: (µn) konvergiert in (totaler) Variation gegen µ, falls die Variations-
distanzen

dTV(µ, µn) := sup
B∈B(S)

|µ[B] − µn[B]|

gegen Null konvergieren. Dies ist eine sehr starke Konvergenzform: Die Wahrscheinlichkeiten aller
Borel-Mengen konvergieren gleichmäßig. Die Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsmaße µ
und ν lässt sich auch wie folgt darstellen:

dTV(µ, ν) =
1
2

sup
f :S→R messbar
mit | f | ≤ 1

����ˆ f dµ −
ˆ

f dν
���� .

Im diskreten Fall gilt
dTV(µ, ν) =

1
2

∑
x∈S

|µ[{x}] − ν[{x}]| .

Diesen Abstandsbegriff haben wir bereits in Abschnitt ?? bei der Konvergenz ins Gleichgewicht von
Markov-Ketten verwendet.
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• Konvergenz in Kantorovich-Distanz: Eine Alternative zur Variationsdistanz ist die Kantorovich-
Distanz, die auch die Metrik auf dem Grundraum S mitberücksichtigt. Die Kantorovich-Distanz
zweier Wahrscheinlichkeitsmaße µ und ν auf S ist definiert durch

dK (µ, ν) = inf
η∈Π(µ,ν)

ˆ
d(x, y) η(dx dy).

Hierbei bezeichnet Π(µ, ν) die Menge aller Kopplungen von µ und ν, d.h. aller Wahrscheinlichkeits-
maße η(dx dy) auf dem Produktraum S × S mit Randverteilungen µ(dx) und ν(dy). Beispielsweise
ist das Produkt-Maß µ ⊗ ν eine Kopplung von µ und ν. Die Kantorovich-Rubinstein-Dualität besagt,
dass sich die Kantorovich-Distanz auch als

dK (µ, ν) = sup
f :S→R mit

| f (x) − f (y) | ≤ d(x, y)

����ˆ f dµ −
ˆ

f dν
���� , (5.1)

darstellen lässt, siehe z.B. Villani: Optimal Transport [Villani]. Die Variationsdistanz ist ein
Spezialfall der Kantorovich-Distanz:Wählt man auf S dieMetrik d(x, y) = I{x,y }, dann gilt dK = dTV.
Die Kantorovich-Distanz wird häufig auch als Kantorovich-Rubinstein- oder L1-Wasserstein-Distanz
bezeichnet.

Offensichtlich folgt aus der Konvergenz in Variationsdistanz die schwache Konvergenz, aus der wiederum
die vage Konvergenz folgt:

‖µn − µ‖TV → 0 =⇒ µn
w
→ µ =⇒ µn → µ vage.

Auch aus der Konvergenz in Kantorovich-Distanz folgt schwache Konvergenz:

dK (µn, µ) → 0 =⇒ µn
w
→ µ.

In der Tat impliziert die Konvergenz in Kantorovich-Distanz nach (5.1) die Konvergenz der Integrale Lip-
schitzstetiger Funktionen, und damit nach dem Portemanteau-Theorem auch die schwache Konvergenz. Ist
S beschränkt bzgl. der Metrik d, dann ist die schwache Konvergenz sogar äquivalent zur Konvergenz in
Kantorovich-Distanz, siehe Villani: Optimal Transport [Villani].

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die unterschiedlichen Konvergenzbegriffe:

Beispiele (Vergleich der Konvergenzbegriffe).

(i) Diracmaße: Aus xn → x folgt keine Konvergenz von δxn gegen δx in Variationsnorm, denn
‖δxn − δx ‖TV = 1 für xn , x. Hingegen gilt

dK (δx, δxn ) = d(x, xn) → 0.

(ii) Degeneration/Diracfolge: Auf S = R1 konvergiert die Folge µn := N(0, 1
n ) von Normalvertei-

lungen mit degenerierender Varianz schwach gegen das Dirac-Maß δ0, denn mit dem Satz von
Lebesgue folgt für f ∈ Cb(R):

ˆ
f dµn =

ˆ
f (x)

1√
2π/n

e−
x2

2/n dx

y=
√
nx
=

ˆ
f
(
y
√

n

)
1
√

2π
e−

y2
2 dy

Lebesgue
−→ f (0) ·

ˆ
1
√

2π
e−

y2
2 dy︸                ︷︷                ︸

= 1

=

ˆ
f dδ0.
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In diesem Beispiel gilt auch Konvergenz in Kantorovich-Distanz, denn aus (5.1) folgt mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

dK (µn, δ0) ≤

ˆ
|x | µn(dx) ≤

(ˆ
|x |2 µn(dx)

)1/2
=

√
1/n → 0.

Hingegen gilt wiederum ‖µn − δ0‖TV = 1 für alle n.

1

2

3

1 2 3−1−2−3

Abbildung 5.1.: Schwache Konvergenz der Normalverteilungen N(0, 1/n) gegen δ0.

(iii) Schwache vs. vage Konvergenz: Die Folge µn = N(0, n) konvergiert vage gegen das Nullmaß µ
mit µ[B] = 0 für alle B. In der Tat gilt für f ∈ C(R) mit f (x) = 0 für x < [−K,K]:����ˆ f dµn

���� =

������
K̂

−K

f (x) ·
1
√

2πn
e−x

2/2ndx

������ ≤
2K
√

2πn
· sup | f | n→∞

−→ 0.

Es gilt aber keine schwache Konvergenz, daˆ
1 dµn = µn[R] = 1 6→ 0.

Die Masse wandert in diesem Fall ins Unendliche ab.

1 2 3 4 5 6 7 8−1−2−3−4−5−6−7−8

Abbildung 5.2.: Vage Konvergenz der Normalverteilungen N(0, n) gegen das Nullmaß.
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(iv) Diskrete Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Eine gegebene Wahrscheinlich-
keitsverteilung können wir auf verschiedene Arten durch diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, also Konvexkombinationen von Diracmaßen approximieren:
a) Klassische numerische Approximation: Sei µ ein absolutstetigesWahrscheinlichkeitsmaß auf
[0, 1] mit positiver stetiger Dichtefunktion proportional zu g(x), und sei

µn :=
n∑
i=1

w
(i)
n δ i

n
mit w

(i)
n =

g( in )
n∑
j=1

g(
j
n )

.

Dann konvergiert µn schwach gegen µ, denn
ˆ

f dµn =

n∑
i=1

w
(i)
n f

(
i
n

)
=

1
n

∑n
i=1 f

(
i
n

)
g

(
i
n

)
1
n

∑n
i=1 g

(
i
n

)
n↗∞
−→

´ 1
0 f g dx´ 1
0 g dx

=

ˆ
f dµ für alle f ∈ C([0, 1]).

1

1
1
n

2
n

. . . n−1
n

g(x)

Abbildung 5.3.: Stützstellen und Gewichte einer deterministischen Approximation von µ.

Die Stützstellen i/n und die Gewichte w
(i)
n können natürlich auch auf andere Art gewählt

werden, z.B. kann die hier verwendete naive Approximation des Integrals durch eine andere
deterministische Quadraturformel ersetzt werden.

b) Monte-Carlo-Approximation: Sei µ nun ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf B(R).
Sind X1, X2, ... : Ω→ S unabhängige Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) mit Verteilung µ, dann
konvergieren die empirischen Verteilungen

µ̂n(ω) :=
1
n

n∑
i=1

δXi (ω)
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nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 4.13) für P-fast alle ω schwach gegen µ. All-
gemeiner gilt die fast sichere schwache Konvergenz der empirischen Verteilungen sogar
für unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen Xi mit Werten in einem beliebigen
vollständigen metrischen Raum S, siehe Satz 6.15.

Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen

Im Gegensatz zu anderen Konvergenzbegriffen für eine Folge (Yn)n∈N von Zufallsvariablen bezieht sich die
Verteilungskonvergenz nur auf die Verteilungen derYn. Insbesondere können die ZufallsvariablenYn und der
Grenzwert Y alle auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsräumen definiert sein.

Beispiel (Wartezeiten). Die Wartezeit Tp auf den ersten Erfolg bei unabhängigen Ereignissen mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p ∈ (0, 1) ist geometrisch verteilt:

P[Tp > k] = (1 − p)k für alle k ∈ N.

Sei nun eine Intensität λ > 0 gegeben. Um kontinuierliche Wartezeiten zu approximieren, betrachten
wir unabhängige Ereignisse, die zu den Zeitpunkten i/n, n ∈ N, mit Wahrscheinlichkeit λ/n stattfinden.
Dann ist T̃n := 1

nTλ/n die Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines Ereignisses. Für n→∞ gilt

P
[
T̃n > c

]
= P

[
Tλ/n > nc

]
= (1 − λ/n) bncc

n↗∞
−→ e−λc für alle c ≥ 0.

Also konvergiert T̃n in Verteilung gegen eine Exp(λ)-verteilte Zufallsvariable.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang der schwachen Konvergenz der Verteilungen mit anderen
Konvergenzarten in dem Fall, dass die Folge Yn und Y auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) definiert sind:

Satz 5.3 (Stochastische Konvergenz impliziert Konvergenz in Verteilung). Seien Yn (n ∈ N) und Y Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P) mit Werten in einem metrischen Raum S.
Konvergiert die Folge Yn P-fast sicher oder P-stochastisch gegen Y , dann konvergiert Yn auch in Verteilung
gegen Y .

Beweis. Sei f : S → R Lipschitz-stetig und beschränkt. KonvergiertYn fast sicher gegenY , dann konvergiert
auch f (Yn) fast sicher gegen f (Y ). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

E[ f (Yn)] −→ E[ f (Y )].

Konvergiert Yn stochastisch gegen Y , dann konvergiert auch f (Yn) stochastisch gegen f (Y ), denn für ε > 0
gilt

P[| f (Yn) − f (Y )| ≥ ε] ≤ P[d(Yn,Y ) ≥ ε/L],

wobei L eine Lipschitz-Konstante für f ist. Also hat jede Teilfolge f (Ynk ) von f (Yn) eine fast sicher gegen
f (Y ) konvergente Teilfolge f (Ynkl ), und wie zuvor folgt

E[ f (Ynkl )] −→ E[ f (Y )].

Damit haben wir gezeigt, dass jede Teilfolge der Folge E[ f (Yn)] der Erwartungswerte eine gegen E[ f (Y )]
konvergente Teilfolge, und somit es gilt erneut

E[ f (Yn)] −→ E[ f (Y )].

Wir beweisen nun eine partielle Umkehrung der Aussage aus Satz 5.3 im Fall S = R:
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Satz 5.4 (Skorokhod - Darstellung und Charakterisierung der schwachen Konvergenz).
Seien µn, µ Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R,B(R)) mit Verteilungsfunktionen Fn bzw. F. Dann
sind äquivalent:

(i) Die Folge (µn)n∈N konvergiert schwach gegen µ.

(ii) Fn(c) → F(c) für alle Stetigkeitsstellen c von F.

(iii) Es existieren Zufallsvariablen Gn,G auf (Ω,A, P) = ((0, 1),B((0, 1)),Unif(0,1))mit Verteilungen µn
bzw. µ, sodass Gn → G P-fast sicher.

Beweis. Die Implikation „(3)⇒ (1)“ folgt aus Satz 5.3.
„(1)⇒ (2)“ folgt aus dem Portemanteau-Theorem: Ist F stetig bei c, dann gilt µ[{c}] = 0, und damit

Fn(c) =

ˆ
I(−∞,c] dµn −→ =

ˆ
I(−∞,c] dµ = F(c). (5.2)

„(2)⇒ (3)“: Für u ∈ (0, 1) betrachten wir die minimalen und maximalen u-Quantile

G(u) := inf{x ∈ R : F(x) ≥ u}, und G(u) := inf{x ∈ R : F(x) > u}

der Verteilung µ, siehe Abschnitt 1.4. Entsprechend seien Gn und Gn die minimalen und maximalen u-
Quantile der Verteilung µn. Analog zum Beweis von Satz 1.38 zeigt man, dass G und G bzw. Gn und Gn

unter der Gleichverteilung P = Unif(0,1) Zufallsvariablen mit Verteilung µ bzw. µn sind. Wir zeigen, dass
aus (2) folgt:
Behauptung: lim Gn = lim Gn = G = G P-fast sicher.
Damit ist dann auch die Implikation „(2) ⇒ (3)“ bewiesen. Den Beweis der Behauptung führen wir in
mehreren Schritten durch:

(a) Offensichtlich gilt G ≤ G und Gn ≤ Gn für alle n ∈ N.

(b) Weiterhin gilt G = G und Gn = Gn P-fast sicher, denn

P[G , G] = P

[⋃
c∈Q

{G ≤ c < G}

]
≤

∑
c∈Q

(P[{G ≤ c}]︸        ︷︷        ︸
=F(c)

− P[{G ≤ c}]︸        ︷︷        ︸
=F(c)

) = 0 ,

und entsprechend folgt P[Gn , Gn] für jedes n ∈ N.

(c) Wir zeigen nun

lim sup Gn(u) ≤ G(u) und lim inf Gn(u) ≥ G(u) (5.3)

für u ∈ (0, 1). Zum Beweis der ersten Aussage genügt es zu zeigen, dass

lim sup Gn(u) ≤ c für alle c > G(u) mit µ[{c}] = 0 (5.4)

gilt, denn es existieren höchstens abzählbar viele c mit µ[{c}] , 0. Für c > G(u) mit µ[{c}] = 0 gilt
aber nach Definition von G und nach (2):

u < F(c) = lim
n→∞

Fn(c).
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Also existiert ein n0 ∈ N, so dass

Fn(c) > u, und damit Gn(u) ≤ c (5.5)

für alle n ≥ n0 gilt. Es folgt lim sup Gn(u) ≤ c. Damit haben wir die erste Aussage in (5.3) bewiesen.
Die zweite Aussage zeigt man auf ähnliche Weise.

(d) Aus (a), (b) und (c) folgt nun P-fast sicher:

lim sup Gn

(a)
≤ lim sup Gn

(c)
≤ G

(b)
= G

(3)
≤ lim inf Gn

(a)
≤ lim inf Gn,

also lim Gn = lim Gn = G = G. �

Existenz schwach konvergenter Teilfolgen

Einwesentlicher Schritt, um den oben skizzierten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes zu vervollständigen,
ist es, zu zeigen, dass die Verteilungen der standardisierten Summen von unabhängigen, identisch verteilten,
quadratintegrierbaren Zufallsvariablen eine schwach konvergente Teilfolge haben.

Auf einer endlichenMenge S mit d Elementen können wir eine Folge vonWahrscheinlichkeitsverteilungen
als beschränkte Folge in Rd auffassen. Daher existiert stets eine konvergente Teilfolge – der Grenzwert
ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S. Für unendliche Mengen S gilt eine entsprechende
Aussage im Allgemeinen nicht. Wir formulieren nun ein hinreichendes (und unter schwachen zusätzlichen
Voraussetzungen auch notwendiges) Kriterium für die Existenz schwach konvergenter Teilfolgen für Folgen
von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem allgemeinen metrischen Raum S.

Definition 5.5 (Straffheit von Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen). Eine Folge µn ∈ WV(S) heißt
straff, falls zu jedem ε > 0 eine kompakte Menge K ⊆ S existiert mit

µn[K] ≥ 1 − ε für alle n ∈ N.

Eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen ist also gleichmäßig auf Kompakta konzentriert. Die
Masse kann daher für n→∞ nicht ins Unendliche abwandern.

Beispiel (Normalverteilungen). Die Folge µn = N(mn, σ
2
n),mn ∈ R, σn > 0, ist genau dann straff,

wenn die Folgen mn und σn der Mittelwerte und Standardabweichungen beschränkt sind.

Satz 5.6 (Prokhorov). Jede straffe Folge µn ∈ WV(S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung. (i) Ist S selbst kompakt, dann ist der Raum WV(S) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf S nach dem Satz von Prokhorov sogar kompakt bezüglich der schwachen Topologie, d.h. jede
Folge µn ∈ WV(S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

(ii) Insbesondere ist der Raum WV(R) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf [−∞,∞] kompakt.
Hieraus folgt, dass jede Folge µn ∈ WV(R) eine vag konvergente Teilfolge hat. Der Limes ist jedoch
i.A. kein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R, da die Masse ins unendliche abwandern kann.
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Wir beweisen den Satz von Prokhorov hier nur für S = R (Satz von Helly-Bray). In diesem Fall können
wir kompakte Mengen ersetzen durch kompakte Intervalle von der Form [−c, c], da jede kompakte Menge
in R in einem solchen Intervall enthalten ist. Einen Beweis im allgemeinen Fall findet man zum Beispiel in
Billingsley: Convergence of probability measures [Billingsley].

Beweis (Beweis im Fall S = R.). Sei µn (n ∈ N) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf R.
Um die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge zu zeigen, betrachten wir die Folge der Verteilungs-
funktionen Fn. Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten:

(i) Es existiert eine Teilfolge (Fnk )k∈N, sodass Fnk (x) für alle x ∈ Q konvergiert:
Zum Beweis verwenden wir ein Diagonalverfahren: Sei x1, x2, ... eine Abzählung von Q. Wegen 0 ≤
Fn ≤ 1 existiert eine Teilfolge

(
F
n
(1)
k

)
k∈N

, für die F
n
(1)
k

(x1) konvergiert. Ebenso existiert eine Teilfolge(
F
n
(2)
k

)
k∈N

von
(
F
n
(1)
k

)
k∈N

, für die F
n
(2)
k

(x2) konvergiert, usw. Die Diagonalfolge Fnk (x) := F
n
(k)
k

(x)

konvergiert dann für alle x ∈ Q.

Für x ∈ Q setzen wir F(x) := limk→∞ Fnk (x). Die Funktion F : Q → [0, 1] ist monoton wachsend,
da die Funktionen Fnk monoton wachsend sind.

(ii) Stetige Fortsetzung von F auf [0, 1]: Für c ∈ R setzen wir

F(c) := inf{F(x) : x ∈ Q, x > c}.

Die folgenden Eigenschaften der Funktion F prüft man leicht nach:

a) Die Funktion F ist rechtsstetig, monoton wachsend, und es gilt 0 ≤ F ≤ 1.

b) Fnk (c) → F(c) für alle c ∈ R, an denen F stetig ist.

(iii) Aus a) folgt, dass durch

µ[(a, b]] := F(b) − F(a), −∞ < a ≤ b < ∞,

ein positives Maß auf R definiert wird mit

µ[R] = lim
c→∞

µ[(−c, c]] ∈ [0, 1].

Wir zeigen nun, dass µ eineWahrscheinlichkeitsverteilung auf R ist, falls die Folge (µn)n∈N straff ist.
Für c ∈ N gilt nämlich:

µ[[−c, c]] = F(c)− lim
x↑−c

F(x) ≥ F(c)−F(−c) = lim
k→∞
(Fnk (c)−Fnk (−c)) = lim

k→∞
µnk [(−c, c]]. (5.6)

Aus der Straffheit von (µn)n∈N folgt, dass zu jedem ε > 0 ein c(ε) ∈ R existiert mit

µnk [[−c, c]] ≥ 1 − ε für alle k .

Aus (5.6) folgt dann µ[[−c, c]] ≥ 1 − ε, falls c groß genug ist, und damit für ε ↘ 0:

µ[R] ≥ 1, also µ(R) = 1.

(iv) Aus b) folgt nun nach Satz 5.4, dass die Folge
(
µnk

)
k∈N schwach gegen µ konvergiert. �
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Schwache Konvergenz über charakteristische Funktionen

Unter Verwendung der Existenz schwach konvergenter Teilfolgen einer straffen Folge von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen zeigen wir nun, dass eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R genau dann
schwach konvergiert, wenn die charakteristischen Funktionen gegen eine Grenzfunktion konvergieren, die
bei 0 stetig ist. Dazu bemerken wir zunächst, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung nach Lévy’s Inversi-
onsformel (Satz 4.18) eindeutig durch ihre charakteristische Funktion φ festgelegt ist.

Satz 5.7 (Stetigkeitssatz, Konvergenzsatz von Lévy). Seien (µn)n∈N Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (R,B(R)) mit charakteristischen Funktionen φn(t) =

´
eitx µn(dx). Dann gilt:

(i) Konvergiert (µn) schwach gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ, dann konvergieren auch die
charakteristischen Funktionen:

φn(t) → φ(t) :=
ˆ

eitx µ(dx) für alle t ∈ R.

(ii) Konvergiert umgekehrt φn(t) für alle t ∈ R gegen einen Limes φ(t), und ist φ stetig bei t = 0, dann
ist φ die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung µ, und (µn) konvergiert
schwach gegen µ.

Bemerkung. (i) Die Stetigkeit von φ bei 0 ist wesentlich. Zum Beispiel ist die Folge µn = N(0, n) nicht
schwach konvergent, aber die charakteristischen Funktionen konvergieren punktweise:

φn(t) = e−nt
2/2 n↑∞
→ I{0}(t).

(ii) Eine Aussage wie im Satz gilt auch für Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Rd.

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt unmittelbar aus eitx = cos(t x)+ i sin(t x), denn Kosinus und Sinus
sind beschränkte stetige Funktionen. Der Beweis des zweiten Teils der Aussage erfolgt nun in mehreren
Schritten. Wir nehmen an, dass die charakteristischen Funktionen φn(t) punktweise gegen eine bei 0 stetige
Grenzfunktion φ(t) konvergieren.

(i) Relative Kompaktheit: Jede Teilfolge von (µn)n∈N hat eine schwach konvergente Teilfolge.
Dies ist der zentrale Schritt im Beweis. Nach dem Satz von Prokhorov bzw. Helly-Bray genügt es zu
zeigen, dass die Folge (µn) unter den Voraussetzungen straff ist. Dazu schätzen wir die Wahrschein-
lichkeiten µn[|x | ≥ c]mithilfe der charakteristischen Funktionen ab. Da die Funktion f (u) = 1− sinu

u

für u , 0 strikt positiv ist mit lim |u |→∞ f (u) = 1, existiert eine Konstante a > 0 mit f (u) ≥ a für alle
|u| ≥ 1. Damit erhalten wir für ε > 0:

µn

[
|x | ≥

1
ε

]
= µn [{x ∈ R : |εx | ≥ 1}] ≤

1
a

ˆ (
1 −

sin εx
εx

)
︸         ︷︷         ︸

= 1
2ε
´ ε
−ε (1−cos(xt))dt

µn(dx) (5.7)

=
Fubini

1
2aε

ˆ ε

−ε
(1 − Re(φn(t)))dt

n↑∞
−→

Lebesgue

1
2aε

ˆ ε

−ε
(1 − Re(φ(t))) dt.

Sei nun δ > 0 vorgegeben. Ist ε hinreichend klein, dann gilt wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von
φ bei 0:

|1 − Re(φ(t))| = |Re(φ(0) − φ(t))| ≤ δa/2 für alle t ∈ [−ε, ε].
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Also können wir die rechte Seite von (5.7) durch δ/2 abschätzen, und somit existiert ein n0 ∈ N mit

µn

[
|x | ≥

1
ε

]
≤ δ für alle n ≥ n0. (5.8)

Also ist die Folge µn (n ≥ n0) straff, und damit folgt nach Satz 5.6, dass jede Teilfolge von (µn) eine
konvergente Teilfolge hat.

(ii) Der Grenzwert jeder schwach konvergenten Teilfolge von (µn)n∈N hat die charakteristische Funktion
φ.
Zum Beweis sei (µnk )k∈N eine Teilfolge von (µn)n∈N und µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit
µnk

w
→ µ. Dann gilt nach dem ersten Teil der Aussage des Satzes:

φµ(t) = lim
k→∞

φnk (t) = φ(t) für alle t ∈ R.

(iii) Schwache Konvergenz von (φn)n∈N.
Nach dem Inversionssatz existiert höchstens eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ mit charakteristi-
scher Funktion φ. Also konvergieren nach (ii) alle schwach konvergenten Teilfolgen von (µn)n∈N gegen
denselben Limes µ. Hieraus folgt aber, zusammen mit (i), dass (µn)n∈N schwach gegen µ konvergiert,
denn für f ∈ Cb(S) hat jede Teilfolge von

´
f dµn eine gegen

´
f dµ konvergente Teilfolge, und somit

gilt
´

f dµn →
´

f dµ. �

5.2. Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir können nun den zu Beginn dieses Kapitels skizzierten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (engl.
Central Limit Theorem) vervollständigen.Wir zeigen zunächst, dass ein zentraler Grenzwertsatz für Summen
beliebiger unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit endlicher Varianz gilt. Diese Aussage
wurde zuerst 1900 von Lyapunov bewiesen, der damit den Satz von de Moivre/Laplace (1733) deutlich
verallgemeinern konnte. Am Ende dieses Abschnitts beweisen wir eine noch allgemeinere Version des
Zentralen Grenzwertsatzes, die auf Lindeberg und Feller zurückgeht.

Zentraler Grenzwertsatz für Summen von i.i.d. Zufallsvariablen

Satz 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz – 1. Version). Seien X1, X2, ... ∈ L
2(Ω,A, P) unabhängige, iden-

tisch verteilte Zufallsvariablen mit Varianz σ2 und sei

Sn = X1 + ... + Xn .

Dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen

Ŝn =
Sn − E[Sn]
√

n
=

1
√

n

n∑
i=1
(Xi − E[Xi])

schwach gegen N(0, σ2).

Bemerkung. (i) Alternativ kann man die standardisierten Summen auf Varianz 1 normieren, und erhält
Sn − E[Sn]
σ ·
√

n
D
−→ Z,

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
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(ii) Die Voraussetzung Xi ∈ L
2(Ω,A, P) ist wesentlich. Bei unendlicher Varianz der Xi können sich

andere Grenzverteilungen für die geeignet renormierten Summen Sn−an

bn
(an ∈ R, bn > 0) ergeben.

Als Grenzverteilungen können imAllgemeinen die sogenannten stabilen Verteilungen auftreten, siehe
dazu z.B. Satz 5.14 unten.

(iii) Im Fall σ2 = 0 gilt die Aussage auch. Hierbei interpretieren wir das Diracmaß δm als degenerierte
Normalverteilung N(m, 0).

Wir beweisen nun den Zentralen Grenzwertsatz in der oben stehenden Form:

Beweis. O.B.d.A. sei E[Xi] = 0, ansonsten betrachten wir die zentrierten Zufallsvariablen X̃i := Xi −

E[Xi]. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy genügt es zu zeigen, dass die charakteristischen Funktionen der
standardisierten Summen Ŝn punktweise gegen die charakteristische Funktion der Normalverteilung N(0, σ2)

konvergieren, d.h.
φŜn
(t) → φN (0,σ2)(t) = e−

σ2 t2
2 ∀ t ∈ R. (5.9)

Da die Zufallsvariablen Xi unabhängig, identisch verteilt und zentriert sind, gilt für t ∈ R:

φŜn
(t)

E[Sn]=0
= φSn

(
t
√

n

)
Xi iid
=

(
φX1

(
t
√

n

))n
.

Aus X1 ∈ L
2 folgt nach Satz 4.16 φX1 ∈ C2(R), und

φX1(t) = E[eitX1] = 1 + itE[X1] +
(it)2

2
E[X2

1 ] + o(t2) = 1 −
σ2t2

2
+ o(t2),

wobei o für eine Funktion o : R+ → C mit limε↓0
|o(ε) |
ε = 0 steht. Damit erhalten wir:

φŜn
(t) =

(
1 −

σ2t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
.

Wir vermuten, dass dieser Ausdruck für n → ∞ gegen e−σ
2t2/2 strebt. Dies kann man beweisen, indem

man den Logarithmus nimmt, und die Taylorapproximation log(1 + w) = w + o(|w |) verwendet. Da die
charakteristische Funktion komplexwertig ist, muss dazu allerdings der Hauptzweig der komplexen Loga-
rithmusfunktion verwendet werden. Wir zeigen stattdessen die Konvergenz ohne Verwendung von Aussagen
aus der Funktionentheorie: Für komplexe Zahlen zi,wi ∈ C mit |zi |, |wi | ≤ 1 gilt nach der Dreiecksunglei-
chung����� n∏

i=1
zi −

n∏
i=1

wi

����� = |(z1 − w1)z2z3 · · · zn + w1(z2 − w2)z3z4 · · · zn + . . . + w1 · · ·wn−1(zn − wn)|

≤

n∑
i=1
|zi − wi |.

Damit erhalten wir:����φŜn
(t) − exp

(
−
σ2t2

2

)���� = ����(1 − σ2t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
− exp

(
−
σ2t2

2n

)n����
≤ n ·

����1 − σ2t2

2n
+ o

(
t2

n

)
− exp

(
−
σ2t2

2n

)���� .
Da die rechte Seite für n→∞ gegen 0 konvergiert, folgt (5.9) und damit die Behauptung. �
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Beispiele. (i) Sind X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit P[Xi = 1] = p und P[Xi = 0] =
1− p, dann ist Sn =

∑n
i=1 Xi binomialverteilt mit Parametern n und p. Die Aussage des Zentralen

Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von de Moivre/Laplace.

(ii) Sind die Zufallsvariablen Xi unabhängig und Poisson-verteilt mit Parameter λ > 0, dann ist
Sn =

∑n
i=1 Xi Poisson-verteilt mit Parameter nλ. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem

Fall eine Normalapproximation für Poisson-Verteilungen mit großer Intensität.

(iii) Sind X1, X2, . . . unabhängige, N(m, σ2)-verteilte Zufallsvariablen, dann gilt

Ŝn =
X1 + X2 + . . . + Xn − nm

√
n

∼ N(0, σ2)

für alle n ∈ N (und nicht nur asymptotisch!).

Warum tritt die Normalverteilung im Limes auf? Wie schon im letzten Beispiel bemerkt, gilt

Xi ∼ N(0, σ2) unabhängig ⇒
X1 + . . . + Xn

√
n

∼ N(0, σ2).

Die zentrierten Normalverteilungen sind also „invariant“ unter der Reskalierungstransformation aus dem
zentralen Grenzwertsatz.Man kann sich leicht plausibel machen, dass eine Grenzverteilung der standardisier-
ten Summen unabhängiger quadratintegrierbarer Zufallsvariablen eine entsprechende Invarianzeigenschaft
haben muss. Tatsächlich sind die zentrierten Normalverteilungen die einzigen nichtdegenerierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen mit dieser Invarianz. Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt sogar:

Korollar 5.9. Sei µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R mit
´

x2µ(dx) < ∞. Gilt

X,Y ∼ µ unabhängig ⇒
X + Y
√

2
∼ µ, (5.10)

dann ist µ eine zentrierte Normalverteilung.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzung
´

x2µ(dx) < ∞ ; der Beweis ist aber aufwän-
diger, siehe z.B. Breiman: Probability.

Beweis. Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablenmit Verteilung µ. Aus der Voraussetzung (5.10) folgt
E[Xi] =

´
x µ(dx) = 0 für alle i ∈ N, und durch Induktion:

X1 + . . . + Xn
√

n
∼ µ für n = 2k, k ∈ N.

Wegen
´

x2µ(dx) < ∞ sind die Xi quadratintegrierbar. Durch Anwenden des zentralen Grenzwertsatzes auf
die standardisierten Summen folgt, dass µ eine zentrierte Normalverteilung ist. �

Normal- und Poisson-Approximationen

Die Normalverteilungsasymptotik der standardisierten Summen wird häufig verwendet, umWahrscheinlich-
keiten näherungsweise zu berechnen. Wir betrachten zunächst ein typisches Beispiel:

Beispiel (Versicherungsgesellschaft mit n Verträgen). EineVersicherungsgesellschaft habemit nKun-
den Verträge abgeschlossen. Beim Eintreten des Schadenfalls für Vertrag i muss die Leistung Xi ≥ 0
gezahlt werden. Wir nehmen an, dass gilt:

Xi ∈ L
2 i.i.d. mit E[Xi] = m, Var[Xi] = σ

2.
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Die Prämie proVertrag betrageΠ = m+λσ2, wobeim die erwartete Leistung ist und λσ2 mit λ > 0 einem
Risikozuschlag entspricht. Die Einnahmen nach einer Zeitperiode betragen dann n · Π, die Ausgaben
Sn = X1 + ... + Xn. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ruinereignisses

Sn > k + nΠ,

berechnen, wobei k das Anfangskapital bezeichnet. Hierbei nehmen wir implizit an, dass nicht ver-
zinst wird, und die Abrechnung nur am Schluß einer Zeitperiode erfolgt. Wenn die standardisierten
Schadenssummen mithilfe einer ZGS-Näherung approximiert werden, ergibt sich

P[Ruin] = P[Sn > k + nΠ] = P[Sn − E[Sn] > k + nλσ2]

= P
[

Sn − E[Sn]
σ
√

n
>

k
σ
√

n
+ λσ

√
n
]

≈ P
[
Z >

k
σ
√

n
+ λσ

√
n
]
,

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der Ausdruck auf der rechten Seite geht für
n → ∞ gegen 0. Eine große Anzahl von Verträgen sollte also eine kleine Ruinwahrscheinlichkeit
implizieren. Für n = 2000, σ = 60 und λ = 0, 05% ergibt sich beispielsweise:

k = 0 : P[Ruin] ≈ 9%,
k = 1500 : P[Ruin] ≈ 3%.

Nach einer solchen Überschlagsrechnung sollte man das verwendete Modell und die Approximations-
schritte einer kritischen Analyse unterziehen. In unserem Fall stellen sich unmittelbar mehrere Fragen:

(i) Wir haben die ZGS-Näherung verwendet, obwohl die auftretenden Schranken für die standardisierten
Summen von n abhängen. Ist das in diesem Fall zulässig?

(ii) Ist die Quadratintegrierbarkeit der Xi eine sinnvolle Modellannahme, und was ergibt sich andernfalls?

(iii) In einem realistischen Modell kann man nicht davon ausgehen, dass die Xi identisch verteilt sind. Gilt
trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz?

(iv) Ist die Unabhängigkeitsannahme gerechtfertigt?

Wir werden nun auf die ersten drei Fragen näher eingehen. Das folgende Beispiel zeigt, dass man in der Tat
vorsichtig sein sollte, wennman von n abhängigeQuantile von standardisierten Summen durch entsprechende
Quantile von Normalverteilungen ersetzt:

Beispiel (Eine zu naive ZGS-Approximation). Seien Xi (i ∈ N) unabhängige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit E[Xi] = 0 und Var[Xi] = 1, und sei a > 0. Mit einer ZGS-Approximation erhalten
wir für große n:

P

[
1
n

n∑
i=1

Xi ≥ a

]
= P

[
1
√

n

n∑
i=1

Xi ≥ a
√

n

]
≈

1
√

2π

ˆ ∞
a
√
n

e−
x2
2 dx

= e−
na2

2 ·
1
√

2π

ˆ ∞
0

e−a
√
ny−

y2
2 dy

(
x = a

√
n + y

)
= e−

na2
2 ·

1
√

2πn

ˆ ∞
0

e−az−
z2
2n dz

(
z =
√

ny
)

∼
1

√
2πa2n

· exp
(
−

na2

2

)
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Dies ist aber nicht die korrekte Asymptotik für n→∞. Auf der exponentiellen Skala gilt nämlich

P

[
1
n

n∑
i=1

Xi ≥ a

]
' exp (−nI(a)) ,

wobei I(a) die Ratenfunktion aus dem Satz von Chernoff ist, siehe Satz 6.12. Diese Ratenfunktion ist
im Allgemeinen von na2/2 verschieden. Die ZGS-Approximation ist hier nicht anwendbar, da a

√
n von

n abhängt!

Dass die Näherung im Versicherungsbeispiel von oben trotzdem mit Einschränkungen anwendbar ist,
wenn die Zufallsvariablen Xi dritte Momente haben, garantiert die folgende Abschätzung der Konvergenz-
geschwindigkeit im Zentralen Grenzwertsatz:

Satz 5.10 (Berry-Esséen). Seien Xi ∈ L
3 i.i.d. Zufallsvariablen, Z ∼ N(0, 1), und seien

Fn(x) := P
[

Sn − E[Sn]
σ
√

n
≤ x

]
, Φ(x) := P[Z ≤ x].

Dann gilt folgende Abschätzung:

sup
x∈R
|Fn(x) − Φ(x)| ≤

3 · E[|X1 − E[X1]|
3]

σ3√n
.

Den Beweis dieser Aussage findet man etwa im Buch Probability Theory von R. Durrett [3, (4.10)]. Für
die Normalapproximation der Binomialverteilung Bin(n, p) ergibt sich beispielsweise

3 · E[|X1 − E[X1]|
3]

σ3√n
=

3 · ((1 − p)2 + p2)√
np(1 − p)

.

Für p → 0 oder p → 1 divergiert die rechte Seite. Wir erhalten also möglicherweise einen hohen Ap-
proximationsfehler für p nahe 0 oder 1. In diesen Fällen empfiehlt sich in der Tat die Verwendung der
Poisson-Approximation anstelle des zentralen Grenzwertsatzes. Der folgende Satz quantifiziert den Fehler
der Poisson-Approximation in der totalen Variationsdistanz:

Satz 5.11 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Für p ∈ [0, 1] und n ∈ N gilt

dTV(Bin(n, p), Poisson(np)) ≤ np2.

Satz 5.11 zeigt, dass die Poisson-Approximation eine gute Näherung liefert, falls p deutlich kleiner als
√

n ist. Ist p größer als 1 −
√

n, dann kann man die Poisson-Approximation auf die mit Parametern (n, 1 − p)
binomialverteilte Zufallsvariable n− Sn mit Sn ∼ Bin(n, p) anwenden. Geht p für n→∞ schneller als 1/

√
n,

aber langsamer als 1/n gegen Null, dann sind sowohl die Poisson- als auch die Normalapproximation der
Binomialverteilung anwendbar. Der Beweis von Satz 5.11 basiert auf einem Kopplungsargument:
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Definition 5.12 (Kopplung zweier Wahrscheinlichkeitsmaße). Eine Kopplung zweier Wahrscheinlich-
keitsmaße µ und ν auf meßbaren Räumen (S,B) und (T, C) ist gegeben durch ein Wahrscheinlichkeitsmaß
η auf demProduktraum (S×T,B⊗C)mit Randverteilungen µ und ν, bzw. durch Zufallsvariablen X : Ω→ S
und Y : Ω→ T mit Verteilungen X ∼ µ und Y ∼ ν, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) definiert sind.

Beweis (von Satz 5.11). Um die Variationsdistanz abzuschätzen, konstruieren wir explizit eine Kopplung
der Verteilungen µ :=Bin(n, p) und ν :=Poisson(np), die durch Zufallsvariablen Sn,Tn mit Sn ∼ µ, Tn ∼ ν,
und P[Sn , Tn] ≤ np2 realisiert wird. Daraus folgt die Behauptung wegen

dTV(µ, ν) = sup
A⊆Z+

|µ[A] − ν[A]| = sup
A⊆Z+

|P[Sn ∈ A] − P[Tn ∈ A]| (5.11)

≤ P[Sn , Tn] ≤ np2.

Da Bin(n, p) und Poisson(np) jeweils die Verteilung einer Summe von n unabhängigen Bernoulli- bzw.
Poisson-verteilten Zufallsvariablen zum Parameter p sind, konstruieren wir zunächst eine Kopplung der
beiden letzteren Wahrscheinlichkeitsmaße. Dazu verwenden wir eine Zufallsvariable Z mit Verteilung

Z =


0 mit Wahrscheinlichkeit 1 − p,
k mit Wahrscheinlichkeit pke−p/k! für k ∈ N,
−1 mit Wahrscheinlichkeit e−p − (1 − p).

Die Zufallsvariablen X := I{Z,0} und Y := max(Z, 0) sind dann Bernoulli(p) bzw. Poisson(p)-verteilt, und
es gilt

P[X , Y ] = P[Z < {0, 1}] = 1 − (1 − p + pe−p) = p (1 − e−p) ≤ p2.

Um eine Kopplung von Bin(n, p) und Poisson(np) zu konstruieren, verwenden wir nun n unabhängige Kopien
dieses Modells, d.h. wir setzen für i = 1, . . . , n:

Xi := I{Zi,0} und Yi := max(Zi, 0) mit Z1, . . . , Zn unabhängig ∼ Z .

Dann sind Sn := X1 + . . . + Xn und Tn := Y1 + . . . + Yn binomialverteilt mit Parametern (n, p) bzw. Poisson-
verteilt mit Parameter np, und es gilt

P[Sn , Tn] ≤ P[∃ i = 1, . . . , n : Xi , Yi] ≤

n∑
i=1

P[Xi , Yi] ≤ np2.

Die Aussage folgt nun nach (5.11). �

Heavy Tails, Konvergenz gegen α-stabile Verteilungen

Als nächstes betrachten wir ein Beispiel, welches zeigt, dass die Voraussetzung der Quadratintegrierbarkeit
der Zufallsvariablen essentiell für den zentralen Grenzwertsatz ist:

Seien α ∈ (1, 2), r ∈ (0,∞), und seien X1, X2, . . . : Ω→ R unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen
mit einer absolutstetigen Verteilung, deren Dichtefunktion

fXi (x) = |x |−α−1 für alle |x | ≥ r

erfüllt. Da die Dichte für |x | → ∞ zu langsam abfällt, sind die Zufallsvariablen nicht quadratintegrierbar;
sie sind aber integrierbar. Daher ergibt sich ein anderes asymptotisches Verhalten der charakteristischen
Funktion für t → 0 :
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Lemma 5.13. Für t → 0 gilt
φXi (t) = 1 + imt − c |t |α +O(t2)

mit m = E[Xi] und c =
´
R(1 − cos u)|u|−α−1 du ∈ (0,∞).

Beweis. Für u → 0 gilt eiu − 1 − iu = O(u2) und 0 ≤ 1 − cos u = O(u2). Daher ist die Konstante c endlich
und positiv, und die folgenden Integrale sind definiert. Für t , 0 gilt

φXi (t) − 1 − imt =
ˆ ∞
−∞

(eitx − 1 − it x) f (x) dx

=

ˆ ∞
−∞

(eitx − 1 − it x) |x |−α−1 dx +
ˆ r

−r

(eitx − 1 − it x) ( f (x) − |x |−α−1) dx

= |t |α
ˆ ∞
−∞

(eiu − 1 − iu) |u|−α−1 du + O(t2) = −c |t |α +O(t2).

Hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass eiu = cos u + i sin u gilt, und dass sin u und u antisymme-
trische Funktionen sind. �

Für die zentrierten Summen Sn =
∑n

i=1(Xi − m) folgt nach dem Lemma:

φSn (t) =
(
1 − c |t |α +O(t2)

)n
.

Um Konvergenz der charakteristischen Funktionen zu erhalten, müssen wir Xn nun mit n−1/α statt n−1/2

reskalieren. Nach Voraussetzung gilt 2/α > 1 und damit

φn−1/αSn
(t) = φSn (n

−1/αt) = (1 − c |t |αn−1 +O(n−2/α))n → exp(−c |t |α)

für n→∞. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy folgt:

Satz 5.14 (Grenzwertsatz für stabile Verteilungen). Für n→∞ gilt

n−1/αSn
D
→ µc,α,

wobei µc,α die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakteristischer Funktion φc,α(t) = exp(−c |t |α) ist.

Definition 5.15. Seien α ∈ (0, 2] und m ∈ R. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit charakteristischer
Funktion

φ(t) = exp(imt − c |t |α),

c ∈ (0,∞), heißen symmetrische α-stabile Verteilungen mit Mittelwert m.

Die Dichten der α-stabilen Verteilungen sind für α , 1, 2 nicht explizit berechenbar, fallen aber für
|x | → ∞ wie |x |−α−1 ab. Für α = 1 erhält man die Cauchyverteilungen, für α = 2 die Normalverteilungen.
Satz 5.14 ist ein Spezialfall eines allgemeineren Grenzwertsatzes für Summen von Zufallsvariablen mit
polynomiellen Tails, siehe z.B. Breiman [2, Theorem 9.34].
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Der Satz von Lindeberg-Feller

Wir wollen nun die Annahme fallen lassen, dass die Summanden Xi identisch verteilt sind, und zeigen, dass
trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz gilt. Sei

Ŝn = Yn,1 + Yn,2 + ... + Yn,n mit Yn,i ∈ L2(Ω,A, P).

Die Zufallsvariablen Yn,i können etwa kleine Störungen oder Messfehler beschreiben. Setzen wir

Yn,i =
Xi − E[Xi]
√

n
mit Xi ∈ L

2 unabhängig, (5.12)

so erhalten wir das Setup von oben.

Satz 5.16 (ZGS von Lindeberg-Feller). Sei v ∈ (0,∞). Es gelte:

(i) Für jedes n ∈ N sind Yn,i (1 ≤ i ≤ n) unabhängige Zufallsvariablen mit E[Yn,i] = 0,

(ii) Var[Ŝn] =
∑n

i=1 Var[Yn,i]
n↑∞
−→ v, und

(iii) γn,ε :=
∑n

i=1 E[Y2
n,i; |Yn,i | > ε]

n↑∞
−→ 0 ∀ ε > 0.

Dann konvergiert die Verteilung von Ŝn schwach gegen N(0, v).

Der Satz zeigt, dass die Summe vieler kleiner unabhängiger Störungen unter geeigneten Voraussetzungen
ungefähr normalverteilt ist. Dies rechtfertigt bis zu einem gewissen Grad, dass Zufallsgrößen mit unbe-
kannter Verteilung, die durch Überlagerung vieler kleiner Effekte entstehen, häufig durch normalverteilte
Zufallsvariablen modelliert werden.

Bemerkung. (i) Satz 5.8 ist ein Spezialfall des Satzes von Lindeberg-Feller: Sind Xi ∈ L
2 i.i.d. Zufalls-

variablen mit E[Xi] = m und Var[Xi] = v, und definieren wir Yn,i wie in (5.12), dann gilt

Var[Ŝn] =
1
n

n∑
i=1

Var[Xi] = Var[X1] = v für alle n ∈ N,

und, für ε > 0,

γn,ε =

n∑
i=1

E
[
Y2
n,i; |Yn,i | > ε

]
=

1
n

n∑
i=1

E
[
|Xi − m|2; |Xi − m| > ε

√
n
]

= E
[
|X1 − m|2; |X1 − m| > ε

√
n
]
→ 0 für n→∞,

da X1 quadratintegrierbar ist.

(ii) Die Bedingung (iii) ist insbesondere erfüllt, wenn die Lyapunovbedingung
n∑
i=1

E[|Yn,i |p]
n→∞
−→ 0 für ein p > 2

gilt, denn für ε > 0 ist E[Y2
n,i; |Yn,i | ≥ ε] ≤ E[|Yn,i |p]/εp−2.

Wir beweisen nun denSatz vonLindeberg-Feller. DerBeweis basiertwieder auf einerAnalyse derAsymptotik
der charakteristischen Funktionen. Dazu zeigen wir zunächst einige asymptotische Abschätzungen:
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Beweis. (a) Vorüberlegungen: Sei t ∈ R fest.

(I) Taylorapproximation für φn,i(t) := E[eitYn, i ]:

Aus den verschiedenen Abschätzungen des Taylorrestglieds erhält man

eix = 1 + ix −
x2

2
+ R(x) mit |R(x)| ≤ min

(
|x |3

6
, x2

)
. (5.13)

Mit vn,i := Var[Yn,i] ergibt sich

φn,i(t) = 1 + itE[Yn,i] −
t2

2
E[Y2

n,i] + E[R(tYn,i)] = 1 −
t2vn,i

2
+ Rn,i,

wobei für Rn,i := E[R(tYn,i)] die Abschätzung

|Rn,i | ≤ E
[
min

(
|tYn,i |3

6
, t2Y2

n,i

)]
(5.14)

gilt.

(II) Wir zeigen
∑n

i=1 |Rn,i | → 0 für n→∞:

Für ε > 0 gilt nach (5.14):

|Rn,i | ≤
1
6

E
[
|tYn,i |3; |Yn,i | ≤ ε

]
+ E[|tYn,i |2; |Yn,i | > ε].

Mit E
[
|tYn,i |3; |Yn,i | ≤ ε

]
≤ |t |3ε · vn,i erhalten wir

n∑
i=1
|Rn,i | ≤

|t |3ε
6

n∑
i=1

vn,i + t2γn,ε,

und somit nach Voraussetzung (ii) und (iii)

lim sup
n→∞

n∑
i=1
|Rn,i | ≤

v |t |3

6
ε .

Die Behauptung folgt für ε → 0.

(III) Wir zeigen sup1≤i≤n vn,i → 0 für n→∞:

Für ε > 0 und 1 ≤ i ≤ n gilt

vn,i = E[Y2
n,i; |Yn,i | ≤ ε] + E[Y2

n,i; |Yn,i | > ε] ≤ ε2 + γn,ε .

Wegen γn,ε → 0 für n→∞ ergibt sich

lim sup
n→∞

sup
1≤i≤n

vn,i ≤ ε2.

Die Behauptung folgt wieder für ε → 0.

(b) Hauptteil des Beweises: Zu zeigen ist

φŜn
(t) =

n∏
i=1

φn,i(t)
n→∞
−→ exp

(
−

t2v

2

)
. (5.15)
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Die Aussage folgt dann aus dem Konvergenzsatz von Lévy. Wir zeigen:����� n∏
i=1

φn,i(t) −
n∏
i=1

(
1 −

t2vn,i

2

)����� n→∞
−→ 0, und (5.16)

n∏
i=1

(
1 −

t2vn,i

2

)
n→∞
−→ e−

t2v
2 . (5.17)

Daraus folgt (5.15), und damit die Behauptung.

Beweis von (5.16): Wie oben gezeigt, gilt für zi,wi ∈ C mit |zi |, |wi | ≤ 1:����� n∏
i=1

zi −
n∏
i=1

wi

����� ≤ n∑
i=1
|zi − wi |.

Zudem gilt |φn,i(t)| ≤ 1, und nach Vorüberlegung (III) existiert ein n0 ∈ N mit

1 −
t2vn,i

2
∈ (0, 1) für alle n ≥ n0 und 1 ≤ i ≤ n. (5.18)

Damit erhalten wir für n ≥ n0:����� n∏
i=1

φn,i(t) −
n∏
i=1

(
1 −

t2vn,i

2

)����� ≤ n∑
i=1

����φn,i(t) − (
1 −

t2vn,i

2

)���� =

n∑
i=1
|Rn,i |

Die rechte Seite konvergiert nach Vorüberlegung (II) gegen 0.
Beweis von (5.17):Wegen (5.18) erhalten wir

log

(
n∏
i=1

(
1 −

t2vn,i

2

))
=

n∑
i=1

log
(
1 −

t2vn,i

2

)
= −

n∑
i=1

t2vn,i

2
+

n∑
i=1

R̃n,i,

wobei |R̃n,i | ≤ C̃ ·
(
t2vn,i

)2 mit C̃ ∈ (0,∞). Die rechte Seite konvergiert nach Voraussetzung (ii) für
n→∞ gegen − t2v

2 , denn
n∑
i=1
|R̃n,i | ≤ C̃t4

n∑
i=1

v2
n,i ≤ Ct4

n∑
i=1

vn,i · sup
1≤i≤n

vn,i → 0

nach Vorüberlegung (III). �

Bemerkung (Zentrale Grenzwertsätze für Summen abhängiger Zufallsvariablen). In allen Fällen ha-
ben wir bisher angenommen, dass die Zufallsvariablen Xi unabhängig sind. Tatsächlich hat man zentrale
Grenzwertsätze auch für viele große Modellklassen mit Abhängigkeit gezeigt, beispielsweise für Martin-
gale, additive Funktionale von Markovketten, Skalierungslimiten von Teilchensystemen, unterschiedliche
Folgen von Parameterschätzern in der Statistik, usw. Wir werden darauf in weiterführenden Vorlesungen
zurückkommen.

5.3. Multivariate Normalverteilungen und ZGS im Rd

Multivariate Normalverteilungen haben wir bereits in Abschnitt 3.4 eingeführt. Mithilfe von charakteristi-
schen Funktionen können wir eine etwas allgemeinere Definition geben, die auch degenerierte Normalver-
teilungen (zum Beispiel Dirac-Maße) einschließt:
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5.3. Multivariate Normalverteilungen und ZGS im Rd

Definition 5.17 (Normalverteilung im Rd). Sei m ∈ Rd, und sei C ∈ Rd×d eine symmetrische, nicht-
negativ definiteMatrix. Die eindeutigeWahrscheinlichkeitsverteilung N(m,C) imRd mit charakteristischer
Funktion φ(t) = exp

(
− 1

2 t · Ct + it · m
)
heißtNormalverteilung mitMittelwertvektor m undKovarianz-

matrix C.

Die Existenz und Konstruktion einer Zufallsvariable mit Verteilung N(m,C) ergibt sich aus der folgenden
Bemerkung (iii).

Bemerkung (Charakterisierungen und Transformationen von Normalverteilungen). Die folgendenAus-
sagen beweist man mithilfe von charakteristischen Funktionen:

(i) Ein Zufallsvektor X : Ω → Rd ist genau dann multivariat normalverteilt, wenn jede Linearkombi-
nation

∑d
i=1 tiXi der Komponenten mit t1, . . . , td ∈ R normalverteilt ist. Genauer ist X ∼ N(m,C)

äquivalent zu
t · X ∼ N(t · m, t · Ct) für alle t ∈ Rd .

(ii) Ist X ∼ N(m,C), dann gilt

AX + b ∼ N(Am + b, ACAT ) für alle b ∈ Rk und A ∈ Rk×d, k ∈ N.

(iii) Sind Z1, . . . , Zd unabhängige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen, und ist σ eine reelle d × d-
Matrix mit C = σσT , dann hat der Zufallsvektor σZ + m mit Z = (Z1, . . . , Zd)

T die Verteilung
N(m,C).

(iv) Im Fall det C , 0 ist die Verteilung N(m,C) absolutstetig bzgl. des d-dimensionalen Lebesgue-Maßes
mit Dichte

f (y) =
1√

(2π)d | det C |
exp

(
−

1
2
(y − m) · C−1(y − m)

)
.

Beispiel (χ2-Verteilungen). Wir berechnen die Verteilung vom Quadrat des Abstandes vom Ursprung
eines standardnormalverteilten Zufallsvektors im Rd:

Z = (Z1, ..., Zd) ∼ N(0, Id), ‖Z ‖2 =
d∑
i=1

Z2
i .

Wegen f |Zi |(x) =
2√
2π

e−
x2
2 · I(0,∞)(x) folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes:

fZ2
i
(y) =

√
2
π

e−
y
2 · I(0,∞)(y) ·

1
2√y

,

d.h. Z2
i ist Γ( 12,

1
2 )-verteilt. Da die Zufallsvariablen Z2

i , 1 ≤ i ≤ d, unabhängig sind, folgt:

‖Z ‖2 =
d∑
i=1

Z2
i ∼ Γ

(
1
2
,

d
2

)
.

Definition 5.18 (χ2-Verteilung). Die Gamma-Verteilung mit Parametern 1/2 und d/2 heißt auch
Chiquadrat-Verteilung χ2(d) mit d Freiheitsgraden.
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Multivariater zentraler Grenzwertsatz

Auch im Rd gilt ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz 5.19 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, X2, ... : Ω → Rd unabhängige, identisch
verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvektoren auf (Ω,A, P), und sei Sn = X1 + . . . + Xn. Dann gilt

Sn − E[Sn]
√

n
D
−→ Z ∼ N(0,C),

wobei Cjk = Cov[X1, j, X1,k] die Kovarianzmatrix der Zufallsvektoren Xi ist.

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Zufallsvektoren:

Lemma 5.20 (Cramér-Wold Device). Für Zufallsvariablen Y,Y1,Y2, ... : Ω→ Rd gilt:

Yn
D
−→ Y ⇔ p · Yn

D
−→ p · Y ∀ p ∈ Rd .

Beweis. Der Beweis der Implikation „⇒“ ist eine Übungsaufgabe, siehe Aufgabe 51. Umgekehrt gilt:

p · Yn
D
−→ p · Y ⇒ E[exp(ip · Yn)] → E[exp(ip · Y )] ∀ p ∈ Rd . (5.19)

Zudem ist unter dieser Voraussetzung für jedes i ∈ {1, . . . d} die Folge der Verteilungen der eindimensionalen
Zufallsvariablen Yn,i := ei · Yn (n ∈ N) schwach konvergent, also nach Aufgabe 51 straff. Daher existiert zu
jedem ε > 0 ein C ∈ (0,∞), so dass P[|Yn,i | > C] ≤ ε/d für alle n, i, und damit

P[|Yn | < [−C,C]d] ≤
n∑
i=1

P[|Yn,i | > C] ≤ ε für alle n ∈ N

gilt. Somit ist die Folge der Verteilungen µn der mehrdimensionalen Zufallsvariablen Yn (n ∈ N) eine straffe
Folge vonWahrscheinlichkeitsmaßen imRd. Mit einem ähnlichen Beweis wie im eindimensionalen Fall zeigt
man, dass der Satz von Prokhorov auch in diesem Fall gilt. Dabei verwendet man statt der eindimensionalen
die multivariaten Verteilungsfunktionen

Fn(c1, ..., cd) = P[Yn,1 ≤ c1, ...,Yn,d ≤ cd], (c1, . . . , cd) ∈ Rd .

Es folgt, dass jede Teilfolge von (µn) eine schwach konvergente Teilfolge hat, und mithilfe von (5.19)
verifiziert man leicht, dass alle Grenzwerte von Teilfolgen mit der Verteilung µ von Y übereinstimmen. Also
konvergiert µn schwach gegen µ, d.h. Yn konvergiert in Verteilung gegen Y . �

Wir beweisen nun den zentralen Grenzwertsatz im Rd:

Beweis. Für p ∈ Rd gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

p ·
(

Sn − E[Sn]
√

n

)
=

1
√

n

n∑
i=1
(p · Xi − E[p · Xi])

D
−→ N (0,Var[p · X1]) = N(0, p · Cp),

da

Var[p · X1] = Cov

[∑
k

pkX1,k ,
∑
l

pkX1,l

]
=

∑
k,l

pkplCkl = p · Cp.

Ist Y ein N(0,C)-verteilter Zufallsvektor, dann ist N(0, p ·Cp) die Verteilung von p ·Y . Mithilfe der Cramér-
Wold Device folgt also, dass (Sn − E[Sn]) /

√
n in Verteilung gegen Y konvergiert. �
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Gauß-Prozesse

Sei I = Z+ oder I = [0,∞). Ein stochastischer Prozess (Xt )t∈I auf einemWahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P)
heißtGauß-Prozess, falls die gemeinsamenVerteilungen von endlichen vielen der Zufallsvariablen Xt (t ∈ I)
multivariate Normalverteilungen sind.

Eine wichtige Beispielklasse von zeitdiskreten Gauß-Prozessen sind autoregressive Prozesse, die zur
Modellierung von Zeitreihen eingesetzt werden. Seien X0 und Zn (n ∈ N) unabhängige reellwertige Zufalls-
variablen mit Zn ∼ N(0, 1) für alle n. Der durch das „stochastische Bewegungsgesetz“

Xn = αXn−1︸ ︷︷ ︸
lineares

Bewegungsgesetz

+ εZn︸︷︷︸
zufällige Störung,

Rauschen

, n ∈ N, (5.20)

definierte stochastische Prozess (Xn)n=0,1,2,... heißt autoregressiver Prozess AR(1) mit Parametern ε, α ∈ R.
Im allgemeineren autoregressiven Modell AR(p), p ∈ N, mit Parametern ε, α1, . . . , αp ∈ R lautet das
Bewegungsgesetz

Xn =

p∑
i=1

αiXn−i + εZn, n ≥ p,

wobei die Rauschterme Zn unabhängig von den Startwerten X0, X1, . . . , Xp−1 sind.

−1

−2

1

2

500 1000

Abbildung 5.4.: Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Parametern α = 0.8 und ε2 = 1.5.

Satz 5.21 (Autoregressive Prozesse als Gaußprozesse). Ist die gemeinsame Verteilung der Startwerte
X0, X1, . . . , Xp−1 eine multivariate Normalverteilung, dann ist der AR(p)-Prozess ein Gauß-Prozeß.

Beweis. Da Xk für k ∈ N eine Funktion der Startwerte X0, X1, . . . , Xp−1 sowie der Rauschterme Z1, . . . , Zk

ist, folgt für alle n ≥ p, dass Zn unabhängig von X0, X1, . . . , Xn−1 ist. Nun ergibt sich mit Induktion, dass die
Zufallsvektoren (X0, X1, . . . , Xn−1, Zn) und (X0, X1, . . . , Xn) für n ≥ p multivariat normalverteilt sind. �

Der AR(1)-Prozess ist eine Markovkette mit Übergangswahrscheinlichkeiten p(x, ·) = N(αx, ε2), siehe
[4]. Das folgende Korollar fasst einige grundlegende Eigenschaften des AR(1) Modells zusammen.
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Lemma 5.22 (Gleichgewicht und exponentieller Abfall der Korrelationen). Für den AR(1)-Prozess mit
Parametern ε, α ∈ R und für m ∈ R und σ > 0 gilt:

(i) Xn−1 ∼ N(m, σ2) =⇒ Xn ∼ N(αm, α2σ2 + ε2).

(ii) Für |α | < 1 ist die Verteilung µ = N(0, ε2

1−α2 ) ein Gleichgewicht, d.h.

X0 ∼ µ =⇒ Xn ∼ µ ∀n ∈ N.

Bei Startverteilung P ◦ X−1
0 = µ gilt:

Cov[Xn, Xn−k] = αk ·
ε2

1 − α2 für alle 0 ≤ k ≤ n.

Beweis. Gilt Xn−1 ∼ N(m, σ2), dann ist (Xn−1, Zn) bivariat normalverteilt, also ist auch die Linearkombina-
tion Xn = aXn−1 + εZn normalverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von Xn ergeben sich aus (5.20).
Der Beweis der übrigen Aussagen wird dem Leser als Übungsaufgabe überlassen. �

Auch ein allgemeiner AR(p)-Prozess lässt sich als Markovkette interpretieren, wenn man statt der Zufalls-
variablen Xn die zeitliche Entwicklung der Zufallsvektoren

X̃n := (Xn−p+1, Xn−p+2, . . . , Xn)

betrachtet. Man kann dann ähnliche Aussagen wie in Lemma 5.22 herleiten.

Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung

Sei Sn = X1 + ... + Xn, wobei die Xi unabhängige Zufallsvariablen in L2(Ω,A, P) mit

E[Xi] = 0 und Var[Xi] = 1

sind. Beispielsweise ist (Sn) ein klassischer Random Walk, wenn P[Xi = +1] = P[Xi = −1] = 1/2 gilt.
Um einen stochastischen Prozess in kontinuierlicher Zeit zu erhalten, interpolieren wir n 7→ Sn linear.
Anschließend reskalieren wir in Raum und Zeit, und setzen für m ∈ N:

S̃(m)t :=
1
√

m
Smt, t ∈ R+.

1

1 2

√
m

m

S
(m)
t

t

Abbildung 5.5.: Raum-Zeit-Reskalierung eines Random Walks.
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Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt für m→∞:

S̃(m)t =
√

t
1
√

mt
Smt

D
−→ N(0, t) für jedes feste t ∈ R+,

d.h. die eindimensionalen Randverteilungen der Prozesse (S̃(m)t )t≥0 konvergieren.

Allgemeiner zeigt manmithilfe des multivariaten zentralen Grenzwertsatzes, dass auch endlich dimensionale
Randverteilungen schwach konvergieren. Für 0 = t0 < t1 < . . . < tk mit k ∈ N und mti ∈ Z+ sind die
Inkremente S̃(m)t1

− S̃(m)t0
, S̃(m)t2

− S̃(m)t1
, . . . , S̃(m)tk

− S̃(m)tk−1
unabhängige Zufallsvariablen, die sich als Summen

der Zufallsvariablen Xi über disjunkte Bereiche darstellen lassen. Aus dem eindimensionalen zentralen
Grenzwertsatz folgt

S̃(m)t − S̃(m)r
D
−→ N(0, t − r) für alle 0 ≤ r ≤ t,

und mit dem multivariaten ZGS ergibt sich die Konvergenz der gemeinsamen Verteilungen der Inkremente
gegen ein Produkt von eindimensionalen Normalverteilungen:

(
S̃(m)t1
− S̃(m)t0

, S̃(m)t2
− S̃(m)t1

, . . . , S̃(m)tk
− S̃(m)tk−1

)
D
−→

k⊗
i=1

N(0, ti − ti−1). (5.21)

Dies motiviert die folgende Definition, die auf N. Wiener zurückgeht:

Definition 5.23 (Brownsche Bewegung). Ein stochastischer Prozess Bt : Ω → R (t ∈ [0,∞)) auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P), heißt Brownsche Bewegung , falls gilt:

(i) Für jede Partition 0 = t0 < t1 < . . . < tk mit k ∈ N sind die Inkremente Bti+1 − Bti unabhängige
Zufallsvariablen mit Verteilung

Bti+1 − Bti ∼ N(0, ti+1 − ti).

(ii) Die Funktion t 7→ Bt (ω) ist für P-fast alle ω stetig.

Hierbei ist ein zeitstetiger stochastischer Prozess einfach eine Kollektion von Zufallsvariablen Bt (t ∈ R+),
die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Eine Brownsche Bewegung ist ein
zeitstetiger Gauß-Prozess.
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Abbildung 5.6.: Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung.

Die Existenz einer Brownschen Bewegung wird in der Vorlesung »Stochastische Prozesse« gezeigt. Aus
(5.21) folgt, dass die endlichdimensionalen Randverteilungen der reskalierten RandomWalks gegen die ent-
sprechenden Randverteilungen einer Brownschen Bewegung (Bt )t∈[0,∞) mit Startwert B0 = 0 konvergieren:(

S̃(m)t1
, S̃(m)t2

, ..., S̃(m)tk

)
D
−→

(
Bt1, ..., Btk

)
für alle 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk, k ∈ N.

Eine noch allgemeinere Aussage liefert ein funktionaler zentralen Grenzwertsatz auf dem Banachraum
C([0, 1],R) (Invarianzprinzip von Donsker): Der gesamte stochastische Prozess (S̃(m)t )0≤t≤1 konvergiert in
Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung (Bt )0≤t≤1. Mehr dazu in den weiterführenden Vorlesungen
»Stochastische Prozesse« und »Grundzüge der stochastischen Analysis«.

5.4. Schätzer und Tests in Gauß-Modellen

Parameterschätzung im Gauß-Modell

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Stichproben, Daten), die von einer unbekannten
Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Rückschlüsse auf die zugrundelie-
gende Verteilung aus den Daten zu erhalten. Im einfachsten Modell (Gauß-Modell) nimmt man an, dass die
Daten unabhängige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz
sind:

µ = N(m, v), m, v unbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung für die Normalverteilungsannahme liefert der zentrale Grenzwertsatz. Letzt-
endlich muss man aber in jedem Fall überprüfen, ob eine solche Annahme gerechtfertigt ist.Ein erstes Ziel
ist es nun, den Wert von m auf der Basis von n unabhängigen Stichproben X1(ω) = x1, . . . , Xn(ω) = xn zu
schätzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schätzung des Erwartungswerts

• Schätze m auf der Basis von n unabhängigen Stichproben X1(ω), ..., Xn(ω) von µ.
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• Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen von unabhängigen
Zufallsvariablen X1, . . . , Xn. Da wir die tatsächliche Verteilung nicht kennen, untersuchen wir alle in Betracht
gezogenen Verteilungen simultan:

X1, . . . , Xn ∼ N(m, v) unabhängig unter Pm,v . (5.22)

Ein naheliegender Schätzer für m ist der empirische Mittelwert

Xn(ω) :=
X1(ω) + ... + Xn(ω)

n
.

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schätzer erwartungstreu (unbiassed) und konsistent ist, d.h. für
alle m, v gilt:

Em,v[Xn] = m

und
Xn → m Pm,v-stochastisch für n→∞.

Wie wir den Schätzfehler quantifizieren hängt davon ab, ob wir die Varianz kennen.

Schätzung von m bei bekannter Varianz v.
Um den Schätzfehler zu kontrollieren, berechnen wir die Verteilung von Xn:

Xi ∼ N(m, v) unabhängig ⇒ X1 + ... + Xn ∼ N(nm, nv)

⇒ Xn ∼ N(m, v/n)

⇒
Xn − m√

v/n
∼ N(0, 1)

Bezeichnet Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, dann erhalten wir

Pm,v

[
|Xn − m| < q

√
v

n

]
= N(0, 1)(−q, q) = 2

(
Φ(q) −

1
2

)
für alle m ∈ R.

Satz 5.24 (Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz). Im Gaußmodell (5.22) mit bekannter Varianz v
ist das zufällige Intervall (

Xn − Φ
−1(α)

√
v

n
, Xn + Φ

−1(α)

√
v

n

)
ein (2α − 1) · 100% Konfidenzintervall für m, d.h.

Pm,v[m ∈ Intervall] ≥ 2α − 1 für alle m ∈ R.

Man beachte, dass die Länge des Konfidenzintervalls in diesem Fall nicht von den beobachteten Stichpro-
ben abhängt!

Schätzung von m bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz unbekannt. In
diesem Fall können wir das Intervall oben nicht verwenden, da es von der unbekannten Varianz v abhängt.
Stattdessen schätzen wir m und v simultan, und konstruieren ein Konfidenzintervall für m mithilfe beider
Schätzwerte. Erwartungstreue Schätzer für m und v sind

Xn =
1
n

n∑
i=1

Xi und Vn =
1

n − 1

n∑
i=1
(Xi − Xn)

2 .
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Um ein Konfidenzintervall für m zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformationssatzes die ge-
meinsame Verteilung von Xn und Vn:

Lemma 5.25. Xn und Vn sind unabhängig unter Pm,v mit Verteilung

Xn ∼ N
(
m,

v

n

)
,

n − 1
v

Vn ∼ χ2(n − 1) .

Beweis. Wir führen eine lineare Koordinatentransformation Y = OX durch, wobei O eine orthogonale
n × n-Matrix vom Typ

O =
( 1√

n
... 1√

n

beliebig

)
ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Ergänzen des normierten Vektors ( 1√

n
, ..., 1√

n
) zu einer Orthonor-

malbasis des Rn. Da die Matrix O orthogonal ist, gilt in den neuen Koordinaten

Xn =
1
n

n∑
i=1

Xi =
1
√

n
Y1, und

(n − 1)Vn =

n∑
i=1
(Xi − Xn)

2 =

n∑
i=1

X2
i − nX

2
n = ‖X ‖

2
Rn − nX

2
n =‖Y ‖

2
Rn − Y2

1 =

n∑
i=2

Y2
i .

Da die Zufallsvariablen Xi (1 ≤ i ≤ n) unabhängig und N(m, v)-verteilt sind, ist der Zufallsvektor
X = (X1, ..., Xn) multivariat normalverteilt mit Mittel (m, . . . ,m) und Kovarianzmatrix v · In. Nach dem
Transformationssatz oder mithilfe von charakteristischen Funktionen folgt

Y ∼ N
©«O

©«
m
...

m

ª®®¬ , v · OInOT
ª®®¬ = N

©«
©«
m
√

n
0
...

0

ª®®®®¬
, v · In

ª®®®®¬
.

Also sind Y1, ...,Yn unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungen

Y1 ∼ N(m
√

n, v) , Yi ∼ N(0, v) für i ≥ 2.

Es folgt, dass

Xn =
Y1
√

n
und

n − 1
v

Vn =

n∑
i=2

(
Yi
√
v

)2

unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilungen N(m, v/n) bzw. χ2(n − 1) sind. �

Bei bekannter Varianz v hatten wir Konfidenzintervalle für m vom Typ Xn ± q ·
√
v/n erhalten, wobei q

ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilung ist. Daher liegt es nahe, zu versuchen, bei unbekannter
Varianz Konfidenzintervalle vom Typ Xn ± q ·

√
Vn/n herzuleiten. Es gilt

Pm,v

[
|Xn − m| ≥ q

√
Vn/n

]
= Pm,v[|Tn−1 | ≥ q] mit

Tn−1 :=
√

n · (Xn − m)
√

Vn

.

Die Zufallsvariable Tn−1 heißt Studentsche t-Statistik mit n−1 Freiheitsgraden.1Unsere Überlegungen
zeigen, dasswir ausQuantilen der Studentschen t-StatistikKonfidenzintervalle für dasGauß-Modell herleiten
können. Wir müssen nur noch die Verteilung von Tn berechnen:

1In der Statistik bezeichnetman einemessbare Funktion der Beobachtungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schätzer ist eine Statistik,
die zum Schätzen eines unbekannten Parameters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt man auch Intervallschätzer.
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Satz 5.26 (Student). Die Verteilung von Tn ist absolutstetig mit Dichte

fTn (t) = B
(
1
2
,

n
2

)−1
· n−1/2 ·

(
1 +

t2

2

)−n/2
(t ∈ R). (5.23)

Hierbei ist B (1/2, n/2) = n−1/2 ´ ∞
−∞
(1+ s2)−n/2ds die Eulersche Beta-Funktion, die als Normierungsfak-

tor auftritt. Insbesondere ist das zufällige Intervall
(
Xn − q ·

√
Vn/n, Xn + q ·

√
Vn/n

)
ein 100 · (1 − 2α)%

Konfidenzintervall für m, falls
q = F−1

Tn−1
(1 − α)

ein (1 − α)-Quantil der t-Verteilung mit n − 1 Freiheitsgraden ist.

Beweis. Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt man: Sind Z und Y unabhängige Zufallsva-
riablen mit Verteilungen N(0, 1) bzw. χ2(n − 1), dann ist Z/

√
1

n−1Y absolutstetig mit Dichte fTn−1 . Der Satz

folgt dann nach Lemma 5.25 mit Z := Xn−m√
v/n

und Y := n−1
v Vn. �

Definition 5.27 (Studentsche t-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,B(R)) mit Dich-
tefunktion (5.23) nennt man »Studentsche t-Verteilung mit n Freiheitsgraden«.

Bemerkung (Nichtparametrische und verteilungsunabhängige Konfidenzintervalle). In Anwendungen
ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungsannahme an die Beobachtungswerte gerechtfertigt ist. Zudem
können einzelne größere Ausreißer in den Daten (z.B. aufgrund von Messfehlern) das Stichprobenmittel
relativ stark beeinflussen. Der Stichprobenmedian ist dagegen in den meisten Fällen ein deutlich stabilerer
Schätzwert für den Median der zugrundeliegenden Verteilung, und die in Abschnitt 2.1 hergeleiteten, auf
Ordnungsstatistiken basierenden, Konfidenzintervalle für den Median und andere Quantile werden ebenfalls
in der Regel weniger stark durch Ausreißer beeinflusst. Zudem gelten diese Konfidenzintervalle simultan für
alle stetigen Verteilungen. Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Normalverteilungsannahme aufgrund der
Daten gerechtfertigt ist, empfiehlt es sich, auf die stabileren Ordnungsintervalle zurückzugreifen.

Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen häufig nicht über Konfidenzintervalle, sondern als Hypothe-
sentest formuliert. Mathematisch passiert dabei nichts wirklich Neues – es handelt sich nur um eine durch
praktische Erwägungen motivierte Umformulierung derselben Resultate:
Angenommen, wir haben n unabhängige reellwertige Stichproben X1, ..., Xn von einer unbekannten Vertei-

lung vorliegen und wir gehen davon aus, dass die zugrundeliegende Verteilung aus einer Familie µθ (θ ∈ Θ)
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Familie aller Normalverteilungen µθ = N(m, v),
θ = (m, v) ∈ R × R+. Die gemeinsame Verteilung von X1, . . . , Xn ist dann das Produktmaß µnθ =

⊗n
i=1 µθ .

Sei nun Θ0 eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese H0: »θ ∈ Θ0«

und der

Alternative H1: »θ < Θ0«
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Ein Hypothesentest für ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare Teilmenge C ⊆ Rn (den
Verwerfungsbereich) mit zugehöriger Entscheidungsregel:

Akzeptiere H0 ⇐⇒ (X1, ..., Xn) < C.

Beispiel (t-Test). Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbe-
kanntem Parameter θ = (m, v) ∈ Θ := R×R+. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der Verteilung einen
bestimmten Wert m0 hat:

Nullhypothese H0: »m = m0« , Θ0 = {m0} × R
+ .

Ein solches Problem tritt z.B. in der Qualitätskontrolle auf, wenn man überprüfen möchte, ob ein
Sollwert m0 angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleich zweier Verfahren, wobei Xi

die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese mit m0 = 0 besagt
hier, dass kein signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht.

Im t–Test für obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptiert, falls der Betrag der Studentschen
t-Statistik unterhalb einer angemessen zu wählenden Konstanten c liegt, bzw. verworfen, falls

|Tn−1 | =

�����√n · (Xn − m0)
√

Vn

����� > c

gilt.

Seien nun allgemein X1, X2, . . . unter Pθ unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung µθ . Bei einem
Hypothesentest können zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: H0 wird verworfen, obwohl wahr. Die Wahrscheinlichkeit dafür beträgt:

Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µnθ[C] , θ ∈ Θ0.

Fehler 2. Art: H0 wird akzeptiert, obwohl falsch. Die Wahrscheinlichkeit beträgt:

Pθ[(X1, ..., Xn) < C] = µnθ[C
C] , θ ∈ Θ \ Θ0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch in H0 und H1 ist, interpretiert man bei-
de Fehler unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die Alternative eine
Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker überzeugen soll, sollte dieWahrschein-
lichkeit für den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen
(kleinen) Schranke α liegen. Die Wahrscheinlichkeit

µnθ [C] , θ ∈ Θ \ Θ0 ,

dass kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraussetzung möglichst groß sein.

Definition 5.28 (Gütefunktion und Niveau eines Hypothesentests). Die Funktion

G(θ) = Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µnθ[C]

heißt Gütefunktion des Tests. Der Test hat Niveau α, falls

G(θ) ≤ α für alle θ ∈ Θ0 gilt.

Aus Satz 5.26 und der Symmetrie der Studentschen t-Verteilung folgt unmittelbar:
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Korollar 5.29. Der Studentsche t-Test hat Niveau α falls c ein (1− α2 )-Quantil der Studentschen t-Verteilung
mit n − 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:

Satz 5.30 (Korrespondenz Konfidenzintervalle↔ Hypothesentests). Für einen reellwertigen Parame-
ter γ = c(θ), ein Irrtumsniveau α ∈ (0, 1), und messbare Abbildungen (Statistiken) γ̂, ε : Rn → R sind
äquivalent:

(i) Das Intervall

[γ̂(X1, . . . , Xn) − ε(X1, . . . , Xn) , γ̂(X1, . . . , Xn) + ε(X1, . . . , Xn)]

ist ein (1 − α) · 100 % Konfidenzintervall für γ.

(ii) Für jedes γ0 ∈ R ist

C = {(x1, ..., xn) : |γ̂(x1, . . . , xn) − γ0 | > ε(x1, . . . , xn)}

der Verwerfungsbereich eines Tests der Nullhypothese γ = γ0 zum Niveau α.

Beweis. Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall für γ zum Irrtumsniveau α, wenn

Pθ [|γ̂(X1, . . . , Xn) − c(θ)| > ε(X1, ..., Xn)] ≤ α ∀ θ ∈ Θ

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothese c(θ) = γ0 für jedes γ0 Niveau α hat. �

5.5. Übungsaufgaben

Aufgabe 46 (Konvergenz von Dirac-Maßen). Sei (xn)n∈N eine Folge im Rd. Wann genau konvergiert die
Folge µn = δxn

a) schwach ?

b) vage ?

c) in der Variationsdistanz ?

d) in der Kantorovich-Distanz ?

Aufgabe 47 (Konvergenz in Verteilung). Seien Xn,Yn, X undY Zufallsvariablen auf (Ω,A, P)mit Xn → X
und Yn → Y in Verteilung.

a) Demonstrieren Sie anhand eines Beispiels, daß Xn + Yn nicht notwendig in Verteilung gegen X + Y
konvergiert.

b) Zeigen Sie, daß diese Konvergenz gilt, wenn Y konstant ist.
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Aufgabe 48 (Gesetz der großen Zahlen via charakteristische Funktionen). a) Beweisen Sie mithilfe
von charakteristischen Funktionen die folgende Version des schwachen Gesetzes der großen Zahlen :
Sind X1, X2, ... : Ω → R i.i.d. Zufallsvariablen in L1(Ω,A, P) mit E[Xi] = m, dann konvergiert die
Verteilung von 1

n

∑n
i=1 Xi schwach gegen das Diracmaß δm.

b) Folgern Sie hieraus, dass 1
n

∑n
i=1 Xi auch stochastisch gegen m konvergiert.

Aufgabe 49 (Grenzwertsatz für Poisson-Verteilungen). a) Bestimmen Sie (z.B. mithilfe von charak-
teristischen Funktionen) die Verteilung der Summe von n unabhängigen Poisson-verteilten Zufalls-
variablen mit Parameter λ > 0.

b) Zeigen Sie mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes:

e−n
(
1 +

n
1!
+

n2

2!
+ · +

nn

n!

)
→

1
2

für n→∞.

Aufgabe 50 (Fehlerfortpflanzung bei transformierten Beobachtungen).

Sei (Xi)i∈N eine Folge von unabhängigen, identisch verteilten reellwertigen Zufallsvariablen mit endlicher
Varianz v > 0 und Erwartungswert m. Sei f : R → R zweimal stetig differenzierbar mit f ′(m) , 0 und
beschränktem f ′′. Zeigen Sie: Für n→∞ gilt√

n/v
f ′(m)

(
f

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
− f (m)

)
D
−−→ N(0, 1).

(Hinweis: Verwenden Sie die Taylor-Entwicklung von f im Punkt m, und schätzen Sie das Restglied mit der
Čebyšev-Ungleichung ab.)

Aufgabe 51 (Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung). a) ZeigenSie, dass jede schwach
konvergente Folge {µn : n ∈ N} von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (Rd,B(Rd)) straff ist.

b) Vervollständigen Sie den Beweis des Satzes von Cramér-Wold aus der Vorlesung. Dabei können Sie
ohne Beweis voraussetzen, dass jede straffe Folge vonWahrscheinlichkeitsmaßen aufRd eine schwach
konvergente Teilfolge hat.
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Um Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse zu untersuchen, geht man häufig zu einer neuen absolutste-
tigen Wahrscheinlichkeitsverteilung über, bezüglich der das relevante Ereignis nicht mehr selten ist. Der
Maßwechsel geschieht dabei typischerweise mit einer exponentiellen Dichte. Auf diese Weise erhält man
unter anderem asymptotische Aussagen über die Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen. Eine zentrale
Rolle spielt dabei der Begriff der relativen Entropie, die die statistische Unterscheidbarkeit zweier Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen misst. Anwendungen liegen in der Asymptotik von Likelihood basierten Schätz-
und Testverfahren, und der asymptotischen Effizienz von Importance Sampling Schätzern.

Asymptotische Aussagen über Wahrscheinlichkeiten, die wir in diesem Abschnitt herleiten werden, be-
treffen meistens nur die exponentielle Abfallrate. Subexponentiell fallend oder wachsende Faktoren werden
ignoriert. Wir führen einen entsprechenden Äquivalenzbegriff für Folgen auf der exponentiellen Skala ein:

Definition 6.1 (Asymptotische exponentielle Äquivalenz von Folgen). Zwei Folgen (an)n∈N und
(bn)n∈N von positiven reellen Zahlen heißen asymptotisch exponentiell äquivalent ( an ' bn ), falls

1
n

log
an
bn
=

1
n
(log an − log bn) −→ 0 für n→∞.

Beispielsweise gilt n−k exp(−cn) ' exp(−cn) für alle k, c ∈ R.
Um exponentielle Äquivalenz zu zeigen werden wir häufig separat eine Abschätzung nach oben („obere

Schranke”) und eine Abschätzung nach unten („untere Schranke”) beweisen. Entsprechend schreiben wir
„an � bn”, falls

lim sup
n→∞

1
n

log
an
bn

≤ 0

ist. Beispielsweise gilt für reelle Zahlen c, d, k, l:

n−k exp(−cn) � n−l exp(−dn) ⇐⇒ c ≥ d.

6.1. Entropie und relative Entropie

Wir definieren zunächst die Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung und die relative Entropie
zweier beliebiger Wahrscheinlichkeitsmaße. Mithilfe des Gesetzes der großen Zahlen können wir statisti-
sche Interpretationen dieser Größen geben. Insbesondere misst die relative Entropie die Unterscheidbarkeit
zweier Wahrscheinlichkeitsmaße durch Folgen von unabhängigen Stichproben. In den nachfolgenden Ab-
schnitten werden wir zeigen, dass daraus allgemeine untere Schranken für die exponentielle Abfallrate der
Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse in Produktmodellen folgen.

Entropie und Information

Wir bemerken zunächst, dass die auf [0,∞) definierte Funktion

u(x) :=

{
x log x für x > 0
0 für x = 0
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stetig und strikt konvex ist mit u′(x) = 1 + log x und u′′(x) = 1/x für x > 0. Insbesondere gilt

u(x) ≤ 0 für alle x ∈ [0, 1], (6.1)
u(x) ≥ x − 1 für alle x ≥ 0, (6.2)

und u(1/e) = −1/e ist das absolute Minimum der Funktion u.
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Abbildung 6.1.: Graph der Funktion u(x) (blau) und ihrer unteren Schranke x − 1 (rot)

Sei nun S eine abzählbare Menge, und µ = (µ(x))x∈S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

Definition 6.2 (Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Die Größe

H(µ) := −
∑
x∈S
µ(x),0

µ(x) log µ(x) = −
∑
x∈S

u(µ(x)) ∈ [0,∞]

heißt Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung µ.

Anschaulich können wir − log µ(x) interpretieren als Maß für die »Überraschung« bzw. den »Informati-
onsgewinn«, falls eine Stichprobe von der Verteilung µ denWert x hat. Die »Überraschung« ist umso größer,
je unwahrscheinlicher x ist. Die Entropie H(µ) ist dann die »mittlere Überraschung« bzw. der »mittlere
Informationsgewinn« beim Ziehen einer Stichprobe von ν. Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch
die Wahl des Logarithmus erklärt, ist:
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Satz 6.3 (Faktorisierungseigenschaft). Für beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen ν und µ

gilt:
H(ν ⊗ µ) = H(ν) + H(µ).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unabhängigen Experimenten zusammengesetzten
Zufallsexperiment ist also die Summe der einzelnen mittleren Informationszuwächse.

Beweis. Nach Definition der Entropie gilt:

H(ν ⊗ µ) =
∑
x,y

ν(x)µ(y),0

ν(x)µ(y) log(ν(x)µ(y))

= −
∑

x:ν(x),0
ν(x) log(ν(x)) −

∑
y:µ(y),0

µ(y) log(µ(y))

= H(ν) + H(µ). �

Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzählbaren Menge S die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
minimaler bzw. maximaler Entropie.

Entropieminima

Nach (6.1) ist die Entropie stets nicht-negativ. Zudem gilt:

H(µ) = 0 ⇐⇒ µ(x) ∈ {0, 1} ∀ x ∈ S ⇐⇒ µ ist ein Dirac-Maß.

Die Dirac-Maße sind also die Entropieminima. Ist das Zufallsexperiment deterministisch, d.h. µ ein Di-
racmaß, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe von µ keine Überraschung bzw. kein Informationszuwachs
auf.

Entropiemaximum

Ist S endlich, dann gilt für alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ auf S:

H(µ) ≤ log (|S |) = H(UnifS),

wobei UnifS die Gleichverteilung auf S ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt nämlich

−
∑
x∈S

u(µ(x)) = −|S | ·
ˆ

u(µ(x)) UnifS(dx)

≤ −|S | · u
(ˆ

µ(x) UnifS(dx)
)

= −|S | · u (1/|S |) = log |S |

mit Gleichheit genau dann, wenn µ die Gleichverteilung ist.

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einem endlichen Zustandsraum. Anschaulich können
wir die Gleichverteilung als eine »völlig zufällige« Verteilung auffassen – d.h. wir verwenden die Gleich-
verteilung als Modell, wenn wir keinen Grund haben, einen der Zustände zu bevorzugen. Die Entropie ist in
diesem Sinne ein Maß für die »Zufälligkeit« (bzw. »Unordnung«) der Wahrscheinlichkeitsverteilung µ.

Ist S abzählbar unendlich, dann gibt es Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S mit unendlicher Entropie.
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Als nächstes geben wir eine statistische Interpretation der Entropie. Sei µ eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf einer abzählbaren Menge S. Die Wahrscheinlichkeit einer Folge von Ausgängen x1, . . . , xn bei
Entnehmen einer Stichprobe aus n unabhängigen Zufallsgrößen mit Verteilung µ beträgt

pn(x1, ..., xn) =
n∏
i=1

µ(xi).

Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung der Werte x1, . . . , xn ist also

−
1
n

log pn(x1, ..., xn).

Mithilfe des Gesetzes der großen Zahlen können wir die Asymptotik dieser Größen für n→∞ untersuchen:

Satz 6.4 (Entropie als asymptotische Informationszuwachsrate). Seien X1, X2, . . . : Ω → S unter P
unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung µ. Dann gilt P-fast sicher :

−
1
n

log pn(X1, . . . , Xn) −→ H(µ) für n→∞.

In der zu Beginn dieses Kapitels eingeführten Notation zur Äquivalenz auf der exponentiellen Skala besagt
die Aussage des Satzes, dass fast sicher

pn(X1, . . . , Xn) ' e−nH(µ) gilt.

Beweis. Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt 0 < µ(Xi) ≤ 1, also − log µ(Xi) ∈ [0,∞) für alle i. Nach Korollar
4.12 folgt, dass fast sicher

−
1
n

log pn(X1, . . . , Xn) = −
1
n

n∑
i=1

log µ(Xi)
n→∞
−→ −

ˆ
log µ dµ = H(µ)

gilt.

Relative Entropie und statistische Unterscheidbarkeit

Die Entropie ist nur für diskrete Wahrscheinlichkeitsmaße definiert. Eine Übertragung der Definition auf
absolutstetige Wahrscheinlichkeitsmaße auf Rd ist möglich, indem man

H(µ) = −
ˆ
Rd

f log f dx mit f = dµ/dx

setzt. Allerdings kann die so definierte Entropie sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Wir
führen jetzt den allgemeineren Begriff der relativen Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmaße auf einem
beliebigen meßbaren Raum (S,B) ein:

Definition 6.5 (Relative Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmaße). Seien µ und ν Wahrscheinlich-
keitsmaße auf (S,B). Die durch

H(µ | ν) :=
{ ´

logw dµ =
´
w logw dν falls µ � ν mit Dichte w,

∞ sonst. (6.3)

definierte Größe H(µ | ν) ∈ [0,∞] heißt relative Entropie (oder Kullback-Leibler Information) von µ bzgl.
ν.
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Um eine anschauliche Interpretation der relativen Entropie zu geben, nehmen wir an, dass µ und ν

Wahrscheinlichkeitsmaße auf S = Rd oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw. Massenfunktionen)
f , g > 0 sind. Die relative Dichte w von µ bzgl. ν ist dann

w(x) =
dµ
dν
(x) =

f (x)
g(x)

für ν-fast alle x ∈ S,

und
H(µ | ν) =

ˆ
log

f
g

dµ =

ˆ
(− log g(x) − (− log f (x))) µ(dx).

Wir können − log g(x) und − log f (x) als Maß für die Überraschung (den Informationsgewinn) bei Ein-
treten von x interpretieren, falls ν bzw. µ das zugrundeliegende Modell ist. Wenn wir also ν als Modell
annehmen, aber tatsächlich µ die zugrundeliegende Verteilung ist, dann erhöht sich die Überraschung (der
Informationszuwachs) bei Ziehen einer Stichprobe imVergleich zum korrektenModell imMittel um H(µ |ν).

Bemerkung (Entropie als Spezialfall der relativen Entropie). Ist ν das Zählmaß auf einer abzählbaren
Menge S, dann gilt

H(µ | ν) =
∑
µ(x),0

µ(x) log µ(x) = −H(µ). (6.4)

Ist S endlich, und ν die Gleichverteilung (also das normierte Zählmaß) auf S, dann folgt entsprechend

H(µ | ν) =
∑
µ(x),0

µ(x) log(µ(x) · |S |) = log |S | − H(µ).

Aussagen über die relative Entropie liefern also als Spezialfall entsprechende Aussagen für die Entropie
(wobei sich aber das Vorzeichen umkehrt!)

Das folgende Lemma fasst elementare Eigenschaften der relativen Entropie zusammen:

Lemma 6.6 (Eigenschaften der relativen Entropie).

(i) Es gilt H(µ | ν) ≥ 0, mit Gleichheit genau dann, wenn µ = ν.

(ii) H(µ1 ⊗ . . . ⊗ µn | ν1 ⊗ . . . ⊗ νn) =
n∑
i=1

H(µi | νi).

Beweis. Sei µ � ν mit relativer Dichte w. Wegen x log x ≥ x − 1 folgt

H(µ | ν) =

ˆ
w logw dν ≥

ˆ
(w − 1) dν =

ˆ
w dν − 1 = 0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn w ν-fast sicher gleich 1, also µ = ν ist. Der Beweis der zweiten Aussage ist
eine Übungsaufgabe. �

Die folgenden Beipiele zeigen, dass die relative Entropie im Allgemeinen nicht symmetrisch ist.

Beispiele (Relative Entropie von Bernoulli- und Binomialverteilungen).

(i) Für die Bernoulli-Verteilungen mit νp(1) = p und νp(0) = 1 − p gilt:

H(νa | νp) = a log
(

a
p

)
+ (1 − a) log

(
1 − a
1 − p

)
für alle a, p ∈ (0, 1).
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6. Entropie und große Abweichungen

(ii) Für Normalverteilungen mit Mittelwerten m, m̃ ∈ R und Varianzen v, ṽ > 0 gilt

H(N(m̃, ṽ) | N(m, v)) =
1
2

(
log

( v
ṽ

)
+
ṽ

v
− 1 +

(m̃ − m)2

v

)
, also insbesondere

H(N(m̃, v) | N(m, v)) =
(m̃ − m)2

2v
.

Wir geben nun eine statistische Interpretation der relativen Entropie. Dazu nehmen wir wieder an, dass µ
und ν Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = Rd oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw. Massen-
funktionen) f , g > 0, und relativer Dichte w = f /g sind. Die Dichte bzw. Massenfunktion

Ln(ν; x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

g(xi)

der Verteilung n unabhängiger Stichproben X1, . . . , Xn von ν bezeichnet man in der Statistik auch als
Likelihood der Verteilung ν bzgl. der Daten (x1, . . . , xn).

Wie kann man anhand von unabhängigen Stichproben erkennen, welche der beiden Verteilungen ν und µ in
einem Zufallsexperiment vorliegt? Dazu betrachten wir den Likelihood-Quotienten

wn(x1, . . . , xn) :=
Ln(µ; x1, . . . , xn)
Ln(ν; x1, . . . , xn)

=

∏n
i=1 f (xi)∏n
i=1 g(xi)

=

n∏
i=1

w(xi).

Analog zu Satz 6.4 erhalten wir die folgende (allgemeinere) Aussage:

Satz 6.7 (Relative Entropie als statistische Unterscheidbarkeit; Shannon-McMillan). Seien
X1, X2, . . . : Ω → S unabhängige Zufallsvariablen unter Pν bzw. Pµ mit Verteilung ν bzw. µ.
Dann gilt für n→∞:

1
n

logwn(X1, . . . , Xn) −→ H(µ | ν) Pµ-fast sicher, und (6.5)

1
n

logwn(X1, . . . , Xn) −→ −H(ν | µ) Pν-fast sicher. (6.6)

Beweis. (i) Für n→∞ gilt nach dem Gesetz der großen Zahlen

1
n

logwn(X1, . . . , Xn) =
1
n

n∑
i=1

logw(Xi) −→

ˆ
logw dµ Pµ-fast sicher.

Das Gesetz der großen Zahlen ist anwendbar, da
ˆ
(logw)− dµ =

ˆ
(w logw)− dν ≤

1
e

< ∞.

(ii) Da ν absolutstetig bzgl. µ mit Dichte 1/w ist, gilt entsprechend

1
n

logwn(X1, . . . , Xn) = −
1
n

n∑
i=1

log
1

w(Xi)

GGZ
−→ −

ˆ
log

1
w

dν = −H(ν | µ) Pν-fast sicher. �
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Der Satz von Shannon-Mc Millan zeigt, dass sich die Produktdichte (der Likelihood-Quotient) asym-
ptotisch auf der exponentiellen Skala (d.h. unter Vernachlässigung subexponentiell wachsender Faktoren)
folgendermaßen verhält:

wn(X1, . . . , Xn) '

{
enH(µ | ν) Pµ-fast sicher,
e−nH(ν | µ) Pν-fast sicher.

Damit erhaltenwir eine statistische Interpretation der relativenEntropie als natürlichen (nicht-symmetrischen!)
Abstandsbegriff für Wahrscheinlichkeitsmaße. Wir werden diese statistische Interpretation in Satz 6.14 noch
weiter präzisieren.

Entropie von Markovketten

Sei p(x, y) (x, y ∈ S) eine stochastische Matrix auf einer endlichen Menge S mit Gleichgewichtsverteilung
ν ∈ WV(S), d.h. für alle y ∈ S gelte ∑

x∈S

ν(x) p(x, y) = ν(y). (6.7)

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass die relative Entropie H(µpn |ν) der Verteilung zur Zeit n einer
Markovkette mit Startverteilung µ und Übergangsmatrix p bezüglich des Gleichgewichts ν monoton fällt:

Satz 6.8 (Abfall der relativen Entropie). Ist p eine stochastische Matrix auf S und ν ein Gleichgewicht
von p, dann gilt für jede Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf S:

H(µp|ν) ≤ H(µ|ν) . (6.8)

Insbesondere ist n 7→ H(µpn |ν) stets monoton fallend.

Beweis. Ist µ nicht absolutstetig bezüglich ν, dann ist die Aussage (6.8) automatisch erfüllt. Andernfalls sei
w eine Version der relativen Dichte dµ/dν. Dann gilt

(µp)(y) =
∑
x∈S

µ(x) p(x, y) =
∑
x∈S

w(x) ν(x) p(x, y). (6.9)

Aus der Gleichgewichtsbedingung (6.7) folgt ν(x)p(x, y) ≤ ν(y) für alle x, y ∈ S. Also ist auch µp absolut-
stetig bzgl. ν, mit relativer Dichte

(µp)(y)
ν(y)

=
∑
x∈S

w(x)
ν(x) p(x, y)

ν(y)
. (6.10)

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt auch, dass x 7→ ν(x)p(x, y)/ν(y) die Massenfunktion einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf S ist. Darum können wir die Jensensche Ungleichung auf die konvexe Funktion
u(x) = x log+ x anwenden, und erhalten

u

(∑
x∈S

w(x)
ν(x) p(x, y)

ν(y)

)
≤

∑
x∈S

u(w(x))
ν(x) p(x, y)

ν(y)
.
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Zusammen mit (6.10) ergibt sich

H(µp|ν) =
∑

y:ν(y),0
u

(∑
x∈S

w(x) ν(x) p(x, y)/ν(y)

)
ν(y)

≤
∑
y∈S

∑
x∈S

u(w(x)) ν(x) p(x, y)

=
∑
x∈S

u(w(x)) ν(x) = H(µ|ν). �

Bemerkung (Zunahme der Entropie; thermodynamische Irreversibilität). AlsSpezialfall ergibt sichwe-
gen H(µ) = log |S | − H(µ|ν) die Aussage, dass die Entropie H(µpn) der Verteilung einer Markovkette zur
Zeit n monoton wächst, falls der Zustandsraum endlich und die Gleichverteilung ν ein Gleichgewicht ist.
In der Interpretation der statistischen Physik geht die zeitliche Entwicklung auf makroskopischer Ebene
(Thermodynamik) von einem geordneten hin zu einem ungeordneten Zustand mit (lokal) maximaler Entro-
pie (»thermodynamische Irreversibilität«). Trotzdem ist auf mikroskopischer Ebene die Dynamik rekurrent,
d.h. jeder Zustand x ∈ S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft besucht – dies
dauert nur eventuell astronomisch lange. Die Einführung eines Markov-Modells durch die österreichischen
Physiker Tatjana und Paul Ehrenfest konnte eine entsprechende Kontroverse von Zermelo („Dynamik kehrt
immer wieder zurück“) und Boltzmann („soll solange warten“) lösen.

Beispiel (Irrfahrten). Ist p die Übergangsmatrix eines symmetrischen Random Walks auf dem dis-
kreten Kreis Zk = Z/(kZ), der symmetrischen Gruppe Sn („Mischen eines Kartenspiels“), oder dem
diskreten Hyperwürfel {0, 1}n („Ehrenfest-Modell“), dann ist die Gleichverteilung ein Gleichgewicht,
und die Entropie wächst monoton.

6.2. Exponentielle Familien und der Satz von Cramér

In diesem Abschnitt wollen wir die exponentielle Abfallrate der Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen
vomGesetz der großen Zahlen identifizieren. Um die Chernoff-Abschätzung durch eine asymptotische untere
Schranke zu vervollständigen, verwenden wir einenMaßwechsel zu einer Verteilung aus einer exponentiellen
Familie.

Exponentielle Familien

Sei ν ein positives Maß auf (S,B), U : S → Rd eine messbare Funktion, und

Z(t) =

ˆ
et ·U dν, t ∈ Rd,

die momentenerzeugende Funktion von U mit Definitionsbereich

Θ = {t ∈ Rd : Z(t) < ∞}.

Für t ∈ Θ sei Λ(t) = log Z(t) die kumulantenerzeugende Funktion.

Definition 6.9 (Exponentielle Familie). Die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

µt (dx) :=
1

Z(t)
et ·U(x) ν(dx) = et ·U(x)−Λ(t) ν(dx), t ∈ Θ,

heißt exponentielle Familie zu ν und U.
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Bemerkung (Boltzmann-Verteilung). In der statistischen Physik treten exponentielle Familien als Gleich-
gewichsverteilungen auf. Beispielsweise ist die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewicht in einem
abgeschlossenen System bei inverser Temperatur β = 1/T gleich µβ , wobei ν die Gleichverteilung bzw.
das Lebesguemaß auf dem Zustandsraum, und U(x) = −H(x) die negative Energie des Zustandes x ist. Die
Normierungskonstante Z(β) heißt in der statistischen Physik Partitionsfunktion.

Wir betrachten zunächst einige elementare Beispiele von exponentiellen Familien:

Beispiel. (i) Exponential- und Gammaverteilungen. Ist ν die Exponentialverteilung mit Parameter
λ > 0, und U(x) = −x, dann ist M(t) für t > −λ endlich, und es gilt

µt = Exp(λ + t) für alle t > −λ.

Die exponentielle Familie besteht also aus allen Exponentialverteilungen.
Ist ν = Γ(α, λ) eine Gammaverteilung, dann gilt entsprechend µt = Γ(α, λ + t).

(ii) Bernoulli-, Binomial- und Poisson-Verteilungen. Ist ν die Bernoulli-Verteilung mit Parameter p
und U(k) = k, dann gilt µt (1) = pt mit

pt =
etp

etp + 1 − p
=

p
p + (1 − p)e−t

,

d.h. µt ist die Bernoulliverteilung mit Parameter pt . Entsprechend gilt für U(k) = k:

ν = Bin(n, p) ⇒ µt = Bin(n, pt ), und
ν = Poisson(λ) ⇒ µt = Poisson(λet ).

Die exponentielle Familie besteht also jeweils aus allen Bernoulli-Verteilungen, Binomialvertei-
lungen mit festem n, bzw. Poisson-Verteilungen.

(iii) Normalverteilungen. Ist ν = N(m,C) eine d-dimensionale Normalverteilung, undU(x) = x, dann
gilt µt = N(m + Ct,C) für t ∈ Rd . Im nichtdegenerierten Fall enthält die exponentielle Familie
also alle Normalverteilungen mit fester Kovarianzmatrix C. Für d = 1, ν = N(m, σ2), und

U(x) = −
(x − m)2

2

erhält man

µt = N

(
m,

(
1
σ2 +

1
t

)−1
)

für t > 0,

d.h. die exponentielle Familie besteht aus Normalverteilungen mit festem Mittelwert m. Ent-
sprechend kann man die Familie der eindimensionalen Normalverteilungen als zweiparametrige
exponentielle Familie bzgl. einer Referenz-Normalverteilung interpretieren.

Nach Lemma 6.6 ist die relative Entropie H(µ|ν) minimal, wenn µ = ν gilt. Die Verteilungen aus einer
exponentiellen Familie ergeben sich als Minimierer der relativen Entropie unter Nebenbedingungen an µ:

Wir beschränken uns nun auf den Fall d = 1. Sei ν ein festes Wahrscheinlichkeitsmaß auf (S,B) und
U : S → R eine messbare Funktion mit momentenerzeugender Funktion Z(t) =

´
exp(tU) dν, t ∈ Θ. Ferner

sei
◦

Θ = Θ \ ∂Θ der offene Kern des Definitionsbereichs von Z . Für t ∈
◦

Θ gilt
´

U dµt < ∞, siehe Lemma
6.11 unten.

Satz 6.10 (Exponentielle Familien als Minimierer der relativen Entropie). Für jedes feste t ∈
◦

Θmini-
miert das Maß

µt (dx) =
1

Z(t)
exp (tU(x)) ν(dx)
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die relative Entropie bzgl. ν unter allen Wahrscheinlichkeitsmaßen µ mit
´

U dµ ≥ m(t), wobei m(t) =´
U dµt der Erwartungswert von U bzgl. µt ist. Genauer gilt:

H(µt | ν) = t · m(t) − log Z(t) ≤ H(µ | ν) (6.11)

für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (S,B) mit
´

U dµ ≥ m(t).

Beweis. Sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß mit H(µ | ν) < ∞ und
´

U dµ ≥ m(t). Dann gilt µ � ν und

H(µ | ν) =
ˆ

log
dµ
dν

dµ =

ˆ
log

dµ
dµt

dµ +
ˆ

log
dµt
dν

dµ

= H(µ | µt ) +
(
t
ˆ

U dµ − log Z(t)
)

≥ tm(t) − log Z(t).

Für µ = µt ergibt sich Gleichheit. �

Bemerkung (Variationsproblem). Seiw = dµ/dν die relativeDichte von µ bzgl. ν. Das im Satz betrachtete
Variationsproblem hat dann die Form

H(µ | ν) =

ˆ
w logw dν !

= min

unter der Nebenbedingung ˆ
U dµ =

ˆ
Uw dν ≥ m(t),

und kann auch formal durch klassische Variationsrechnung gelöst werden.

Lemma 6.11 (Eigenschaften exponentieller Familien).

(i) Es gilt Z ∈ C∞(
◦

Θ). Für t ∈
◦

Θ existieren die Erwartungswerte und Varianzen

m(t) =

ˆ
U dµt bzw. v(t) = Varµt [U],

und es gilt m(t) = Λ′(t) und v(t) = Λ′′(t).

(ii) Die Funktion m ist auf
◦

Θ beliebig oft differenzierbar und monoton wachsend. IstU nicht µ-fast überall
konstant, dann ist m sogar strikt monoton wachsend. Im Fall Θ = R gilt zudem

lim
t→∞

m(t) = esssup U = inf{a ∈ R : ν[U > a] = 0}, und (6.12)

lim
t→−∞

m(t) = essinf U = sup{a ∈ R : ν[U < a] = 0}, (6.13)

d.h. m : R→ (essinf U, esssup U) ist bijektiv.

Beweis. (i) Sei t ∈
◦

Θ. Wir betrachten die momentenerzeugende Funktion

M(s) =

ˆ
esU dµt
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der Verteilung µt . Wegen t ∈
◦

Θ gilt

M(s) =

ˆ
1

Z(t)
e(s+t)U dν = Z(s + t)/Z(t) < ∞ (6.14)

für alle s in einer Umgebung (−ε, ε) der 0, also M ∈ C∞(−ε, ε).Wegen (6.14) folgt Z ∈ C∞(t−ε, t+ε),ˆ
U dµt = M ′(0) =

Z ′(t)
Z(t)

= Λ
′(t), und

Varµt [U] = (log M)′′(0) = Λ
′′(t).

(ii) Aus (1) folgt m = Λ′ ∈ C∞(
◦

Θ) und m′ = Λ′′ = v. Also ist m monoton wachsend, und strikt monoton
wachsend, falls Varµt [U] > 0. Diese Bedingung ist immer erfüllt, wennU nicht ν-fast überall konstant
ist.

Für a ∈ (essinf U, esssup U) folgt mit monotoner Konvergenz:

µt [U < a] =

´
etU · I{U<a} dν´

etU dν
≤

´
et(U−a) · I{U<a} dν´
et(U−a) · I{U≥a} dν

→ 0

für t →∞, also lim
t→∞

µt [U > a] = 1. Hieraus folgt

lim inf
t→∞

m(t) ≥ a · lim inf
t→∞

µt [U > a] = a für alle a < esssup U,

also (6.12). Die Aussage (6.13) zeigt man analog. �

Beispiel (Ising-Modell). Das Ising-Modell wurde 1925 in der Dissertation von Ernst Ising mit der Ab-
sicht eingeführt, Phasenübergänge von ferromagnetischen Materialien in einem vereinfachten mathema-
tischenModell nachzuweisen. Heute spielt dasModell eine wichtige Rolle als einfach zu formulierendes,
aber schwer zu analysierendes grundlegendes mathematischesModell, das auch in unterschiedlichen An-
wendungsbereichen wie z.B. der Bildverarbeitung eingesetzt wird.

Sei S = {−1, 1}V , wobei V die Knotenmenge eines endlichen Graphen (V, E) ist, z.B.

V = {−k,−k + 1, . . . , k − 1, k}d ⊆ Zd, d, k ∈ N.

Ein Element σ = (σi : i ∈ V) aus S interpretieren wir physikalisch als Konfiguration von Spins
σi ∈ {−1, 1} an den Knoten i ∈ V , wobei σi = +1 für einen Spin in Aufwärtsrichtung und σi = −1 für
einen Spin in Abwärtsrichtung steht. Die Energie einer Konfiguration σ durch

H(σ) =
∑
(i, j)∈E

|σi − σj |
2 + h

∑
i∈V

σi

gegeben, wobei die erste Summe über alle Kanten des Graphen läuft, und der zweite Term die Wechsel-
wirkung mit einem äußeren Magnetfeld mit Stärke h ∈ R beschreibt. Der erste Term bewirkt, dass sich
benachbarte Spins vorzugsweise gleich ausrichten. AlsGleichgewichtsverteilung bei inverser Temperatur
β = 1/T ergibt sich die Verteilung µβ,h auf S mit Gewichten

µβ,h(σ) ∝ exp ©«−β
∑
(i, j)∈E

|σi − σj |
2 − βh

∑
i∈V

σi
ª®¬ .

Die folgende Grafik zeigt Stichproben von der Verteilung µβ,h auf einem ?×? Gitter V für verschiedene
Werte von β und h.

GRAFIK EINFÜGEN

Für β = 0 (d.h. bei unendlicher Temperatur) ergibt sich eine Gleichverteilung. Für β→ ∞ (Temperatur
→ 0) konzentriert sich die Verteilung dagegen auf den energieminimierenden Konfigurationen. Dieses
sind für h = 0 die beiden konstanten Konfigurationen σi ≡ +1 und σi ≡ −1, für h , 0 hat dagegen nur
eine dieser Konfigurationen minimale Energie.
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Große Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen

Sei ν eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem messbaren Raum (S,B), U : S → R eine messbare
Funktion, und sei (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P) mit Verteilung ν. Wir setzen voraus:

Annahmen:

(i) Alle exponentiellen Momente der Zufallsvariablen U(Xi) existieren, d.h.

Λ(t) = log
ˆ

etUdν < ∞ für alle t ∈ R.

(ii) U ist nicht ν-fast sicher konstant.

Sei a ∈ R fest. Wir möchten nun die Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten

θn = P[Sn ≥ an], Sn =
n∑
i=1

U(Xi),

für n→∞ genauer untersuchen. Nach dem Gesetz der großen Zahlen gilt:

Sn
n

−→ m =
ˆ

U dν P-fast sicher.

Für a > m ist das Ereignis {Sn ≥ an} also eine große Abweichung vom typischen Verhalten. Der Satz von
Chernoff liefert eine obere Schranke der Wahrscheinlichkeiten θn. Um eine asymptotische untere Schranke
zu erhalten, führen wir eine Maßtransformation durch. Es gilt

θn = νn[An] mit An =

{
x ∈ Sn :

n∑
i=1

U(xi) ≥ an

}
. (6.15)

Wir wollen zu einer Verteilung übergehen, bzgl. der das Ereignis An nicht mehr selten, sondern typisch ist.
Dazu betrachten wir die Produktmaße µnt , t ∈ R, wobei µt die Verteilung aus der exponentiellen Familie mit
relativer Dichte

dµt
dν
(x) = exp (tU(x) − Λ(t))

ist. Die relative Dichte von µnt bzgl. νn ist dann

wn
t (x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

dµt
dν
(xi) = exp

(
t

n∑
i=1

U(xi) − nΛ(t)

)
. (6.16)

Man beachte, dass (µnt )t∈R wieder eine exponentielle Familie ist. Es gilt

wn
t (X1, . . . , Xn) = exp(tSn − nΛ(t)).

Wir wollen uns nun überlegen, wie wir den Parameter t in angemessener Weise wählen können. Wenn
wir t zu klein wählen, dann hat das Ereignis An für große n nur eine geringe Wahrscheinlichkeit bzgl. µnt .
Wählen wir umgekehrt t sehr groß, dann liegt die Wahrscheinlichkeit µnt [An] für große n nahe bei 1. In
beiden Fällen sind Abschätzungen für µnt [An] daher nur bedingt aussagekräftig. Um eine präzisere Aussage
zu erhalten, sollten wir t so groß wählen, dass das Ereignis An „gerade typisch wird“. Der Erwartungswert

m(t) =

ˆ
U dµt, t ∈ R,
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ist nach Lemma 6.11 strikt monoton wachsend und stetig in t. Wählen wir t∗ mit

m(t∗) = a,

dann gilt nach dem Gesetz der großen Zahlen

lim
n→∞

µnt∗

[{
x ∈ Sn :

1
n

n∑
i=1

U(xi) ∈ (a − ε, a + ε)

}]
= 1 für alle ε > 0,

und nach dem zentralen Grenzwertsatz

lim
n→∞

µnt∗

[{
x ∈ Rn :

1
n

n∑
i=1

U(xi) ≥ a

}]
=

1
2
,

d.h. t∗ ist gerade der gesuchte „Schwellenwert“.

Die Umsetzung unserer Überlegungen führt zu einer ersten Aussage über die Asymptotik der Wahrschein-
lichkeiten großer Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen auf der exponentiellen Skala:

Satz 6.12 (Cramér). Unter den Annahmen von oben gilt

lim
n→∞

1
n

log P
[

Sn
n
≥ a

]
= −I(a) für alle a ∈ (m, esssup U),

wobei die Ratenfunktion
I(a) = sup

t∈R
(ta − Λ(t))

die Legendre-Transformation von Λ ist.

In der am Anfang dieses Kapitels eingeführten Notation besagt der Satz von Cramér, dass

θn = P[Sn/n ≥ a] ' exp(−n · I(a))

gilt, wobei subexponentiell wachsende Faktoren vernachlässigt werden. Er besagt nicht, dass die Folgen (θn)
und (exp(−n · I(a))) asymptotisch äquivalent sind!

Zum Beweis einer solchen Aussage zeigt man in der Regel separat eine obere Schranke der Form θn �

exp(−n · I(a)) und die untere Schranke θn � exp(−n · I(a)):

Beweis. Der Beweis setzt sich zusammen aus einer nicht-asymptotischen Abschätzung der Wahrscheinlich-
keiten

θn = P[Sn ≥ an] = νn[An], An =

{
x ∈ Sn :

n∑
i=1

U(xi) ≥ an

}
,

nach oben, und einer asymptotischen Abschätzung der Wahrscheinlichkeiten nach unten.

(i) Obere Schranke. Die nicht-asymptotische obere Schranke

1
n

log θn ≤ −I(a) für alle n ∈ N
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liefert der Satz von Chernoff (Satz 4.17). Zur Illustration schreiben wir das Hauptargument aus
dem Beweis von oben noch einmal so auf, dass der Zusammenhang mit einer Maßtransformation
verdeutlicht wird: Für t > 0 gilt nach (6.16):

θn = νn[An] =

ˆ
An

1
wn
t

dµnt

=

ˆ
An

exp

(
−t

n∑
i=1

U(xi) + Λ(t)n

)
dµnt

≤ e−(ta−Λ(t))n · µnt [An]

≤ e−(ta−Λ(t))n.

Hieraus folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 4.17 durch Optimieren der Abschätzung in t.

(ii) Untere Schranke.Wir zeigen nun die asymptotische untere Schranke

lim inf
n→∞

1
n

log νn[An] ≥ −I(a). (6.17)

Zusammen mit der oberen Schranke folgt dann

lim
n→∞

1
n

log νn[An] = −I(a),

d.h. die obere Schranke ist asymptotisch „scharf“. Zum Beweis von (6.17) gehen wir zu der Verteilung
µnt∗ zum Schwellenwert t∗ = m−1(a) über. Nach Lemma 6.11 ist m : R→ (essinf U, esssup U) bijektiv,
also existiert m−1(a) > 0 für a ∈ (m, esssup U). Für ε > 0 sei

An,ε =

{
x ∈ Sn : a ≤

1
n

n∑
i=1

U(xi) ≤ a + ε

}
.

Ähnlich wie bei der oberen Schranke erhalten wir

νn[An] ≥ νn[An,ε] =

ˆ
An, ε

exp

(
−t∗

n∑
i=1

U(xi) + Λ(t∗)n

)
dµnt∗

≥ e−(t
∗(a+ε)−Λ(t∗))n µnt∗[An,ε]

≥ e−I (a)ne−t
∗εn µnt∗[An,ε] (6.18)

Wegen
´

U dµt∗ = m(t∗) = a gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz:

µnt∗[An,ε] = µnt∗

[
0 ≤

1
√

n

n∑
i=1
(U(xi) − a) ≤ ε

√
n

]
n→∞
−→ N(0,Varµt∗ [U]) [ [0,∞) ] =

1
2
, (6.19)

d.h. die große Abweichung ist typisch unter µnt∗ . Für die Wahrscheinlichkeiten bzgl. νn ergibt sich
dann nach (6.18):

lim inf
1
n

log νn[An] ≥ −I(a) − t∗ε.

Die Behauptung folgt für ε ↘ 0. �

Bemerkung. Ähnliche Aussagen über die Asymptotik von Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen
wurden auch in vielenModellenmitAbhängigkeit bewiesen. Sie spielen unter anderem in dermathematischen
statistischen Mechanik eine wichtige Rolle.
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6.3. Untere Schranken durch Maßwechsel

Wir zeigen nun, dass die relative Entropie eine untere Schranken für die exponentielle Abfallrate der Größe
typischer Mengen unter einem Wahrscheinlichkeitsmaß bei Übergang zu einem anderen Wahrscheinlich-
keitsmaß liefert. Als Konsequenzen hieraus ergeben sich neben der Aussage des Satzes von Cramér unter
anderem auch eine untere Schranke für große Abweichungen von empirischen Verteilungen (Satz von Sanov)
sowie der Quellenkodierungssatz von Shannon.

Eine allgemeine untere Schranke

Seien X1, X2, . . . unter Pν bzw. Pµ unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung ν bzw. µ.

Definition 6.13 (Wesentliche Mengen in Produktmodellen). Eine Folge von Mengen Bn ⊆ Sn (n ∈ N)
heißt wesentlich bzgl. µ, falls

Pµ[(X1, . . . , Xn) ∈ Bn] = µn[Bn] −→ 1 für n→∞.

Wie wahrscheinlich muss eine bzgl. µ wesentliche Folge von Mengen unter ν mindestens sein ? Der
folgende Satz beantwortet diese Frage auf der exponentiellen Skala:

Satz 6.14 (Shannon-Mc Millan II). (i) Für jedes ε > 0 ist die Folge

Bn,ε := {(x1, . . . , xn) : en(H(µ | ν)−ε) ≤ wn(x1, . . . , xn) ≤ en(H(µ | ν)+ε)} ⊆ Sn

wesentlich bzgl. µ, und

νn[Bn,ε] ≤ e−n(H(µ | ν)−ε) für alle n ∈ N. (6.20)

(ii) Für beliebige messbare Mengen An ⊆ Sn mit

lim inf µn[An] > 0 (6.21)

gilt
lim inf

1
n

log νn[An] ≥ −H(µ | ν). (6.22)

Beweis. (i) Die Mengen Bn,ε, n ∈ N, sind wesentlich bzgl. µ nach Satz 6.7. Zudem gilt:

1 ≥ µn[Bn,ε] =

ˆ
Bn, ε

wn dνn ≥ νn[Bn,ε] · en(H(µ | ν)−ε).

(ii) Aus
νn[An] =

ˆ
An

1
wn

dµn ≥ e−n(H(µ | ν)+ε)µn[An ∩ Bn,ε]

folgt

lim inf
1
n

log νn[An] ≥ −(H(µ | ν) + ε) + lim inf
1
n

log µn[An ∩ Bn,ε]

= −(H(µ | ν) + ε),

da lim inf µn[An ∩ Bn,ε] = lim inf µn[An] > 0 nach (1) gilt. Die Behauptung folgt für ε → 0. �
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Die zweite Aussage der Satzes können wir als eine allgemeine untere Schranke für große Abweichungen
interpretieren: Ist An ⊆ Sn eine Folge von Ereignissen, derenWahrscheinlichkeit bzgl. νn gegen 0 geht, dann
liefert uns (6.22) für jede Wahrscheinlichkeitsverteilung µ mit (6.21) eine asymptotische untere Schranke
für die Wahrscheinlichkeiten

Pν[(X1, . . . , Xn) ∈ An] = νn[An]

auf der exponentiellen Skala. Wir werden dies im Folgenden verwenden, um verschiedene Sätze über große
Abweichungen zu beweisen.

Beispiel (Cramér revisited). Als erste Anwendung betrachten wir nochmal die Situation aus dem Satz
von Cramér (Satz 6.12): Sei ν einWahrscheinlichkeitsmaß auf einemmeßbaren Raum (S,B),U : S → R
eine meßbare Funktion mit endlicher momentenerzeugender Funktion Z(t) =

´
etU dν, t ∈ R, und sei

a > m =

ˆ
U dν.

Um aus (6.22) eine bestmögliche asymptotische untere Schranke für die Wahrscheinlichkeiten νn[An]

der großen Abweichungen

An =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn :

1
n

n∑
i=1

U(xi) ≥ a

}
zu erhalten, müssen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ finden, die die relative Entropie H(µ | ν)
unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen µ mit (6.21) minimiert. Die Bedingung (6.21) ist aber
genau dann erfüllt, wenn

´
U dµ ≥ a gilt, denn aus dem Gesetz der großen Zahlen und dem zentralen

Grenzwertsatz folgt:

lim
n→∞

µn

[
1
n

n∑
i=1

U(xi) ≥ a

]
=


1 für a <

´
U dµ,

1/2 für a =
´

U dµ,
0 für a >

´
U dµ.

(6.23)

Das sich ergebende Variationsproblem

H(µ | ν) =
!
= min unter der Nebenbedingung

ˆ
U dµ ≥ a

wird nachSatz 6.10 durch dasWahrscheinlichkeitsmaß µt∗ aus der exponentiellen Familie zu µundU zum
eindeutigen Schwellenwert t∗ mit

´
U dµt∗ = a gelöst. Wählt man µ = µt∗ , dann gilt lim µnt∗ [An] = 1/2

nach (6.23). Damit erhalten wir nach Satz 6.14 (2) die asymptotische untere Schranke

lim inf
1
n

log νn[An] ≥ −H(µt∗ | ν) = t∗ · a − log Z(t∗) ≥ −I(a),

wobei I(a) = supt∈R(ta − log Z(t)) die Ratenfunktion aus Satz dem Chernoff ist. Da nach dem Satz von
Chernoff auch −I(a) ≥ 1

n log νn[An] gilt, folgt

νn[An] ' exp(−nI(a)), und I(a) = H(µt∗ |ν).

Das beschriebene Vorgehen liefert nicht nur die untere Schranke im Satz von Cramér. Es demonstriert
auch, dass der Maßwechsel über die exponentielle Familie asymptotisch optimal ist, weil µt∗ die relative
Entropie unter allen Wahrscheinlichkeitsmaßen minimiert, bezüglich derer die Ereignisse An asympto-
tisch relevant sind.

Große Abweichungen für empirische Verteilungen

Mithilfe von Satz 6.14 können wir noch eine stärkere Form der unteren Schranke für große Abweichungen
vomGesetz der großen Zahlen herleiten. Sei dazu ν einWahrscheinlichkeitsmaß auf einemmetrischen Raum
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S mit Borelscher σ-Algebra B. Wir nehmen an, dass S separabel ist, also eine abzählbare dichte Teilmenge
besitzt. Seien

ν̂n(ω) =
1
n

n∑
i=1

δXi (ω), n ∈ N,

die empirischen Verteilungen einer Folge (Xi)i∈N unabhängiger Zufallsvariablen mit Verteilung ν bzgl. Pν.
Aus demGesetz der großen Zahlen folgt, dass die Erwartungswerte einer integrierbaren FunktionU ∈ L1(ν)

bezüglich der zufälligen Maße ν̂n(ω) für fast alle ω gegen die Erwartungswerte bzgl. ν konvergieren:
ˆ

U d ν̂n(ω) =
1
n

n∑
i=1

U(Xi(ω)) −→

ˆ
U dν für Pν-fast alle ω. (6.24)

Die Ausnahmemenge kann dabei aber von der FunktionU abhängen. Da der Raum der stetigen beschränkten
Funktionen U : S → R im Allgemeinen nicht mehr separabel ist, ist die folgende Erweiterung des Gesetzes
der großen Zahlen nicht offensichtlich:

Satz 6.15 (GGZ für empirische Verteilungen; Varadarajan). Ist S separabel, dann konvergieren die em-
pirischen Verteilungen fast sicher schwach gegen ν:

ν̂n(ω)
w
−→ ν für Pν-fast alle ω. (6.25)

Beweis (Beweisskizze.). Wir bezeichnen mit Cb,L(S) den Raum aller beschränkten, Lipschitz-stetigen Funk-
tionen U : S → R. Nach Satz 5.2 genügt es zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

ˆ
U d ν̂n(ω) −→

ˆ
U dν für alle U ∈ Cb,L(S) (6.26)

gilt. Man kann beweisen, dass im Raum Cb,L(S) eine bezüglich der Supremums-Norm dichte, abzählbare
Teilmenge {Uk : k ∈ N} existiert, wenn S separabel ist, siehe z.B. [Dudley: Real Analysis and Probability].
Aus (6.24) können wir schließen, dass (6.26) außerhalb einer Pν-Nullmenge N für die Funktionen Uk ,
k ∈ N, simultan gilt. Hieraus folgt aber, dass (6.26) für ω < N sogar für alle beschränkten Lipschitz-stetigen
Funktionen wahr ist: Ist U ∈ Cb,L(S), dann existiert zu jedem ε > 0 ein k ∈ N mit sup |U − Uk | ≤ ε, und
damit gilt

lim sup
n→∞

����ˆ U d ν̂n(ω) −
ˆ

U dν
���� ≤ lim sup

n→∞

����ˆ Uk d ν̂n(ω) −
ˆ

Uk dν
���� + 2ε ≤ 2ε

für alle ω < N und ε > 0. �

Nach dem Satz konvergiert die Wahrscheinlichkeit Pν[ν̂n < U] für jede Umgebung U des Wahrschein-
lichkeitsmaßes ν bzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz gegen 0. Hierbei ist eine Menge U von
Wahrscheinlichkeitsmaßen offen, wenn ihr KomplementA = WV(S) \U abgeschlossen ist, also alle schwa-
chen Limiten von Folgen in A enthält.
Die Konvergenzgeschwindigkeit auf der exponentiellen Skala lässt sich durch ein Prinzip der großen

Abweichungen auf dem RaumWV(S) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S,B) mit der Topologie der
schwachen Konvergenz beschreiben:

Satz 6.16 (Sanov). Die empirischen Verteilungen ν̂n = 1
n

n∑
i=1

δXi erfüllen das folgende Prinzip der großen

Abweichungen:
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(i) Obere Schranke: Für jede abgeschlossene Menge A ⊆WV(S) gilt:

lim sup
n→∞

1
n

log Pν[ν̂n ∈ A] ≤ − inf
µ∈A

H(µ | ν).

(ii) Untere Schranke: Für jede offene Menge O ⊆WV(S) gilt:

lim inf
n→∞

1
n

log Pν[ν̂n ∈ O] ≥ − inf
µ∈O

H(µ | ν).

Beweis. (ii) Zum Beweis der unteren Schranke wechseln wir wieder das zugrundeliegende Maß, und
wenden Satz 6.14 an. Sei O ⊆WV(S) offen und µ ∈ O. Nach (6.25) ist dann die Folge

An =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Sn :

1
n

n∑
i=1

δxi ∈ O

}
wesentlich bzgl. µ, denn

µn[An] = Pµ[ν̂n ∈ O] −→ 1

für n→∞. Daher folgt nach Korollar 6.14(2):

lim inf
n→∞

1
n

log Pν[ν̂n ∈ O] = lim inf
n→∞

1
n

log νn[An] ≥ −H(µ | ν).

Die Behauptung ergibt sich, da dies für alle µ ∈ O gilt.

(i) Die obere Schranke beweisen wir hier nur für endliche Zustandsräume S, s. z.B. [Dembo, Zeitouni:
Large Deviations] für den Beweis im allgemeinen Fall. Ist S endlich, und µ eine bzgl. ν absolutste-
tige Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichte w = dµ/dν, dann gilt für alle (x1, . . . , xn) ∈ Sn mit
empirischer Verteilung 1

n

∑n
i=1 δxi = µ:

dµn

dνn
(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

dµ
dν
(xi) = exp

(
n∑
i=1

log
(

dµ
dν
(xi)

))
= exp

(
n
ˆ

log
(

dµ
dν

)
dµ

)
= exp(nH(µ | ν)).

Damit folgt

Pν[ν̂n = µ] = νn

[{
(x1, . . . , xn) :

1
n

n∑
i=1

δxi = µ

}]
= e−nH(µ | ν) · µn

[{
(x1, . . . , xn) :

1
n

n∑
i=1

δxi = µ

}]
(6.27)

≤ e−nH(µ | ν).

Jeder empirischen Verteilung von n Elementen x1, . . . , xn ∈ S entspricht ein Histogramm ®h =
(ha)a∈S ∈ {0, 1, . . . , n}S . Für die Anzahl der möglichen empirischen Verteilungen gilt daher�����

{
1
n

n∑
i=1

δxi : (x1, . . . , xn) ∈ Sn

}����� ≤ (n + 1) |S | .
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Nach (6.27) erhalten wir nun für eine beliebige Menge A ⊆ WV(S) die (nicht-asymptotische)
Abschätzung

Pν[ν̂n ∈ A] =
∑
µ∈A

Pν[ν̂n = µ] ≤ (n + 1) |S | · exp
(
−n inf

µ∈A
H(µ | ν)

)
,

aus der die asymptotische obere Schranke wegen |S | < ∞ folgt. �

Bemerkung. Wie der Beweis schon andeutet, gilt auch die obere Schranke in diesem Fall nur noch asym-
ptotisch und modulo subexponentiell wachsender Faktoren. Der Übergang von endlichen zu allgemeinen
Zustandsräumen ist bei der oberen Schranke nicht trivial, s. [Dembo,Zeitouni: Large deviations].

Den Satz von Sanov bezeichnet man gelegentlich auch als ein „Prinzip der großen Abweichungen auf
Level II“, d.h. für die empirischen Verteilungen. Wir bemerken abschließend, dass sich eine Version des
Satzes von Cramér, d.h. ein „Prinzip der großen Abweichungen auf Level I“ als Spezialfall ergibt:

Für eine stetige beschränkte Funktion U : S → R und eine offene Menge B ⊆ R gilt nach dem Satz von
Sanov:

Pν

[
1
n

n∑
i=1

U(Xi) ∈ B

]
= Pν[ν̂n ∈ O] � exp

(
− inf
µ∈O

H(µ | ν)
)

mit O = {µ ∈ WV(S) :
´

U dµ ∈ B}. Entsprechend ergibt sich eine analoge obere Schranke, falls B
abgeschlossen ist.

Entropie und Kodierung

Als Spezialfall der Aussagen (1) und (2) in Satz 6.14 erhalten wir, wenn S endlich und ν die Gleichverteilung
ist, zwei bekannte Aussagen aus der Informationstheorie: die „asymptotische Gleichverteilungseigenschaft”
und den Quellenkodierungssatz von Shannon:

Wir betrachten die möglichst effiziente Beschreibung/Kodierung einer Zufallsfolge. Eine unbekannte Si-
gnalfolge mit Werten in einer endlichen Menge S (dem zugrundeliegenden „Alphabet“) beschreibt man im
einfachsten A-Priori-Modell durch unabhängige Zufallsvariablen X1, X2, ... mit Verteilung µ, wobei µ(x) die
relative Häufigkeit des Buchstabens x in der verwendeten Sprache ist. Eine „perfekte“ Kodierung ordnet je-
demWort mit einer vorgegebenen Anzahl n von Buchstaben, also jedem Element des Produktraums Sn, eine
Binärfolge zu. Will man alle Wörter mit n Buchstaben perfekt kodieren, werden n · log2 |S | Bits benötigt. Wir
betrachten stattdessen „effiziente“ Kodierungen, die nur den „meisten“ Wörtern mit n Buchstaben eindeutig
eine Binärfolge zuordnen.

1− 1
{0, 1}k

Sn

Abbildung 6.2.: Perfekte Kodierung
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irgendwie

1− 1
{0, 1}k

Sn

Bn

Abbildung 6.3.: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge von wesentlichen Mengen Bn.

Sei pn(x1, . . . , xn) =
∏n

i=1 µ(xi) die A-Priori-Wahrscheinlichkeit von (x1, . . . , xn) unter dem Produktmaß
µn. Wählen wir für ν die Gleichverteilung auf S, dann gilt

|An | = νn[An] · |S |n für alle Mengen An ⊆ Sn, n ∈ N.

Damit können wir die Aussage von Satz 6.14 (1) folgendermaßen umformulieren:

Korollar 6.17 (Asymptotische Gleichverteilungseigenschaft). Für jedes ε > 0 ist die Folge

Bn,ε :=
{
(x1, ...xn) ∈ Sn : e−n(H(µ)+ε) ≤ pn(x1, ..., xn) ≤ e−n(H(µ)−ε)

}
, n ∈ N,

wesentlich bzgl. µ, und es gilt

|Bn,ε | ≤ en(H(µ)+ε) für alle n ∈ N.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 6.14 (1) wegen H(µ|ν) = log |S | − H(µ) und dµn/dνn = |S |n · pn. �

Die asymptotische Gleichverteilungseigenschaft zeigt, dass Folgen von wesentlichen Mengen existieren,
deren Mächtigkeit auf der exponentiellen Skala nicht viel schneller als exp(n · H(µ)) wächst.
Wieviele Elemente enthalten wesentliche Mengen mindestens ? Für p ∈ (0, 1) sei

K(n, p) = inf {|An | : An ⊆ Sn mit P[(X1, ..., Xn) ∈ An] ≥ p}

diemindestens benötigteAnzahl vonWörtern, um denText (X1, ..., Xn)mitWahrscheinlichkeit ≥ p korrekt zu
erfassen. Dann ist log2 K(n, p) die für eine korrekte binäre Kodierung von (X1, ..., Xn)mitWahrscheinlichkeit
≥ p mindestens benötigte Anzahl von Bits. Aus dem zweiten Teil von Satz 6.14 ergibt sich:

Korollar 6.18 (Quellenkodierungssatz von Shannon). Für alle p ∈ (0, 1) gilt:

lim
n→∞

1
n

log K(n, p) = H(µ), bzw.

lim
n→∞

1
n

log2 K(n, p) = H2(µ) := −
∑

x:µ(x),0
µ(x) log2 µ(x).

Insbesondere gilt: Ist An (n ∈ N) wesentlich bzgl. µ, so ist |An | � exp(nH(µ)).
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Die Größe 1
n log2 K(n, p) kann als die für eine mit Wahrscheinlichkeit ≥ p korrekte Kodierung benötigte

Zahl von Bits pro gesendetem Buchstaben interpretiert werden.

Bemerkung. Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Folge von wesentlichen Mengen gibt, die
auf der exponentiellen Skala deutlich langsamer wächst als die in Korollar 6.17 angegebenen Folgen Bn,ε

(n ∈ N).

Beweis. Die Aussage ergibt sich wieder als Spezialfall von Satz 6.14 wenn wir ν = UnifS setzen:
Obere Schranke: lim sup 1

n log K(n, p) ≤ H(µ) :
Sei ε > 0. Nach Korollar 6.17 erfüllt die dort konstruierte Folge Bn,ε (n ∈ N) die Bedingung

lim
n→∞

P[(X1, ..., Xn) ∈ Bn,ε] = 1 > p, �

und es gilt 1
n log |Bn,ε | ≤ H(µ) + ε. Damit folgt

lim sup
n→∞

1
n

log K(n, p) ≤ lim sup
n→∞

1
n

log |Bn,ε | ≤ H(µ) + ε.

Die Behauptung ergibt sich für ε → 0.
Untere Schranke: lim inf 1

n log K(n, p) ≥ H(µ) :
Für Mengen An ⊆ Sn mit P[(X1, ..., Xn) ∈ An] ≥ p gilt nach Satz 6.14 (2):

lim inf
n→∞

1
n

log |An | = lim inf
n→∞

1
n

log (νn(An) · Sn) ≥ log |S | − H(µ|ν) = H(µ).

6.4. Likelihood

Praktisch unterscheidetmanWahrscheinlichkeitsverteilungen in der Schätz- undTesttheorie durchLikelihood-
basierte statistische Verfahren. Der Zusammenhang von relativer Entropie und statistischer Unterscheidbar-
keit kann genutzt werden, um die Qualität dieser Verfahren asymptotisch zu beurteilen.

Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schätzern

Sei (νθ)θ∈Θ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = Rd (oder einem diskreten Raum) mit
Dichten (bzw. Massenfunktionen) fθ wobei θ ein unbekannter Parameter ist. Ferner sei

Ln(θ; x1, ..., xn) =
n∏
i=1

fθ(xi), θ ∈ Θ,

die Likelihoodfunktion zu n unabhängigen Stichproben x1, ..., xn von νθ . Ein wichtiges Ad-hoc-Verfahren
zur Konstruktion eines Schätzers für θ ist das

Maximum-Likelihood-Prinzip: Wähle θ̂(x1, ..., xn) als den Parameterwert θ, für den die Likelihood der
beobachteten Werte x1, . . . , xn maximal ist.

Definition 6.19. (i) Eine Zufallsvariable vom Typ θ̂(X1, . . . , Xn), θ̂ : Sn → Θ messbar, heißt Statistik
der Daten X1, . . . , Xn.

(ii) Die Statistik heißt Maximum-Likelihood-Schätzer (MLE) für den Parameter θ, falls

Ln(θ̂(x1, ..., xn); x1, ..., xn) = max
θ∈Θ

Ln(θ; x1, ..., xn) für alle x1, . . . , xn ∈ S gilt.
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Um einen Maximum-Likelihood-Schätzer zu berechnen, ist es oft günstig, die log-Likelihood

θ 7→ log Ln(θ; x1, ..., xn) =
n∑
i=1

log fθ(xi) zu maximieren.

Beispiel. (i) Gaußmodell: Θ = {(m, v) | m ∈ R, v > 0}, νm,v = N(m, v).

Ln(m, v; X1, ..., Xn) =

n∏
i=1

1
√

2πv
e−
(Xi−m)

2
2v

ist maximal für m̂(X) = Xn, v̂(X) = 1
n

∑n
i=1 (Xi − Xn)

2. Dieser Maximum-Likelihood-Schätzer
ist nicht erwartungstreu, da die Stichprobenvarianz mit dem Faktor 1

n statt 1
n−1 gebildet wird.

(ii) Doppelexponentialverteilung: Θ = R, fθ (Xi) =
1
2 e−|Xi−θ | .

log Ln(θ; X1, ..., Xn) = −n log 2 −
n∑
i=1
|Xi − θ |

ist maximal, falls θ̂ ein Median von X1, ..., Xn ist.

(iii) Zufallszahlen aus [0, θ], θ > 0 unbekannt.

fθ (Xi) =
1
θ

I[0,θ](Xi),

Ln(θ; X1, ..., Xn) =
1
θn

I[0,θ](max
1≤i≤n

Xi).

Der Maximum-Likelihood-Schätzer ist θ̂(X1, ..., Xn) = max1≤i≤n Xi . Dieser Schätzer ist sicher
nicht optimal, da mit Wahrscheinlichkeit 1 θ > θ̂(X1, . . . , Xn) gilt !

Wie das letzte Beispiel zeigt, sind Maximum-Likelihood-Schätzer für ein festes n nicht immer optimal.
Unter bestimmten Voraussetzungen haben sie aber gute asymptotische Eigenschaften für n → ∞. Sei etwa
νθ (θ ∈ Θ) eine einparametrige (d.h. Θ ⊆ R) Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Dichten bzw.
Massenfunktionen fθ . Es gelte:

Annahme (Unimodalität): Für alle n ∈ N und x ∈ Sn existiert ein θ̂n(x1, ..., xn), sodass

θ 7→ Ln(θ; x1, ..., xn)

{
ist monoton wachsend für θ ≤ θ̂n(x1, ..., xn).
ist monoton fallend für θ ≥ θ̂n(x1, ..., xn).

Bemerkung. (i) Die Annahme ist z.B. erfüllt, falls θ 7→ log fθ(x) für jedes x konkav ist - denn dann ist
auch log Ln(θ, x1, ..., xn) =

∑n
i=1 log fθ(xi) konkav in θ.

(ii) θ̂n(X1, ..., Xn) ist im unimodalen Fall eindeutiger Maximum-Likelihood-Schätzer für θ.

Satz 6.20. Es gelte die Annahme, sowie νθ , νθ̃ für θ , θ̃. Dann ist θ̂n(X1, . . . , Xn) (n ∈ N) eine
konsistente Folge von Schätzern für θ, d.h. für jedes ε > 0 gilt:

Pθ[|θ̂n(X1, ..., Xn) − θ | < ε] → 1 für n→∞.
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Beweis. Wegen der Unimodalität gilt θ̂n(x1, ..., xn) ∈ (θ − ε, θ + ε) falls

Ln(θ; x1, ..., xn) > Ln(θ ± ε; x1, ..., xn).

Also:
Pθ[|θ̂n(X1, ..., Xn) − θ | < ε] ≥ Pθ

[
Ln(θ; X1, ..., Xn)

Ln(θ ± ε; X1, ..., Xn)
> 1

]
.

Die rechte Seite konvergiert aber für n→∞ nach Satz 6.7 für jedes θ gegen 1. �

Bemerkung (Asymptotische Normalität von Maximum-Likelihood-Schätzern). Unter geeignetenRegu-
laritätsvoraussetzungen an die Dichten fθ gilt für die Maximum-Likelihood-Schätzer neben der Konsistenz
(also dem Gesetz der großen Zahlen) auch ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz (Fisher, Wilkes, Wold). Unter geeigneten Voraussetzungen gilt:

√
n(θ̂n(X1, ..., Xn) − θ)

D
−→ N

(
0,

1
I(θ)

)
,

wobei

I(θ) =
ˆ ���� ∂∂θ log fθ(x)

����2 νθ(dx) = lim
ε→0

2
ε2 H(νθ+ε | νθ)

die Fisher-Information des statistischen Modells ist.

Da man andererseits unter geeigneten Regularitätsbedingungen zeigen kann, daß die Varianz eines erwar-
tungstreuen Schätzers für θ basierend auf n unabhängigen Stichproben stets größer als 1

nI (θ) ist (Informations-
ungleichung von Cramér-Rao), folgt, daß Maximum-Likelihood-Schätzer in gewisser Hinsicht asymptotisch
optimal sind.

Asymptotische Macht von Likelihoodquotiententests

Angenommen, wir haben n unabhängige Stichproben X1, ..., Xn von einer unbekannten Verteilung vorliegen
und wir gehen davon aus, daß die zugrundeliegende Verteilung aus einer Familie µθ (θ ∈ Θ) von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen kommt. Sei Θ0 eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir wollen entscheiden
zwischen der

Nullhypothese H0: »θ ∈ Θ0«

und der

Alternative H1: »θ < Θ0«

Ein Hypothesentest für ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare Teilmenge C ⊆ Sn (den
Verwerfungsbereich) mit zugehöriger Entscheidungsregel:

akzeptiere H0 ⇐⇒ (X1, ..., Xn) < C.

Beispiel (t-Test). Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbe-
kanntem Parameter (m, v) ∈ Θ = R × R+. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der Verteilung einen
bestimmten Wert m0 hat:

Nullhypothese H0: »m = m0« , Θ0 = {m0} × R
+ .
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Ein solches Problem tritt z.B.in der Qualitätskontrolle auf, wennman überprüfen möchte, ob ein Sollwert
m0 angenommenwird. Eine andereAnwendung ist derVergleich zweierVerfahren,wobei Xi dieDifferenz
der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese mit m0 = 0 besagt hier, daß kein
signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht.

Im t–Test für obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptiert, falls der Betrag der Studentschen
t-Statistik unterhalb einer angemessen zu wählenden Konstanten c liegt, bzw. verworfen, falls

|Tn−1 | =

�����√n · (Xn − m0)
√

Vn

����� > c

gilt.

Seien nun allgemein X1, X2, . . . unter Pθ unabhängige Zufallsvariablen mit Verteilung νθ . Bei einem
Hypothesentest können zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: H0 wird verworfen, obwohl wahr. Wahrscheinlichkeit:

Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µnθ(C) , θ ∈ Θ0.

Fehler 2. Art: H0 wird akzeptiert, obwohl falsch. Wahrscheinlichkeit:

Pθ[(X1, ..., Xn) < C] = µnθ(C
C) , θ ∈ Θ \ Θ0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch in H0 und H1 ist, interpretiert man beide
Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die Alternative
eine Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker überzeugen soll, sollte die
Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht vorhanden) unterhalb einer
vorgegebenen (kleinen) Schranke α liegen. Die Wahrscheinlichkeit

µnθ (C) , θ ∈ Θ \ Θ0 ,

daß kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraussetzung möglichst groß sein.

Definition 6.21. Die Funktion

G(θ) = Pθ[(X1, ..., Xn) ∈ C] = µnθ(C)

heißt Gütefunktion des Tests. Der Test hat Niveau α, falls

G(θ) ≤ α für alle θ ∈ Θ0

gilt. Die Funktion G(θ) mit θ ∈ Θ1 heißt Macht des Tests.

Beispiel. Der Studentsche t-Test hat Niveau α falls c ein (1 − α
2 )-Quantil der Studentschen t-Verteilung

mit n − 1 Freiheitsgraden ist.

Ein Ziel bei der Konstruktion eines Testverfahrens sollte es sein, die Machtfunktion bei vorgegebenem
Niveau zu maximieren. Dies ist im Allgemeinen nicht simultan für alle Parameter θ ∈ Θ \Θ0 möglich. Eine
Ausnahme bildet der Fall einer einfachen Hypothese und Alternative, in dem ein optimaler Test existiert:
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a) Einfache Hypothese und Alternative

Angenommen, wir wissen, daß die Stichproben von einer der beiden Verteilungen µ0 := ν und µ1 := µ

stammen und wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese H0: »Xi ∼ ν«

und der

Alternative H1: »Xi ∼ µ«.

Ein solches Problem tritt in Anwendungen zwar selten auf, bildet aber einen ersten Schritt zum Verständnis
allgemeinerer Testprobleme. Sei

%n(x1, . . . , xn) =
Ln(µ; x1, ..., xn)
Ln(ν; x1, ..., xn)

=

n∏
i=1

f (xi)
g(xi)

der Quotient der Likelihoods der Stichproben x1, . . . , xn im Produktmodell. Hierbei sind f und g die Dichte
bzw. Massenfunktion der Verteilungen µ und ν.

Definition 6.22. Ein Test mit Entscheidungsregel

Akzeptiere H0 ⇐⇒ %n(X1, ..., Xn) ≤ c,

c ∈ (0,∞), heißt Likelihoodquotiententest.

Der Verwerfungsbereich eines Likelihoodquotiententests ist also C = {%n > c}, die Wahrscheinlichkeit
für den Fehler 1. Art beträgt

α := νn(%n > c).

Satz 6.23 (Neyman-Pearson-Lemma). Der Likelihoodquotiententest mit Parameter c ist der beste Test
zum Niveau α, d.h. jeder Test mit

Wahrscheinlichkeit (Fehler 1.Art) ≤ α

hat eine kleinere Macht (d.h. eine höhere Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art).

Beweis. Sei A ⊆ Sn der Verwerfungsbereich eines Tests mit νn(A) ≤ α, und sei

χ = IC − IA = IAC − ICC .

Zu zeigen ist:

0 ≤ µn(AC) − µn(CC) =

ˆ
χ dµn.

Offensichtlich gilt χ ≥ 0 auf C = {%n > c} und χ ≤ 0 auf CC = {%n ≤ c}, also χ · (%n − c) ≥ 0.
Durch Integration erhalten wir:

0 ≤
ˆ

χ · (%n − c) dνn =
ˆ

χ dµn − c ·
ˆ

χ dνn ≤
ˆ

χ dµn,

da
´
χ dνn = νn(C) − νn(A) ≥ 0. �
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Wie gut ist der Likelihoodquotiententest (also der beste Test zur Unterscheidung von ν und µ) asymptotisch
für große n? Wir betrachten ein festes Niveau α ∈ (0, 1), und wählen cn ∈ (0,∞) (n ∈ N) mit

νn(%n > cn) ≤ α ≤ νn(%n ≥ cn) (6.28)

Satz 6.24 (Asymptotische Macht des Likelihoodquotiententests). Es gilt:

(i)
1
n

log cn −→ −H(ν |µ) für n→∞.

(ii)
1
n

log µn(%n ≤ cn) −→ −H(ν |µ) für n→∞,

d.h. die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 2. Art fällt exponentiell mit Rate H(ν |µ).

Beweis. (i) Sei ε > 0. Für große n gilt nach dem Satz von Shannon-McMillan:

νn
(
%n > e−n(H(ν |µ)+ε)

)
> α

6.28
≥ νn(%n > cn).

Es folgt e−n(H(ν |µ)+ε) < cn. Analog zeigt man e−n(H(ν |µ)−ε) > cn. Die Behauptung folgt dann für
ε → 0.

(ii) a) Untere Schranke: Wegen

νn(%n ≤ cn) ≥ 1 − α > 0 ∀ n ∈ N

folgt nach Korollar 6.14:
lim

1
n

log µn(%n ≤ cn) ≥ −H(ν |µ).

Obere Schranke: Wegen

µn(%n ≤ cn) =
ˆ
%n≤cn

%n dνn ≤ cn

folgt nach (i)
lim

1
n

log µn(%n ≤ cn) ≤ lim
1
n

log cn = −H(ν |µ).

Der Satz demonstriert erneut, daß die relative Entropie ein gutes Maß für die Unterscheidbarkeit zweier
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist.

b) Zusammengesetzte Hypothesen und/oder Alternativen

Wenn Θ0 und/oder Θ1 aus mehr als einem Element bestehen, kann man den verallgemeinerten Likelihoo-
dquotienten

%̄n(x1, . . . , xn) =
supθ∈Θ1 Ln(θ; x1, ..., xn)

supθ∈Θ0 Ln(θ; x1, ..., xn)
=

max. Lik. von x, falls H1 wahr
max. Lik. von x, falls H0 wahr

betrachten. Der entsprechende Likelihoodquotiententest ist ähnlich wie der Maximum-Likelihood-Schätzer
ein häufig verwendetes ad hoc Verfahren. Im Gegensatz zum Fall einer einfachen Hypothese und Alternative
ist der verallgemeinerte Likelihoodquotiententest allerdings nicht immer optimal.
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Beispiel. Im Beispiel von oben ist der t-Test der Likelihoodquotiententest. Mit einem Neyman-Pearson-
Argument kann man zeigen, daß er im Gaußschen Produktmodell der beste unverfälschte Test zu einem
vorgegebenen Niveau α ist, d.h. der mächtigste Test mit

G(θ) ≤ α ∀ θ ∈ Θ0 und G(θ) ≥ α ∀ θ ∈ Θ1.

Auch in nicht-GaußschenModellen wird häufig der t-Test eingesetzt – eine partielle Rechtfertigung dafür
liefert der zentrale Grenzwertsatz.

6.5. Übungsaufgaben

Aufgabe 52 (Hoeffding-Ungleichung). Seien X1, X2, . . . i.i.d. Zufallsvariablen auf (Ω,A, P) mit E[Xi] =

m. Es gelte
A ≤ Xi(ω) ≤ B ∀ ω ∈ Ω, 1 ≤ i ≤ n .

mit endlichen Konstanten A, B ∈ R. Für t ∈ R sei Pt die bzgl. P absolutstetigeWahrscheinlichkeitsverteilung
mit Dichte

%t (ω) = etX1(ω)
/

E[etX1] . Zeigen Sie:

a) Die logarithmische momentenerzeugende Funktion Λ(t) der Xi ist zweimal differenzierbar mit

Λ
′(t) = EPt [X1] ( Erwartungswert von X1 bzgl. Pt ), und

Λ
′′(t) = VarPt [X1] ( Varianz von X1 bzgl. Pt ).

b) Für alle t ∈ R gilt

Λ
′′(t) ≤

(
B − A

2

)2
und Λ(t) ≤ mt +

(B − A)2

8
t2 .

c) Für die großen Abweichungen vom Gesetz der großen Zahlen ergibt sich folgende obere Schranke
(Hoeffding 1963):

P

[
1
n

n∑
i=1

Xi ≥ m + ε

]
≤ e

− 2nε2
(B−A)2 für alle n ∈ N und ε > 0.

Aufgabe 53 (Entropiemaximierung unter Nebenbedingungen). Sei S ein endlicher Zustandsraum, und
H(µ) = −

∑
µ(x)>0 µ(x) log µ(x) das Entropiefunktional auf dem Raum

WV(S) =

{
µ ∈ RS :

∑
x∈S

µ(x) = 1, µ(x) ≥ 0∀ x

}
der Wahrscheinlichkeitsmaße auf S.

a) Zeigen Sie, dass WV(S) konvex und H strikt konkav ist.

b) Sei U : S → R eine Funktion auf S. Zeigen Sie, dass die Boltzmann-Verteilung

µβ(x) = Z−1
β eβU(x) (x ∈ S) mit Zβ =

∑
x∈S

eβU(x)

für β ∈ R die Entropie unter allenWahrscheinlichkeitsverteilungen ν auf S mit festem Erwartungswert
Eν[U] = Eµβ [U] =: mβ maximiert.
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6.5. Übungsaufgaben

Listings

Listing 6.1: Random Walks mit verschiedenen Inkrementverteilungen
1 nmax = 10000; )
2 x = RandomChoice[{−1, 1}, nmax];
3 z = RandomReal[NormalDistribution[0, 1], nmax];
4 u = RandomReal[{0, 1}, nmax]; y = −Log[u] − 1;
5 $\alpha$ = 3/2; x0 = $\alpha$ − 1; p =
6 RandomReal[ParetoDistribution[x0, $\alpha$], nmax];
7 m = Mean[ParetoDistribution[x0, $\alpha$]]; q = p − m;
8

9 rwsimple = Accumulate[x]; rwexp = Accumulate[y];
10 rwnormal = Accumulate[z]; rwpareto = Accumulate[q];
11

12 ListLinePlot [{ rwsimple[[1 ;; 3000]], rwexp[[1 ;; 3000]],
13 rwnormal[[1 ;; 3000]], rwpareto[[1 ;; 3000]]}]
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-Approximation, 155
Multinomialkoeffizient, 134

Nullmenge, 3

Ordnungsstatistik, 54

P-fast sicher, 3
Perkolation, 66
Poisson-Approximation, 165
Produktmaß, 57
Prozess

autoregressiver -, 173
Poisson-, 98

QQ-Plot, 132
Quantil, 38

Stichproben-, 39
Quantil-Quantil-Plot, 132
Quartil, 38

Random Walk, 125, 174
Rekurrenz, 66
Rekurrenz von -s, 65
unbeschränkte Oszillation von -s, 66

Randverteilung, 57
relative Entropie, 186

Relative Kompaktheit, 160
renormierte Stichprobenvarianz, 130

Satz
- vom iterierten Logarithmus, 126
- von Berry-Esséen, 165
- von Bochner, 138
- von Chernoff, 138
- von Fisher, Wilkes, Wold, 205
- von Fubini, 87
- von Helly-Bray, 158
- von Lebesgue, 78
- von Prokhorov, 158
- von de Moivre/Laplace, 33
- von der majorisierten Konvergenz, 78
- von der monotonen Konvergenz, 76
0-1 - von Kolmogorov, 64
Eindeutigkeits-, 15
Fortsetzungs- von Carathéodory, 15
Konvergenz- von Lévy, 160
Lévys Inversionsformel, 143
Lemma von Fatou, 78
Neyman-Pearson-Lemma, 207
Quellenkodierungs- von Shannon, 202
Skorokhod - Darstellung, 157
Stetigkeits-, 160
Transformations-, 79
Eindimensionaler Dichte-, 42
Mehrdimensionaler Dichte-, 98

Zentraler Grenzwert-
L2-Version, 161
- von Lindeberg-Feller, 168
Multivariater -, 172

Schätzer, 54, 176
erwartungstreuer -, 177
konsistenter -, 177, 204
Maximum-Likelihood-, 203

σ

-Additivität, 4
-Stetigkeit, 4
-Subadditivität, 5

σ-Algebra
asymptotische -, 63
Borel’sche -, 13
die von J erzeugte -, 13
Produkt-, 14

σ-endlich, 85
Signalverarbeitung, 93
Simulation

- exponentialverteilter ZVn, 28
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