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1. Stetige und Allgemeine Modelle

1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist (A,),en eine Folge von bzgl. P unabhéngigen Ereignissen,
A, € A mit fester Wahrscheinlichkeit
P[A,] =pel01]

und

Sp(w) = ZIAi(a)) ={l<i<n:weA}

i=1

die Anzahl der Ereignisse unter den ersten n, die eintreten, dann ist S,, binomialverteilt mit den Parametern
n und p. Fiir die relative Haufigkeit 57” der Ereignisse A; gilt die Bernstein-Chernoff-Ungleichung

P [
d.h. die Verteilung von 57" konzentriert sich fiir n — oo sehr rasch in der Nihe von p, siehe Abschnitt

??. Insbesondere ergibt sich ein Spezialfall des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen: die Folge der
Zufallsvariablen SF” konvergiert P-stochastisch gegen p, d.h.

7|

Definition 1.1 (Nullmengen und fast sichere Ereignisse). (i) Eine P-Nullmenge ist ein Ereignis A €
A mit P[A] = 0.

Sn

— P
n

. g] <o (L.1)

Sn
— =P
n

> g| "7 0 fiir alle & > 0.

(i) Ein Ereignis A € A tritt P-fast sicher bzw. fiir P-fast alle w € Q ein, falls P[A] = 1 gilt, d.h. falls
A€ eine P-Nullmenge ist.

Wir wollen nun Methoden entwickeln, die es uns ermdglichen, zu zeigen, dass aus (1.1) sogar

. Sp(w)
lim

n—oo n

=p fiir P-fast alle w € Q (1.2)

folgt. Das relevante Ereignis

L := {wEQ: lim Sn(@) :p}

n—oo n

lasst sich offensichtlich nicht durch endlich viele der A; beschreiben.

Seien nun allgemein A, Ay, ... € A beliebige Ereignisse. Uns interessieren zusammengesetzte Ereignisse
wie z.B.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

U An (,,Eines der A, tritt ein®)
n=1
N An (,,Alle der A,, treten ein‘)
n=1
N UA, ={weQ:Ym dn>=m:weA,} (,Unendlich viele der A, treten ein* oder
m=1n=m
Ay tritt immer mal wieder ein‘)

U NA={weQ:3m Vn>m:weA,} (A, trittschlieBlich ein*)
m=1 n=m

Aufgrund der Eigenschaften einer o-Algebra liegen alle diese Mengen wieder in (A. Das Ereignis L ldsst
sich wie folgt als abzé@hlbare Kombination der A; ausdriicken:

S
wel & lim—L=p

n—oco n

S
= VeeQ,: ’—" — p| < & schlieBlich
n

S,
& VeeQ, ImeN Van:‘—"—p <eg
n

Somit gilt

Sn
— P
n

h
Il

o}

£€Qy

NUN{

£€Qy meNnzm

<e schlieBlich}

<ef.

Um Wahrscheinlichkeiten von solchen Ereignissen berechnen zu konnen, ist es wesentlich, dass eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P nicht nur endlich additiv, sondern sogar o--additiv ist.

Sn
— P
n

Konsequenzen der o-Additivitat

Der folgende Satz gibt eine alternative Charakterisierung der o-Additivitit:

Satz 1.2 (o-Additivitat und monotone Stetigkeit). Sei A eine o-Algebraund P : A — [0, o] additiv,
d.h.
ANB=0 = P[AUB] = P[A] + P|B].

(i) P ist o-additiv genau dann, wenn:

ArcArc... = P A, = lim P[A,]
n—oo
n=1
(i) Gilt P[Q] < oo, dann ist dies auch dquivalent zu:
A|DAD... > P ﬂAn = lim P[A,]
nz] n—oo
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1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen
Beweis. (i) Sei P o-additivund A C A, C.... Die Mengen B := Ay, By := A)\A|, By := A3\Ay, ...

sind disjunkt mit
n n o) [e)

Bi=|Ja=4, wd | JB=|]a.
i=1 i=1 i=1 i=1

Also gilt:

s
>
I
~

= lim P[B,]

n—oo
n
(s

i=1
i

=1
= lim P[A,].

n—oo

= lim P

n—oo

Der Beweis der umgekehrten Implikation wird dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.
(ii) Gilt P[Q] < co, dann folgt

(o)

M

i=1

P

[ee] C (e8]
=P (UAf) = P[Q]- P || JAf
i=1 i=1

Die Behauptung folgt nun aus (i). |

Ab jetzt setzen wir wieder voraus, dass P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Eine weitere Folgerung
aus der o-Additivitdt ist:

Satz 1.3 (o-Subadditivitit). Fiir beliebige Ereignisse A1, Ay, ... € A gilt:

Beweis. Die Mengen
B, :An\(An—l U---UAp)

sind disjunkt mit |J B, = |J A,. Also gilt:
n=1

n=1

(o)

P =P

= i P[B,] < i P[A,].

n=1 n=1

s

n=1

An
1

n=

Bemerkung. Insbesondere ist eine Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullmengen wieder eine Nullmenge.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

L X

[ |
DY el \\ |

Abbildung 1.1.: Darstellung von drei Mengen. Das Mal} der Vereinigung von Mengen ist stets kleiner gleich
als die Summe der Mal3e der einzelnen Mengen.

Borel-Cantelli

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim Beweis von Konvergenzaussagen fiir Zufallsvariablen:

Satz 1.4 (1. Borel - Cantelli - Lemma). Fiir Ereignisse Aj, Ay, ... € A mit
Z P[A,] < o0
n=1

gilt:

P[,,unendlich viele der A,, treten ein®“] = P

(1 4,

m nzm

Beweis. Da die Folge |J A, =: B,, von Ereignissen aus A monoton fallend ist, ergibt sich nach Satz 1.2

n>m
und 1.3:

Il
~

IA
8
5
E,
gk
=
B
2.
I
o

da die Summe ), P[A,] nach Voraussetzung konvergiert. |
n=1

6 Universitit Bonn



1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Das erste Borel-Cantelli-Lemma besagt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich viele der Ereignisse
An,n € N eintreten, falls ), P[A,] < oo gilt. Die Unabhingigkeit der Ereignisse ermoglicht die Umkehrung
dieser Aussage. Es gilt sogar:

Satz 1.5 (2. Borel - Cantelli - Lemma). Fiir unabhéngige Ereignisse A, Ay, ... € A mit
Z P[A,] =
n=1

gilt:

P[A,, unendlich oft] =

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich ein 0-1 Gesetz:
Sind Ay, A, ... € A unabhingige Ereignisse, dann betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass unendlich viele der
Ap, n € N, eintreten, entweder 0 oder 1 - je nachdem ob die Summe ), P[A, ] endlich oder unendlich ist.

Wir zeigen nun das zweite Borel-Cantelli-Lemma:

Beweis. Sind die Ereignisse A,, n € N unabhingig, so auch die Ereignisse AS, siehe Lemma ??. Zu zeigen

ist: .
P[A,, nur endlich oft] = U ﬂ AC =0
m nzm ]
Nach Satz 1.2 gilt:
Pl AS| = 1im P () AS (1.3)
m nzm m—ee n>m )

Wegen der Unabhiingigkeit der Ereignisse AS erhalten wir zudem

k
()4 (147

mon. Stetigkeit

k—oc0
nzm n=m
bh £
unabh. . C
= m ] pad
n=m
=1-P[A, ] <exp(-P[An]))
k
< lim inf e PlAn]
k—oo nem
- z P[A
= liminfe n=m 4] =0, (1.4)
da hm Z P[A,] = Z P[A,;] = oo nach Voraussetzung.
—)OOn m
Aus 1.3 und 1.4 folgt d1e Behauptung. |
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Ein starkes Gesetz der groBBen Zahlen

Mithilfe des 1. Borel-Cantelli-Lemmas kdnnen wir nun eine erste Version eines starken Gesetzes grofer
Zahlen beweisen. Sei p € [0, 1].

Satz 1.6 (Starkes Gesetz groBer Zahlen I, Borel 1909, Hausdorff 1914, Cantelli 1917). Sind
A, Ay, ... € A unabhingige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit P[A,] = p fiir alle n € N, dann

n
gilt fir S, = X Ia;:
i=1

S
lim n(@) = p fiir Pfastalle w € Q
n—oo n
Wkeit

asymptotische re-
lative Haufigkeit
des Ereignisses

Beweis. Sei
1
L = {w eQ: -S,(w)— pfirn— oo}
n

Zu zeigen ist, dass L€ € A mit P[LC] = 0.

Wegen
S Sn .
wELC<:>ﬂ7L>p<:>38€Q+: (w)—p>8 unendlich oft
n
gilt:
S S
LC = = —p|> dlich oft} = = —pl>epe A
{25 e wenatihon] = | (U {2 -4|>¢]

£€Qy £€Qy m nzm

Zudem folgt aus der Bernstein-Chernoff-Abschitzung:

2]

n=1

[oe]

2
< Z 277" < 00

n=1

Sn

— —p|>e
n

fiir alle £ > 0, also nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:

7|

Also ist L€ eine Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen, und damit nach Satz 1.3 selbst eine
Nullmenge. |

Sn
— =P

> g unendlich oft} =0.
n

Das starke Gesetz groler Zahlen in obigem Sinn rechtfertigt nochmals im Nachhinein die empirische In-
terpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als asymptotische relative Hiufigkeit bei unabhéngigen
Wiederholungen.

Beispiel (Random Walk/Irrfahrt). Wir betrachten einen Random Walk
Z,=X1+X+X3+...+X, (meN)
mit unabhingigen identisch verteilten Inkrementen X;,7 € N, mit

PX;=1]=p und P[X;=-1]=1-p, pe(0,1)fest.

8 Universitit Bonn



1.1. Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Die Ereignisse A; := {X; = 1} sind unabhingig mit P[A;] = p und es gilt:
Xi=1Ip, — Iy =205, — 1,

also

n
Zy =28, -n, wobei S,=>Ix.
i=1

Nach Satz 1.6 folgt:

Z S
lim =2 =21im 2% -1=2p-1 P-fast sicher.

n—oo n n—oo n

Fir p # % wichst (bzw. fillt) Z,, also mit Wahrscheinlichkeit 1 asymptotisch linear (siche Abbildung
1.2):
Z,~Q@2p-1)-n P-fast sicher

Abbildung 1.2.: Random Walk mit Drift: p = 0.55,n = 500

Z
Fiir p = % dagegen wiichst der Random Walk sublinear, d.h. == — 0 P-fast sicher. In diesem Fall

n
liegt fiir hinreichend groBe n der Graph einer typischen Trajektorie Z,(w) in einem beliebig kleinen
Sektor um die x-Achse (sieche Abbildung 1.3).

:) .
- % m\'&\ A'A % M. }
100 b 400
) 4
) I

Abbildung 1.3.: Random Walk ohne Drift: p = 0.5,n = 500

A. Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 9



1. Stetige und Allgemeine Modelle

Eine viel prézisere Beschreibung der Asymptotik des Random Walks im Fall p = 1/2 liefert der Satz
vom iterierten Logarithmus:

Z n

lim sup ———= = +1 P-fast sicher,
n—e J/nloglogn
. Zy .
liminf — = -1 P-fast sicher.

n—e \/nloglogn

Mehr dazu: siehe Vorlesung ,,Stochastische Prozesse.*

1.2. Alilgemeine Wahrscheinlichkeitsrdaume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, ob iiberhaupt ein Wahrscheinlichkeitsraum existiert,
auf dem unendlich viele unabhingige Ereignisse bzw. Zufallsvariablen realisiert werden konnen. Auch die
Realisierung einer auf einem endlichen reellen Intervall gleichverteilten Zufallsvariable auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum haben wir noch nicht gezeigt. Die Existenz solcher Rdume wurde stillschweigend
vorausgesetzt.

Tatsachlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum explizit zu kennen
- die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungen aller relevanten Zufallsvariablen geniigt, um Wahrschein-
lichkeiten und Erwartungswerte zu berechnen. Dennoch ist es an dieser Stelle hilfreich, die grundlegenden
Existenzfragen zu kldren, und unsere Modelle auf ein sicheres Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten
Begriffsbildungen werden sich beim Umgang mit stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverzichtbar
erweisen.

Beispiele von Wahrscheinlichkeitsraumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wiahrend wir die
ersten beiden MaBe direkt auf der Potenzmenge #(Q) realisieren konnen, erfordert das Aufstellen eines
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums in den nachfolgenden Beispielen zusiitzliche Uberlegungen.

Dirac-MaBe.

Sei Q beliebig und a € Q ein festes Element. Das Dirac-MaB in a ist die durch

1 fallsa € A,

0 sonst,

0alA] = Iala) = {

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P = §, auf der o--Algebra A = P(Q). Dirac-MaBe sind ,,determi-
nistische Verteilungen” — es gilt

6a[{a}] = L

Konvexkombinationen von Dirac-MaBen.

Ist C eine abzihlbare Teilmenge von Q, und p : C — [0, 1] eine Gewichtsfunktion mit ), p(w) = 1, dann
ist durch
PlA] = ) pla) = ) pla)salA] YACQ.
aceANC aeC
eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf der Potenzmenge A = P(Q2) gegeben. Die Verteilung
P ist ,rein atomar”, d.h. die Masse sitzt auf abzihlbaren vielen ,,Atomen” (den Elementen von C). Jede
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist von dieser Form.

10 Universitit Bonn



1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume

Unendliches Produkimodell (z.B. Miinzwurffolge)

Mehrstufige diskrete Modelle mit endlich vielen Stufen konnen wir auf der Potenzmenge des Produkts
Q={(wi,...,w,) : w; € Q;} =QX...xQ, der Grundriume Q; realisieren. Es stellt sich die Frage, ob wir
auch unendlich viele Zufallsvariablen auf einem @hnlichen Produktraum realisieren kdnnen. Im einfachsten
Fall mochten wir eine Folge unabhingiger fairer Miinzwiirfe (0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Q = {w=(w,ws..):w €{0,1}} = {0, 1}

modellieren. Q ist iiberabzihlbar, denn die Abbildung X : [0,1) — Q, die einer reellen Zahl die Zif-
fernfolge ihrer Bindrdarstellung zuordnet, ist injektiv. Diese Abbildung ist explizit gegeben durch X(u) =
(X1(w), Xo(u), X3(u), ...), wobei

Zn—l
Xo() = Ip,()  mit Dy =|JI@i-1)-27"2-27") (1.5)
i=1
(u)
1 ——0
S
0.5 1.0

Abbildung 1.4.: Bindrdarstellung X (u).

Wir suchen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q, sodass
PlweQ:w=a,w=as,...,w, =a,}]=27"" (1.6)

firalle n € Nund ay, . ..,a, € {0, 1} gilt. Gibt es eine o--Algebra A, die alle diese Ereignisse enthilt, und
eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf A mit (1.6) ?

Wir werden in Abschnitt 2.2 zeigen, dass dies der Fall ist; wobei aber
(i) A+PEY und
(i) P[{w}]=0 fiir alle w € Q
gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterscheidet sich in dieser Hinsicht grundlegend von dis-
kreten Modellen.
Kontinuierliche Gleichverteilung

Fiir die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Intervall Q = (a, b) oder Q = [a, b], —00 < a < b < oo,

sollte gelten:
Pl(e, )] = Plle,d]] = £

Ya<c<d<h. (1.7)

—a
Gibt es eine o-Algebra B, die alle Teilintervalle von [a, b] enthilt, und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
P auf B mit (1.7)?

A. Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 11



1. Stetige und Allgemeine Modelle

Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigerweise 8 # £ (Q) und P[{w}] = 0 fiir alle w € Q.

Tatsdchlich sind die Probleme in den letzten beiden Abschnitten weitgehend dquivalent: die durch die
Binirdarstellung (1.5) definierte Abbildung X ist eine Bijektion von [0, 1) nach {0, 1}*\ A, wobei A = {w €
Q : w, = 1 schlieBlich} eine abzdhlbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung auf [0, 1) wird durch X auf
eine Miinzwurffolge auf {0, 1}!' abgebildet, und umgekehrt.

Brownsche Bewegung

Simuliert man einen Random Walk, so ergibt sich in einem geeigneten Skalierungslimes mit Schrittweite — 0
anscheinend eine irregulidre, aber stetige zufillige Bewegung in kontinuierlicher Zeit. Der entsprechende,

N = O 00 O N = O
|
T

+ 10 20 30 40 50 60 70 80 %0

0 O = N
|
T

Abbildung 1.5.: Graph einer Stichprobe der eindimensionalen Brownschen Bewegung

1923 von N. Wiener konstruierte stochastische Prozess heil3t Brownsche Bewegung, und kann durch eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P (das Wienermal}) auf dem Raum

Q=C(0,1],R) ={w : [0,1] - R : w stetig}
beschrieben werden. Fiir diese, als Modell fiir Aktienkurse, zufillige Bewegungen, etc. in diversen Anwen-

dungsbereichen fundamentale Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt unter anderem

Pl{lweQ: o) € (a,b)}] =

b
1 / X2
e 2 dx firaller > Ound a < b, (1.8)
V21t

siehe zum Beispiel die Vorlesung ,,Stochastische Prozesse* im Sommersemester. Die Bedingung (1.8) legt
die Wahrscheinlichkeitsverteilung P allerdings noch nicht eindeutig fest. Um P festzulegen, miissen z.B. die

Wabhrscheinlichkeiten
Pl[{w € Q: w(t)) € (a1, by),...,w(ty) € (an, by)}] (1.9

firallen € N, #; > Ound a; < b; angegeben werden. Im Fall der Brownschen Bewegung ergeben sich diese
Wabhrscheinlichkeiten aus (1.8) sowie der Unabhingigkeit und Stationaritét der Inkremente w(z) — w(s).

Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzten drei Beispielen zu konstruieren, bendtigen wir
zundchst geeignete o-Algebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervalle enthalten. Dazu verwenden wir
die folgende Konstruktion:

12 Universitit Bonn



1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume

Konstruktion von o-Algebren

Sei Q eine beliebige Menge, und J € P () eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden Fall in der zu
konstruierenden o--Algebra enthalten sein sollen, z.B. die Mengen in (1.6) bei unendlichen Produktmodellen,
die reellen Intervalle im Fall kontinuierlicher Gleichverteilungen, oder die Mengen in (1.9)auf dem Raum
aller stetigen Funktionen.

Definition 1.7 (Von einem Mengensystem erzeugte o-Algebra). Die Kollektion

o= () 7
F2T
F o-Algebra auf Q

von Teilmengen von Q heillt die von J -erzeugte o-Algebra.

Bemerkung. Wie man leicht nachpriift (Ubung), ist () tatsichlich eine o-Algebra, und damit die kleinste
o-Algebra, die J enthilt.

Beispiel (Borel’sche o-Algebra auf R). SeiQ =Rund J = {(s,1) : —oc0 < 5 < t < oo} die Kollektion
aller offenen Intervalle. Die von J erzeugte o-Algebra

BR) :=o(J)

heiflit Borel’sche o-Algebra auf R. Man priift leicht nach, dass B(R) auch alle abgeschlossenen und
halboffenen Intervalle enthilt. Beispielsweise kann ein abgeschlossenes Intervall als Komplement der
Vereinigung zweier offener Intervalle dargestellt werden. Die Borel’sche o-Algebra wird auch erzeugt
von der Kollektion aller abgeschlossenen bzw. aller kompakten Intervalle. Ebenso gilt

B([R) = o({(-oo,c] : c € R}).

Allgemeiner definieren wir:

Definition 1.8 (Borelsche o--Algebra auf einem topologischen Raum). Sei Q ein topologischer Raum
(also z.B. ein metrischer Raum wie R", C([0, 1], R) etc.), und sei 7 die Kollektion aller offenen Teilmengen
von Q (die Topologie). Die von T erzeugte o-Algebra

B(Q) :=o(1)

heilt Borel’sche o-Algebra auf Q.

Wieder verifiziert man, dass () auch von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt wird. Im Fall Q = R
ergibt sich die oben definierte, von den Intervallen erzeugte o-Algebra.

Bemerkung (Nicht-Borelsche Mengen). Nicht jede Teilmenge von R ist in der Borelschen o--Algebra B(R)
enthalten. Es ist allerdings gar nicht so einfach, nicht-Borelsche Mengen anzugeben — ein entsprechendes
Beispiel wird in den Ubungen betrachtet. Tatsichlich enthilt B(R) so gut wie alle Teilmengen von R, die
in Anwendungsproblemen auftreten; z.B. alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R, sowie alle
Mengen, die durch Bildung von abzihlbar vielen Vereinigungen, Durchschnitten und Komplementbildungen
daraus entstehen.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Beispiel (Produkt o-Algebra auf {0, 1}"). Auf dem Folgenraum
Q={0,1}" = {(w1, w,...): w; € {0,1}}
betrachten wir Teilmengen A von Q von der Form
A={weQ:w=a,wy=az...,w, =ay}, nEN, ay...,a, € {0,1}.

Im Beispiel unendlicher Produktmodelle von oben verwenden wir die von der Kollektion C aller dieser
Mengen erzeugte o-Algebra A = o(C) auf {0, 1}V, A heiBt Produkt-o--Algebra auf Q.

Allgemeiner sei / eine beliebige Menge, und Q = [] €); eine Produktmenge (mit endlich, abzéhlbar, oder
iel
sogar liberabzéhlbar vielen Faktoren Q;,i € I).

Definition 1.9 (Produkt-o-Algebra). Sind A;,i € I, o-Algebren auf Q;, dann ist die Produkt-o-Algebra
A=(X) A

die von der Kollektion C aller Zylindermengen von der Form
{(4) = (cu,-)l-el e Q: w;j, € A,-l,a)iz (S A,‘z, .o Wwi, € Ain},

mitn € N,iy,...,i, € [,und A;, € A;,, ..., A;, €A, erzeugte o-Algebra auf [];c; Q;. .

Man kann nachpriifen, dass die etwas anders definierte Produkt-o-Algebra aus dem Beispiel oben ein
Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion ist.

Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei (Q, A) nun ein messbarer Raum, d.h. Q ist eine nichtleere Menge und A C P(Q) eine o-Algebra. In der
Regel sind auch die Wahrscheinlichkeiten P[A] zunichst fiir Ereignisse A aus einer Teilmenge J C ‘A mit
A = () gegeben, z.B. fiir Intervalle bei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R. Es stellt sich die Frage,
ob hierdurch bereits die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse in A eindeutig festgelegt sind, und ob sich
P zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (A fortsetzen ldsst. Diese Fragen beantworten die folgenden
beiden fundamentalen Sitze.

Definition 1.10 (Durchschnittsstabiles Mengensystem; Mengenalgebra).

(i) Ein Mengensystem J C A heilt durchschnittsstabil, falls
AABegY = ANBeY.
(i) J heilt Algebra, falls
a QeJ

b) AeJ = Aeg
¢c) ABeg = AUBeJY.
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1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume

Eine Algebra ist stabil unter endlichen Mengenoperationen (Bilden von endlichen Vereinigungen, Durch-
schnitten und Komplementen). Insbesondere ist jede Algebra durchschnittsstabil.

Beispiel. (i) Die Kollektion aller offenen Intervalle ist eine durchschnittsstabile Teilmenge von
B(R), aber keine Algebra. Dasselbe gilt fiir das Mengensystem J = {(—oo,c] : ¢ € R}.

(i) Die Kollektion aller endlichen Vereinigungen von beliebigen Teilintervallen von R ist eine Alge-
bra.

Satz 1.11 (Eindeutigkeitssatz). Stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und P auf (Q, A) iiber-
ein auf einem durchschnittsstabilen Mengensystem J C A, so auch auf o-(J).

Den Satz werden wir am Ende dieses Abschnittes beweisen.

Beispiel. (i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B(R) ist eindeutig festgelegt durch die Wahr-
scheinlichkeiten P[(-oo, ¢]], ¢ € R.

(ii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P im Modell der unendlich vielen Miinzwiirfe ist eindeutig
festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Ausgidnge der ersten n Wiirfe fiir alle n € N.

Nach dem Eindeutigkeitssatz 1.11 ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Wahrscheinlichkeiten
der Ereignisse aus einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem festgelegt. Umgekehrt zeigt der folgende
Satz, dass sich eine auf einem Erzeugendensystem J gegebene o-additive Abbildung zu einem Mal3 auf der
o-Algebra fortsetzen lésst, falls J eine Algebra ist.

Satz 1.12 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Ist J eine Algebra, und P : J — [0, 0] eine o-
additive Abbildung, dann besitzt P eine Fortsetzung zu einem MaB auf (7).

Den Beweis dieses klassischen Resultats findet man in vielen Maf3theorie-, Analysis- bzw. Wahrschein-
lichkeitstheorie-Biichern (siche z. B. Williams: ,,Probability with martingales* [11, Appendix Al]). Wir
verweisen hier auf die Analysisvorlesung, da fiir die weitere Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie in
dieser Vorlesung der Existenzsatz zwar fundamental ist, das Beweisverfahren aber keine Rolle mehr spielen
wird.

Bemerkung (Eindeutigkeit der Fortsetzung). Ist P[QQ] = 1, bzw. allgemeiner P[Q2] < oo, dann ist die
Maffortsetzung nach Satz 1.11 eindeutig, denn eine Algebra ist durchschnittsstabil.

Als Konsequenz aus dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz erhilt man:

Korollar 1.13 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung). Es existiert genau
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Unif(q 1) auf 8((0, 1)) mit

Unif(0, D[(a,b)]=b-a  firalle 0<a<b<l. (1.10)

Zum Beweis ist noch zu zeigen, dass die durch (1.10) definierte Abbildung Unif(q ) sich zu einer o-
additiven Abbildung auf die von den offenen Intervallen erzeugte Algebra Ay aller endlichen Vereinigungen
von beliebigen (offenen, abgeschlossenen, halboffenen) Teilintervallen von (0, 1) fortsetzen lédsst. Wie die
Fortsetzung von Unif(o 1) auf Ay aussieht, ist offensichtlich - der Beweis der o-Additivitit ist dagegen
etwas aufwindiger. Wir verweisen dazu wieder auf die Analysisvorlesung, bzw. Williams: ,,Probability with
martingales [11, Appendix Al].
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Bemerkung (Lebesgue-MaB im R?). Auf dhnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutigkeit des durch

d
Al(a1, b1) X ... %X (agq, by)] = n(b,- —ay) fir alle a;, b; € R mit a; < b;
i=1

eindeutig festgelegten LebesguemaBes A auf 8(R?), siche Analysis III. Man beachte, dass wegen A[R?] = co
einige Aussagen, die wir fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen beweisen werden, nicht fiir das Lebesguemal
auf R? gelten (aber normalerweise schon fiir Einschriinkungen von A auf beschriinkte Teilmengen des RY).

Auch die Existenz der Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Modell fiir unendlich viele faire Miinzwiirfe
kann man mithilfe des Satzes von Carathéodory zeigen. Wir werden diese Wahrscheinlichkeitsverteilung
stattdessen in Abschnitt 2.2 unmittelbar aus der Gleichverteilung Unif, 1) konstruieren.

Beweis des Eindeutigkeitssatzes

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun den Eindeutigkeitssatz. Dazu betrachten wir das Men-
gensystem

D:={AeA : P[A]=P[A]} 2 9.
Zu zeigenist: D 2 o (J).
Dazu stellen wir fest, dass D folgende Eigenschaften hat:
i Qe D
(i) AeD = A eD

(iii) Ay, Ay, ... € D paarweise disjunkt = (JA; € D

Definition 1.14 (Dynkin-System). Ein Mengensystem D C () mit den Eigenschaften (i) - (iii) heif3t
Dynkin-System.

Bemerkung. Fiir ein Dynkin-System D gilt auch

ABeD,ACB = B\A=BnA® =B UA" €D,
da B€ und A disjunkt sind.
Lemma 1.15. Jedes N - stabile Dynkin-System D ist eine o - Algebra.

Beweis. Ist D ein N-stabiles Dynkin-System, dann gilt fiir A, B € D :

€D da N-stabil
—

AUB =A U (B\(ANB) €D.
T S———
disjunkt cqy poch Bem.
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1.2. Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume
Hieraus folgt fiir Ay, Ay, ... € D durch Induktion
n
B,:=| JA: €D,
i=1
und damit

i=1 n=1 ~
€D nach Bem.

OAi = O B, = O (Bn\Bn—l) €D.
n=1
7

disjunkt

Lemma 1.16. Ist J ein N - stabiles Mengensystem , so stimmt das von J erzeugte Dynkin-System

D) = M o
D2g
D Dynkin—System

mit der von J erzeugten o - Algebra o(J) liberein.

Aus Lemma 1.16 folgt die Aussage des Eindeutigkeitssatzes, denn {A € A : P[A] = P[A]} ist ein
Dynkin-System, das . enthilt, und somit gilt nach dem Lemma

{Ae A : P[A]=P[A]} 2 D(T) = (),
falls J durchschnittsstabil ist.

Beweis. (von Lemma 1.16)
Jede o - Algebra ist ein Dynkin-System, also gilt D(J) C o (9).

Es bleibt zu zeigen, dass D(J) eine o - Algebra ist (hieraus folgt dann D(J) = o(J)). Nach dem
ersten Lemma ist dies der Fall, wenn D(J") durchschnittsstabil ist. Dies zeigen wir nun in zwei Schritten:

Schritt 1: Be J,A€ D(J) = ANB € DY)

Beweis: FirBe JistDp = {AeA :ANB € D(J)} ein Dynkin-System. Z.B. gilt

AeDp = ANBe DY)
— A°AB= B \(AnB) ¢ D)
) ——
€eD(I) DY)
= A € Dg,

usw. Da J durchschnittsstabil ist, ist J in Dp enthalten. Also folgt auch D(J) € Dp, und damit AN B €
D(J)firalle A € D(T).
Schritt2: A, Be D(J) = ANB € DY)

Beweis: Fir A € D(J)ist Dg = {Be A : ANB € D(J)} nach Schritt 1 ein Mengensystem, das I
enthilt. Zudem ist auch D4 ein Dynkin-System, wie man analog zu Schritt 1 zeigt. Also folgt D(J) C Da,
dh.ANB € D(9)firalle B € D(T). [ |
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

1.3. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun Zufallsvariablen X : Q — § mit Werten in
einem allgemeinen messbaren Raum (S, 8) betrachten. Beispielsweise ist § = R oder S = R und B ist die
Borelsche o-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen der Form

{XeB} = {weQ:X(w)e B} = X'(B),
,.Der Wert der Zufallsgroe X liegt in B*

wobei B C § eine Menge aus der o-Algebra B auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder eine
allgemeinere Borelmenge, falls § = R gilt.

Definition 1.17 (Von einer Abbildung erzeugte o-Algebra). Das Mengensystem
o(X) = {X'(B): Be B} C P(Q)

heil3t die von der Abbildung X erzeugte o-Algebra auf Q).

Man verifiziert leicht, dass o (X) tatsdchlich eine o-Algebra ist.

Wir erweitern nun die zuvor eingefiihrten Konzepte einer Zufallsvariablen und ihrer Verteilung.

Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum

Definition 1.18 (messbare Abbildung; Zufallsvariable). Eine Abbildung X : Q — S heillt messbar bzgl.
A/ B, falls
(M) X YB)eA fiir alle B € B.

Eine Zufallsvariable ist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte messbare Abbildung.

Bemerkung. (i) Ist A = P(Q), dann ist jede Abbildung X : Q — § messbar.

(ii) Allgemein isteine Abbildung X : Q — § genau dann messbar bzgl. A /B, wenn A die von X erzeugte
o-Algebra enthilt. Somit ist o-(X) die kleinste o--Algebra auf Q, bzgl. der X messbar ist.

Stimmt die o--Algebra B auf dem Bildraum nicht mit der Potenzmenge #(S) iiberein, dann ist es meist
schwierig, eine Bedingung (M) fiir alle Mengen B € 8B explizit zu zeigen. Die folgenden Aussagen liefern
handhabbare Kriterien, mit denen man in fast allen praktisch relevanten Fillen sehr leicht zeigen kann, dass
die zugrunde liegenden Abbildungen messbar sind. Wir bemerken zunéchst, dass es geniigt die Bedingung
(M) fiir alle Mengen aus einem Erzeugendensystem J der o-Algebra 8 zu iiberpriifen:

Lemma 1.19. Sei J C P(S) mit B = o(J). Dann gilt (M) bereits, falls
XY ByeA  firalleBe J.

Beweis. Das Mengensystem {B € B : X~!(B) € A} ist eine o-Algebra, wie man leicht nachpriift. Diese
enthélt J nach Voraussetzung, also enthilt sie auch die von J erzeugte o-Algebra 8. |

Aus dem Lemma folgt sofort, dass Definition 1.18 fiir diskrete und reellwertige Zufallsvariablen konsistent
mit unseren vorherigen Definitionen ist:
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1.3. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Korollar 1.20 (Diskrete und reellwertige Zufallsvariablen). Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum.

(i) Ist S eine abzidhlbare Menge mit o-Algebra 8 = P(S), dann ist eine Abbildung X : Q — S genau
dann eine Zufallsvariable, wenn

{X=a}={weQXw)=aeA Yaces.

(ii) Eine Abbildung X : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelschen o-Algebra,
wenn

{X<ct={weQ: X(w)<c}eA VceR, bzw. wenn
{X<ct={weQ: X(w)<cteA VcekR

Beweis. (i). Es gilt {X = a} = X~ !({a}). Die einelementigen Mengen erzeugen die o-Algebra P(S), da
jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge S eine abzéhlbare Vereinigung von einelementigen Mengen ist.
(ii). Es gilt {X < ¢} = X~ !((~oo, c]). Die Intervalle (—co, c],c € R, erzeugen B(R), also folgt die erste
Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog. |
Beispiel (Indikatorfunktionen). Fiir eine Menge A C Q gilt:
14 ist Zufallsvariable © A € A,

denn
0 fallsc < 0

{In <c}=3Q fallsc>1 ,
A€ fallsO<c<1

und A€ ist genau dann in A enthalten, wenn A in A enthalten ist.

Korollar 1.21 (Stetige Abbildungen sind messbar). Seien Q2 und S topologische Raume, und A, B die
Borelschen o-Algebren. Dann gilt:

X :Q — Sstetig = X messbar.

Beweis. Sei J die Topologie von S, d.h. die Kollektion aller offenen Teilmengen von S. Nach Definition
der Borelschen o-Algebra gilt 8 = o(J). Wegen
X stetig _1 _1
Be9J = Boffen = X '(B)offen = X (B)e A
folgt die Behauptung. |

Kompositionen von messbaren Abbildungen sind wieder messbar:

Lemma 1.22. Sind (Q, Ay), (Qa, Ar) und (Q3, A3) messbare Riume, und ist X; : Qp — Qy messbar bzgl.
A Ay und Xy : Qo — Q3 messbar bzgl. Ay | A3, dann ist X, o X| messbar bzgl. A | Ajs.

o X oo B oo

Ay Ay Aj
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Beweis. Fiir B € A; gilt (X2 0 X1)"1(B) = X7 '(X;'(B)) € A,. [ |
N———
ceAy

Beispiel. (i) Ist X : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable und f : R — R eine messbare (z.B.
stetige) Funktion, dann ist auch

fX):=foX:Q—>R

wieder eine reellwertige Zufallsvariable. Beispielsweise sind | X|, |X|?, eX usw. Zufallsvariablen.

(i) Sind X,Y : Q — R reellwertige Zufallsvariablen, dann ist (X,Y) : w — (X(w),Y(w)) eine
messbare Abbildung in den R? mit Borelscher o-Algebra.
Da die Abbildung (x,y) — x + y stetig ist, ist X + Y wieder eine reellwertige Zufallsvariable.
Dies sieht man auch direkt wie folgt: Fiir ¢ € R gilt:

X+Y<c &= dr,seQ:r+s<c¢X<rundVY <s,
also

(X+Y <c}= U (X <rin{¥r<spheaA
r,s€Q

r+s<c

Verteilungen von Zufallsvariablen

Um Zufallsexperimente zu analysieren, miissen wir wissen, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die relevanten
Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bereichen annehmen. Dies wird durch die Verteilung beschrieben.
Seien (Q, A) und (S, B) messbare Rdume.

Satz 1.23 (Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer ZV). Ist P eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf (Q, A), und X : Q — S messbar bzgl. A/B, dann ist durch
pux[Bl:=P[X € Bl=P[X"'(B)] (BeB)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S, ) definiert.

Beweis. (i) ux(S)=P[X ()] =P[Q]=1

(i) Sind B, € B, n € N, paarweise disjunkte Mengen, dann sind auch die Urbilder X ‘1(Bn), neN,
paarweise disjunkt. Also gilt wegen der o--Additivitit von P:

s, UBn) )

n

px =P|x! =P

= > PIXB)] = ) px[Bal.

Definition 1.24 (Verteilung einer Zufallsvariable). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ux auf (S, B)
heillt Verteilung (law) von X unter P.

Fiir ux werden hiufig auch die folgenden Notationen verwendet:

ux = PoX ' = Lx = Px = X(P)
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Reelle Zufallsvariablen; Verteilungsfunktion

Die Verteilung ux einer Zufallsvariablen X mit abzdhlbarem Wertebereich S ist eindeutig durch die Mas-
senfunktion

px(a) = PIX = a] = ux[{a}],  ae€Ss,
festgelegt. Die Verteilung px einer reellwertigen Zufallsvariablen X : Q@ — R ist eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf B(R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten

pxl(=eo,cl]=P[X <c],  ceR

da die Intervalle (—oo,c],c € R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen o-Algebra
bilden.

Definition 1.25 (Verteilungsfunktion). Die Funktion Fx : R — [0, 1],
Fx(c) := P[X < ¢] = px[(=oo, c]]

heiBt Verteilungsfunktion (distribution function) der Zufallsvariable X : Q — R bzw. der Wahrscheinlich-
keitsverteilung ux auf (R, B(R)).

Der folgende Satz nennt einige grundlegende Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) definierten Zufallsvariable X : Q — R. Wir werden in Abschnitt 1.6
sehen, dass umgekehrt jede Funktion mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 1.26 die Verteilungsfunktion
einer reellen Zufallsvariable ist.

Satz 1.26 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion).
Fiir die Verteilungsfunktion Fx : R — [0, 1] einer reellwertigen Zufallsvariable X gilt:
(i) Fx ist monoton wachsend,
(ii) CEE]OO Fx(c) =0und CILrEO Fx(c) =1,
(iii) Fx ist rechtsstetig, d.h. Fx(c) = yh\nz Fx(y) fiir alle ¢ € R,

(iv) Fx(c) = lim Fx(y) + ux[{c}].
y/c

Insbesondere ist Fx genau dann stetig bei ¢, wenn ux[{c}] = 0 gilt.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkeit und Normiertheit der zugrundelie-
genden Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Der Beweis der Eigenschaften (i)-(iii) wird dem Leser als Ubung
iberlassen. Zum Beweis von (iv) bemerken wir, dass fiir y < ¢ gilt:

Fx(c)—Fx(y)=P[X <c]-P[X <y]=Ply<X <c].

Fiir eine monoton wachsende Folge y,, ¢ erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit von P:

(Mh<xsd‘

FX(C)_nli_IEOFX(yn) = lim Ply, <X <c]=P

n—oo

= P[X = c] = px[{c}].

Da dies fiir alle Folgen y,, ¢ gilt, folgt die Behauptung. |
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Diskrete und absolutstetige Verteilungen

Nach Satz 1.26 (iv) sind die Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion Fx einer reellwertigen Zufallsva-
riable X gerade die Atome der Verteilung, d.h. die ¢ € R mit ux[{c}] > 0. Nimmt X nur endlich viele Werte
in einem Intervall I an, dann ist F" auf [/ stiickweise konstant, und springt nur bei diesen Werten. Allgemeiner
definieren wir:

Definition 1.27 (Diskrete und absolutstetige Verteilung; Dichtefunktion). (i) Die Verteilung ux ei-
ner reellwertigen Zufallsvariable X heil3t diskret, falls ux[A] = 1 fiir eine abzéhlbare Menge A gilt,
d.h., falls die Verteilungsfunktion gegeben ist durch

Fx(c) = ux[(-oo,c]] = Z ux[{a}]  fiiralle c € R.
acA
a<sc

(ii) Die Verteilung px heilit absolutstetig (oder auch kurz stetig), falls eine integrierbare Funktion
fx : R —> [0, c0) existiert mit

Fx(c) = ux[(=o0,c]] = /fX(x) dx fiir alle ¢ € R. (1.11)

(iii) Eine integrierbare Funktion fx : R — [0, c0) mit (1.11) heit Dichtefunktion der Zufallsvariable X
bzw. der Verteilung ux.

Das Integral in (1.11) ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueintegral zu interpretieren, siehe Kapitel 3. Ist
die Funktion fx stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral iiberein. Da px eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung ist, folgt, dass fx eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, d.h. fx > 0 und

/fx(x)dx = 1.
R

Bemerkung. (i) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
Fy(x) = fx(x) (1.12)

fiir alle x € R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gilt (1.12) fiir A-fast alle x, wobei A das Lebesguemafy
auf R ist.

(i) Aus (1.11) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lebesgueintegrals (s. Kapitel 3 unten):
PLX € B] = ux[8] = [ (o, (1.13)
B

fiir alle Mengen B € B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten von (1.13) Wahrscheinlichkeits-
verteilungen definieren, und wendet den Eindeutigkeitssatz an.

Beispiele (Diskrete und absolutstetige Verteilungen). (i) Ist X deterministisch mit P[X = a] =1

fiir ein @ € R, dann ist die Verteilung von X das Dirac-Mal} ¢,. Das Dirac-Ma8 ist diskret mit
Verteilungsfunktion Fx(c) = Ij4,00)(C).
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(ii) Die Gleichverteilung Unif(q 1) ist eine absloutstetige Verteilung mit Verteilungsfunktion F(c) = 0
fiir c < 0, F(c) = c fiir ¢ € [0, 1], und F(c) = 1 fiir ¢ > 1, und Dichtefunktion f(x) = I, 1)(x).

(iii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung %661 + %Unif(o, 1) ist weder absolutstetig noch diskret.

Die Verteilung aus dem letzten Beispiel ist zwar weder absolutstetig noch diskret, sie kann aber sofort
zerlegt werden in einen absolutstetigen und einen diskreten Anteil. Fiir die im folgenden Beispiel betrachtete
Gleichverteilung auf der Cantor-Menge existiert keine solche Zerlegung:

Beispiel (Devil’s staircase). Wir betrachten die wie folgt definierte Verteilungsfunktion F einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf dem Intervall (0,1): F(¢) = Ofiirc < 0, F(¢) = 1firc > 1, F(c) =
1/2 fiir c € [1/3,2/3], F(c) = 1/4 fiir ¢ € [1/9,2/9], F(c) = 3/4 fiir c € [7/9,8/9], F(c) = 1/8 fiirc €
[1/27,2/27], usw. Man iiberzeugt sich leicht, dass auf diese Weise eine eindeutige stetige monotone
wachsende Funktion F : R — [0, 1] definiert ist. Nach Satz 1.39 unten ist F' also die Verteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf R.

0.8

04

021

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Da F stetig ist, hat das MaB y keinen diskreten Anteil, d.h. u[{a}] = O fiir alle a € R. Da F auf
den Intervallen [1/3,2/3], [1/9,2/9], [7/9,8/9] usw. jeweils konstant ist, sind alle diese Intervalle
p-Nullmengen. Die Verteilung u sitzt also auf dem Komplement

C = {i a3 a; € {0,2}(ieN)}

i=1

der Vereinigung der Intervalle. Die Cantor-Menge C ist ein Fraktal, das aus den reellen Zahlen
zwischen O und 1 besteht, die sich im Dreier-System ohne Verwendung der Ziffer 1 darstellen las-
sen. Sie ist eine Lebesgue-Nullmenge, aber der Triger des MaBles u. Da F der Grenzwert der Ver-
teilungsfunktionen von Gleichverteilungen auf den Mengen C; = (0,1), C; = (0,1/3) U (2/3,1),
C; = (0,1/9) U (2/9,1/3) U (2/3,7/9) U (8/9, 1),... ist, konnen wir u als Gleichverteilung auf der
Cantor-Menge C = () C,, interpretieren.

Weiterhin ist die Verteilungsfunktion F auf den oben betrachteten Intervallen konstant, und daher
Lebesgue-fast iiberall differenzierbar mit Ableitung F’(x) = 0. Die ,,Teufelstreppe” F wichst also von 0
auf 1, obwohl sie stetig ist und ihre Ableitung fast iiberall gleich Null ist ! Hieraus folgt, dass die Verteilung
( nicht absolutstetig sein kann, denn in diesem Fall wire F gleich dem Integral der Lebesgue-fast tiberall
definierten Funktion F’, also konstant.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

1.4. Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R

Im Folgenden betrachten wir einige wichtige Beispiele von eindimensionalen Verteilungen und ihren Ver-
teilungsfunktionen. Wir geben zunéchst die Verteilungsfunktion fiir einige elementare diskrete Verteilungen
an, und betrachten dann kontinuierliche Analoga dieser Verteilungen.

Diskrete Verteilungen

Beispiele. (i) GLEICHVERTEILUNG AUF EINER ENDLICHEN MENGE {ay, ...,a,} C R:
Ist S = {ay,...,a,} C R eine n-elementige Teilmenge von R, dann ist die Gleichverteilung y auf
S durch

1 n
U= ;Z% (1.14)
i=1

gegeben. Der Wert der Verteilungsfunktion F' von u springt an jeder der Stellen ay, .. .,a, um
1/n nach oben. Die empirische Verteilung von ay,...,a, ist ebenfalls durch (1.14) definiert,
wobei hier aber nicht vorausgesetzt wird, dass ay, . . ., a, verschieden sind. Die Sprunghdhen der
empirischen Verteilungsfunktion sind dementsprechend Vielfache von 1/n.

(ii) GEOMETRISCHE VERTEILUNG MIT PARAMETER p € [0, 1]: Hier ist
pl{k}] = (1 =p)*~"-p firk e N.
Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable T gilt:
F(c)=P[T<c]=1-P[T>c]l=1-(1-pl firc>0,
—
=P[T>|c]]

wobei | c] := max{n € Z: n < ¢} der ganzzahlige Anteil von c ist.

1 +
I I | | » A L
1 1 1 1 1 T T
1 2 3 4 ) 6 7
F
U —  &—
—o0
——o0

Abbildung 1.6.: Massen- und Verteilungsfunktion einer Geom(1/2)-verteilten Zufallsvariable.
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1.4. Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R

(iii) BINOMIALVERTEILUNG MIT PARAMETERN 7 UND p: Die Massenfunktion ist
ul{k}] = (Z)pk(l —p)”fk fir k=0,1,...,n.

Somit ist die Verteilungsfunktion gegeben durch F(c) = 3 1&3) ()P = pyn*.

“t
|
T

30 40

0 10 20 50

-+ W

— DY W R UL U0 N W
|
T

[ 2]
0
[ 2]
[ o]
[ 2]
[ 2]
0
[ 2]
[ o]
[ o

'W* ! !
T T T

0 10 20 30 40 50

Abbildung 1.7.: Massen- und Verteilungsfunktion von Bin(55, 0.6)

Kontinuierliche Gleichverteilung

Seien a, b € R mit a < b. Eine Zufallsvariable X : Q — R ist gleichverteilt auf dem Intervall (a, b), falls
. ¢c—a ..
P[X < c¢] = Unif,p)[(a,c)] = b fiir alle ¢ € (a, b)
—-a
gilt. Eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die Identitéit
Ulw) =w

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) = ((0, 1), B((0, 1)), Unif(q 1)). Ist U gleichverteilt auf (0, 1), dann
ist die Zufallsvariable
X(w)=a+ (b-a)lU(w)

gleichverteilt auf (a, b).
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

[ L
! o
T A
1 2 3

Abbildung 1.8.: Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf dem Intervall (1, 3).

Die Dichte und Verteilungsfunktion der Verteilung Unif(,, ;) sind gegeben durch

0 firc <aq,
flira<c<b,

fiir c > b.

) = o (), F(O) = {
1

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablen sind wieder gleichverteilt.

Exponentialverteilung

Das kontinuierliche Analogon zur geometrischen Verteilung ist die Exponentialverteilung. Angenommen,
wir wollen die Wartezeit auf das erste Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses (z.B. radioaktiver Zerfall)
mithilfe einer Zufallsvariable T : Q — (0, co) beschreiben. Wir iiberlegen uns zunédchst, welche Verteilung
zur Modellierung einer solchen Situation angemessen sein konnte. Um die Wahrscheinlichkeit P[T > t]
zu approximieren, unterteilen wir das Zeitintervall (0,¢] in eine groBe Anzahl n € N von gleich grofen
Intervallen (@, "7’], 1<k<n

( 1 il ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ]
\ A A i\ A N N N ]
0 (k—1)t kt t

Sei Ay das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen im Zeitraum (@, ’%] eintritt. Ein naheliegender
Modellierungsansatz ist anzunehmen, dass die Ereignisse A unabhéngig sind mit Wahrscheinlichkeit
t
P[AL] = A-,
n

wobei A > 0 die ,Intensitit”, d.h. die mittlere Haufigkeit des Geschehens pro Zeiteinheit, beschreibt, und
die Approximation fiir n — co immer genauer wird. Damit erhalten wir:

ar\"
PIT >1t] = P[Alc Nn...N A,CL] ~ (1 - 7) fiir groBes n.
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1.4. Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R
Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen e~. Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition 1.28 (Exponentialverteilung). Eine Zufallsvariable T : Q — [0, co) heifit exponentialverteilt
zum Parameter 1>0, falls
PIT>t] = ™ fiir alle ¢ > 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parameter A ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsverteilung u =
Exp(2) auf (R, B(R)) mit

ul(t, )] = e Y fiir alle t > 0,
bzw. mit Verteilungsfunktion
l—e fiirt >0
F(t) = uf(—o0,t]] = - 1.15
() = p[(=c0,1]] {0 . (1.15)

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist die Exp(4)-Verteilung durch (1.15) eindeutig festgelegt.

Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist gegeben durch

f(l‘) = /le_/lt I(O,m)(t)-

Abbildung 1.9.: Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Exp(1).

Ist T eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameter A, und a > 0, dann ist aT” exponentialverteilt
zum Parameter A/a, denn

PlaT > ¢] = P[T > c/a] = exp(—Ac/a) fiir alle ¢ > 0.
Eine bemerkenswerte Eigenschaft exponentialverteilter Zufallsvariablen ist die ,,Ged4chtnislosigkeit’:
Satz 1.29 (Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung). Ist 7 exponentialverteilt, dann gilt fiir alle

s, t > 0:
P|T —s>t|T >s] = P[T >1t].

Hierbei ist T — s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten des Ereignisses. Also: Auch wenn man
schon sehr lange vergeblich gewartet hat, liegt das ndchste Ereignis nicht ndher als am Anfang!
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

Beweis. Fiir s, > 0 gilt

P[T—S >tund T > s] P[T > S+t] e—/l(t+s) ~
P[T_S>t|T>s]= P[T>S] = T>s — e_/ls =e/ll:P[T>t]

Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteilte Zufallsvariable aus einer gleichverteilten Zufalls-
variable. Dazu bemerken wir, dass T : @ — R genau dann exponentialverteilt mit Parameter A ist, wenn

a

1
Ple <u] = P[T>—§logu} = ealogw = 4

fiir alle u € (0, 1) gilt, d.h. wenn e~ auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also konnen wir eine exponentialverteilte
Zufallsvariable erhalten, indem wir umgekehrt

1
T := _Z logU mit U ~ Ul‘lif(()’])

setzen. Insbesondere ergibt sich die folgende Methode zur Simulation einer exponentialverteilten Zufallsva-
riable:

Algorithmus 1 : Simulation einer Stichprobe ¢ von Exp(2)
Input : Intensitit A > 0
Output : Stichprobe 7 von Exp(AQ)

1 Erzeuge u ~ Unifq,1).;

1 .
2 Setze t := —5 logu.;
3 return ¢

Wir werden in Abschnitt 1.6 zeigen, dass mit einem @hnlichen Verfahren beliebige reelle Zufallsvariablen
konstruiert und simuliert werden konnen.

Normalverteilungen

Wegen f e/ 2dz = V2 ist die ,,GauBsche Glockenkurve®

—00

f(Z) — \/%6—22/2, z€R,
T

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige Zufallsvariable Z mit Dichtefunktion f hei$t standardnormal-
verteilt. Die Verteilungsfunktion

c
1
(I)(C) = / \/? 8_22/2 dz
T

der Standardnormalverteilung ist im Allgemeinen nicht explizit berechenbar. Ist Z standardnormalverteilt,
und
X(w)=0Z(w)+m

mit o > 0,m € R, dann ist X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

Fx(c) = P[X <¢] = P[Zs c;m] - @(C;_m).

Mithilfe der Substitution z = % erhalten wir

c—m

Fo 1 m
FX(C) = / \/__ 6_22/2 dz = / e_%(T)z dx.

2r
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1.4. Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R

Definition 1.30 (Normalverteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung N(m, 02) auf R mit Dichtefunk-
tion 1
1(x-m)2
f . (_x) = .e_f(?)
" V2no?
heiBt Normalverteilung mit Mittel m und Varianz o-®. Die Verteilung N(0, 1) heiBt Standardnormalvertei-
lung.

Wir werden im nichsten Abschnitt sehen, dass die Binomialverteilung (also die Verteilung der Anzahl der
Erfolge bei unabhingigen 0-1-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p) fiir groe n ndherungsweise
durch eine Normalverteilung beschrieben werden kann. Entsprechendes gilt viel allgemeiner fiir die Vertei-
lungen von Summen vieler kleiner unabhéngiger Zufallsvariablen (Zentraler Grenzwertsatz, s.u.).

Abfall um Faktor e~ 2

|
|
|
|
|
|
I
m — 30 m — 20 m—o m m+o m+ 20 m+ 30

Abbildung 1.10.: Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianz o-2.

m — 30 m— 20 m-—o m m—+o m+ 20 m + 30

Abbildung 1.11.: Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Mittelwert m und Varianz o-2.

Die Dichte der Normalverteilung ist an der Stelle i maximal, und klingt aulerhalb einer o-Umgebung von
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

m rasch ab. Beispielsweise gilt
fm,O'(m)

VE b
Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zufallsvariable Werte auBerhalb der o-, 20- und
30 -Umgebungen annimmt, erhélt man:

HX—m
P
o
31.7% firk =1,

4.6%  firk =2,
0.26%  fiir k = 3.

Jm.o(m)

e2

fnrm)

29/2

fm,O'(m + 0_) = fm,O'(m + 20—) = s fm,o'(m + 30—) =

P[|X = m| > ko] > k| = P[|Z] > k] = 2P[Z > k] = 2(1 — d(k))

X

Eine Abweichung der Grofle o vom Mittelwert m ist also fiir eine normalverteilte Zufallsvariable relativ
typisch, eine Abweichung der Groe 30~ dagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschitzungen fiir die Wahrscheinlichkeiten grof8er Werte sind oft niitzlich:

Lemma 1.31. Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt:

11 1
(2ﬂ)—1/2 . (_ _ _3) LY 2 < P[Z>y] < (27r)—1/2 LD Y2 Yy > 0.
y oy Y
Beweis. Es gilt:
P[Z > y] = (2n)"'/? / e? 2 dz
¥y

Um das Integral abzuschitzen, versuchen wir approximative Stammfunktionen zu finden. Zunéchst gilt:

e_zz/2 Yz >0,

Lo o [ Leer) o [
y Z Z
y

woraus die obere Schranke fiir P[Z > y] folgt.

|~
|
| —
ml
N
(5]
~
[\
N
J—
—
+
|,_
SN —
®
N
0~
-
[\)
[\

also

Fiir die untere Schranke approximieren wir die Stammfunktion noch etwas genauer. Es gilt:

d 1 1 2 1 1 3 2 2
—|-=+=]e? = [1+=-=-= eF? <
dz (( z z3) ) ( 2 22 24)

und damit -
(l _ i) 2 < /6—22/2 dz.
y oy
y
Fiir eine N(m, o-%)-verteilte Zufallsvariable X mito > Qist Z = % standardnormalverteilt. Also erhalten
wir fiir y > m:
X - - _y-m)?
P[X>y] = P[ N L Y O R (1.16)
o o y—m

sowie eine entsprechende Abschitzung nach unten.
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1.5. Normalapproximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parametern n und p beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen unter n
unabhingigen Ereignissen mit Wahrscheinlichkeit p, die in einem Zufallsexperiment eintreten. Viele Anwen-
dungsprobleme fiihren daher auf die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bzgl. der Binomialverteilung.
Fiir grof3e n ist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten aber in der Regel nicht mehr moglich.
Bei seltenen Ereignissen kann man die Poissonapproximation zur ndherungsweisen Berechnung nutzen:

Konvergiert n — oo, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswert n - p,, gegen eine positive reelle Zahl
A > 0, dann nihern sich die Gewichte b, ,, (k) der Binomialverteilung denen einer Poissonverteilung mit
Parameter A an:

n

_ Ak
k)p’,i(l —p)"F - et (k=0,1,2,..)),

bura®) = | d

siehe Satz ??. Geht die Wahrscheinlichkeit p,, fiir n — oco nicht gegen 0, sondern hat zum Beispiel einen
festen Wert p € (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werden. Stattdessen scheinen
sich die Gewichte der Binomialverteilung einer GauB3schen Glockenkurve anzunihern, siehe z.B. Abbildung

1.7 oder die Mathematica-Demonstrationen auf der Vorlesungshomepage. Wir wollen diese Aussage nun
mathematisch prézisieren und beweisen.

Der Grenzwertsatz von De Moivre - Laplace

Wir analysieren zunéchst das asymptotische Verhalten von Binomialkoeffizienten mithilfe der Stirlingschen
Formel.

Definition 1.32 (Asymptotische Aquivalenz von Folgen). Zwei Folgen a,, b, € R, (n € N), heilen
asymptotisch dquivalent (a,, ~ b,,), falls

lim & = | gilt.
n—00 n
Bemerkung. Fiir Folgen mit Werten a,,, b, c,, d, € Ry gilt :

i ap~b, <<= dg,—>0:a,=b,(1+¢, & loga,—-logh, — 0,
(i) anp ~ by — by, ~ ap — i ~ i,

(iii) a, ~bp,cn~d, = a,-cn~b,-d,.

Satz 1.33 (Stirlingsche Formel).
n
n! ~ V2an - (E)
e

Einen Beweis der Stirlingschen Formel findet man in vielen Analysis-Biichern, siehe z.B. Forster:,,Analysis
1”. Dass der Quotient der beiden Terme in der Stirlingschen Formel beschrinkt ist, sieht man rasch durch
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

eine Integralapproximation von logn! :

n n n k
log n! Zlogk = / log x dx + Z (log k — log x) dx
k=1 0 k=17k-1

IS
nlogn—n + EZ% + O(1)
k=1
1
= nlogn—n + Elogn + O(1),

wobei wir im vorletzten Schritt die Taylor-Approximationen logk — logx = %(k — x) + O(k™?) auf den
Intervallen [k — 1, k], k > 2, verwendet haben. Ein alternativer, sehr kurzer vollstandiger Beweis der Stirling-
Formel mit Identifikation des korrekten asymptotischen Vorfaktors V27 wird in J.M. Patin, The American
Mathematical Monthly 96 (1989) gegeben.

Mithilfe der Stirlingschen Formel kdnnen wir die Gewichte

n

bn,p(k) = (k

)pk(l -pyk

der Binomialverteilung fiir grole # und k approximieren. Sei dazu S,, eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable
auf (Q, A, P). Fiir den Erwartungswert und die Standardabweichung von S,, gilt:

E[Si]=np und o[S,] = vVar[S,] = Vnp(1 - p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomialverteilung fiir gro3e n iiberwiegend in einer
Umgebung der GroBenordnung O(y/n) um np konzentriert.

v
O(vn)

Abbildung 1.12.: Die Gewichte der Binomialverteilung liegen fiir grofle n ndherungsweise auf einer Glocken-
kurve mit Mittel np und Standardabweichung /np(1 — p).

Wir werden nun die Gewichte
n _
bn,p(k) = P[Sn = k] = (k)pk(l _p)n k

der Binomialverteilung fiir groBe n und k in Umgebungen der GroBenordnung O(+/n) von np ausgehend
von der Stirlingschen Formel approximieren, und die vermutete asymptotische Darstellung prézisieren und
beweisen. Dazu fiihren wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an(k) ~ b, (k) (,,lokal gleichmifBig asymptotisch dquivalent*),
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falls
. an(k) ‘ . .
lim su — 1| = 0 firaller € R, gilt,
nose geon | ba(k) v &
wobei
Uy = {0<k<n:|k—np|<r-+vn}.

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog fiir diese Art der lokal gleichméBigen asymptotischen
Aquivalenz von a,(k) und b, (k).

Satz 1.34 (Grenzwertsatz von de Moivre (1733) und Laplace (1819)). Sei S, binomialverteilt mit Para-
metern n € N und p € (0, 1), und sei > = p(1 — p). Dann gilt:

— 1 1 (k-np 2
(i) P[Sn = k] = bn, (k) & bn, (k) EXPl—5 > ( ) .
P b V2rno? 202\
Sn —np n,/'oo b 1 2 .. .
ii) Pla < <b -— exp |- ) dx fir alle a, b € R mita < b.
(&) \n ] 2[ 2no? p( Z(Tz)

Beweis. (i). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a) Wir zeigen zunachst mithilfe der Stirlingschen Formel, dass

_ 1 p k 1-p n-k
bup(k) = bup(k) = —(k—/n) -(1_k/n) (1.17)

2rnk(1 - &)

gilt. Nach der Stirlingschen Formel ist

n!
lim —— = 1.
n—® \Dan(n/e)"?
Wegen k > np — r - \/n fiir k € U,,, folgt
0 fiir n — oo,

k!
—
V2rk (k/e)r ‘

sup
keUy,,

d.h.
k'~ V2rk(k/e).

Analog erhilt man
(n=k! =~ 2r(n—k)((n=k)/e)"™,

und damit

n! pk(l—p)”_k N V2rn - n" - pk (1 - p)yk
kt-(n—k)! 2n\Jk(n— k) - k¥ - (n - k)yn*

n np\k (n(1-p)\"™* -
\ 27k(n - k) (7) ( n—k ) = bup(k).
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

(b) Wir zeigen nun weiterhin mithilfe einer Taylorapproximation, dass

bup(k) = byp(k) (1.18)
gilt. Dazu benutzen wir mehrfach die Abschétzung

1 "
< rem? fir k € Uy,

k
—-=p
n
Hieraus folgt zunéchst unmittelbar

27m5 (1 - E) ~ A2anp(1-p) = N2mno?. (1.19)

n n

Um die Asymptotik der iibrigen Faktoren von En, p(k) zu erhalten, nehmen wir den Logarithmus, und
verwenden die Taylorapproximation

1
2p(1 = p)

die man durch Berechnen der Ableitungen der Funktion auf der linken Seite an der Stelle x = p
verifiziert. Wir erhalten

p \(1-p \""| _ Ko K/ LK) g (LK

() (F) | = 5] - (=3[
1 ko) ko

- a=plaor) soln-r)

Wegen |§ —p|3 < Penifiirk e U,,, folgt

(x=p)* + O(|x - pP),

1 -
xlogE + (1 = x)log A
p I-p

1
—log
n

p k l—p n—k n k 2
1 - = —|-- + Ry,
Og((k/n) (1 —k/n) ) 202 (n p) on
wobei |Rg ,| < const. - P07 fiir alle k € U, d.h.
k n-k 2
p 1-p n (k
—_— ~ -—— == . 1.20
(k/n) (l—k/n) eXp( 202(;1 p) ) (1.20)

Aussage (1.18) folgt dann aus (1.19) und (1.20).
(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (i).

(ii). Aufgrund von (i) erhalten wir fiir a, b € R mita < b:

Sy, —n ~
Plas™ P <p|l = 3 bupk) =Y Bup(k)1+ enp(k),
n
ke{0,1,...n} ke{0,1,...n}
aé%sh as"‘#sb
wobei
Enp = sup  |epp(k)] — O fiir n — oo. (1.21)
ask‘—\/%psb
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1.5. Normalapproximation der Binomialverteilung

Wir zeigen nun

b

—~ 1 x2

lim > bapk) = exp(——z) dx (1.22)

" ke 0T} ) V2ro? 20
as%sb

Zum Beweis von (1.22) bemerken wir, dass

ein dquidistantes Gitter mit Maschenweite 1/+/n ist. Es gilt

~ 1

bup(k) = —. (1.23)
kE{g..,n} x; N2ror \/ﬁ
agk:/ﬁ” <b a<x<b

Fiir n — oo folgt dann (1.22), da die rechte Seite in (1.23) eine Riemannsummenapproximation des Integrals
in (1.22) ist, und der Integrand stetig ist. Die Behauptung folgt nun aus (1.21) und (1.22). |

Der Satz von de Moivre/Laplace impliziert, dass die Zufallsvariablen S"#"” fiir n — oo in Verteilung
gegen eine N(0, o?)-verteilte Zufallsvariable mit Varianz o> = p(1 — p) konvergieren:
Sy —np D
_

cZ  mitZ~ N(0,1).
N7 ©,1)

D
Hierbei bedeutet Konvergenz in Verteilung (convergence in distribution; Notation ,,— ), dass die Verteilun-
gen der Zufallsvariablen schwach konvergieren, d.h. fiir die Verteilungsfunktionen gilt

2

¢ 2% dx = Fyz(c) fiirallec e R. (1.24)

hm Fsp- np(C) = /\/2_
o

Die allgemeine Definition der schwachen Konvergenz einer Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
wird in Abschnitt 5.1 unten gegeben - fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R ist sie dquivalent zur
Konvergenz der Verteilungsfunktionen an allen Stellen, an denen die Limes-Verteilungsfunktion stetig ist.
Konvergenz in Verteilung ist also nicht wirklich ein Konvergenzbegriff fiir Zufallsvariablen, sondern ,,nur”
eine Konvergenz der Verteilungen. Fiir die standardisierten (d.h. auf Erwartungswert 0 und Varianz 1
normierten) Zufallsvariablen gilt entsprechend

Sn — E[S4] _ Sa—mp 2
O-(Sn) 0'\/%

Z. (1.25)

Bemerkung. (i) Die Aussage (1.25) ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren zentralen Grenzwertsat-
zes: Sind Xj, Xy, . . . unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlicher Varianz, und ist
S, = X1 + ...+ X, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen
Sn -F [Sn]
o (Sn)

schwach gegen eine Standardnormalverteilung, siche Abschnitt 5.2. Normalverteilungen treten also
als universelle Skalierungslimiten von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen auf.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

(i) Heuristisch gilt fiir grole n nach (1.25)
D
w Sy = np++np(l-p)-2Z, (1.26)

wobei ,,~* dafiir steht, dass die Verteilungen der Zufallsvariablen sich einander in einem gewissen
Sinn annéhern. In diesem Sinne wire fiir grofie n

,,Bil’l(fl, p) ~ N(l’lp, I’lp(l - p))'“
Entsprechende ,,Approximationen* werden héiufig in Anwendungen benutzt, sollten aber hinterfragt
werden, da beim Ubergang von (1.25) zu (1.26) mit dem divergierende Faktor /n multipliziert wird.

Die mathematische Prazisierung entsprechender heuristischer Argumentationen erfolgt iiblicherweise
tiber den Satz von de Moivre/Laplace.

Beispiel (Faire Miinzwiirfe). Seien X|, X5, . .. unabhingige Zufallsvariablen mit P[X; = 0] = P[X; =
1] = %, und sei S, = X1 + ...+ X, (z.B. Haufigkeit von ,,Zahl* bei n fairen Miinzwiirfen). In diesem

Fallist p = 1/2 und o = +/p(1 — p) = 1/2.
(i) 100 faire Miinzwiirfe: Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 60 mal Zahl fallt, gilt

S100 — E[S100] 10

P[Si00 > 60] = P[Si00— E[Si00] >10] = P > .
o (S100) V100
Da %}E}igo"] nach (1.25) ndherungsweise N(0, 1)-verteilt ist, und - \1/(1)070 = 2 gilt, folgt
P[S100>60] =~ P[Z>2] = 1-®2) =~ 0.0227 = 227%.

(ii) 16 faire Miinzwiirfe: Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 mal Zahl fillt, ergibt sich

S16 — E[S 0.5
P[Sis=8] = P[7.5<Si5<85] = P” 1o~ ElSie]] ]
a(S16) oV16
Mit #576 = 1 folgt niherungsweise
PlSis=8] ~ PUZI<1/4] = 0.1974..

Der exakte Wert betrigt P[Sis = 8] = 0.1964.... Bei geschickter Anwendung ist die Norma-
lapproximation oft schon fiir eine kleine Anzahl von Summanden relativ genau!

Approximative Konfidenzintervalle

Angenommen, wir wollen den Anteil p der Wihler einer Partei durch Befragung von n Wéhlern schétzen.
Seien Xi,..., X, unter P, unabhingige und Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen, wobei X; = 1 dafiir
steht, dass der i-te Wihler fiir die Partei A stimmen wird. Ein naheliegender Schitzwert fiir p ist X,, := 57"
Wie viele Stichproben braucht man, damit der tatsdchliche Stimmenanteil mit 95% Wahrscheinlichkeit um
hochstens € = 1% von Schitzwert abweicht?

Definition 1.35 (Konfidenzintervall). Sei a € (0, 1). Das zufillige Intervall [X,, — &, X,, + &] heift Konfi-
denzintervall zum Konfidenzniveau 1 — @ (bzw. zum Irrtumsniveau @) fiir den unbekannten Parameter p,

falls . .
Polp¢[Xn—&X,+e]] £ «

fiir alle moglichen Parameterwerte p € [0, 1] gilt.

36 Universitit Bonn



1.5. Normalapproximation der Binomialverteilung

Im Prinzip kann man exakte Konfidenzintervalle aus der zugrundeliegenden Verteilungsfunktion erhalten.
In der Situation von oben gilt beispielsweise:

peElXn-eXotel &= |X,-pl<e & X,elp-ep+e]
— S, €nlp-e),n(p+e)]

Diese Bedingung ist fiir p € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit > 1 — « erfiillt, falls z.B. F(n(p — ¢)) < @/2 und
F(n(p + €)) = 1 — a/2 fiir die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung Bin(rn, p) gilt.

Praktikablere Methoden, um in unserem Modell Konfidenzintervalle zu bestimmen, sind zum Beispiel:

Abschitzung mithilfe der Cebysev-Ungleichung:

Sn 1 Sn _ p(l-p) 1 !
Pp[z—p >e < Z-Var(;) = 2 S I < o« Vpel01]
Dies ist erfiillt fiir n > @, also im Beispiel fiir n > 50.000.

Abschiétzung lber die exponentielle Ungleichung:

S

Pp[r:’

>l < 2% < o  Vpelol]

— =D

ist erfiillt fiir n > 2—12
&

log(%), also im Beispiel fiir n > 18445.
Die exponentielle Abschitzung ist genauer - sie zeigt, dass bereits weniger als 20.000 Stichproben gentigen.

Konnen wir mit noch weniger Stichproben auskommen ? Dazu berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass
der Parameter p im Konfidenzintervall liegt, ndherungsweise mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximation:

S

n Sp—np ne
P, 122 - pl < = <
p[ T "||Nnp(U=p)| ~ Vap(1 = p)
~ N[ Vi
) "\ V(T =p) VP =p)
2|0

Vp(l-p)) 2
p(l-p)<j

> ' 2002vie)-1 > 1-a Vpelo1],

1 a\\
> (50 (1-5))
8 (25 2 )
Im Beispiel gilt (1 — @/2) ~ 1.96, und die Bedingung ist fiir n > 9604 erfiillt. Also sollten bereits
ca. 10.000 Stichproben ausreichen! Exakte (also ohne Verwendung einer Ndherung hergeleitete) Konfiden-
zintervalle sind in vielen Fillen zu konservativ. In Anwendungen werden daher meistens approximative

Konfidenzintervalle angegeben, die mithilfe einer Normalapproximation hergeleitet wurden. Dabei ist aber
folgendes zu beachten:

falls
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Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approximative Konfidenzintervalle erfiillen die
Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzw. nur ndherungsweise). Da die Qualitdt der Normalapproxi-
mation fiir p — 0 bzw. p — 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im Allgemeinen selbst fiir n — oo
nicht erfiillt. Beispielsweise betrdgt das Niveau von approximativen 99% Konfidenzintervallen asymptotisch
tatsdchlich nur 96.8%!

1.6. Transformationen von reellwertigen Zufallsvariablen

Mithilfe einer geeigneten Transformation konnen wir reelle Zufallsvariablen mit einer vorgegebenen Ver-
teilung u aus gleichverteilten Zufallsvariablen erzeugen. Ist die Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] streng
monoton wachsend und stetig, also eine Bijektion von R nach (0, 1), und ist U : Q — (0, 1) auf (0,1)
gleichverteilt, dann hat die Zufallsvariable F~!(U) die Verteilung y, denn es gilt

P[FY(U)<¢c] = PlU<F(c)] = F(¢) firallec € R.

Das beschriebene Inversionsverfahren werden wir in Satz 1.38 erweitern, um reelle Zufallsvariablen mit
beliebigen Verteilungen zu konstruieren. Da die Verteilungsfunktion dann im Allgemeinen keine Bijektion
ist, verwenden wir statt der Inversen F~! eine verallgemeinerte (linksstetige) Inverse, die durch die Quan-
tile der zugrundeliegenden Verteilung bestimmt ist. Gegen Ende dieses Abschnitts betrachten wir dann
Transformationen von absolutstetigen Zufallsvariablen.

Quantile und Inversion der Verteilungsfunktion

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktion einen bestimmten Wert iiberschreitet. Solche Stel-
len miissen hiufig in praktischen Anwendungen (z.B. Qualitétskontrolle) berechnet werden. Mithilfe von
Quantilen kann man verallgemeinerte Umkehrfunktionen der im Allgemeinen nicht bijektiven Verteilungs-
funktion definieren. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit
Verteilungsfunktion F.

Definition 1.36 (Quantile). Sei u € [0, 1]. Dann heif3it ¢ € R ein u-Quantil der Verteilung von X, falls

P X<qg]<u und PIX>ql<1-u

gilt. Ein Median ist ein %—Quantil. Quantile zu u = %, % % bezeichnet man als Quartile.

Ist die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend, dann ist ¢ = F~!(u) fiir u € (0,1) das einzige
u-Quantil. Im Allgemeinen kann es hingegen mehrere u-Quantile zu einem Wert u geben.

Beispiel (Empirische Quantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die aus n reellwertigen Daten /
Messwerten xq,...,x, mit x; < xp < ... < x, besteht. Die empirische Verteilung der Stichprobe
ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung
1 n
H= n Zl Ox;
i=

auf (R, P(R)), d.h. fiir B C R ist

1
{x; e B,1 <i<n}

ulBl = |

die relative Haufigkeit des Bereichs B unter den Messwerten x;. Die empirische Verteilung ergibt sich,
wenn wir zufillig ein i € {1, ..., n} wihlen, und den entsprechenden Messwert betrachten. Die Quantile
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der empirischen Verteilung bezeichnet man als Stichprobenquantile. Ist n - u nicht ganzzahlig, dann ist
X[n.u1 das eindeutige u-Quantil der Stichprobe. Ist hingegen u = k/n mit k € {1,...,n — 1}, dann ist
jedes g € [xk, xk+1] ein u-Quantil der empirischen Verteilung.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunktion F, die ja im Allgemeinen
nicht bijektiv ist. Fiir u € (0, 1) sei

G(u) inf{x e R: F(x) > u} =sup{x e R: F(x) < u}, und
G(u) := inf{x eR: F(x)>u} =sup{x € R: F(x) < u}.

Offensichtlich gilt G(u) < G(u). Die Funktionen G bzw. G sind links- bzw. rechtsstetig. Ist F stetig
und streng monoton wachsend, also eine Bijektion von R nach (0, 1), dann ist G(u) = G(u) = F~'(u). Die
Funktion G heifit daher auch die linksstetige verallgemeinerte Inverse von F. Das folgende Lemma zeigt,
dass G(u) das kleinste und G(u) das groBte u-Quantil ist:

Lemma 1.37. Fiiru € (0, 1) und g € R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) q ist ein u-Quantil.
(ii) F(q=) <u<F(q).
(iii) G(u) < q < G(u).

Hierbei ist F(q—) := li/m F(y) der linksseitige Limes von F an der Stelle q.
v/ q

Beweis. Nach Definition ist ¢ genau dann ein u-Quantil, wenn
PIX<ql<u<1-P[X >q]=P[X <(q]

gilt. Hieraus folgt die Aquivalenz von (i) und (ii).

Um zu beweisen, dass (3) dquivalent zu diesen Bedingungen ist, miissen wir zeigen, dass G(u) das kleinste
und G(u) das groBte u-Quantil ist. Wir bemerken zunichst, dass G(«) ein u-Quantil ist, da

F(G(u)-) = }im F(x) < u, und F(G(u) = lim F(x) > u.

x/Gu) — _— NGu) — —
<u >u
fiir x<G(u) fiir x>G(u)

Andererseits ist x < G(u) kein u-Quantil, denn es gilt F(x) < u. Somit ist G(u) das kleinste u-Quantil. Auf
ahnliche Weise folgt, dass G(u) das groBite u-Quantil ist. |

Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von auf (0, 1) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von anderen Vertei-
lungen y auf R'?

Beispiel (Endlicher Fall). Gilt u[S] = 1 fiir eine endliche Teilmenge S C R, dann kdnnen wir die Frage
leicht beantworten: Sei S = {x1,...,x,} € Rmitn € Nundx; < xp < ... < x,.Die Verteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf S ist gegeben durch

F(o) = pl(=eo,cl] = > pl{xi}l.

iix; <c
Ist U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch

X(w) := xk falls F(xx—1) < U(w) < F(xx), xp := —00,
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eine Zufallsvariable mit Verteilung u definiert, denn fiir k = 1,.. ., n gilt

P[X = xi] = F(xg) = F(xg-1) = p[{xx}].

F(x)

o 'T

2 .

L 0

=,

= Uf————————mmmmm——————— - >

N |

< —

g ——0 1

=Y e—o0 |

—~ 1

= = |

= & I

-~ — N+ : : ¥ :
T T2 T3 Ty x5 T z7

Abbildung 1.13.: Erzeugen einer Stichprobe von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer endlichen
Menge {xi,...,x,} C R.

Wir wollen das Vorgehen aus dem Beispiel nun verallgemeinern. Sei F : R — [0, 1] eine Funktion mit
den folgenden Eigenschaften: F ist
(i) monoton wachsend: F(x) < F(y) VYx<y,

(ii) rechtsstetig: li?l F(x)=F(c) VYcEeR,
xXlc
(iii) normiert: lim F(x)=0 , lim F(x)=1.
x\—00 x,/+oo

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktion einer Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F':

Satz 1.38 (Quantiltransformation). Ist ' : R — [0, 1] eine Funktion mit (i)-(iii), und G : (0, 1) — R die
linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist das Bild u := Unif(q ;) o G~! der Gleichverteilung auf (0, 1)
unter G ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf R mit Verteilungsfunktion F.

Insbesondere gilt: Ist U : Q — (0, 1) eine unter P gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die Zufallsva-
riable
X(w) = G(U(w))

unter P die Verteilungsfunktion F.

Beweis. Da G(u) ein u-Quantil ist, gilt F(G(«)) > u, also

G(u) = min{x € R: F(x) > u},
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und somit fiirc € R :

Gu)<c & F(x)zufireinx<c &= F(c)=>u.

Es folgt:
PIGWU) <] = Unifgpl{ue (0,1): Gu)<c}] = F(o).
~—_————
— F(c)zu
Also ist F die Verteilungsfunktion von G(U) bzw. von u. |

Bemerkung. Nimmt X nur endlich viele Werte x; < x; < ... < x, an, dann ist F stiickweise konstant, und
es gilt:
G(u) = xi fiir F(xg—1) <u < F(xg), xg := —oo,

d.h. G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transformation.

Als Konsequenz aus Satz 1.38 ergibt sich unmittelbar:

Korollar 1.39 (Existenzsatz). Zu jeder Funktion F' mit (i)-(iii) existiert eine reelle Zufallsvariable X bzw.
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R mit Verteilungsfunktion F.

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Simulation einer Stichprobe von u:

Algorithmus 2 : Direktes Verfahren zur Simulation einer Stichprobe x von u
Input : Linksstetige Inverse G der Verteilungsfunktion von p.
Output : Stichprobe x von pu.

1 Erzeuge (Pseudo)-Zufallszahl u € (0, 1);

2 Setze x := G(u) ;

3 return x;

Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er ist aber oft nicht praktikabel, da man G nicht immer
berechnen kann, oder da das Anwenden der Transformation G (zunidchst unwesentliche) Schwachstellen des
verwendeten Zufallsgenerators verstirkt. Man greift daher oft selbst im eindimensionalen Fall auf andere
Simulationsverfahren wie z.B. ,,Acceptance Rejection* Methoden zuriick.

Beispiele. (i) BEerNouLLI(p)-VERTEILUNG AUF {0, 1}. Hier gilt
F=(0-p)-Ton+1-Iewy und  G=Ii_py.
Also ist die Zufallsvariable G(U) = Iy <-p) fiir U ~ Unif(o ;) Bernoulli(p)-verteilt.
(ii) GLEICHVERTEILUNG AUF (a, b). Hierist F(c) = =% fiir ¢ € [a, b], und damit

Gu)=a+((b-au,

siehe Abbildung 1.15. Also ist a + (b — a)U fiir U ~ Unif(q ;) gleichverteilt auf (a, b).

F
1

Abbildung 1.15.: G(U) = a + (b — a)U ist auf (a, b) gleichverteilt.
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r
1+ —
lfp o
I
) T

Abbildung 1.14.: G(U) = I;yy>1-p) ist Bernoulli(p)-verteilt.

(iii) EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER A > 0:
1
Fio)=1-e, Gu)=F'u)= - log(1 — u).

Anwenden des negativen Logarithmus transformiert also die gleichverteilte Zufallsvariable 1 — U
in eine exponentialverteilte Zufallsvariable.

Transformation von Dichten

Wir haben in Beispielen bereits mehrfach die Verteilung von Funktionen von absolutstetigen Zufallsvariablen
berechnet. Sei nun allgemein / = (a, b) C R ein offenes Intervall, und X : Q — [ eine Zufallsvariable mit
stetiger Verteilung.

Satz 1.40 (Eindimensionaler Dichtetransformationssatz). Ist ¢ : / — R einmal stetig differenzierbar
mit ¢’(x) # O fiir alle x € I, dann ist die Verteilung von ¢(X) absolutstetig mit Dichte

-1 ) —1y7 ..
o) = {&w OGN @Y fiir y € o(0), (127

0 sonst.

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt entweder ¢’ > 0 auf I oder ¢’ < 0 auf 1. Wir betrachten nur den ersten
Fall. Aus ¢’ > 0 folgt, dass ¢ streng monoton wachsend ist, also eine Bijektion von I nach ¢(I). Daher
erhalten wir mit der Substitution y = ¢(x):

Fyx(c) = Plg(X)<c] = P[X <¢7'(c)] = Fx(¢7'(c))
¢~'(c) c
- [ s = [ g onema
a o(a)
fiir alle ¢ € ¢(I). Die Behauptung folgt wegen P[¢(X) ¢ ¢(I)] = 0. |

Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeiten). Sei 6 : Q — [0, 27r) ein zufilliger, auf [0, 27r) gleich-
verteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung von cos 6 berechnen. Da die Kosinusfunktion auf [0, 27)
nicht streng monoton ist, ist (1.27) nicht direkt anwendbar. Wir konnen aber das Intervall [0, 27) in die
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Teile [0, 7r) und [xr, 277) zerlegen, und dann die Verteilung dhnlich wie im Beweis von Satz 1.40 berechnen.
Wegen

Plcos > ¢] Plcos@ > cund 0 € [0,7)] + P[cos6 > cund 8 € [r,27)]

= P[B €[0,arccosc)] + P[O € [2m — arccos ¢, 27)]

= — -arccosc
2w

erhalten wir, dass cos 8 eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

) 1 1
Jeoso(x) = Flge(x) = ;'m; xe(=L1)

hat. Anstelle von (1.27) gilt in diesem Fall
Jeoso(x) = fx @ () - ()] + fx@a(x)) - gy ()],

wobei /1 (x) = arccos x und ¥»(x) = 27 — arccos x die Umkehrfunktionen auf den Teilintervallen sind.
Entsprechende Formeln erhilt man auch allgemein, wenn die Transformation nur stiickweise bijektiv ist.

Abbildung 1.16.: Graph der Dichtefunktion f.os¢

Auf dhnliche Weise zeigt man fiir a > 0:

1 1

fatan@(x) = E . m, x € R.

0.2

Abbildung 1.17.: Graph der Dichtefunktion fan¢
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Die Verteilung mit dieser Dichte heilit Cauchyverteilung zum Parameter a. Sie beschreibt unter
anderem die Intensititsverteilung auf einer Geraden, die von einer in alle Richtungen gleichmaBig
strahlenden Lichtquelle im Abstand a bestrahlt wird.

&

0

\a

a-tané

1.7. Ubungsaufgaben

Aufgabe 1 (0—Additivitat und monotone Stetigkeit). Sei A eine o—Algebra.
a) Zeigen Sie, dass eine additive Abbildung P : A — [0, oo] genau dann o—additiv ist, wenn gilt

AiCArc... = lim P[A,] = Pl JA].

n—oo
b) Gilt P[Q] = 1, dann ist die o—Additivitdt von P auch dquivalent zur 0—Stetigkeit :

AlgAzg...mitﬂAn:(Z) = lim P[A,] = 0.

n—oo

Aufgabe 2 (Unendliche Kombinationen von Ereignissen). Sei A}, A;, ... eine Folge von unabhéngigen
Ereignissen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit P[A,] < 1 und P[U;,_, A,] = 1. Zeigen Sie:

NUa

m=1n=m

p =1.

Aufgabe 3 (Verteilungsfunktionen und Simulation von reellwertigen Zufallsvariablen). Sei X eine re-
ellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P). Die Funktion F : R — [0, 1],

F(c) = P[X <c] = P[X"!((-o0.c])]. c€R
heilit Verteilungsfunktion von X.
a) Zeige : F ist monoton wachsend und rechtsstetig mit

lim F(c) = 0 und lim F(c) = 1.
c——00

C—00

b) Sei U1y die Gleichverteilung auf (0, 1). Wie sieht der Graph von F aus, falls die Verteilung von X
gleich %7/1(0,1) + %62 ist ?

c) Firu € (0,1) sei
G) = inf{ceR:F(c) >u} = sup{ceR: F(c) <u}

die ,, linksstetige verallgemeinerte Inverse” von F. Skizziere G fiir das Beispiel aus b). Zeige allgemein,
dal G eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

((O’ 1)’ B((O’ 1))’ (LI(O,I))

ist, die dieselbe Verteilung wie X unter P hat.
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Aufgabe 4 (Verteilungsfunktionen IT).  a) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf (€, A, P) mit Ver-
teilungsfunktion

0 fiir ¢ < —1,

1-p fir -1 <c<0,

l-p+s3cp fir0<c<?2,

1 fiir ¢ > 2.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten P[X = —1], P[X = 0] und P[X > 1].

b) Sei nun F die Verteilungsfunktion einer beliebigen reellwertigen Zufallsvariable X. Bestimme die
Verteilungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen in Abhédngigkeit von F:

X* = max(X,0), X~ = —min(X,0), | X].

Aufgabe 5 (0-Algebren).  a) Sei Q eine nichtleere Menge, und J C P(Q). Zeige, dass o(J) eine
o-Algebra ist.

b) Folgere, dass 8(R) alle abgeschlossenen und halboffenen Intervalle enthilt.
c) Zeige B(R) = o ((—o0,c]:ceR).
d) Wie sieht ein moglichst einfaches Erzeugendensystem von B(RY) aus ?

Aufgabe 6 (Eine nicht meBbare Teilmenge von S1). Sei S' = {¢/? : § € R} der Einheitskreis in C = R?.
Betrachte die Aquivalenzklassen auf S! bzgl. der Relation

Z~w o z=¢€"%w fireinaeQ.

Folgere aus dem Auswahlaxiom die Existenz von disjunkten Mengen A,, g € Q, die alle auseinander durch
Rotation um den Ursprung hervorgehen, so daf3

st =4,
q€Q

Erklire, warum die Existenz einer rotationsinvarianten Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 8(S') impliziert,
daf die Mengen A, nicht Borelsch sind.

Bemerkung: Das Banach-Tarski-Paradox besagt, daf3 eine Teilmenge F der Einheitssphire S*> c R3
existiert, sodaf sich S fiir jedes 3 < k < oo als disjunkte Vereinigung von k Mengen schreiben lift, die alle
durch Rotation von F um den Nullpunkt entstehen !

Aufgabe 7 (Zufallsvariablen,Verteilungsfunktion). a) Seien X,Y, X, : Q — R reellwertige Zufalls-
variablen. Zeigen Sie, dass auch die folgenden Abbildungen Zufallsvariablen sind:

XY, sup Xy, liminf X, .

neN n—eo
Folgern Sie, dass die Menge M = {w € Q : lim,_,o, X,,(w) existiert} messbar ist.

b) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx und seien a, b € R. Bestimmen Sie die Vertei-
lungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen:

Y, = aX + b, Y = |X|, Y; = eX.

Aufgabe 8 (Normalverteilung). Sei Z eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable.
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1. Stetige und Allgemeine Modelle

a) Die Verteilung von Y := eZ heiBt log-Normal-Verteilung. Zeigen Sie, dass diese Verteilung absolut-
stetig ist, und berechnen Sie die Dichte.

b) Beweisen Sie die Abschitzung

P[Z>x] < (l_i_l_i)Le_x;
T T\ ¥ XV
Aufgabe 9 (Satz von de Moivre-Laplace). a) Formulieren Sie die Aussage des Grenzwertsatzes von
de Moivre-Laplace, und skizzieren Sie den Beweis. Die Beweisskizze sollte alle wesentlichen Ap-
proximationsschritte enthalten - Sie brauchen die einzelnen Schritte aber nicht vollstindig rigoros

auszufiihren.

b) Ein Hotel hat 200 Betten. Wie viele Reservierungen darf der Hotelmanager akzeptieren, wenn erfah-
rungsgemal eine Reservierung mit 20 % Wahrscheinlichkeit annulliert wird, und die Wahrscheinlich-
keit einer Uberbuchung héchstens 2, 5 % sein soll?

Aufgabe 10 (Konfidenzintervalle). Ein Fu3ballfan hat folgenden Verdacht: Diejenige Mannschaft, die per
Losentscheid das Elfmeterschiefen beginnt, hat bessere Chancen zu gewinnen. Um seine Vermutung zu
belegen, betrachtet er die Ergebnisse von 100 Spielen, die durch Elfmeterschiefen entschieden wurden.
Davon hat die jeweils beginnende Mannschaft 60 Spiele gewonnen. Leiten Sie exakte und approximative
Konfidenzintervalle zu den Konfidenzniveaus 80% und 90% fiir die Wahrscheinlichkeit p her, dass die
beginnende Mannschaft gewinnt. Wiirden Sie der Vermutung auf der Basis dieser Daten zustimmen?

Aufgabe 11 (Normalapproximation der Poissonverteilung). Sei N eine zum Parameter 4 > 0 Poisson-
verteilte Zufallsvariable. Beweisen Sie mithilfe der Stirlingschen Formel:

/llimP[aﬂsNSb,l]=(D(b)—<D(a) Ya<b

mit a, := A+ aVA und b, := A + bVA. Hierbei bezeichnet @ die Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung.

Aufgabe 12 (Uberbuchungen). Hiufig ist die Zahl der zu einem Flug erscheinenden Passagiere geringer als
die Zahl der Buchungen fiir diesen Flug. Die Fluggesellschaft praktiziert daher das sogenannte Uberbuchen
(d.h. sie verkauft mehr Tickets als Sitze vorhanden sind) mit dem Risiko, eventuell liberzéhlige Passagiere
mit Geld entschéadigen zu miissen. Angenommen, die Fluggesellschaft hat bei jedem mitfliegenden Fluggast
Einnahmen von a = 300 Euro, fiir jede iiberzihlige Person jedoch einen Verlust von b = 500 Euro. Wir
nehmen ferner an, dass jede Person, die einen Platz gebucht hat, unabhiingig von den anderen Passagieren
mit Wahrscheinlichkeit p = 0,95 zum Flug erscheint. Wie viele Plitze wiirden Sie bei einem

(a) Airbus A319 mit s = 124 Sitzplatzen,
(b) Airbus A380 mit s = 549 Sitzplitzen

verkaufen, um den zu erwartenden Gewinn zu maximieren?

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst: Ist (X},),>1 eine Bernoulli-Folge zu p, S, := 22:1 X, sowie G, der Gewinn
bei n verkauften Plétzen, so gilt

Gni1 —Gn=a-Iis,<s) Xn+1 — b I{s,>5) Xn41

Folgern Sie, dass E[G,+1] = E[G,] genau dann gilt, wenn P[S, < s] > und verwenden Sie die

_b_
= a+b’
Normalapproximation der Binomialverteilung.
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Aufgabe 13 (Wartezeiten). Eine Folge von Ereignissen trete zu zufilligen Zeitpunkten ein. Wir nehmen
an, dass die Anzahl der Ereignisse, die sich bis zur Zeit t > 0 ereignen, durch eine Poisson(Ar)-verteilte
Zufallsvariable N; beschrieben wird, wobei 4 > O ein fester Parameter ist. (Wofiir und weshalb ist das eine
sinnvolle Modellierungsannahme ?)

a) Sei Ty der Zeitpunkt, zu dem das k-te Ereignis eintritt. Zeigen Sie: Ty ist eine Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion

k=1 ;
B e O ()
Fk(l)—l—e Zl_" t>0.
i=0
b) Folgern Sie, dass die Verteilung von T} absolutstetig ist mit Dichte

Ak k-1 _—At
Ji(t) = -’ ¢ 1(0,00)(1).

Skizzieren Sie die Dichten fi, /> und f3 in einer Abbildung. Die Verteilung von Ty heilit Gamma-
Verteilung mit Parametern A und k.

¢) Analog konnen wir die Verteilung von Wartezeiten fiir Ereignisse bestimmen, die zu diskreten Zeit-
punkten eintreten. Zu jedem Zeitpunkt n € N trete unabhédngig voneinander ein Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeit p € (0, 1) ein. Erneut sei Tj der Zeitpunkt des Eintretens des k-ten Ereignisses. Zeigen
Sie, dass T} eine diskrete Zufallsvariable mit Massenfunktion

k -1
pi(k +n) = ( +Z )pk(l—p)", n=012....

ist. Wie ist der Zusammenhang mit dem Modell in stetiger Zeit ?

Aufgabe 14 (Ausfallraten). Sei T eine positive absolutstetige Zufallsvariable mit stetiger Dichtefunktion
f. Wir definieren die Ausfallrate r durch

r(t) = 1,}?01 %P[T <t+hT>t], t>0.
(a) Zeige: r(t) = H'(t) = f(t)/(1 = F(¢)), wobei F die Verteilungsfunktion von T und H(¢) := —log(l —
F()) ist.
(c) Berechne die Ausfallrate in dem Fall, dass T eine Weibull-Verteilung besitzt, d.h.
P[T > t] = exp(—ar® ™).
Was ergibt sich, falls T exponentialverteilt ist ?

Aufgabe 15. Von der geometrischen Verteilung zur Exponentialverteilung Sei X,, eine Zufallsvariable mit
P[X, =k]=(1- p)p~ fiir k € N U {0}. Zeigen Sie, dass im Grenzwert p — 1 die Verteilungsfunktion der
reskalierten Zufallsvariablen

Y, = (1-p)X,

punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Exp(1)-Verteilung konvergiert.
Aufgabe 16 (Transformationen von absolutstetigen Verteilungen). a) Sei Z eine mit den Parametern
m und 0% normalverteilte Zufallsvariable, und seien a,b € R mit a # 0. Zeigen Sie, dass die

Zufallsvariable X := aZ + b die Verteilung N(am + b, a®c"?) hat. Welche Verteilung hat X im Fall
a=07?
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Stetige und Allgemeine Modelle

b) Im Abstand a von einer Geraden befinde sich eine Gliihbirne, die gleichmaBig in alle Richtungen
strahlt, die die Gerade irgendwann treffen. X bezeichne den Auftreffpunkt eines Lichtstrahls auf der
Geraden. Der Punkt auf der Geraden, der der Gliihbirne am néchsten liegt, sei mit x = 0 bezeichnet.
Zeigen Sie, dass die Verteilung von X absolutstetig ist mit Dichtefunktion

a
n(a? + x2)

fx(x) =

Diese Verteilung wird als Cauchyverteilung zum Parameter a bezeichnet.
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2. Unabhangigkeit und Produktmodelle

2.1. Unabhangigkeit

In diesem Abschnitt erweitern wir den Unabhéngigkeitsbegriftf auf Zufallsvariablen mit allgemeinem Zu-
standsraum. Zudem fiihren wir den grundlegenden Begriff unabhingiger Mengensysteme ein. Zufallsvaria-
blen sind in diesem Sinne genau dann unabhéngig, wenn die von ihnen erzeugten o-Algebren unabhéngige
Mengensysteme sind. Eine wichtige Konsequenz ist, dass messbare Funktionen von unabhingigen Zu-
fallsvariablen wieder unabhingig sind. Dies gilt auch dann, wenn die Zufallsvariablen zuvor in Gruppen
zusammengefasst werden, und die Funktionen jeweils von mehreren Zufallsvariablen aus einer Gruppe ab-
hidngen. Am Ende des Abschnitts beweisen wir einen Grenzwertsatz fiir Maxima von exponentialverteilten
Zufallsvariablen, und leiten verteilungsunabhingige Konfidenzintervalle fiir Quantile her.

Unabhéangigkeit von Ereignissen

In Abschnitt ?? haben wir einen Unabhingigkeitsbegriff fiir Ereignisse eingefiihrt: Eine Kollektion A;,i € I,
von Ereignissen aus derselben o--Algebra A heillt unabhdngig bzgl. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P,
falls

n
PlA, NALN...NA; ] = 1_[ PlA;,] 2.1)
k=1

fiir alle n € N und alle paarweise verschiedenen iy, . . ., i, € I gilt.

Beispiel. Ein Ereignis A ist genau dann unabhiingig von sich selbst, wenn P[A] = P[A N A] = P[A)?
gilt, also wenn die Wahrscheinlichkeit von A gleich 0 oder 1 ist. Solche Ereignisse nennt man auch
deterministisch.

Wir wollen den obigen Unabhingigkeitsbegriff nun auf Ereignissysteme erweitern.
Definition 2.1 (Unabhéngigkeit von Mengensystemen). Eine Kollektion A; (i € I) von Mengensyste-

men A; C A heibt unabhdngig (bzgl. P), falls jede Kollektion A; (i € I) von Ereignissen A; € A;
unabhéngig ist, d.h. falls

n
PlA;n...0 A, = []PlAil
k=1
firallen € N, iy, . ..,i, € I paarweise verschieden, und 4;, € A;, (1 <k < n) gilt.

Sind zum Beispiel A und B unabhiingige Ereignisse, dann sind die o-Algebren o-({A}) = {0, A, A, Q}
und o ({B}) = {0, B, B¢, Q} unabhiingige Mengensysteme. Viel allgemeiner gilt:

Satz 2.2 (Kompositions- und Gruppierungssatz fiir unabhiingige Ereignisse). Seien A; (i € ) unab-

hingige Mengensysteme. Jedes A; sei durchschnittsstabil. Dann folgt:

(i) Die o-Algebren o (A;) (i € I) sind unabhéngige Mengensysteme.

Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie 49



2. Unabhingigkeit und Produktmodelle

(i) Ist/ = Ukek Ik eine disjunkte Zerlegung von /, dann sind auch die o--Algebren o-(U;¢;, A:) (k € K)
unabhingige Mengensysteme.

Beispiel. Sind Ay, ..., A, unabhingige Ereignisse, dann sind die Mengensysteme A; = {A;},..., A, =
{A,,} unabhingig und durchschnittsstabil. Also sind auch die o--Algebren

o(A) = {0,A,AS,Q}  (i=1,...n)

unabhingige Mengensysteme, d.h es gilt
n
P[BiNn...0B,] = 1—[ P[Bi]  fiir B; € {0, A;, AC,Q}.
i=1

Dies kann man auch direkt beweisen, siche Lemma ?? oben.

Ein Beispiel zum zweiten Teil der Aussage von Satz 2.2 werden wir im Anschluss an den Beweis des Satzes
betrachten.

Beweis. (i) Seieniy,...,i, € I paarweise verschieden. Wir miissen zeigen, dass
P[Bin...NnB,] = P[B]:...:P[By] 2.2)
fiir alle By € o(A,,), ..., B, € 0(A;,) gilt. Dazu verfahren wir schrittweise:

a) Die Aussage (2.2) gilt nach Voraussetzung fir By € A;,...,B, € A;,.

b) Fir B, € A;,, ..., B, € A,;, betrachten wir das Mengensystem D aller By € A, fiir die (2.2) gilt. D
ist ein Dynkin-System, das A;, nach a) enthilt. Da A;, durchschnittsstabil ist, folgt nach Lemma 1.16
D 2 DA, = oA.
Also gilt (2.2) fiir alle By € o/(A;,).

c) Fir By € o(A;;)und B3 € A, ..., B, € A,;, betrachten wir nun das Mengensystem aller B, € A,
fiir die (2.2) gilt. Wiederum ist D ein Dynkinsystem, das ‘A;, nach b) enthélt. Wie im letzten Schritt
folgt daher

D 2 D(ﬂiz) = O'(ﬂiz),

d.h. (2.2) ist fiir alle B, € o (A;,) erfiillt.

d) AnschlieBend verfahren wir auf entsprechende Weise weiter. Nach n-facher Anwendung eines analo-
gen Arguments folgt die Behauptung.
(i) Fir k € K gilt 0(U;¢f, Ai) = 0(Cx) mit
Cc = {Bin...NB, :neNi,...,i, € I, B €A; fir 1 <j < n}.
Die Mengensysteme Ci (k € K) sind durchschnittsstabil und unabhingig, da jede Kollektion von Ereignissen

A; € A; (i € I),nach Voraussetzung unabhiingig ist. Also sind nach Teil (i) der Aussage auch die o--Algebren
0(Cx), k € K, unabhéngig. |

Beispiel (Affe tippt Shakespeare). Wir betrachten unabhingige 0-1-Experimente mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p. Sei X;(w) € {0, 1} der Ausgang des i-ten Experiments. Fiir ein bindres Wort (ay, . . ., a,) €
{0, 1}" mit Ldnge n € N gilt:

P[X1=a1,...,Xn=an] = P

n

bh. -
ﬂ{Xi = ai}l = a-ph
i=1

wobei k = a; + ... + a, die Anzahl der Einsen in dem Wort ist. Wir zeigen nun fiir p ¢ {0, 1}:
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Behauptung: P[,Wort (ay, ..., a,) kommt unendlich oft in der Folge X1, Xa, ... vor*] = 1.

Zum Beweis unterteilen wir die Folge X, X, . . . in Blocke der Lange n, und bemerken, dass die Ereignisse

E, = {an+1 = a1, Xmn+2 = A2, . . .» Xppan = Cl,,}, m € Zy,
,.Wort steht im m-ten Block*

unabhingig sind. Nach Satz 2.2 sind ndmlich die o--Algebren
C{Xmn+1 = D AXpmns2 = 11 AXpunin = 11}, meZy,
unabhingig, also auch die darin enthaltenen Ereignisse E,,. Fiir p # 0 gilt:
PIE,] = p*-(1-p"* >0,
also 3., P[E,,] = co. Damit folgt nach Borel-Cantelli:

1 = P[E, unendlichoft] < P[,Wort kommt unendlich oft vor*].

Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

Wir fiihren nun einen Unabhingigkeitsbegriff fiir Zufallsvariablen X; mit Werten in allgemeinen messbaren
Réumen (S;, B;) ein, der kompatibel mit dem oben definierten Unabhingigkeitsbegriff fiir Mengensysteme
ist.

Definition 2.3 (Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen mit allgemeinem Zustandsraum). Sei (Q, A, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien (S;, 8;), 1 < i < n, messbare Ridume.

(i) Eine endliche Kollektion X; : Q — Sy, ..., X, : Q — S, von Zufallsvariablen auf (Q, A, P) heiflt
unabhdngig, falls

PIXi €By,.... X, €B] = [ [PIX; € Bi] VB;eB (1<i<n). (2.3)
i=1

(i) Eine beliebige Kollektion X; : Q — S; (i € I) von Zufallsvariablen auf (€, A, P) heilit unabhdngig,
falls jede endliche Teilkollektion X;,, ..., X;, (mitiy,...,i, € I paarweise verschieden) unabhingig
ist.

Bemerkung. (i) Die Definition ist konsistent: Jede endliche Teilkollektion einer unabhéngigen endlichen
Kollektion von Zufallsvariablen ist wieder unabhingig im Sinne von (2.3).

(ii) Die Zufallsvariablen X; (i € I) sind genau dann unabhéngig, wenn die o--Algebren
oX) = {X'(B):BeS} (i€l
unabhéngige Mengensysteme sind.

Seien (T}, C;) weitere messbare Rdume. Eine sehr wichtige Konsequenz von Bemerkung (ii) ist:
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2. Unabhingigkeit und Produktmodelle

Satz 2.4 (Funktionen von unabhingigen Zufallsvariablen sind unabhangig).
Sind X; : Q — S; (i € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf (Q, A, P), und sind #; : S; — T; messbare
Abbildungen, dann sind auch die Zufallsvariablen /;(X;) (i € I) unabhingig bzgl. P.

Beweis. Fiiri € [ gilt
ohi(X)) = {(hoX)'(B):BeC} = {X;'(h/'(B):BeC} < o(Xp).

Dadie o--Algebren o(X;) (i € I) nach Bemerkung (ii) unabhéngig sind, sind auch die von den Zufallsvariablen
h;(X;) erzeugten o-Algebren unabhingige Mengensysteme, also die Zufallsvariablen unabhéngig. |

Allgemeiner konnen wir Funktionen von disjunkten Gruppen von unabhingigen Zufallsvariablen betrach-
ten, und erhalten wieder unabhiingige Zufallsvariablen:

Definition 2.5 (Von mehreren Abbildungen erzeugte o--Algebra). Fiir J C [ ist die von den Abbildun-
gen X; : Q — S; (i € J) erzeugte o-Algebra definiert als

ocXiiiel) = a({Xi‘l(B):ieJ,BeBi}) = O'(UO'(Xi)
ieJ

Offensichtlich ist o (X; : i € J) die kleinste o-Algebra auf Q, bzgl. der alle Abbildungen X;, i € J, messbar
sind. Wir konnen die Abbildung
X; = Xy : Q— 87

auch als Zufallsvariable bzgl. der Produkt o-Algebra (X),_; B; auf dem Bildraum S = X, S betrachten.
Es gilt dann o(X; : i € J) = o(X;). Sei nun I = |J, I eine disjunkte Unterteilung der Indexmenge. Dann
sind die Abbildungen

Xy, = Xieg, 1 Qo S (kek)

unabhingige Zufallsvariablen, denn aufgrund von Satz 2.2 sind die von ihnen erzeugten o-Algebren

o(X,) = oX:iel) = O'(UO’(X,'), k €K,

i€l

unabhéngig. Somit sind nach Satz 2.4 auch beliebige (bzgl. der Produkt-o-Algebra messbare) Funktionen
Y = hk (X[k) , k€K,

von den Zufallsvariablen der verschiedenen Gruppen wieder unabhéngig.

Beispiel. Sind X,, (n € N) unabhiingige reellwertige Zufallsvariablen, dann sind auch X; + X, und
X3X4X5 unabhéngig. Ebenso sind inf, ey X2, und lim sup,,_, ., X2,+1 unabhéngige Zufallsvariablen, etc.
Maxima von unabhangigen exponentialverteilten Zufallsvariablen
SeienT1, T, . . . unabhingige Zufallsvariablen. Wir wollen uns liberlegen, wie sich die Extremwerte (Rekorde)
M, = max{Ty,...,T,}

asymptotisch fiir n — oo verhalten. Dies ist am einfachsten fiir exponentialverteilte Zufallsvariablen. Mithilfe
von expliziten Rechnungen und dem Borel-Cantelli-Lemma konnen wir die folgende Aussage beweisen:
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2.1. Unabhingigkeit

Satz 2.6 (Grenzwertsatz fiir Maxima von unabhiingigen exponentialverteilten Zufallsvariablen).
Seien T1, T», . . . unabhingig und Exp(1)-verteilt. Dann gilt:

T,
(i) limsup 2 =1 P-fast sicher.
n

n—oco 10

M,
(i) M, ~logn, dh. lim —/— =1 P-fast sicher.

n—co logn
(i) P[M,-logn<c] =5 e°° firalleceR.

Die zweite Aussage des Satzes ist ein Pendant zum Gesetz der grolen Zahlen, wenn man Maxima statt
Summen von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen betrachtet. Die dritte Aussage beschreibt
die Fluktuationen um das typische Verhalten, und ist somit ein Pendant zum Satz von De Moivre-Laplace
bzw. zum zentralen Grenzwertsatz. Sie besagt, dass M,, — logn in Verteilung gegen eine Gumbel-verteilte
Zufallsvariable X, d.h. eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(c) = e~ * konvergiert. Fiir groBe n
gilt also ndherungsweise

D
M, = logn+X, X ~ Gumbel.

Ahnliche Grenzwertsitze gelten auch fiir unabhiingige Zufallsvariablen 7; mit anderen Verteilungen. Dabei
werden die Fluktuationen allerdings nicht immer asymptotisch durch eine Gumbel-Verteilung beschrieben.

Beweis. (i) Die erste Aussage folgt mithilfe des ersten und zweiten Borel-Cantelli-Lemmas. Zum Beweis
berechnen wir fiir ¢ € R:

= P[T, >c-logn] = e clo¢" = p=¢,

>cC

[logn

Fiir ¢ > 1 gilt 3 | n™¢ < co. Nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma folgt daher

n

e
P [lim sup
ogn

>cC

n—o0

T,
< P[ " > ¢ unendlich oft} = 0.
logn

Fiir ¢ N\, 1 erhalten wir dann wegen der monotonen Stetigkeit von P:

Ty

T,
P [lim sup 1 — > l] = limP [lim sup >c = 0. 24
ogn c

n—oo N n—oco 108

c

Fiir ¢ = 1 gilt dagegen ), , n™° = co. Da die Ereignisse {7,, > logn},n € N, unabhingig sind, folgt nach
dem zweiten Borel-Cantelli Lemma:

Ty
logn

T,
limsup —— > 1
n—oo 108N

> P

P

> 1 unendlich oft] = 1. (2.5

Aus (2.4) und (2.5) folgt die Behauptung (i).

(ii) Wir zeigen nun

M, M,
(a) limsup <1 P-As., und (b) liminf —— >1 P-f.s.
n—oco logn n—co logn
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Aussage (a) folgt aus (i), denn fiir ¢ € R gilt:

lim sup

n—oo 108

>c¢ = max{T,...,T,} = M, > c-logn unendlich oft

= Ti@m) > c-logn fiir k(n) < n fiir unendlich viele n

= Tr > c-logk unendlich oft

= i >
im sup logk =
Nach (i) hat das letztere Ereignis fiir ¢ > 1 Wahrscheinlichkeit 0. Mit monotoner Stetigkeit folgt dann
M, M
P [limsup > 1] = limP [limsup ~>¢ = 0.
n—oco log n c\J1 n—oo ogn
Zum Beweis von (b) geniigt es wegen der monotonen Stetigkeit zu zeigen, dass fiir ¢ < 1
M, M,
P ~— >c schlieBlich} = P [ ~— < c nur endlich oft] = 1
logn logn

gilt. Nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma ist dies der Fall, wenn

) [Mn
ZP <c
logn

n=1

< o (2.6)

gilt. Fiir ¢ € R erhalten wir aber wegen der Unabhéingigkeit der 7;:

e =]
P <c
logn

P[T; <c-logn Y1<i<n] = P[T} <c-logn]"

-c I-c

(l_n—C)n < e = " ,

und diese Folge ist fiir ¢ < 1 summierbar. Also gilt (2.6) fiir alle ¢ < 1, und damit (b).

(iii) Fiir alle ¢ € R gilt

PIMy<c] = PliscVi<isn] = (1-¢),  unddamit
P[M, —logn<c] = P[M,<c+logn] = (1-e/n)" noe e -

Konfidenzintervalle fir Quantile

Sei (x1, ..., x,) eine n-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf
(R, B(R)). Wir nehmen an, dass x, . . ., x,, Realisierungen von unabhingigen Zufallsvariablen mit Verteilung
u sind:

Annahme: X, ..., X, : Q — R unabhéngig unter P, mit Verteilung u.

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrundeliegenden Verteilung auf Basis der Stichprobe
schitzen. Eine Funktion T(Xy,..., X,), T : R* — R messbar, nennt man in diesem Zusammenhang auch
eine Statistik der Stichprobe (Xi, ..., X,). Eine Statistik, deren Wert als Schatzwert fiir eine KenngroBe
q(u) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt man auch einen (Punkt-) Schéitzer fiir g. Nahe
liegende Schitzer fiir Quantile von u sind die entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist es nun,
Konfidenzintervalle fiir die Quantile anzugeben, d.h. von den Werten Xi, ..., X;, abhingende Intervalle, in
denen die Quantile unabhdngig von der tatsdchlichen Verteilung mit hoher Wahrscheinlichkeit enthalten
sind. Seien dazu
X1y < Xo =< ... = Xp

die der GroBe nach geordneten Werte X1, . . ., Xj;; diese nennt man auch Ordnungsstatistiken der Stichprobe.
Die Verteilung der Ordnungsstatistiken kdnnen wir explizit berechnen:
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Satz 2.7 (Verteilung der Ordnungsstatistiken). Seiu € (0,1)und 1 < k <[ < n.

(i) Ist F die Verteilungsfunktion von u, dann hat X4 die Verteilungsfunktion
i n . .
Foo(©) = Bintn FO{kk+1,...on}] = 3 ( .)F<c>f A-FOy~. @
— \J
Jj=k

(i) Ist F stetig und g ein u-Quantil von y, dann gilt F(q) = u und

Pll [q € (X(k), X(l))] = Bin(n, u)[{k, k+1,...,1— 1}]

Beweis. Die Ereignisse {X; < ¢} (1 <i < n) sind unabhingig mit Wahrscheinlichkeit F(c). Also gilt

P, [X; < c fiir mindestens k verschiedene i € {1,...,n}]
Bin(n, F(c))[{k,k + 1,...,n}].

Fio(c) = Pu [Xu < c]

Ist F stetig und ¢ ein u-Quantil von F, dann gilt F(g) = u nach Lemma 1.37. Zudem ist F(x) nach (i) ebenfalls
stetig. Damit erhalten wir

Fuy(g—) = Foy(q) = Fu(q) — Foy(q)
Bin(n, u)[{k,k +1,...,n}] —Bin(n,u)[{l,I + 1,...,n}]
Bin(n, w)[{k, k +1,...,1 - 1}]. m

Pu[Xxy < g < X(D]

Nach Satz 2.7 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert eines u-Quantils der zugrundeliegenden Verteilung
w1 zwischen X und X liegt, fiir alle stetigen Verteilungen gleich! Damit folgt unmittelbar:

Korollar 2.8 (Ordnungsintervalle). Sei u € (0,1) und 1 < k < [ < n. Dann ist das zufillige Intervall
(X(x)> X1)) ein Konfidenzintervall fiir das u-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung u zum Konfidenzni-

veau
B = Bin(mu)[{k,k+1,...,1-1}],

d.h. fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R mit stetiger Verteilungsfunktion, und fiir jedes u-Quantil
g von u gilt:
Pylg € Xw, Xe)| = B

Fiir groBe n kann man die Quantile der Binomialverteilung niherungsweise mithilfe der Normalapproxi-
mation berechnen, und erhélt daraus entsprechende Konfidenzintervalle fiir die Quantile von Verteilungen
auf R. Bemerkenswert ist, dass diese Konfidenzintervalle nicht nur fiir Verteilungen aus einer bestimmten
parametrischen Familie (z.B. der Familie der Normalverteilungen) gelten, sondern fiir alle Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf R mit stetiger Verteilungsfunktion (nichtparametrisches statistisches Modell).

Beispiel (Konfidenzintervalle fiir den Median). Die Binomialverteilung Bin(n, 1/2) hat den Mittel-
wert m = n/2 und die Standardabweichung o = yn/2. Nach dem Satz von de Moivre/Laplace ist fiir
grofie n ca. 95 % der Masse in der Menge {|m — 20 |,. .., [m + 207]} enthalten. Also ist das Intervall

(X(I_n J2—va )y X([n/2 +\/ﬁ1>) ein approximatives 95 % Konfidenzintervall fiir den Median einer beliebigen

Verteilung mit stetiger Verteilungsfunktion. Beispielsweise konnen wir bei Zufallsstichproben der Grof3e
100 mit hoher Konfidenz erwarten, dass der Median zwischen dem 40. und 61. Wert liegt.
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2.2. Produktmodelle

Um Aussagen iiber den Zusammenhang mehrerer Zufallsvariablen X, ..., X,, zu treffen, bendtigen wir
Kenntnisse iiber deren gemeinsame Verteilung, d.h. liber die Verteilung des Zufallsvektors X = (X1,..., X,).
Diese ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Produkt der Wertebereiche der einzelnen Zufallsva-
riablen. Allgemeiner konnen wir die gemeinsame Verteilung einer beliebigen (endlichen oder unendlichen)
Kollektion X; (i € I) von Zufallsvariablen betrachten, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
definiert sind. Die Zufallsvariablen sind genau dann unabhingig, wenn die gemeinsame Verteilung das
Produkt der einzelnen Verteilungen ist.

ProduktmaBe und Unabhéngigkeit

Seien (S;, B;), 1 < i < n, messbare Rdume. Die Produkt-o-Algebra 8; ® ... ® 8B,, auf §; X ... X S, wird
von den endlichen Produkten von Mengen aus den o-Algebren B; erzeugt:

B1®...88, = c{BX...XB,:B;€B;V1<i<n}).

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf (S; X ... X Sy, 81 ® ... ® 8B,,) heilit Produkt der y;, falls

n
u[BiX...xB,] = l_[,ui[B,-] firalle B; € B;(1<i<n) gilt (2.8)
i=1

Beispiel (Borelsche o-Algebra auf R”). Die Borelsche o-Algebra auf R” wird zum Beispiel von den
offenen Quadern, also den Produkten von offenen Intervallen, erzeugt. Daher gilt

BR") = BR)&..88R) = X)BR).
i=1
n mal

Ein anderes Erzeugendensystem von B(R") bilden die Produktmengen
(=00, c1] X (=00, 2] X ... X (=00, ¢y, Cl,...,cn €ER. 2.9)

Ein Beispiel fiir ein ProduktmaBl auf B8(R") ist die Gleichverteilung Unif(Q) auf einem nichtleeren
endlichen Quader Q = (ay, by) X -+ - X (ay, by,). Sie ist das Produkt der Gleichverteilungen y; auf den
Intervallen (a;, b;).

Wir betrachten nun allgemeiner Produkte von Wahrscheinlichkeitsrdaumen (S;, 8B;, u;) (i € I), wobei die
Indexmenge [ eine beliebige Menge ist. Sei

S = ><Sl = {xz(x,-)iel:xieSiViGI}

iel
das Produkt der Mengen S;, und sei 8 = ®i ¢; Bi die Produkt-o--Algebra auf S. Bezeichnen wir mit
S-S, mi(x) = X,
die Auswertungsabbildung (kanonische Projektion) auf der i-ten Komponente, dann gilt

B = ®Bi =o(m:iel),

i€l
denn die Produkt-o-Algebra wird erzeugt von Zylindermengen der Form

C={xeS:x, €By,....,x;, €B,} = {m, €By,...,m, €B,}. (2.10)

56 Universitit Bonn



2.2. Produktmodelle

Ist u eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Produktraum (S, 8), dann heilen die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen

) -1 .
Uz, = pom -, i€l

auf den Komponenten (S;, B;) (eindimensionale) Randverteilungen (marginals) von u. In Verallgemeinerung
der Definition fiir endliche Produkte von Wahrscheinlichkeitsrdumen definieren wir:

Definition 2.9 (ProduktmaB). Seien (S;, B;, u;) (i € I) Wahrscheinlichkeitsriume. Eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung u auf (X S;, X) B;) heifit Produkt der y;, falls

n
u{x e S:x; €By,....x;, €By}] = l_[,uik[Bk] (2.11)
k=1
firallen € N, iy, ...,i, € I paarweise verschieden, und By € 8B;, (1 < k < n) gilt.

Bemerkung (Existenz und Eindeutigkeit von ProduktmaBien). Das Produktmal} y ist durch (2.11) ein-
deutig festgelegt, denn die Zylindermengen bilden einen durchschnittsstabilen Erzeuger der Produkt o -
Algebra. Die Existenz von Produktmalen folgt allgemein aus dem Satz von Carathéodory. Fiir endliche
Produkte ergibt sich die Existenz auch aus dem Satz von Fubini, den wir in Abschnitt 3.3 beweisen. Abzéhl-
bare Produkte von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf $(R) konstruieren wir explizit in Korollar 2.15.

Das nach der Bemerkung eindeutige Produkt der Wahrscheinlichkeitsverteilungen y; bezeichnen wir mit
&, 7 Mi» und das Produkt von endlich vielen Wahrscheinlichkeitsverteilungen py, . . ., g, mit 4 ® . .. ® .
Die eindimensionalen Randverteilungen eines Produktmalies sind gerade die Faktoren y;:

Lemma 2.10. Unter dem Produkimaf3 p = X p; sind die Koordinatenabbildungen mi(x) = x; (i € I)
unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilung u;.

Beweis. Fiirn e N, ij,...,i, € I paarweise verschieden, und By € B;, (1 < k < n) gilt

n
/1[7'(,'1 EB],...,ﬂ','n EBn] = l_[/.l,‘k[Bk],
k=1

also insbesondere u[n;, € Bi] = p;, [Bx] fiir kK = 1, ... n. Hieraus folgt die Unabhingigkeit. |
Man nennt den Produktraum

@ar) = (X5 Qs Qu)

auch das kanonische Modell fiir unabhiingige u;-verteilte Zufallsvariablen.

Sind allgemeiner X; : Q — §; (i € I) Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Rdumen (S;, 8;), welche
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ‘A, P) definiert sind, dann ist

X=X)ier: Q@ — ><Si
eine Zufallsvariable mit Werten im Produktraum (X S;, X) B;), denn fiir beliebige Zylindermengen C wie
in (2.10) gilt:
n
{XeC} = {XyeBi...X,€B) = [|[XpeB} ¢ A
k=1

Wie zuvor im diskreten Fall definieren wir:
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Definition 2.11 (Gemeinsame Verteilung). Die Verteilung ux der Zufallsvariable X = (X;);e; auf
(X Si, &) B:) heifit gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X; (i € I).

Der folgende Satz gilt analog zum diskreten Fall:

Satz 2.12 (Unabhingigkeit und ProduktmaBe). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Zufallsvariablen X; (i € I) sind unabhingig.

(i) Die gemeinsame Verteilung ux der Zufallsvariablen X; (i € I) ist ein Produktmal3.

Beweis. ,, (1) = (3) “ folgt direkt aus der Definition der Unabhingigkeit: Sind die X; unabhingige
Zufallsvariablen, dann gilt fiir Zylindermengen C wie in (2.10):

ux[Cl = P[XeC] = P[X;, eBV1<k<n]= l_[P[X,-k € B = l—[pxik [B].
k=1 k=1

Die Implikation ,, (3) = (2) “ ist offensichtlich, und ,, (2) = (1) “ folgt aus Lemma 2.10: Ist ux ein
Produktmal3, dann sind die kanonischen Projektionen r; (i € I) unabhingig unter ux. Also gilt fiir By € 8B, :

P[Xi1 € Bl’---’Xin (S Bn] = ﬂX[ﬂ'il (S Bl,...,ﬂ'in S Bn]

n n
= [ | mxlmi € Bl = [ | PIX;, € Bil. n
k=1 k=1
ProduktmaBe auf R"
Im Fall §; = ... = §, = R mit Borelscher o-Algebra bilden die Mengen aus (2.9) einen durchschnitts-

stabilen Erzeuger der Produkt-o--Algebra 8(R"). Die gemeinsame Verteilung reellwertiger Zufallsvariablen

X1, ..., X 1 Q — Rist somit vollstindig durch die Werte
Fx, . .x,(cl,....cn) = pxy,..x,[(=00,c1] X ... X (=00,c,]] (2.12)
= P[Xi<cy,...,. X, <]

mit (cy, ..., cy) € R" beschrieben.

Definition 2.13 (Gemeinsame Verteilungsfunktion). Die durch (2.12) definierte Funktion Fx, . x, :
R"™ — [0, 1] heit gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X1, . . ., Xj,.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf (R”, B(R™)) ist genau dann das Produkt u; ® ... ® u, von
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen yuy, . . ., u, auf (R, 8(R)), wenn

n
Hl(=o0,c1] X ... X (=00, cp]] = l_[ ui[(=oo0, ci]] fiiralle ¢f,...,cp €R
i=1
gilt. Insbesondere sind also reellwertige Zufallsvariablen X, .. ., X;, genau dann unabhéngig, wenn
n
Fx,..x,(Cl...icn) = ]—[ Fx,(c;)  fiiralle (cy, . ..,cn) € R gilt.
i=1
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Konstruktion von unendlich vielen unabhéangigen Zufallsvariablen

Seien uy, o, . . . vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B(R)). Wir werden nun explizit un-
abhingige Zufallsvariablen X; (k € N) mit Verteilungen u; konstruieren. Als Konsequenz ergibt sich die
Existenz des unendlichen Produktmalies ®Z°:1 Ui als gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xj. Die
Zufallsvariablen X; konnen wir sogar auf den Raum Q = (0, 1) mit Gleichverteilung realisieren:

Satz 2.14. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, 8((0, 1)), Unif(o, 1)) existieren unabhdingige Zufallsvaria-
blen Xj : Q — R (k € N) mit Verteilungen

PoX;' = .

Beweis. Wir verfahren in drei Schritten:

@

(ii)

Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall

1 1
ur = Bernoulli(1/2) = 560 + 5(51 VkeN,

d.h. im fairen Miinzwurfmodell. Dazu verwenden wir die schon in Abschnitt 1.2 eingefiihrte Transfor-
mation X : (0,1) — {0, 1}", die einer reellen Zahl die Ziffernfolge ihrer Binirdarstellung zuordnet,
d.h. wir setzen

k-1
Xw) = Ip@. D = [Jiei-1-27%2-27),
i=1

siche Abbildung 1.4. Die Abbildungen X : (0, 1) — {0, 1} sind messbar, und es gilt
PliXi=ay,....X,=a,] = 27" VneNay,...,a, €{0,1}, (2.13)

da die Menge {w € Q : X1(w) = ay, . .., Xn(w) = a,} gerade aus den Zahlen in (0, 1) besteht, deren
Binérdarstellung mit den Ziffern ay, . . ., a, beginnt, und damit ein Intervall der Linge 27" ist. Nach
(2.13) sind die Zufallsvariablen X (k € N) unabhéngig mit Verteilung .

Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
Mk = Uniflo’” VkeN.

Dazu zerlegen wir die gerade konstruierte Folge X (w) € {0, 1}, k € N, in unendlich viele Teilfolgen,
und konstruieren aus jeder Teilfolge wieder eine Zahl aus [0, 1] mit den entsprechenden Binérziffern.
Genauer setzen wir in Bindrdarstellung:

U = 0X1X3X5X7---,
Uy = 0.X0XeX10X14--,
U3 = 0.X4X12X2()X23 ey, usw.,
also allgemein fiir k € N:
Ulw) = Z Xr.i(w) - 27 mit  Xg; := Xp_q)k-1-
i=1
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Da die Zufallsvariablen Xi ;, i, k € N, unabhiingig sind, sind nach dem Zerlegungssatz auch die
o-Algebren
Ar = o(Xk;:ieN), keN,

unabhingig, und damit auch die Ag-messbaren Zufallsvariablen Uy, k € N. Zudem gilt fiir n € N
und

n
r=>a-27" e {01,...,2"-1}:
i=1

P[Uk € (F-Z_n, (}’+ 1)'2—n)] = P[Xk’l =a1,...,Xk,n =an] = 2"

Da die dyadischen Intervalle ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borelschen o-Algebra
bilden, folgt, dass die Zufallsvariablen Uy auf [0, 1] gleichverteilt sind.

(iii) Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Zufallsvariablen aus den gerade konstruierten unabhingigen
gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, k € N, mithilfe des Inversionsverfahrens aus Satz 1.38: Sind
Uk, k € N, beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B(R)), und

G,(u) = inf{x €eR: F(x) > u}
die linksstetigen verallgemeinerten Inversen der Verteilungsfunktionen

Fr(e) = pr[(=o0,c]],
dann setzen wir
Yi(w) = G, (Ur(w)), keNweQ.

Da die Zufallsvariablen Uy, k € N, unabhingig sind, sind nach Satz 2.4 auch die Y, k € N, wieder
unabhéngig. Zudem gilt P o Yk‘1 = ux nach Satz 1.38 fiir alle k£ € N. |

Bemerkung. (i) Der Beweis von Satz 2.14 ist konstruktiv. Fiir numerische Anwendungen ist allerdings zu-
mindest der erste Schritt des beschriebenen Konstruktionsverfahrens ungeeignet, da Defizite des verwendeten
Zufallszahlengenerators und die Darstellungsungenauigkeit im Rechner durch die Transformation verstirkt
werden.

(ii) Mithilfe des Satzes kann man auch die Existenz einer Folge unabhingiger Zufallsvariablen X, k € N,
mit Werten im R (oder allgemeiner in vollstindigen, separablen, metrischen Riumen Sy ) und vorgegebenen
Verteilungen uy auf den Borelschen o--Algebren B(Sy ) zeigen. Sind beispielsweise ¢ : R — Sy Bijektionen,
sodass ¢y und ¢I;1 messbar sind, und sind X; : Q — R unabhéngige reellwertige Zufallsvariablen mit

Verteilungen P[X; € B] = Ui [dx(B)], dann sind die transformierten Zufallsvariablen
Xk = ¢k(5('k) Q- S, Vk € N,

unabhingig mit Verteilungen uy.

Existenz von unendlichen ProduktmaBen

Als Konsequenz aus dem Satz konnen wir die Existenz von unendlichen ProduktmaBen als gemeinsame
Verteilung von unendlich vielen unabhéingigen Zufallsvariablen zeigen. Dazu versehen wir den Folgenraum

RY = {(xp,x,...):xx € RVkeN}
mit der Produkt-o--Algebra

X)B®R) = o) = om kel

keN

60 Universitit Bonn



2.2. Produktmodelle

die von der Kollektion C aller Zylindermengen der Form
{m1€By,...,mpeB,} = {x=(x) eRY: X1 € By,...,x, € B},

mitn € Nund By, ..., B, € B(R) erzeugt wird. Dabei bezeichnet 7y, : RY — R die k-te Koordinatenabbil-
dung, d.h. mr(x) = xx.

Korollar 2.15 (Existenz von unendlichen ProduktmaBien). Zu beliebigen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen wi auf (R, B(R)) existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung u = &), o ux auf

RY, Q) oy B(R)) mit
plmi € By,...,mn € Byl = lBi]- ... ua[Bal (2.14)

firallen € Nund By, ..., B, € B(R).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt, da die Zylindermengen aus C ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem
der Produkt-o-Algebra bilden.

Zum Beweis der Existenz betrachten wir die Abbildung X : Q — R mit
X(w) = X(w)X(w),...)

wobei Xj unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung u sind. X ist messbar bzgl. Q) B(R). Seiu = PoX -1
keN
die Verteilung von X auf R™. Dann gilt

ulmy € By,...,m, € By ul{x eRY : x; € By, ..., x, € Bp}]
[

= PlX; €B],...,Xn€Bn]

n

i [Bi]
=1

firallen € Nund By, ..., B, € B(R). Also ist u das gesuchte Produktmal. |

x~

Bemerkung. Auf analoge Weise folgt nach Bemerkung 2 von oben die Existenz des Produkts (), i £k von
beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen ug, k € N, auf vollstindigen, separablen, messbaren Riumen S
mit Borelschen o-Algebren B;. Der Satz von Carathéodory impliziert sogar die Existenz von beliebigen
(auch iiberabzéhlbaren) Produkten von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsrdumen (S;, B;, y;),i € 1.

Random Walks im R?
Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, B(R%)), und seien X;, i € N, unabhiingige Zufallsvariablen
mit identischer Verteilung X; ~ . Der durch

n
S, = a+ZXl-, n=012....
i=1

definierte stochastische Prozess heit Random Walk mit Startwert a € R? und Inkrementverteilung .

Im Fall d = 1 konnen wir leicht Stichproben von den Zufallsvariablen X;, und damit vom Random Walk,
simulieren. Abbildung 2.1 zeigt Trajektorien von Random Walks mit den Inkrementverteilungen

1
5(61 +0-1) (Klassischer Random Walk),
N, 1) (GauBscher Random Walk),
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2. Unabhingigkeit und Produktmodelle

sowie den Verteilungen mit Dichte

f(x) = e‘(x“)l(_l,oo)(x) (zentrierte Exp(1)-Verteilung), und
f(x)

3 3 3
3.2 (x+ 5)‘5/2 . I(%’oo)(x + 5) (zentrierte Pareto(a — 1, @)-Verteilung mit « = 5).

Die Trajektorien der Random Walks wurden mit der Mathematica-Routine im Anhang simuliert. Die Dichten
der absolutstetigen Inkrementverteilungen sind in Abbildung 2.2 dargestellt. Im Gegensatz zu den anderen
Verteilungen fillt die Dichte der Pareto-Verteilung fiir x — oo nur sehr langsam ab (,,heavy tails*). Insbe-
sondere hat die Verteilung unendliche Varianz.

150 [

—100 |

Abbildung 2.1.: Random Walks mit verschiedenen Inkrementverteilungen.

-3 —2 -1 1 2 3

Abbildung 2.2.: Dichten der Inkrementverteilungen: Standardnormalverteilung (blau), zentrierte Exponen-
tialverteilung (violett), Paretoverteilung (rot).

62 Universitit Bonn



2.3. Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Die Trajektorien des klassischen Random Walks (braun), und der Random Walks mit normalverteilten
(blau) und exponentialverteilten (violett) Inkrementen sehen in groeren Zeitriumen dhnlich aus. Die Tra-
jektorien des Pareto-Random Walks (griin) verhalten sich dagegen anders, und werden auch in ldngeren
Zeitrdaumen von einzelnen groflen Spriingen beeinflusst. Tatsdchlich kann man zeigen, dass alle obigen Ran-
dom Walks mit Ausnahme des Pareto-Random Walks in einem geeigneten Skalierungslimes mit Schrittweite
gegen 0 in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung konvergieren (funktionaler zentraler Grenzwertsatz).

2.3. Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Sei X; (i € I) eine unendliche Kollektion von Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, A, P) definiert sind. Ein Ereignis in o-(X; : i € I) heiit asymptotisch, wenn sein Eintreten sich
nicht dadurch veriandert, dass die Werte von endlich vielen der Zufallsvariablen X; modifiziert werden. Ein
typisches Beispiel ist das Ereignis

das besagt, dass ein Gesetz der groflen Zahlen mit Grenzwert m gilt. Wir werden nun zeigen, dass asymptoti-
sche Ereignisse nur die Wahrscheinlichkeit O oder 1 haben konnen, wenn die Zufallsvariablen X; unabhéngig
sind.

Asymptotische Ereignisse

Wir beginnen mit der formalen Definition asymptotischer Ereignisse:

Definition 2.16. Ein Ereignis A € o (X; : i € I) heifit asymptotisches Ereignis (tail event), falls
A e oX;:iel\h) fiir jede endliche Teilmenge Ip C 1 gilt.

Die Menge
T = (| o(Xi:iel\h)
IyCI endlich

aller asymptotischen Ereignisse ist eine o--Algebra. T heifit asymptotische o--Algebra (tail field).

Beispiel. (i) DynawmiscH: Ist X,,, n € N eine Folge von Zufallsvariablen (welche beispielsweise eine
zufillige zeitliche Entwicklung beschreibt), dann gilt fiir ein Ereignis A € o(X,, : n € N):

A asymptotisch & A € o(Xp+1, Xnt2s ---) fiir alle n.

Zukunft nach n

Die o-Algebra (X, +1, Xu+2, - .. ) enthilt Ereignisse, liber deren Eintreten wir entscheiden kon-
nen, wenn wir die zukiinftige Entwicklung X,,+1, X;;+2, . . . nach der Zeit n kennen. Ein asympto-
tisches Ereignis ist in jeder dieser o--Algebren enthalten. Beispiele fiir asymptotische Ereignisse
von reellwertigen Zufallsvariablen sind

1
{X, > 5n unendlich oft}, {limsuan < c}, {EI lim Xn}, {EI lim =S, = m}

n—oo n—oo n—oon

wobei S, = X1 + ...+ X,,. Die Ereignisse
{sup X, = 3} und { lim S, = 5}
neN n—0eo

sind dagegen im Allgemeinen nicht asymptotisch.
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2. Unabhingigkeit und Produktmodelle

(ii) RAumvrich: Eine Kollektion X;, i € Z¢, von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) nennt man ein stochastisches Feld (random field) iiber Z¢. Verschiedene grundlegende
Modelle der statistischen Physik basieren auf stochastischen Feldern X; : Q — {0, 1}, wobei
X; = 1 beispielsweise dafiir steht, dass sich ein Teilchen am Gitterpunkt i befindet, ein Atom am
Gitterpunkt i angeregt ist, der Gitterpunkt i durchléssig ist (Perkolationsmodell), etc. Asymptoti-
sche Ereignisse beschreiben in diesem Fall ,,makroskopische* Effekte.

Satz 2.17 ( 0-1-Gesetz von Kolmogorov; ,,Asymptotische Ereignisse sind deterministisch* ).
Sind die Zufallsvariablen X; (i € /) unabhingig bzgl. P, dann gilt

P[A] € {0, 1} fiir alle A € 7.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis im Fall I = N. Der Beweis im allgemei-
nen Fall verlauft dhnlich. Seien also X, X», ... unabhiingige Zufallsvariablen. Dann sind die o-Algebren
o(Xy),0(X2),. .., 0(Xn), 0(Xn+1), 0(Xpn+2), - - . unabhédngige Mengensysteme. Aus dem Gruppierungssatz
2.2 (ii) folgt, dass auch die o--Algebren o (X, ..., X;;) und o (Xp,+1, Xn+2, ...) fir jedes n € N unabhéngig sind.
Da die asymptotischen Ereignisse in der letzteren o-Algebra enthalten sind, folgt weiter:

T ist unabhidngig von (X, ..., X,) fiirallen € N.

Damit ist 7 nach Satz 2.2 (i) aber auch unabhingig von der o--Algebra o (X1, X», ...), die von der Vereinigung
aller dieser o-Algebren erzeugt wird. Wegen 7 C o (X, Xp, ...) konnen wir schlieen, dass die Ereignisse
A € T unabhingig von sich selbst sind, d.h. es gilt P[A] € {0, 1}. |

Asymptotische Zufallsvariablen

Aus dem 0-1-Gesetz fiir asymptotische Ereignisse ergibt sich eine entsprechende Aussage fiir asymptotische
Zufallsvariablen.

Definition 2.18. Eine Zufallsvariable Y : Q — [—c0, o] heilit asymptotisch, wenn die bzgl. der asympto-
tischen o-Algebra T messbar ist.

Korollar 2.19. Sind die Zufallsvariablen X; (i € I) unabhingig bzgl. P, dann ist jede asymptotische
Zufallsvariable Y : Q — [—o0, 0] P - fast sicher konstant, d.h.

dcyg € [-o0,00] : P[¥Y=co] = 1.

Beweis. Ist Y 7-messbar, dann sind die Ereignisse {Y < c} fiir ¢ € R in 7 enthalten. Aus dem Kolmogorov-
schen 0-1-Gesetz folgt daher:

Fy(c) = P[Y < c] € {0,1} fiir alle ¢ € R.
Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend und rechtsstetig ist, existiert ein ¢y € [—oo, 00| mit

PIY < ] 0 fiir ¢ < ¢y,
< c] =
1 fiirc > ¢p.

Damit folgt P[Y = co] = lim,|o(Fy(co) — Fy(co — €)) = 1. [ |
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2.3. Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov
Beispiele fiir asymptotische Zufallsvariablen im Fall / = N sind etwa
1 ¢ RS
liminf X,;,, limsupX,, liminf — Z X;, sowie limsup —Z X;.
Insbesondere sind fiir unabhingige Zufallsvariablen Xi, X5, ... :  — R sowohl lim inf % Z?:l X; als auch
lim sup %Z?:l X; P-fast sicher konstant. Hieraus ergibt sich die folgende Dichotomie: Sind X; (i € N)
unabhingige reellwertige Zufallsvariablen, dann gilt entweder ein Gesetz grofler Zahlen, d.h.
1 n
- Z X; konvergiert P-fast sicher, und der Grenzwert ist P-fast sicher konstant
n
i=1

(falls der Limes inferior und Limes superior P-fast sicher iibereinstimmen), oder

P

1 n
- Z X; konvergiert] = 0.
n
i=1

Es ist bemerkenswert, dass fiir die Giiltigkeit der Dichotomie keine Annahmen iiber die Verteilung der X;
bendtigt werden. Insbesondere miissen die X; nicht identisch verteilt sein!

Anwendungen auf Random Walks und Perkolationsmodelle

Die folgenden Beispiele zeigen zwei typische Anwendungen des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes.

Beispiel (Riickkehr zum Startpunkt von Random Walks). Wir betrachten einen eindimensionalen
klassischen Random Walk S, = a + /| X; mit Startpunkt ¢ € Z und unabhingigen Inkrementen
X; mit Verteilung

P[X,=l] = D P[XiZ—l] = 1—p

Fiir n € N erhilt man die Riickkehrwahrscheinlichkeiten
P[S2p41 =a] = 0,

P[Sy =a] = (2:) pt(l=p)t = Ei’?)); p"-(1-p).

Wir untersuchen nun die Asymptotik dieser Wahrscheinlichkeiten fiir n — oo. Aus der Stirlingschen
Formel n! ~ V2nrn - (n/e)" folgt

2n
P[Sy, = a] g'%-pn-(l—m” = ‘/%(41)(1—17))" fiirn — oo.

Fir p # % fallen die Riickkehrwahrscheinlichkeiten also exponentiell schnell ab. Insbesondere gilt

SiPS,=al = Y PlSy=al < .
m=0 n=0

d.h. der asymmetrische Random Walk kehrt nach dem 1. Borel-Cantelli Lemma mit Wahrscheinlichkeit
1 nur endlich oft zum Startpunkt zuriick (TRANSIENZ). In der Tat gilt nach dem starken Gesetz grof3er
Zahlen sogar

S: ~ @p-Dn P-fast sicher.

Fiir p = % erhalten wir dagegen P[S,, = a] ~ 1/+/nn, und damit

i P[S, =a]l = iP[Szn =a]l = oo,
m=0 n=0

Dies legt nahe, dass der Startpunkt mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft besucht wird. Ein Beweis dieser
Aussage iiber das Borel-Cantelli-Lemma ist aber nicht direkt moglich, da die Ereignisse {S,,, = 0} nicht
unabhingig sind. Wir beweisen nun eine stirkere Aussage mithilfe des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes.
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2. Unabhingigkeit und Produktmodelle

Satz 2.20 (Rekurrenz und unbeschriinkte Oszillationen des symmetrischen Random Walks). Fiir
p= % gilt
P[limsup S, = +o0 und liminf S, = —o0] = 1.

Insbesondere ist der eindimensionale Random Walk rekurrent, d.h.

P[S; = a unendlich oft] = 1.

Tatsdchlich wird nach dem Satz mit Wahrscheinlichkeit 1 sogar jeder Punkt A € Z unendlich oft getroffen.

Beweis. Fiir alle k € N gilt:
P[S,+x — S, = k unendlich oft] = 1,

denn nach dem Beispiel zu Satz 2.2 (,,Affe tippt Shakespeare*) gibt es P-fast sicher unendlich viele Blocke

der Linge k mit X, = X;,42 = ... = X4 = 1. Es folgt
Pllimsup §, —liminf$, =co] > P ||| J{Sux=Su=k}| = 1,
k n
und damit
1 = PllimsupS, = cooder liminf S, = —c0] < P[limsupS, = co] + Pliminf S, = —c0].

Also ist mindestens eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite groBer als %, und damit nach
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz gleich 1. Aus Symmetriegriinden folgt

Plliminf §,, = —c0] = P[limsup S, = +0] = 1.

Das vorangehende Beispiel ist eine typische Anwendung des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes auf sto-
chastische Prozesse. Um die Anwendbarkeit in riumlichen Modellen zu demonstrieren, betrachten wir ein
einfaches Perkolationsmodell:

Beispiel (Perkolation im Z¢). Sei p € (0, 1) fest, und seien X; (i € Z¢) unabhiingige Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit

PlX;=1]=p , PX;=0]=1-p.

Ein Gitterpunkt i € Z¢ heiBt durchlissig, falls X; = 1 gilt. Wir verbinden durchlissige Gitterpunkte
i,j € Z¢ mit |i — j| = 1 durch eine Kante. Sei A das Ereignis, dass bzgl. dieser Graphenstruktur
eine unendliche Zusammenhangskomponente (Cluster) aus durchlissigen Gitterpunkten existiert (Eine
Fliissigkeit konnte in diesem Fall durch ein makroskopisches Modellstiick, das aus mikroskopischen
Gitterpunkten aufgebaut ist, durchsickern - daher der Name ,,Perkolation®). A ist ein asymptotisches
Ereignis, also gilt nach dem Satz von Kolmogorov

P[A] € {0,1}.

Hingegen ist es im Allgemeinen nicht trivial, zu entscheiden, welcher der beiden Fille eintritt. Im Fall
d =1 zeigt man leicht:
P[A]=0 firallep <1.

Fiir d = 2 gilt:
1
P[A]l=1 <= p>§,
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2.4. Ubungsaufgaben

s. z.B. die Monografien ,, Probability on graphs “[8] und ,, Percolation “[7] von G. Grimmett. Fiir d > 3
ist nur bekannt, dass ein kritischer Parameter p. € (0, 1) existiert mit

1 fi e
P[A] = irp > p
0 firp < pe.

Man kann obere und untere Schranken fiir p. herleiten (z.B. gilt ﬁ < pe %), aber der genaue
Wert ist nicht bekannt. Man vermutet, dass P[A] = O fiir p = p. gilt, aber auch diese Aussage konnte
bisher nur in Dimension d > 19 (sowie fiir d = 2) bewiesen werden, siehe [7].

Abbildung 2.3.: Perkolation in Dimension d = 2 mit p = 0.7 und p = 0.5

Das Perkolationsmodell ist ein Beispiel fiir ein sehr einfach formulierbares stochastisches Modell, das zu
tiefgehenden mathematischen Problemstellungen fiihrt. Es ist von groer Bedeutung, da ein enger Zusammen-
hang zu anderen Modellen der statistischen Physik und dabei auftretenden Phaseniibergiingen besteht. Einige
elementare Aussagen iiber Perkolationsmodelle werden in den Wahrscheinlichkeitstheorie-Lehrbiichern [10,
9, 7] hergeleitet.

2.4. Ubungsaufgaben

Aufgabe 17 (Unabhingigkeit und Verteilungsfunktionen). Seien X und Y unabhingige reellwertige Zu-
fallsvariablen, und sei U = min(X, Y) und V = max(X,Y). Zeigen Sie:

a) Die Verteilungsfunktionen von U und V sind gegeben durch:
Fy(u) = 1= (1= Fx)(1-Fr@), F) = Fx@)F®).

b) Sind X und Y beide exponentialverteilt zum Parameter 1, so ist U exponentialverteilt zum Parameter 2.
Welche Dichte hat die Verteilung von V in diesem Fall? Skizzieren Sie die Dichten und interpretieren
Sie die Ergebnisse anschaulich.

Aufgabe 18 (Deterministische Zufallsvariablen). a) Zeigen Sie : Eine Zufallsvariable X : Q — R ist
genau dann unabhiingig von sich selbst, wenn eine Zahl ¢ € R existiert mit

b) Sei X ein fast sicherer Grenzwert einer beliebigen Folge unabhingiger Zufallsvariablen. Zeigen Sie,
dass X unabhingig von sich selbst, also fast sicher konstant ist.
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2. Unabhingigkeit und Produktmodelle

Aufgabe 19 (Asymptotische Unabhiingigkeit). Jeder von n Punkten werde mit Wahrscheinlichkeit 1/n
griin, und mit Wahrscheinlichkeit p/n rot gefarbt, unabhingig von den anderen Punkten. Sei G die Anzahl
der griin gefarbten, und R die Anzahl der rot gefarbten Punkte. Zeigen Sie:

a) Die Zufallsvariable (G, R) hat eine Trinomial-Verteilung mit Parametern n, 1/n, u/nund 1—(2 + u)/n,
d.h. es gilt

| 8 e n—g-r
PG=g.R=r] = n! & (H) 1_/l+,u ‘
glriin—g—-r)! \n n n

Insbesondere sind G und R nicht unabhingig.

b) Im Grenzwert n — oo sind G und R asymptotisch unabhéingig und Poisson-verteilt mit Parametern A
und y, d.h. es gilt
lim P[G=g,R=r] = ... (D) ...

n—oo

Aufgabe 20 (Extrema von exponentialverteilten Zufallsvariablen). SeienT}, T3, ... unabhingige, Exp(1)-
verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ‘A, P).

a) Zeigen Sie

0 falls ¢ > 1,
P[T,, > logn + cloglogn unendlich oft] = { o ¢

1 falls ¢ < 1.

b) Folgern Sie, dass P- fast sicher gilt:

, T, —logn
limsup ————— =
n—oo IOg 10g n

Aufgabe 21 (Rekorde). Seien Xi, X», . . . unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Ver-
teilungsfunktion. Wir betrachten die Ereignisse

E, = {X, > X,, YVm < n} = {,ein Rekord wird zur Zeit n erreicht”} .
a) Zeigen Sie P [X,, = X,,,] = O fiir alle n # m.
b) Folgern Sie, dass P [E,] = 1/n fiir alle n € N gilt.
c) Zeigen Sie, dass die Ereignisse Ej, Ey, . . . unabhiingig sind.

Hinweis: Sollten Sie Schwierigkeiten haben, die erste Aussage zu beweisen, dann konnen Sie zusdtzliche
Annahmen an die Verteilungsfunktion machen, z.B. gleichmdpflige Stetigkeit oder Absolutstetigkeit.

Aufgabe 22 (Asymptotische Ereignisse und Zufallsvariablen). Sei X|, X», ... eine Folge von unabhingi-
gen, nicht-negativen rellwertigen Zufallsvariablen auf (€, A, P).

a) Welche der folgenden Ereignisse sind asymptotische Ereignisse ?

{X, > 2n unendlich oft}, {liminf X, < 17}, {inf X, > 5},
[s] (o) 1 n
{Z X, < 1}, {an < oo}, {3 lim —le-}.
n—oo n
n=1 n=1 i=1

b) Geben Sie Beispiele von Zufallsvariablen an, die bzgl. der asymptotischen o-Algebra messbar sind
(mit Beweis).
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Aufgabe 23 (Perkolation). Sei p € [0, 1]. Wir betrachten unabhiingige Zufallsvariablen X;, i € Z¢, mit
P[X; = 1] = p und P[X; = 0] = 1 — p. Der Gitterpunkt i € Z¢ heiBt durchliissig, falls X; = 1 gilt. Sei A
das Ereignis, da} eine unendliche Zusammenhangskomponente aus durchlédssigen Gitterpunkten existiert.
Ap sei das Ereignis, dafl der Nullpunkt in einer unendlichen Zusammenhangskomponente von durchlissigen
Punkten enthalten ist. Zeigen Sie:

a) ImFalld =1, p < 1, gilt P[A] = 0.

b) Fiir alle d € Nund p € [0, 1] gilt: P[A]=1 < P[Ag] > 0.
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3. Integration bzgl. WahrscheinlichkeitsmaBen

In diesem Kapitel definieren wir den Erwartungswert, die Varianz und die Kovarianz allgemeiner reellwer-
tiger Zufallsvariablen, und beweisen grundlegende Eigenschaften. Einen weiteren Schwerpunkt bildet das
Rechnen mit Dichten.

Da wir auch Grenziibergénge durchfiihren wollen, erweist es sich als giinstig, die Werte +co und —oo
zuzulassen. Wir setzen daher R = [—oo, c]. Der Raum R ist ein topologischer Raum bzgl. des iiblichen
Konvergenzbegriffs. Die Borelsche o-Algebra auf R wird u.a. erzeugt von den Intervallen [—co, c], ¢ € R.
Die meisten Aussagen iiber reellwertige Zufallsvariablen aus den vorangegangenen Abschnitten iibertragen
sich unmittelbar auf Zufallsvariablen X : Q — R, wenn wir die Verteilungsfunktion Fx : R — [0, 1]
definieren durch

Fx(c) = pxl[[-cocl] = P[X<c].

3.1. Erwartungswert als Lebesgue-integral

Sei (@, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable. Wir wollen den Erwar-
tungswert von X beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P in sinnvoller Weise definieren. Dazu gehen
wir schrittweise vor:

Definition des Erwartungswerts

Indikatorfunktionen

Der Erwartungswert der Indikatorfunktion /4 einer messbaren Menge A € A bzgl. P ist definiert durch

E[14] = P[A]

Elementare Zufallsvariablen

Nimmt X nur endlich viele Werte ¢y, ..., ¢, € R an, dann kdnnen wir X als Linearkombination von Indika-
torfunktionen darstellen. Da der Erwartungswert linear von der Zufallsvariable abhingen sollte, definieren
wir E[X] dann als die entsprechende Linearkombination der Erwartungswerte der Indikatorfunktionen:

Definition 3.1 (Erwartungswert von elementaren Zufallsvariablen). Eine Zufallsvariable von der Form

n
X=Ycls, mitneN, ¢ €R und A; € A
i=1

heift elementar. Ihr Erwartungswert bzgl. P ist

E[X] = Z ¢i - P[A;]. 3.1)
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaf3en

Wir miissen zeigen, dass der Erwartungswert E[X] durch (3.1) wohldefiniert, d.h. unabhingig von der
gewihlten Darstellung der Zufallsvariable X als Linearkombination von Indikatorfunktionen ist. Dazu be-
merken wir, dass E[X] unabhédngig von der Darstellung mit dem in Kapitel ?? fiir diskrete Zufallsvariablen

definierten Erwartungswert
n

E[X] = Zci-P[X:ci]

i=1
ibereinstimmt. In der Tat folgt ndmlich aus der Linearitéit von E[]:

n n

E[X] = ) e-Ella] = ) e Ella] = ELX].

i=1 i=1
Die Abbildung X +— E[X] ist offensichtlich linear und monoton:
ElaX +bY] = a-E[X]+b-E[Y] fiir alle a, b € R,

X<Y = E[X]<E[Y]

Die Definition des Erwartungswerts einer elementaren Zufallsvariable stimmt genau mit der des Lebesgue-
Integrals der Elementarfunktion X bzgl. des MaB3es P iiberein:

E[X] = / XdpP = / X(w) P(dw)

Fiir allgemeine Zufallsvariablen liegt es nahe, den Erwartungswert ebenfalls als Lebesgueintegral bzgl. des
Mafles P zu definieren. Wir skizzieren hier die weiteren Schritte zur Konstruktion des Lebesgue-Integrals
bzw. des Erwartungswerts einer allgemeinen Zufallsvariable, siehe auch die Analysisvorlesung.

Nichtnegative Zufallsvariablen

Die Definition des Erwartungswerts bzw. Lebesgue-Integrals einer nichtnegativen Zufallsvariable bzgl. P
beruht auf der monotonen Approximation durch elementare Zufallsvariablen:

Lemma 3.2 (Monotone Approximation durch elementare Zufallsvariablen). Sei X : Q — [0, oo] eine
nichtnegative Zufallsvariable auf (Q, A, P). Dann existiert eine monoton wachsende Folge elementarer
Zufallsvariablen 0 < X1 < X, < ... mit

X(w) = nh_r)rolo Xo(w) = Sug X, (w) fiir alle w € Q.
ne

Beweis. Fiir n € N sei

(k—1)-27" falls (k—-1)- 27" < X(w) < k-2 fiireink=1,2,...,n-2",
Xn(w) =

falls X(w) = n.
Dann ist X, eine elementare Zufallsvariable, denn es gilt

k-1
Xn = ;Z_nl{kzzlﬁx<2l§z} +nI{X2n}.

Die Folge X,,(w) ist fiir jedes w monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wird, und

sup Xp(w) = lim X,(w) = X(w) fiir alle w € Q.
neN n—oo
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Abbildung 3.1.: Approximation durch Elementarfunktionen. Hier ist die Anndherung in rot in zwei verschie-
denen Feinheiten dargestellt.

Definition 3.3 (Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariable). Der Erwartungswert (bzw.
das Lebesgueintegral) einer Zufallsvariable X : Q — [0, co] bzgl. P ist definiert als

E[X] := lim E[X,] = supE[X,] € [0, o], (3.2)

=X neN

wobei (X, ),en eine beliebige monoton wachsende Folge von nichtnegativen elementaren Zufallsvariablen
mit X = sup X, ist.
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Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert wohldefiniert (in [0, oo]):

Lemma 3.4 (Wohldefiniertheit). Die Definition ist unabhdngig von der Wahl einer monoton wachsenden
Folge (X,,) von nichtnegativen elementaren Zufallsvariablen mit X = sup,, c;; Xn.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung oder auf die Literatur, siche z.B. WiLLiams
,Probability with martingales* [11, Appendix AS].

Bemerkung (Monotone Stetigkeit und monotone Konvergenz). Sind X,, = 4, und X = I4 Indikator-
funktionen, dann folgt (3.2) aus der monotonen Stetigkeit von P. In diesem Fall gilt nimlich:

X, X — A, A (d.h. A,, monoton wachsend und A = U Ap).

Aus der monotonen Stetigkeit von P folgt dann E[X] = P[A] = lim P[A,] = lim E[X,,].

Die Monotonie des Erwartungswerts iibertrigt sich von elementaren auf nichtnegative Zufallsvariablen:

Lemma 3.5 (Monotonie des Erwartungswerts). Fiir nichtnegative Zufallsvariablen X,Y mit X <Y gilt
E[X] < E[Y].

Beweis. Ist X <Y,danngiltauch X,, <Y, fiir dieim Beweis von Lemma 3.2 konstruierten, approximierenden
elementaren Zufallsvariablen, also

E[X] = supE[X,] < supE[Y,] = E[Y]
neN neN
Allgemeine Zufallsvariablen
Eine allgemeine Zufallsvariable X : Q — R konnen wir in ihren positiven und negativen Anteil zerlegen:
X = X'-X mit X" = max(X,0), X := —min(X,0).

X* und X~ sind beides nichtnegative Zufallsvariablen. Ist mindestens einer der beiden Erwartungswerte
E[X*] bzw. E[X ] endlich, dann kénnen wir (dhnlich wie schon in Kapitel ?? fiir diskrete Zufallsvariablen)
definieren:

Definition 3.6 (Erwartungswert einer allgemeinen Zufallsvariable). Fiir eine Zufallsvariable X : Q —
R mit E[X "] < oo oder E[X~] < oo ist der Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral) bzgl. P definiert
als

E[X] := E[XT]-E[X] € [-o,0].

Notation: Da der Erwartungswert E[X] das Lebesgue-Integral der messbaren Funktion X : Q — R bzgl.
des Malles P ist, verwenden wir auch folgende Notation:

E[X] = / Xdp = / X(w) P(dw).

Bemerkung (Integration bzgl. o-endlicher MaBe). Die Definition des Lebesgue-Integrals kann auf o-
endliche Mafie erweitert werden. Ein MaB Q auf (Q, A) heilt o-endlich, falls messbare Mengen By, B;, ... C
Q existieren mit Q[B,,] < oo fiir alle n € Nund Q = |J B,,.
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Eigenschaften des Erwartungswerts

Nachdem wir den Erwartungswert einer allgemeinen Zufallsvariable X : Q — R definiert haben, fassen wir
nun einige elementare Eigenschaften zusammen. Dazu bezeichnen wir mit

L£Y(P) = LY (Q A, P) := {X : Q — R Zufallsvariable : E[|X]|] < oo}

die Menge aller bzgl. P integrierbaren Zufallsvariablen. Fiir X € £!(Q, A, P) ist nach Lemma 3.5 sowohl
E[X*] als auch E[X~] endlich. Also ist der Erwartungswert F[ X] definiert und endlich.

Satz 3.7 (Linearitiit und Monotonie des Erwartungswerts). Fiir Zufallsvariablen X,Y € £1(Q, A, P)
und a, b € R gilt:

(i) X = 0 P-fast sicher = E[X] > 0.
(i) Die Zufallsvariable aX + bY ist bzgl. P integrierbar, und
ElaX +bY] = a-E[X]+b-E[Y].
Insbesondere ist der Erwartungswert monoton:

(iii) X <Y P-fast sicher = E[X] < E[Y].

Zum Beweis der Eigenschaften (i) und (ii) verweisen wir auf die Analysisvorlesung oder die Literatur.
Eigenschaft (iii) folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Nach Aussage (ii) des Satzes ist £!(Q, A, P) ein Vektorraum. Durch
X~Y & PX#Y]=0

wird eine Aquivalenzrelation auf diesem Raum definiert. Eine Konsequenz von Aussage (iii) des Satzes ist,
dass zwei dquivalente (also P-fast sicher identische) Zufallsvariablen denselben Erwartungswert haben:

X~Y =  E[X]=E[Y].

Daher ist der Erwartungswert einer Aquivalenzklasse von P-fast sicher gleichen Zufallsvariablen eindeutig
definiert. In Zukunft verwenden wir hiiufig dieselbe Notation fiir die Aquivalenzklassen und Reprisentanten
aus den Aquivalenzklassen. Satz 3.7 besagt, dass der Erwartungswert ein positives lineares Funktional auf

dem Raum
L'Q AP = LY(QAP)/~

aller Aquivalenzklassen von integrierbaren Zufallsvariablen definiert. Aus dem Satz folgt zudem:

Korollar 3.8 (L! norm). Durch
Xl oap = ELXI]

wird eine Norm auf L'(Q, A, P) definiert. Insbesondere gilt fiir Zufallsvariablen X : Q — R:

E[|X]|]=0 = X =0 P-fast sicher.
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Beweis. Fiir eine Zufallsvariable X : Q — R mit E[|X|] = 0 und & > 0 gilt wegen der Monotonie und
Linearitiit des Erwartungswerts:

1X| 1
Fiir € Y\, O erhalten wir
P[|X|>0] = lim P[|X| > €] = 0,
[1X] > 0] Jim, [1X] = €]
also X = 0 P-fast sicher. Zudem folgt die Dreiecksungleichung:
E[IX+Y|] < E[IX[+[Y]] = E[X]]+E[Y]]
aus der Monotonie und Linearitédt des Erwartungswerts. |

In der Analysis wird gezeigt, dass der Raum L!(Q, A, P) beziiglich der im Korollar definierten Norm ein
Banachraum ist.

Konvergenzsatze

Ein entscheidender Vorteil des Lebesgue-Integrals gegeniiber anderen Integrationsbegriffen ist die Giiltigkeit
von sehr allgemeinen Konvergenzsitzen (Vertauschen von Grenzwerten und Integralen bzw. Erwartungs-
werten). Dass solche Aussagen sehr wichtig sind, und keineswegs immer gelten, demonstriert das folgende
Beispiel:

Beispiel (Setzen mit Verdoppeln). Wir betrachten Setzen mit Verdoppeln auf »Zahl« fiir eine Folge
von fairen Miinzwiirfen. Bei Anfangseinsatz 1 betrigt das Kapital des Spielers nach n Wiirfen

X, = 2" -Ijery,
wobei T die Wartezeit auf den ersten »Kopf« ist. Es folgt
E[X,] = 2"P[T >n] = 2"-27" =1 firallen €N,
das Spiel ist also fair. Andererseits fillt aber P-fast sicher irgendwann einmal »Kopf«, d.h.

lim X,, = 0 P-fast sicher.

n—oo

In dieser Situation ist also
IimE[X,] = 1 # 0 = E[limX,] "
Die Voraussetzungen der Konvergenzsitze 3.9 und 3.12 sind hier nicht erfiillt.
Die im folgenden betrachteten Konvergenzsitze lassen sich alle zuriickfiihren auf einen fundamentalen

Konvergenzsatz. Dieser ergibt sich aus der oben skizzierten Konstruktion des Lebesgue-Integrals, und
charakterisiert dieses zusammen mit der Linearitit und Monotonie:

Satz 3.9 (Satz von der monotonen Konvergenz, B. Levi). Ist (X;),cn eine monoton wachsende Folge
von Zufallsvariablen mit E[X| ] < oo (z.B. X; > 0), dann gilt:

E[supX,] = E[lim X,] = Ilim E[X,] = supE[X,].

neN =X =X neN

Der Beweis findet sich in zahlreichen Lehrbiichern der Integrations- oder Warscheinlichkeitstheorie, siche
z.B. [11, Appendix Al].

Eine erste wichtige Konsequenz des Satzes von der monotonen Konvergenz ist:
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Korollar 3.10. Fiir nichtnegative Zufallsvariablen X;,i € N, gilt:

S

i=1

E

E[X:].

00
=1

i

Beweis. Durch Anwenden von Satz 3.9 auf die Partialsummen erhalten wir:

x| = £lim 3

i=1

E = E

n

S

i=1

lim E

n—oo

(wegen monotoner Konvergenz)

n

= lim E[X;] (wegen Linearitit)
n—o0
i=1

= iE[Xi]. (]
i=1

Bemerkung (Abzihlbare Wahrscheinlichkeitsriume, Summation als Spezialfall von Integration). Falls
Q abzéhlbar ist, kdnnen wir jede Zufallsvariable X : O — R auf die folgende Weise als abzéhlbare Linear-
kombination von Indikatorfunktionen darstellen:

X = ) X))
wWeQ
Ist X > 0, dann folgt nach Korollar 3.10:
EX] = ) X(w)-Pl{w}]
we

Dieselbe Darstellung des Erwartungswerts gilt auch fiir allgemeine reellwertige Zufallsvariablen auf €, falls
der Erwartungswert definiert ist, d.h. falls E[X*] oder E[X~] endlich ist. Damit sehen wir, dass Summation
ein Spezialfall von Integration ist: Ist Q abzéhlbar und p(w) > O fiir alle w € Q, dann gilt

Y X@ pw) = [ xar.

we

wobei P das Mal} mit Massenfunktion p ist. Beispielsweise gilt auch

Z X(w) = / X dv,

we

wobei v das durch v[A] = |A|, A C Q, definierte Zdhlmay; ist. Insbesondere bemerken wir:

Konvergenzsditze wie der Satz von der monotonen Konvergenz lassen sich auch auf abzdhlbare Summen
anwenden!

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Konvergenzsitze, die sich aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz ergeben:
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Korollar 3.11 (Lemma von Fatou). Seien X, Xp,--- : Q — R Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (©, A, P) und sei Y € L1(Q A, P) (zB.Y = 0).

(i) Gilt X;, > Y fiir alle n € N, dann folgt

E[liminf X,,] < liminf E[X,].

(i) Gilt X,, <Y fiir alle n € N, dann folgt

E[limsup X,,] > limsup E[X,].

Beweis. Die Aussagen folgen aus dem Satz iiber monotone Konvergenz. Beispielsweise gilt

E [liminf X,,] = E < lim inf E[X;] = liminf E[X}],
n—oo k>n n—oo k>n n—oo k>n n—o0

lim inf Xk} = lim E [inf X

da die Folge der Infima monoton wachsend, und durch die integrierbare Zufallsvariable ¥ nach unten
beschrénkt ist. Die zweite Aussage zeigt man analog. |

Korollar 3.12 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue). Sei X, : Q — R (n € N) eine
P-fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen. Existiert eine integrierbare Majorante, d.h. eine
Zufallsvariable Y € £1(Q, A, P) mit |X,,| < Y fiir alle n € N, dann gilt

E[limX,] = lim E[X,]. (3.3)

Beweis. Aus dem Lemma von Fatou folgt

A

E[liminf X,,] < liminf E[X,] < limsup E[X,] < E[limsup X,],

daX,>-YeLlundX, <Y e £ firallen e N gilt. Konvergiert X, P-fast sicher, dann stimmen die
linke und rechte Seite der obigen Ungleichungskette iiberein. |

3.2. Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man in verschiedenen Féllen
den Erwartungswert einer Zufallsvariable X : Q — [0, co] aus der Verteilung von X berechnen kann.

Diskrete Zufallsvariablen

Falls X nur abzdhlbar viele Werte annimmt, konnen wir die Zufallsvariable X auf folgende Weise als
abzihlbare Linearkombination von Indikatorfunktionen darstellen:

X= > a-Ix-a)

aeX(Q)

Nach Korollar 3.10 folgt
EIX] = ) Ela-Ix=g] = ), a-PlX=d]

aeX(Q) aeX(Q)
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Dieselbe Aussage gilt allgemeiner fiir diskrete reellwertige Zufallsvariablen mit E[X "] < oo oder E[X "] <
(SO

Fir Zufallsvariablen X : Q — § mit Werten in einer beliebigen abzéhlbaren Menge S und eine Borel-
messbare Funktion /2 : § — R erhalten wir entsprechend

E[h(X)] = Z h(a)- P[X = al, (3.4)

aeX(Q)

falls E[h(X)] definiert ist, also z.B. falls 2 > 0 oder h(X) € L1(Q, A, P) gilt.

Die allgemeine Definition des Erwartungswerts als Lebesgueintegral stimmt also fiir diskrete Zufallsvaria-
blen mit der in Kapitel ?? gegebenen Definition iiberein.

Allgemeine Zufallsvariablen

Die Berechnungsformel (3.4) fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen lédsst sich auf Zufallsva-
riablen mit beliebigen Verteilungen erweitern. Sei dazu (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S, 8) ein
messbarer Raum, X : Q — § eine Zufallsvariable, und / : § — [0, o] eine messbare Abbildung.

Satz 3.13 (Transformationssatz). Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
Enlh0) = [hx@)P@o) = [houan = EnL

wobei ¢ = P o X~! die Verteilung von X unter P ist, und Ep bzw. E,, den Erwartungswert unter P bzw. u
bezeichnet.

Die Erwartungswerte hingen somit nur von der Verteilung von X ab!
Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

(i) Ist h = Ip die Indikatorfunktion einer messbaren Menge B € $B, dann erhalten wir

E[h(X)] = / I5(X(@)) Pdw) = PIX"'(B)] = ulB] = / Is di

da Ig(X(w)) = Ix-1(p)(w) fiir alle w € Q gilt.

(ii) Fiir Linearkombinationen /& = 2?21 ¢iIp, von Indikatorfunktionen mit n € N, ¢; € R, und B; € B gilt
die Aussage auch, da das Lebesgueintegral linear vom Integranden abhiingt.

(iii) Fiir eine allgemeine messbare Funktion & > 0 existiert schlieBlich eine monoton wachsende Folge #,,
von Elementarfunktionen mit 4,(x)  h(x) fiir alle x € S. Durch zweimalige Anwendung des Satzes
von der monotonen Konvergenz erhalten wir erneut:

E[h(X)] = E[lim hy(X)] = lim E[hy(X)] = lim / By du = / h dy.

Bemerkung. Das hier verwendete Beweisverfahren der »maftheoretischen Induktion« wird uns noch sehr
hiufig begegnen: Wir zeigen eine Aussage

(i) fiir Indikatorfunktionen,
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(ii) fiir Elementarfunktionen,
(iii) fiir nichtnegative messbare Funktionen,
(iv) fiir allgemeine integrierbare Funktionen.

Den letzten Schritt haben wir im Beweis oben weggelassen - er liefert uns, dass die Aussage von Satz 3.13
auch fiir beliebige messbare Funktionen / : § — R mit 2(X) € £L1(Q, A, P) gilt.

Fiir eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable X definieren wir genau wie fiir diskrete Zufallsvariablen
die Varianz Var[X] und die Standardabweichung o-[X|] durch

Var[X] = E[(X - E[X]))?], o[X] = +/Var[X].

Auch in diesem Fall folgen aus der Linearitit des Erwartungswerts die Rechenregeln
Var[X] = E[X?]-E[X]% und (3.5)
Var[aX +b] = Var[aX] = a*- Var[X] fiir alle @, b € R. (3.6)

Insbesondere ist die Varianz genau dann endlich, wenn E[X?] endlich ist. Nach Korollar 3.8 gilt zudem
genau dann Var[X] = 0, wenn X P-fast sicher konstant ist. Aufgrund des Transformationssatzes kdnnen wir
den Erwartungswert und die Varianz auch allgemein aus der Verteilung ux = P o X! berechnen:

Korollar 3.14 (Berechnung von Erwartungswert und Varianz aus der Verteilung). Der Erwartungs-
wert E[X] und die Varianz Var[X] einer reellwertigen Zufallsvariable X hingen nur von der Verteilung
pux = Po X! ab:

Var[X] = / (x — %)% ux(dx) mit X = E[X] = / x px(dx).

Beweis. Durch Anwenden von Satz 3.13 auf die nicht-negativen Zufallsvariablen X und X~ erhalten wir

E[X] = E[X*]- E[x] = / **px(d) - / xpx(dx) = / xux(dx),  und

Var[X] = E[X-E[X]*] = / (x — E[X])* ux(dx).

Der nichste Satz zeigt unter anderem, wie man den Erwartungswert einer nicht-negativen Zufallsvariable
T konkret aus der Verteilungsfunktion

Fr(t) = P[T <t] = pur[[0,1]], teR, berechnet:

Satz 3.15 (Berechnung von Erwartungswerten aus der Verteilungsfunktion). Fiir jede Zufallsvaria-
ble T : Q — R, und jede stetig differenzierbare Funktion 2 : R — R, gilt

E[W(T)] = h(0)+/0w P[T > t|h'(¢t) dt = h(0)+/000(1 —Fr(0)h'(¢) dt.
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Beweis. Wegen
T(w) 00
W) =) = [ i@ = [ @

erhalten wir
E[WT)] - h(0) = E [ /0 N Lipsp h(1) dt] = /O OOE [Iirsiy ' ()] dt = /0 B P[T > t] W (¢) dt.

Hierbei haben wir im Vorgrift auf Abschnitt 3.3 den Satz von Fubini benutzt, der gewihrleistet, dass man
zwei Lebesgueintegrale (das Integral {iber # und den Erwartungswert) unter geeigneten Voraussetzungen
(Produktmessbarkeit) vertauschen kann, siehe Satz 3.22. [ |

Bemerkung (Lebesgue-Stieltjes-Integral). Das Lebesgue-Stieltjes-Integral [ g dF einer messbaren Funk-
tion g : R — [0, oo] bzgl. der Verteilungsfunktion F einer Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf R ist definiert
als das Lebesgue-Integral von g bzgl. u:

/ o) dF() = / o(0) u(dr).

Ist g stetig, dann ldsst sich das Integral als Limes von Riemann-Stieltjes-Summen darstellen. Nach dem
Transformationssatz gilt fiir eine Zufallsvariable T : Q — R, und & € C(R4, R,):

WD) = [hourdn = [ nodro,
Die Aussage von Satz 3.15 ergibt sich hieraus formal durch partielle Integration.

Beispiel (Exponentialverteilung). Fiir eine zum Parameter 4 > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable
T erhalten wir

(o) (o] 1
E[T] = / P[T >t]ldt = / eMdr = -,
0 0 4

Die mittlere Wartezeit ist also der Kehrwert der Intensitét. Mit partieller Integration folgt zudem

E[T?] = /P[T>t] 2edt = /2te_’l’ dt = z/e—ﬂ’ dt = 5 also
0 0 0
1
o[T] = +Var[T] = (E[T?]-E[TP)'? = T

Die Standardabweichung ist somit genauso grof3 wie der Erwartungswert!

Beispiel (Heavy tails). Sei @ > 0. Fiir eine Zufallsvariable T : Q — [0, c0) mit
PIT>t] ~ ¢ fiir t — oo

ist der Erwartungswert E[T] = fom P[T > t]dt genau dann endlich, wenn @ > 1 ist. Allgemeiner ist das
p-te Moment

E[TP] = /P[Tp>t]dt =
0

P [T > tl/P] dt

N—— e
~t—alp

St~

genau fiir p < a endlich. Beispielsweise ist T fiir @ € (1, 2] integrierbar, aber die Varianz ist in diesem
Fall unendlich.
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Zufallsvariablen mit Dichten

Die Verteilungen vieler Zufallsvariablen haben eine Dichte bzgl. des Lebesguemalies, oder bzgl. eines
anderen geeigneten Referenzmalles. In diesem Fall konnen wir Erwartungswerte durch eine Integration
bzgl. des Referenzmalles berechnen. Sei (S, 8) ein messbarer Raum und v ein Mal auf (S, 8) (z.B. das
Lebesguemall oder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Definition 3.16 (Wahrscheinlichkeitsdichte). Eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf (S, 8, v) ist eine
messbare Funktion o : § — [0, co] mit

odv = 1.
S

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf (S, 8) hat o als Dichte bzgl. des Referenzmafes v, falls

u[B] = / odv = /IB odv fiir alle B € B gilt. 3.7
B

Satz 3.17 (Integration bzgl. WahrscheinlichkeitsmaBen mit Dichten). Ist o eine Wahrscheinlichkeits-
dichte auf (S, 8B, v), dann wird durch (3.7) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf (S, 8) definiert. Fiir
jede messbare Funktion 4 : S — [0, co] gilt

/hd,u = /hgdv. (3.8)

Insbesondere gilt fiir jede Zufallsvariable X mit Verteilung p:

E[X)] = /hgdv.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass y eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S, 8) ist: Sind By, By, ... € B
disjunkte Mengen, so folgt wegen ¢ > 0 nach Korollar 3.10:

,U[UBi] = /IUB,-QdV = /ZlBiQdV = Z/IBiQdV = Zﬂ[Bi]-

Zudem gilt u[S] = [ odv =1, da g eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Die Aussage (3.8) beweisen wir durch maftheoretische Induktion:
(i) Die Aussage folgt unmittelbar, wenn h = Ip fiir B € 8 gilt.

(i) Fiir Linearkombinationen i = 3| ¢;Ip, folgt die Aussage aus der Linearitit beider Seiten von (3.8)
in h.

(iii) Fir allgemeine & > O existiert eine Teilfolge 4, aus Elementarfunktionen mit /,, /" h. Daher folgt
mit monotoner Konvergenz:

/hd,u = lim/hnd,u = lim/hngdv = /hgdv.

Die Aussage iiber den Erwartungswert folgt aus (3.8) iiber den Transformationssatz. |
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Bemerkung (Eindeutigkeit der Dichte). Durch (3.7) wird die Dichte o(x) der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung u bzgl. des Referenzmalles v bis auf Gleichheit fiir v-fast alle x eindeutig festgelegt: Existiert eine
weitere Funktion g € £L1(S, B, v) mit

/ odv = ulB] = / odv fiir alle B € B, (3.9)
B B
dann folgt
/(Q -0 dv = / (0—0)dv =0, und entsprechend
{o>0}
/(Q—@_dv = / (0—-0)dv = 0.
{o<o}

Somit erhalten wir (0 — 0)* = (0 — 0)~ = 0 v-fast iiberall, also o = ¢ v-fast iiberall. Tatsdchlich ist
die Dichte bereits v-fast iiberall eindeutig festgelegt, wenn die Bedingung (3.7) fiir alle Mengen B aus
einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem der o-Algebra B erfiillt ist. In diesem Fall definieren beide
Seiten in (3.9) Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die auf dem Erzeugendensystem, und damit auf ganz B,
tibereinstimmen.

Notation. Die Aussage (3.8) rechtfertigt in gewissem Sinn die folgenden Notationen fiir eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung u mit Dichte o bzgl. v:

u(dx) = o(x) v(dx) bzw. du = odv bzw. u=o0-v.

Fiir die nach der Bemerkung v-fast iiberall eindeutig bestimmte Dichte von u bzgl. v verwenden wir
dementsprechend auch die Notation

o = ().

Wichtige Spezialfille.

(i) MASSENFUNKTION ALS DICHTE BZGL. DES ZAHLMASSES.
Das Zihlmal auf einer abzihlbaren Menge S ist das durch

v[B] = |B| flirBCS

definierte MaB. Die Massenfunktion p(x) := u[{x}] einer Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf S ist
eine Dichte von u bzgl. des ZdhlmaBes v, denn es gilt

ulB] = Zp(x) = /pdv fiir alle B C S.
B

xXeB

Insbesondere ist die Massenfunktion px einer Zufallsvariable X : Q — § eine Dichte der Verteilung
von X bzgl. des ZihlmaBes. Die Berechnungsformel fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen
ergibt sich damit als Spezialfall von Satz 3.17:

E[h(X)] 2 / hpxdv = h@px(a) firalleh:S — [0,c0].

acsS

(ii) DicHTEN BzGL. DES LEBESGUE-MASSES.
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf R mit Borelscher o-Algebra hat genau dann eine Dichte
o0 bzgl. des d-dimensionalen Lebesgue-MafBes 19, wenn

pl(=o0,c1]% .. X (=00, cql] = / o(xts s xa) A%4(d)
(=00,c1]X...x(=00,c4]

A. Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 83
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(iii)

&4

fiir alle (cy, . . ., cq) € R? gilt. In diesem Fall ist o namlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte, beziiglich
der u[B] = [; o(x) A4(dx) fiir alle Mengen aus einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem der
Borelschen o-Algebra gilt.

Insbesondere hat die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariable X genau dann die Dichte fx bzgl.
des eindimensionalen Lebesguemalies A, wenn

c

Fx(e) = uxl(~coc]] = / fx(x)dx  firallec e R

—00

gilt. Die Verteilungsfunktion ist in diesem Fall eine Stammfunktion der Dichte, und damit A-fast
tiberall differenzierbar mit Ableitung

Fy(x) = fx(x) fiir fast alle x € R.

Fiir den Erwartungswert ergibt sich
EBCOL = [ Mo
R

fiir alle messbaren Funktionen / : R — R mit 4 > 0 oder h € L'(R, B(R), ).

Beispiel (Normalverteilungen). Die Dichte der Standardnormalverteilung bzgl. des Lebesgue-Males

ist o(x) = 2m)~Y 2=%*/2_ Damit erhalten wir fiir den Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsva-
riable Z ~ N(0, 1):

(o)

E[Z]:/ x(27r)_1/2e_"2/2dx = 0,

0

und, mit partieller Integration,

Var[Z] = E[Z%] = / 2 Q2r) e gy = / Q) Ve 2 gy = 1.

—00 (o8]

Ist X eine N(m, o?)-verteilte Zufallsvariable, dann ist Z = )% standardnormalverteilt, und es gilt
X =m+oZ,also
E[X] = m+0E[Z] = m, und
Var[X] = Varf[cZ] = o?Var[Z] = o>

Die Parameter m und o geben also den Erwartungswert und die Standardabweichung der Normalvertei-
lung an.

REeLATIVE DicHTEN. Seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Raum
(S, B) mit Dichten f bzw. g beziiglich eines ReferenzmaBes A (zum Beispiel bzgl. des Zdhlmafes
oder des Lebesgue-MalBes). Gilt g > 0 A-fast liberall, dann hat u bzgl. v die Dichte

du S dp/dd
dv g dv/dl

denn nach Satz 3.17 gilt fiir alle B € B:

ulB] = /dea = /ngd/lz/Bgdv.

In der Statistik treten relative Dichten als ,Likelihoodquotienten* auf, wobei f(x) bzw. g(x) die
,Likelihood* eines Beobachtungswertes x bzgl. verschiedener moglicher zugrundeliegender Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen beschreibt, s. Abschnitt 6.4.
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3.2. Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Existenz von Dichten

Wir geben nun ohne Beweis den Satz von Radon-Nikodym an. Dieser Satz besagt, dass eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung genau dann eine Dichte bzgl. eines anderen (o -endlichen) Mafes v hat, wenn alle
v-Nullmengen auch u-Nullmengen sind. Hierbei nennen wir ein MaB v auf einem messbaren Raum (S, 8)
o-endlich, wenn eine Folge von messbaren Mengen B, € 8 mit v[B,]| < cound S = |J,,cn By existiert.

Definition 3.18 (Absolutstetigkeit und Singularitit von Mafien).

(1) Ein MaB u auf (S, 8) heilit absolutstetig bzgl. eines anderen Mafles v auf demselben messbaren
Raum (u < v) falls fiir alle B € B gilt:

v[B] =0 = u[B] =0
pund v heillen dquivalent (u ~ v), falls y < vund v < p.

(ii) Die MaBe p und v heiBen singulir (u L v), falls eine Menge B € B mit v[B] = 0 und u[B¢] = 0
existiert.

Beispiel (Dirac-MaB). Ein DiracmaB ¢,, x € R, ist singuldr zum Lebesguemal} A auf R.

Der folgende Satz zeigt, dass Absolutstetigkeit dquivalent zur Existenz einer Dichte ist. Insbesondere
entspricht die in Abschnitt 1.3 gegebene Definition der Absolutstetigkeit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
p auf R gerade der Absolutstetigkeit von u bzgl. des Lebesguemales.

Satz 3.19 (Radon-Nikodym). Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall ¢ und ein o-endliches Mal} v gilt y < v
genau dann, wenn eine Dichte o € L1(S, B, v) existiert mit

ulBl = / odv fiir alle B € 8.
B

Die eine Richtung des Satzes zeigt man leicht: Hat i eine Dichte bzgl. v, und gilt v[B] = 0, so folgt

u[B] = /de = /Q']de = 0
B

wegen o-Ip = 0 v-fastiiberall. Der Beweis der Umkehrung ist nicht so einfach, und kann funktionalanalytisch
erfolgen, siehe z.B. Klenke: ,,Wahrscheinlichkeitstheorie®. Ein stochastischer Beweis des Satzes von Radon-
Nikodym basierend auf dem Martingal-Konvergenzsatz findet sich z.B. in Williams: ,,Probability with
martingales” [11].

Beispiel (Absolutstetigkeit von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Sind xund v Male auf
einer abzéhlbaren Menge S, dann gilt u < v genau dann, wenn u(x) = O fiir alle x € S mit v(x) = 0 gilt.
In diesem Fall ist die Dichte von u bzgl. v durch

p u(x)
u aaSads
Tw =

v beliebig  sonst,

falls v(x) # 0,

gegeben. Man beachte, dass die Dichte nur fiir v-fast alle x (also fiir alle x mit v(x) # 0) eindeutig
bestimmt ist.
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In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir ein Wahrscheinlichkeitsmall u auf (R", 8(R™)) ab-
solutstetig, falls es absolutstetig bzgl. des n-dimensionalen Lebesguemales ist. Nach dem Satz von Radon-
Nikodym ist dies genau dann der Fall, wenn eine 8(R")-messbare Dichtefunktion f : R” — [0, co) existiert
mit

uBl = /B fde = / I5(0)f(x) dx

fiir jeden Quader, bzw. allgemeiner fiir jede Borel-Menge B C R". Die Dichtefunktion ist bis auf Modifikation
auf einer Lebesgue-Nullmenge eindeutig bestimmt.

Beispiel (Gleichverteilung auf einer Teilmenge des R"). Die Gleichverteilung Unifg auf einer messba-
ren Teilmenge S des R” mit endlichem positivem Lebesgue-Mal A [S] ist definiert durch

A'[BnS] 1
An[s] an[s]
Unify ist absolutstetig mit Dichte f(x) = Is(x)/A"[S].

Unifg [B] =

/ Is(x)dx fiir B € B(R").
B

Seien nun u und v zwei WahrscheinlichkeitsmaBe und 5 ein positives Maf} auf (S, 8). Ist u absolutstetig
bzgl. v mit Dichte du/dv, dann gilt nach Satz 3.17:

d,
/h du = /h . d—ﬂ dv fiir alle messbaren Funktionen /2 : S — R,. (3.10)
%

Die folgenden Aussagen ergeben sich unmittelbar daraus:

Satz 3.20. (i) Ist u absolutstetig bzgl. v mit v-fast {iberall strikt positiver relativer Dichte, dann ist auch
v absolutstetig bzgl. u, und

dv du -l .
—(x) = —(x) fiir y-fast alle x € S.
du dv

(ii) Ist u absolutstetig bzgl. v und v absolutstetig bzgl. 7, dann ist u auch absolutstetig bzgl.  mit Dichte

@(x) = @(x) ﬂ(x) fiir n-fast alle x € S.
dn dv: " dn

Beweis. Sei o = du/dv und ¥ = dv/dn. Gilt o > 0 v-fast {iberall, dann folgt
VB = [ 1a(e oy = [ oo u(an)
fiir alle B € 8. Entsprechend erhalten wir im zweiten Fall
i8] = [ e v(@n) = [ Iaetaweona).
nach (3.10). |

3.3. Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Seien (S;, B;), 1 <i < n, messbare Rdume. Wir wollen allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem
Produktraum S; X ... X S, konstruieren und effektiv beschreiben. In Analogie zu diskreten, mehrstufigen
Modellen versuchen wir diese in der Form

P(dx...dx,) = p(dx)p(x1, dx2)p((x1, x2), dx3) - - - p((x1, ..., Xp—1), dXp)

darzustellen.
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3.3. Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Stochastische Kerne und der Satz von Fubini

Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2; der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Iteration der Konstruktion.
Seien also (S, 8) und (7, C) messbare Rdume, und sei

(QA) =(SxT, B®C)

der Produktraum versehen mit der Produkt-o-Algebra. Unser Ziel ist die Konstruktion einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung P auf (Q, A) vom Typ

P(dxdy) = u(dx)p(x,dy).

Dabei ist p(x, dy) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der zweiten Komponente, die vom Wert x der
ersten Komponente abhingt.

Definition 3.21 (Stochastischer Kern). Eine Abbildung
p:SxC—[0,1], (x,C) > p(x, C),
heif3t stochastischer Kern, wenn folgendes gilt:
(1) p(x, o) ist fiir jedes x € S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (7, C), und

(ii) p(e, C) ist fiir jedes C € C eine messbare Funktion auf (S, 8).

Bemerkung (Diskreter Spezialfall). Sind S und 7' abzéhlbar mit o-Algebren 8 = P(S) und C = P(T),
dann ist p eindeutig festgelegt durch die Matrix mit Komponenten

p(x,y) = plx,{y}) (xeS,yeTl).

Da p ein stochastischer Kern ist, ist p(x, y) (x € S,y € T) eine stochastische Matrix.

Der folgende Satz zeigt im allgemeinen Fall die Existenz eines zweistufigen Modells mit y als Verteilung
der ersten Komponente, und p(x, e) als bedingter Verteilung der zweiten Komponente gegeben den Wert
x der ersten Komponente. Der Satz zeigt zudem, dass Erwartungswerte im mehrstufigen Modell durch
Hintereinanderausfiihren von Integralen berechnet werden konnen.

Satz 3.22 (Fubini). Sei u(dx)eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S, $) und p(x, dy) ein stochastischer
Kern von (S, B) nach (T, C). Dann existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung u ® p auf (€, A)
mit

(u®p)BxC]= / u(dx) p(x, C) fiiralle Be B, C € C. (3.11)
B

Fiir diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:

/f du®p) = / (/ f(xy) p(x, dy)) u(dx) fiir alle A-messbaren f : Q — R,. (3.12)

Beweis. (i) FEindeutigkeit: Das Mengensystem {B X C : B € 8, C € C} ist ein durchschnittsstabiler
Erzeuger der Produkt-o-Algebra (A. Also ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung y ® v durch (3.11)
eindeutig festgelegt.
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(ii) Existenz: Wir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilung u ® p iiber (3.12) mit f = I4, A € A,
definieren. Dazu miissen wir liberpriifen, ob die rechte Seite in diesem Fall definiert ist (d.h. ob die
Integranden messbar sind), und ob

(u®p)A] := / ( / La(x, y) p(x, dy)) u(dx)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€, A) definiert.

Fiir Produktmengen A = B x C (B € B,C € () ist die Funktion x +— [ I4(x, y)p(x,dy) nach
Definition des stochastischen Kerns messbar. Da die Mengen A € A, fiir die diese Funktion messbar
ist, ein Dynkinsystem bilden, folgt die Messbarkeit fiir alle A € A.

U ® p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn einerseits folgt

W®mm=w®mmxﬂ=/(/h@h@ﬂn@ﬁwaum=1

wegen [, p(x, dy) = p(x,T) = 1; andererseits gilt fiir disjunkte Mengen A; (i € N)

lya, = Z Ia;,

woraus unter zweimaliger Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt:

UAi / ( / ZIAi(x, y) p(x, dy)
Z / ( / I, (x, ) p(x, dy)) p(dx)

ZW®mm1

(H®p) u(dx)

Durch mafitheoretische Induktion zeigt man nun, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung y ® p auch
(3.12) erfiillt. |

Als nichstes wollen wir die Randverteilungen des gerade konstruierten zweistufigen Modells berechnen.
Sei also P := u ® p, und seien

X: SxT — S , Y. SxXT — T |,
(6y) > x (xy) =y
die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente. Wegen p(x,T) = 1 gilt:

P[Xe€B]=P[BxT]= / u(dx) p(x,T) = u[B] VBeS,
B

also ist die Verteilung P o X~! der ersten Komponente gleich y. Fiir die Verteilung der zweiten Komponente
erhalten wir

P[YeC]=P[SxC(C] = / u(dx) p(x, C) VCeC.
s

Definition 3.23. Die durch
wm::ﬂmmm cec,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (7, C) heifit Mischung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
p(x, ) beziiglich .
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3.3. Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Wie gerade gezeigt, ist up = P o Y~! die Verteilung der zweiten Komponente im zweistufigen Modell.
Sind S und T abzihlbar, dann sind ¢ ® p und pp die schon in Abschnitt ?? betrachteten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen mit Gewichten

(n®p)x,y) = wx)plxy)
1P)(y) = D p(x) plx,y).
xeS

Die Massenfunktionen von u ® p und up sind in diesem Fall durch das Tensor- bzw. Matrixprodukt des
Zeilenvektors p und der stochastischen Matrix p gegeben.

Im folgenden Beispiel ist die zweite Komponente eine deterministische Funktion der ersten Komponente:

Beispiel (Deterministische Kopplung). Gilt p(x, e) = dy(, fiir eine messbare Funktion f : § — T,
dann folgt (u® p)[{(x,y) : y = f(x)}] = 1. Die zweite Komponente ist also durch die erste Komponente
mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig festgelegt. Die Verteilung der zweiten Komponente ist in diesem Fall
das Bild von u unter f:

pp =po f.

Wir betrachten nun den umgekehrten Extremfall, bei dem die zweite Komponente unabhéngig von der ersten
ist. In diesem Fall ist u ® p ein Produktmal.

ProduktmaBe und Produktdichten

Ist p(x, ®) = v eine feste (von x unabhingige) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (7, C), dann ist u ® p das
Produkt ¢ ® v der Wahrscheinlichkeitsverteilungen ¢ und v. Der Satz von Fubini liefert also die Existenz
des Produktmafes, und die schon mehrfach verwendete Berechnungsformel

/ Fduey) = /S ( /T ) v(dy>) u(d) (3.13)

fiir die Integrale nicht-negativer oder integrierbarer messbarer Funktionen bzgl. des Produktmales. Die
Integrationsreihenfolge kann man in diesem Fall vertauschen, denn wegen

(u®v)[BxC] = u[B]v[C] firalle Be B, CeC (3.14)
gilt (v ® u) o R™! = u ® v, wobei R(x, y) = (y, x), und damit nach (3.13) und dem Transformationssatz:

/ ( / fxy) ll(dx)) v(dy) / ( / F(R(y, x)) ,u(dx)) v(dy) = / foR d(ve u)
/fd(ﬂ@v)= /(/f(x,y) V(dy)) p(dx).

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments erhalten wir zudem:

Satz 3.24. Seien (S;, B;, u;) Wahrscheinlichkeitsrdaume (1 < i < n). Dann existiert eine eindeutige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ) ® ... ® u, auf (S X ... X S, B| ® ... ® B,,) mit

n
(U1 ® ... ® up)[B1 X ... X By] = l_l,u,-[Bl-] firalle B; € 8; (1 <i<n).
i=1

Fiir alle produktmessbaren Funktionen f : S; X ... X S;; — [0, co) gilt:

/ Fd(n ® ... ® i) = / ( / o ) o)

wobei die Integration auch in beliebiger anderer Reihenfolge ausgefiihrt werden kann.
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Beweis. Die Existenz folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes von Fubini, die Eindeutigkeit aus dem
Eindeutigkeitssatz. Dass die Integrationsreihenfolge vertauscht werden kann, zeigt man dhnlich wie im oben
betrachteten Fall n = 2. [ ]

Die Aussage von Satz 3.24 gilt nicht nur fiir Wahrscheinlichkeitsmafle, sondern allgemeiner fiir beliebige
o-endliche MaBle wie zum Beispiel das Lebesguemal3. Insbesondere kann das n-dimensionale Lebesgue-
Integral einer beliebigen Borel-messbaren nicht-negativen Funktion f : R” — R als Hintereinanderausfiih-
rung von eindimensionalen Integralen nach den Koordinaten xi, . . ., x, berechnet werden:

Rnf(x)dx = /R---/Rf(xl,...,xn)dxn---dxl.

Hierbei konnen die eindimensionalen Integrationen in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt werden.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall eines Produkts absolutstetiger Wahrscheinlichkeitsmale.
Endliche Produkte von absolutstetigen WahrscheinlichkeitsmaB3en sind wieder absolutstetig, und die Dichte
ist das Produkt der einzelnen Dichten:

Korollar 3.25 (Dichten von ProduktmaBlen). (i) Sind yy, ..., u, absolutstetige Wahrscheinlichkeits-
maBe auf (R, B(R)) mit Dichtefunktionen fi, ..., f,, dann ist das Produkt u = y; ® ... ® u, €in
absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R”, B(R")) mit Dichtefunktion

f(xg, . x,) = l_[fi(xi)-
i=1

(i) Entsprechend gilt: Sind yjy, ..., u, und vy, ..., v, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf messbaren
Réaumen (S1, B1), ..., (Sy, By) mit u; < v; fiiralle 1 < i < n, dann ist auch y; ® r @ ...  wy,
absolutstetig bzgl. v ® v» ® . .. ® v, mit relativer Dichte

A ®...®v,) " i dvi o

Beweis. (i) Fiir jede Produktmenge B = B; X...X B, mit Mengen B; € B(R) gilt nach dem Satz von Fubini:

B| = |ABil = (X)) dx; = 1 yeeesXn (%) dxy - - - dxy,.
ulB] ];[u[] DB[fum / /B<x1 x)];[f(X)xl .

Hieraus folgt die Behauptung, da die Produktmengen einen durchschnittsstabilen Erzeuger der Borel o -
Algebra auf R" bilden.
(ii) Der Beweis des zweiten Teils der Aussage verlauft dhnlich. |

Beispiel (Gleichverteilung auf n-dimensionalem Quader). Ist y; = Unif(,, ) die Gleichverteilung
auf einem endlichen Intervall (a;, b;), —c0 < @; < b; < co, dannist u = y; ®...® u, die Gleichverteilung
auf dem Quader S = (ay, b;) X ... X (ay, by), denn fiir die Dichtefunktion gilt:

n

Lig; v (xi
f(xt,... x,) = 1_[ (;,'l.’b_l)if) - [/ng[(;])

i=1

Ein anderes Produktmal} von fundamentaler Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist die mehr-
dimensionale Standardnormalverteilung:
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3.3. Mehrstufige Modelle und bedingte Dichten

Beispiel (Standardnormalverteilung im R"). Das Produkt u = ®?:1 N(0, 1) von n eindimensionalen
Standardnormalverteilungen ist eine absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R”, B(R™)) mit
Dichte

f( = g L _x_iz = -n/2 _M n
XlyeouyXy) = l_[ mexp > = (2n) exp > | x € R".

i=1

Das MaB u heiB3t n-dimensionale Standardnormalverteilung.

Abbildung 3.2.: Dichte der Standardnormalverteilung in R.

Die Aussage von Korollar 3.25 gilt nicht fiir unendliche Produkte:

Beispiel (Singularitit von unendlichen ProduktmaBen). Sind u und v zwei unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Raum (S, 8), dann ist das unendliche Produkt u*® :=
;e 1 nicht absolutstetig zu v := (X); . v- In der Tat gilt ndmlich nach dem Gesetz der groBen

Zahlen:
1 n
u® {(xl,xg,...)GS“’ : lim —ZIB(xl-) = H[B]} = 1
noeen i=1
1 n
y {(xl,xz,...)ESm : ,}L‘EOZZIB(’“Z') = V[B]} = 1
i=1

fiir alle B € B. Ist u # v, dann existiert eine Menge B € 8B mit u[B] # v[B]. Also sind die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen ¢ und v in diesem Fall sogar singuldir. In Satz 6.7 werden wir sehen, dass
die relativen Dichten du*/dv" der endlichen Produktmale fiir 4 # v und n — co exponentiell schnell
anwachsen.

Bedingte Dichten und Bayessche Formel

Wir betrachten nun Situationen mit nichttrivialer Abhédngigkeit zwischen den Komponenten im kontinuier-
lichen Fall. Seien X : Q — R" und Y : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), deren gemeinsame Verteilung absolutstetig ist mit Dichte fx y, d.h.

P[XeBYe(C] = //fX,y(X, y)dy dx fiir alle B € B(R"), C € B(R™).
B C
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Nach dem Satz von Fubini sind dann auch die Verteilungen von X und Y absolutstetig mit Dichten

fx(x) = /fX,Y(xa)J)d)@ und  fy(y) = /fX,Y(x,y)dM
Rm Rn

Obwohl bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben X = x nicht im herkdmmlichen Sinn definiert werden
konnen, da das Ereignis {X = x} eine Nullmenge ist, konnen wir die bedingte Dichte und die bedingte
Verteilung von Y gegeben X in diesem Fall sinnvoll definieren. Anschaulich betridgt die Wahrscheinlichkeit,
dass der Wert von Y in einem infinitesimal kleinen Volumenelement dy liegt, gegeben, dass der Wert von X
in einem entsprechenden infinitesimalen Volumenelement dx liegt:

P[X edx,Y edy]  fxy(x,y)dxdy
P[YGdleGdX] P[Xedx] = W
fX,Y(x’ y) dx
fx(x)

Diese heuristische Uberlegung motiviert die folgende Definition:

Definition 3.26 (Bedingte Dichte). Die Funktion fy|x : R™ x R" — [0, co] mit

Sxy(x,y)

———— fall 0
Frix(ylx) = Fx(x) alls fx(x) #

Fr(y) falls fy(x) = 0,

heilBt bedingte Dichte von Y gegeben X, und die von x abhingende Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(5,C) = / fxOl)dy,  firC e BER™,
C

heiBt bedingte Verteilung von Y gegeben X.

Bemerkung. (i) Fiir festes x ist die bedingte Dichte eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R™. Da fy|x
produktmessbar ist, ist die bedingte Verteilung p(x, dy) nach dem Satz von Fubini ein stochastischer
Kern von R™ nach R,

(ii) Auf der Nullmenge {x € R" : fx(x) = 0} sind die bedingte Dichte fy|x(y|x) und die bedingte
Verteilung von Y gegeben X = x nicht eindeutig festgelegt - die oben getroffene Definition iiber die
unbedingte Dichte ist relativ willkiirlich.

Das folgende Lemma rechtfertigt Definition 3.26:

Lemma 3.27. ux Q p ist die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y bzgl. P.
Beweis. Nach Definition der bedingten Dichte gilt

Fxy) = frix(ylx) fx(x) (3.15)
fiir alle x, y mit fx(x) > 0. Im Fall fx(x) = 0 gilt f(x, y) = 0 und damit (3.15) fiir fast alle y. Daher folgt

/B/Cf(x,y)dydx = /B(/nyp((ylx)dy) fx(x)dx

/B P ) px(dx) = (ux ® p)B X C]

P[(X,Y) € BXC]
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fiir alle B € 8(R™)und C € B(R™). Die Aussage folgt, da die Produkte von Borel-Mengen ein durchschnitts-
stabiles Erzeugendensystem der Borelschen o-Algebra auf dem Produktraum R x R™ bilden. |

Aus der Definition der bedingten Dichte ergibt sich unmittelbar eine Variante der Bayesschen Formel fiir
absolutstetige Zufallsvariablen:

Satz 3.28 (Bayessche Formel). Fiir (x, y) € R” X R™ mit fy(y) > 0 gilt

FerGly) Jx(xX) frix(y]x)
x|y .
| [ A frix (1) dx
Rn
Beweis. Aus der Definition folgt
Ferxly) fxy(y) o _ fxy(x,y)
| F() J fer(xy) dx’
Rn
und damit die Behauptung. |

In Modellen der Bayesschen Statistik interpretiert man fx(x) als Dichte der a priori angenommenen
Verteilung eines unbekannten Parameters X, und fy|x(y|x) als MaB fiir die Plausibilitit (,,Likelihood*) des
Parameterwertes x, wenn der Wert y der ZufallsgroBe Y beobachtet wird. Die Bayessche Formel besagt dann,
dass die Verteilung von X, von der man a posteriori (d.h. nach der Beobachtung von y) ausgeht, die Dichte

Fxiy(xly) = const.(y) - fx(x)- frix(y|x)
A posteriori Dichte o A priori Dichte x Likelihood

hat. Trotz der einfachen Form der Bayesschen Formel ist es im Allgemeinen nicht trivial, Stichproben von
der A-posteriori-Verteilung zu simulieren, und Erwartungswerte numerisch zu berechnen. Problematisch ist
u.A., dass die Berechnung der Normierungskonstanten die Auswertung eines (hdufig hochdimensionalen)
Integrals erfordert. Ein wichtiges Verfahren zur Simulation von Stichproben in diesem Zusammenhang ist
der Gibbs-Sampler.

Sind X und Y gemeinsam normalverteilt, dann kann man die wichtigsten Erwartungswerte bzgl. der A-
posteriori-Verteilung im Prinzip exakt berechnen. Wir demonstrieren dies nun in einem grundlegenden
Beispiel eines zweistufigen Modells. Ahnliche Modelle treten in zahlreichen Anwendungen auf.

Beispiel (Signalverarbeitung). Sei S =7 =R!, also
SxT=R*>={(x,y) : x,y €R}.

Wir interpretieren die erste Komponente x als GroBe eines nicht direkt beobachtbaren Signals, und die
zweite Komponente y als verrauschte Beobachtung von x. In einem einfachen Bayesschen Modell nimmt
man z.B. a priori an, dass Signal und Beobachtung normalverteilt sind:

Signal x ~ N(O,v), v>0,
Beobachtung y ~ N(x,&), &>0.

Die Verteilung der ersten Komponente und der Ubergangskern zur zweiten Komponente sind

u(dx)
p(x, dy)

Sx(x) A(dx),
Srix(ylx) A(dy)
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mit den Dichten

1 .X2
fx(x) = e (Dichte der Verteilung der ersten Komponente X),
2y
1 y-x)
frix(lx) = e_( = (bedingte Dichte der zweiten Komponente Y gegeben X = x).
V2re

Die gemeinsame Verteilung 4 ® p von Signal und Beobachtungswert ist dann eine bivariate Normal-
verteilung (siehe Abschnitt 3.4) mit Dichte

Fxy(xy) = fx(x) frix(ylx)
3 o (_(8+V))C2 —2vxy+vy2)
T 2m\ve P 2ve

!

bzgl. des zweidimensionalen Lebesgue-MaBes. Hierbei ist

Co (v v )
v v+e
die Kovarianzmatrix der Verteilung, sieche Abschnitt 3.5. Als Dichte der Verteilung up von Y ergibt sich

()= /fx,y(x, y) dx.

Nach der Bayesschen Formel erhalten wir fiir die A-posteriori-Dichte des Signals gegeben die Beobach-
tung y:
fxy(x,y) _ fx () frix(v]x)
() [ fx(x) frix (vlx) A(dx)
E+v v 2
const(y) - exp (— 5 (x y) ) .

ve vV+eE

fx(xly) (3.16)

Die bedingte Verteilung des Signals gegeben die Beobachtung ist also N (%, u), wobei

v
X = y der Prognosewert ist, und
v+e
-1
Ve 1 1 . .
u = = (— + —) die Varianz der Prognose.
v+e v &

In einem Bayesschen Modell wiirden wir also nach der Beobachtung mit einer Standardabweichung
o = Vu prognostizieren, dass der Signalwert gleich £ ist.

Ahnliche Modellierungsansitze werden auch in viel allgemeinerem Kontext verwendet. Beispielsweise
wird in stochastischen Filterproblemen das Signal durch eine Markovkette (oder einen zeitstetigen Markov-
prozess) beschrieben, und die Folge der Beobachtungen durch einen von der Markovkette angetriebenen
stochastischen Prozess. Sind alle gemeinsamen Verteilungen Gauf3sch, dann kann man auch hier die a po-
steriori Verteilung im Prinzip exakt berechnen — andernfalls muss man auf numerische Niherungsmethoden
(z.B. Partikelfilter) zuriickgreifen.

3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt berechnen wir die die Verteilungen von verschiedenen, linearen und nichtlinearen,
Transformationen von Zufallsvariablen mit Werten in R bzw. R?. Wir zeigen zunichst, dass die Verteilungen
von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen durch die Faltung der individuellen Verteilungen gegeben
sind. Anschliefend formulieren wir einen allgemeinen Transformationssatz fiir Dichten mehrdimensionaler
Zufallsvariablen mit absolutstetigen Verteilungen, und betrachten verschiedenen Anwendungsbeispiele.
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3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

Summen unabhéngiger Zufallsvariablen, Faltung

Seien X und ¥ unabhingige Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit Werten im R? und Verteilungen u bzw. v.
Wir wollen die Verteilung von X + Y bestimmen. Fiir diskrete Zufallsvariablen ergibt sich:

PX+Y=z] = Y PX=xY=z-x]= Y ux)vz-x). (3.17)

xeX(Q) xeX(Q)
=P[X=x]-P[Y=z—x]

Die Verteilung von X + Y ist also die Wahrscheinlichkeitsverteilung u x v mit Massenfunktion

(u*v)a) = > plov(z-x) (3.18)

xeX(Q)

Eine entsprechende Aussage erhilt man auch im allgemeinen Fall:

Satz 3.29 (Verteilungen von Summen unabhiingiger Zufallsvariablen). Seien X und Y unabhingige
Zufallsvariablen mit Werten im R¢ und Verteilungen u bzw. v. Dann ist die Verteilung von X + Y die
durch

Wk VIB] = / Wdr)vB-x].  BeBRY,

definierte Faltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und v.

Beweis. Sei B := {(x,y): x+ye B}.DaXundY unabhéngig sind, erhalten wir mit dem Satz von Fubini:

PIX+YeB] = P[X,Y)eB] = (u®v)B]
Fubini / w(dx) [ vy Ipx+y) = / u(dx) v[B - x]. n
—_————
=Ifo()’)

Bemerkung (Eigenschaften der Faltung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Die Faltung y* v zwei-
er Wahrscheinlichkeitsverteilungen u und v auf R? ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R. Da
die Addition von Zufallsvariablen kommutativ und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen nach Satz 3.29 dieselben Eigenschaften:

UkxV = vku daX+Y=Y+X), (3.19)
(uxv)xn = ux(vxn) daX+N+Z=X+T+2)). (3.20)

Im diskreten Fall ist u x v die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit den durch (3.18) definierten Gewichten.

Eine entsprechende Berechnungsformel ergibt sich auch fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die eine Dichte
beziiglich des Lebesguemalies haben:

Lemma 3.30. Ist v absolutstetig mit Dichte g, dann ist auch u % v absolutstetig mit Dichte

o(z) = / u(dx) g(z — x).

Ist zusdtzlich auch u absolutstetig mit Dichte f, dann gilt

o) = [ W sG-xdx = (F*9)0)
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Beweis. Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemales gilt

(1% V)[B] = / w(dx)V[B - x] = / wdw [ gy ™ / ( / p(dx)g(z—m) dz .
B—x B

=[p 8(z—x)dz

Also ist u x v absolutstetig mit Dichte po. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar. |

Beispiele. (i) Sind X und Y unabhingig, und Bin(n, p) bzw. Bin(m, p)-verteilt, dann ist X + Y eine
Bin(n+m, p)-verteilte Zufallsvariable. Zum Beweis bemerkt man, dass die gemeinsame Verteilung
von X und Y mit der gemeinsamen Verteilung von Z1 +...4+ Z,, und Z,,41 +...+ Z, 4+, libereinstimmt,
wobei die Zufallsvariablen Z; (1 < i < n + m) unabhingig und Bernoulli(p)-verteilt sind. Also
folgt:

MX+Y = MHZi+. . +Zn+Zpii+AZpsm — Bin(n + m, p) .

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):
Bin(n, p) * Bin(m, p) = Bin(n + m, p),

d.h. die Binomialverteilungen bilden eine Faltungshalbgruppe. Explizit ergibt sich:

l
2, (Z)p"(l -p (l " k)p""(l -p o = (” . ’")p’(l -p)" dh
k=0

S L) = ()

Die kombinatorische Formel (3.21) ist auch als Vandermonde-Identitdit bekannt.

(i) Sind X und Y unabhéngig und Poisson-verteilt mit Parametern A bzw. A, dann ist X + Y Poisson-
verteilt mit Parameter A + A, denn nach der binomischen Formel gilt fiir n > 0:

(ux * () = pux(k) - py(n = )
k=0

;in—k

n /lk —
= Z =t e
= k! (n-k)!

PO /lk ;{n—k
— e—ﬂu_Z AL
= k! (n—k)!

g_/u';i . M
n!

Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltungshalbgruppe:

Poisson(1) * Poisson(1) = Poisson(Ad + A).

(iii) Sind X und Y unabhingig und normalverteilt mit Parametern (m, v) bzw. (m, V), dann ist X +
Y normalverteilt mit Parametern (m + m,v + v). Dies kann man mit der Formel aus Lemma
3.30 direkt nachrechnen — eleganter und schneller zeigt man es mithilfe von charakteristischen
Funktionen, siehe Abschnitt 4.4 unten. Die Normalverteilungen bilden also eine zweiparametrige
Faltungshalbgruppe:

N(m,v) x N(m,v) = N(m+m,v+7V).
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Wartezeiten, Gamma-Verteilung

Seien 71,7, ... sukzessive Wartezeiten auf das Eintreten eines unvorhersehbaren Ereignisses. In einem
einfachen Modell nehmen wir an, dass die 7; (i € N) unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen sind,
d.h. die Verteilungen der 7; sind absolutstetig mit Dichte

f@t) = 2 Igw)t) .

Die Verteilung der Gesamtwartezeit S,, = 71 + ... + T,, bis zum n-ten Ereignis ist dann die n-fache Faltung

Us, = HT, * 1Ty * ... % g, = Exp(1)*" .

Insbesondere ist die Verteilung von S, absolutstetig mit Dichte

s s
(f * )s) = fx) f(s—x) = / e Xm0y = /lze_/ls/ dx = A’se®
R ~~~— ~—o— 0 0
=0 =0
fir x<0 fir x>s

fiir s > 0, und (f % f)(s) = 0 fiir s < 0. Durch Induktion ergibt sich allgemein:

Lemma 3.31. Die Verteilung von S, ist absolutstetig mit Dichte

A" n— —-As
fan(s) = o e g )(s)

wobei die Eulersche I'-Funktion definiert ist durch

eN

I'(n) := / e dx "= (n-1)!
0

Definition 3.32 (Gamma-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, mit Dichte f;, heifit
Gamma-Verteilung mit Parametern A, n € (0, o).

Abbildung 3.3.: Dichtefunktionen der Gamma-Verteilung I'y , fiir verschiedene n.
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Die Gamma-Verteilung ist auch fiir nicht-ganzzahlige n definiert. Fiir n = 1 ergibt sich die Exponential-
verteilung als Spezialfall der Gamma-Verteilung. Allgemein gilt:

r'(Ar) »T'(Xs) = TAr+s),
d.h. die Gamma-Verteilungen mit festem Parameter A bilden eine Faltungshalbgruppe.
Beispiel (Poissonprozess). Die Anzahl der bis zur Zeit > 0 eingetretenen Ereignisse im obigen Modell
ist
Ny = max{n >0:S, <t}.

Die Zufallsvariablen N, sind Poissonverteilt mit Parameter A - ¢ (Ubung). Die Kollektion N, (¢ > 0) der
Zufallsvariablen heif3t Poissonprozess mit Intensitiit 1. Der Poissonprozess ist ein monoton wachsender
stochastischer Prozess mit ganzzahligen Werten. Er ist selbst eine zeitstetige Markovkette und ist von
grundlegender Bedeutung fiir die Konstruktion allgemeiner Markovketten in kontinuierlicher Zeit. Wir
werden den Poissonprozess in der Vorlesung ,,Stochastische Prozesse* genauer untersuchen.

Transformation von mehrdimensionalen Dichten

Absolutstetige reellwertige Zufallsvariablen Xi, . . ., Xj, sind genau dann unabhingig, wenn ihre gemeinsame
Verteilung absolutstetig ist mit einer Dichte, die sich in Produktform darstellen lésst:

n
fxnox, (X1, xn) = l_[ gi(x), gi : R — [0, 00) meBbar,
i=1

sieche Aufgabe 27 in Abschnitt 3.6. In diesem Fall sind die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen X;
proportional zu den Funktionen g;. Modelle mit komplizierterer Abhingigkeitsstruktur kdnnen manchmal
durch geeignete Transformationen in eine (vollstdndige oder partielle) Produktform gebracht werden.

Satz 3.33 (Mehrdimensionaler Dichtetransformationssatz). Seien S,7 C R” offen, undsei X : Q — §
eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit absolutstetiger Verteilung ux mit
Dichte fx. Ist ¢ : § — T ein Diffeomorphismus (C') mit det Dy(x) # O fiir alle x € S, dann ist die
Verteilung von ¢ (X) absolutstetig mit Dichte

fooo®) = fx@™' () - |det Dy~ (v)], (3.22)

wobei det Dy~ !(y) = det(%) die Jacobideterminante der Koordinatentransformation ist.
J

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der multivariaten Analysis:
P[y(X) € B] = P[X € y~'(B)]
= [ a ™ [ o) e o] dy. .
y='(B) B
Bemerkung (Volumentransformation). Der Zusatzfaktor | det Dyy~!(y)| in (3.22) beschreibt die Trans-

formation des Volumens (also des LebesguemaBes) bei Anwenden der Abbildung ¢ ~'. Anschaulich wird
ein infinitesimaler Quader am Punkt y mit Volumen dy = dy; - - - dy, durch die Abbildung ¢! auf ein

Subst.

infinitesimales Parallelepiped am Punkt ~!(y) abgebildet, das von den Vektoren %w—;(y) dy; i=1,...,n)
aufgespannt wird. Das Volumen dieses infinitesimalen Parallelepipeds betrigt

oy~! o~
det dyi, ...,
e ( on (v)dy: y,

= |det D(//_l(y)| dy.

1
) dyn)
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Fiir einen rigorosen Beweis der mehrdimensionalen Substitutionsformel verweisen wir auf die Analysisvor-
lesung.

Beispiel (Sukzessive Wartezeiten). Seien 7' und T unabhéngige, zum Parameter 4 > 0 exponentialver-
teilte Zufallsvariablen (z.B. sukzessive Wartezeiten), und sei S = T + T. Nach dem Dichtetransformati-
onssatz gilt dann

at,s — t)l
ot s)

o e Tge)(1) - €T T ooy (s = 1)

= e I u0).

fr.s(t,s)

fT’f(t, s—t)-|det

Somit ist die bedingte Dichte fsr(s|t) fiir festes # > 0 proportional zu e~ - I, «)(s). Dies ist auch
anschaulich sofort plausibel, da S eine um die unabhiingige Zufallsvariable T verschobene exponential-
verteilte Zufallsvariable ist. Interessanter ist die Berechnung der bedingten Dichte von T gegeben S Fiir
festes s > O ist fr|s(t]s) proportional zu I (), d.h.

1
fris(tls) = E'I(O,S)(t)'

Gegeben die Summe S der beiden Wartezeiten ist die erste Wartezeit T also gleichverteilt auf [0, ST !

Multivariate Normalverteilungen

Sei Z = (7, Z», ..., Z,)) mit unabhéngigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z;. Die Verteilung des
Zufallsvektors Z ist dann absolutstetig bzgl. des Lebesguemales im R” mit Dichte

(1
fz(x) = l_[(— e_x?/z) = (271)_"/26_|x|2/2 (n-dimensionale Standardnormalverteilung).
i=1 \V27

Sei nun m € R™, und o € R™" eine n X n-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor
Y=0Z+m.

Ist o reguldir, dann konnen wir die Dichte der Verteilung von Y bzgl. des Lebesgue-Males im R" mithilfe
des Transformationssatzes explizit berechnen. Mit C := ool erhalten wir

fx(@™ (y =m)) - |deto™|

1 1 -
= —— e |50-m-C T -m) .

J2r) [ det C|

Ist o nicht regulir, dann nimmt X nur Werte in einem echten Unterraum des R" an. Die Verteilung von X
ist in diesem Fall nicht absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Malles im R”.

fr(y)

Definition 3.34 (Normalverteilung im R"). Sei m € R”, und sei C € R™" eine symmetrische, positiv
definite Matrix. Die Verteilung N(m, C) im R” mit Dichte fy heilit n-dimensionale Normalverteilung mit
Mittelwertvektor m und Kovarianzmatrix C.

Wir werden am Ende von Abschnitt 3.5 nachrechnen, dass die Kovarianzen der Komponenten eines
Zufallsvektors Y ~ N(m, C) tatsichlich durch die Eintriige C;; der Matrix C gegeben sind.
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Beispiel (Zufillige Punkte in der Ebene). Sind X und Y unabhingige, N(0, o-2)-verteilte Zufallsvaria-
blen auf (Q, A, P) mit o > 0, dann ist die gemeinsame Verteilung px y absolutstetig mit Dichte

( x2 +y?

fX,Y(x’ y)

202

Sl ex ), (x,y) € R%.

Insbesondere gilt (X, Y) # (0,0) P-fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil
R : Q — (0, ), o Q—[0,27)

durch
X = R-cos® und Y = R-sin®,

dh. R = VX2 +Y2 und ® = arg(X +iY) falls (X,Y) # (0,0). Auf der Nullmenge {(X,Y) = (0,0)}
definieren wir (R, @) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionen ergeben. Wir berechnen nun
die gemeinsame Verteilung von R und ®:

PR <rp,® < 9] = P[(X,Y) e ,Kuchenstiick” mit Winkel ¢ und Radius rp]

|| mrwnaca

,.Kuchenstiick*

1o %0
/ / fxy(rcose,rsing) r dedr
o Jo

——

Jacobideterminante
der Koordinatentransf.

/ro /</>0 r e—rz/(Zo—z) dso dr.
0 0 271'0'2

Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatz (Substitutionsregel) fiir mehrdimensionale
Integrale verwendet - der Faktor r ist die Jacobideterminante der Koordinatentransformation. Es folgt,
dass die gemeinsame Verteilung ug ¢ absolutstetig ist mit Dichte

fro(r,@) = 1. r o)
, 2r 0'2
Da die Dichte Produktform hat, sind R und ® unabhéngig. Die Randverteilung uq¢ ist absolutstetig mit

Dichte

1
fole) = const. = —  (0<¢<2n),
2n
d.h. @ ist gleichverteilt auf [0, 27r). Somit ist ug absolutstetig mit Dichte
fe(r) = ST s ).
o

Die Berechnung kénnen wir verwenden, um Stichproben von der Standardnormalverteilung zu simulieren:

100

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer N(0, 1)-
verteilten Zufallsvariable X ist | .
Fx(x) = —— / eI gp
\Y 27T —00

Das Integral ist nicht explizit 16sbar und die Inverse F. ;] ist dementsprechend nur approximativ berechen-
bar. Daher ist die Simulation einer Standardnormalverteilung durch Inversion der Verteilungsfunktion
relativ aufwendig. Ein einfacheres Simulationsverfahren ergibt sich, wenn wir eine zweidimensiona-
le Standardnormalverteilung betrachten und auf Polarkoordinaten transformieren. Dann gilt fiir den
Radialanteil:

A
Fr(s) = / e Prdr = 1-¢% firalles > 0.
0

Das Integral ist also explizit berechenbar, und

Fel(u) = v=2log(1 —u), wue(01).
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3.4. Transformationen von mehreren Zufallsvariablen

Der Winkelanteil @ ist unabhingig von R und gleichverteilt auf [0, 27r). Wir kdnnen Zufallsvariablen mit
der entsprechenden gemeinsamen Verteilung erzeugen, indem wir

o = 27U,

R V=2 Tog(1 = U) (bzw. - V2log Uz),

setzen, wobei U} und U, unabhingige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichproben von
U} und U, konnen durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. Die Zufallsvariablen

X = Rcos® und Y = Rsin®

sind dann unabhingig und N(0, 1)-verteilt. Fiir m € R und o > 0 sind X + m und oY + m unabhéngige
N(m, o7%)-verteilte Zufallsvariable.

Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulation von Stichproben einer Normalverteilung:

Algorithmus 3 : Box-Muller-Verfahren

Inmput :meR o >0

Output : Unabhingige Stichproben X,y von N(m, o7%)
1 Erzeuge unabhingige Zufallszahlen uy, up ~ Unif(q 1);
2 x := y/—2logu; cosruy), y := v/-2logu; sin(2wuy) ;
3Xxi=ox+m,y:=0y+m;
4 return x,y;

Ordnungsstatistiken, Beta-Verteilung

Istdie Verteilung von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X1, . . ., X}, absolutstetig mit Dichte
f, dann kann man die Dichte der gemeinsamen Verteilung der Ordnungsstatistiken X1y < ... < X(,) mit
einem Symmetrieargument berechnen. Dazu bemerken wir, dass fiir beliebige Permutationen 7 € S,

(X,r(l), Cee Xn(n)) ~ (Xl, .. .,Xn)

gilt, da die gemeinsame Dichte []}", f(x;) von X, ..., X,, invariant unter Permutationen der Koordinaten
ist. Wegen P[X; = X;] = O fiir i # j erhalten wir damit

P[X1) < cty.. s Xy < cnl Z P Xy S ¢ty s Xnn) < Cno Xp(1) < oo < Xl

eSS,

= nlPXj<c,.... Xpn<cn X1 <Xp<...<X,]

c1 Cn
- / / Ty <yaenas 1 fO1) - Fm) dy1 -+~ dy.

Hieraus folgt, dass die gemeinsame Verteilung von X(y), . . ., X(,,) absolutstetig ist mit Dichte

fX(]),...,X(n)(yl’--"y}’l) = n' 'I{y|<y2<.__<y,,}f(yl)'"f()’n)-

Durch Aufintegrieren erhilt man daraus mithilfe des Satzes von Fubini und einer erneuten Symmetrieiiber-
legung die Dichten der Verteilungen der einzelnen Ordnungsstatistiken:

fxao ) POV = FO)™ fG),

n!
(k-=DlW(n-k)

Dasselbe Resultat hitte man auch mit etwas Rechnen aus Satz 2.7 herleiten konnen.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaf3en

Beispiel (Beta-Verteilungen). Sind die Zufallsvariablen X; auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat X, die
Dichte
fro@ = Blkn—k+ D)7 (10— w) K1)

mit Normierungskonstante

1
- DIb-1)!
B(a,b) = / w1 =w)’ " du = w fiira,b € N| .
0 (a+b-1)!
Die entsprechende Verteilung heilt Beta-Verteilung mit Parametern a,b > 0, die Funktion B ist die
Eulersche Beta-Funktion.

Abbildung 3.4.: Abbildung der Dichtefunktionen der Ordnungsstatistiken X(y), . . ., Xs) (rot, gelb, griin, blau,
magenta) bzgl. der Gleichverteilung auf (0, 1) .

3.5. Kovarianz und lineare Prognosen

Der beste Prognosewert fiir eine reellwertige Zufallsvariable Y hédngt von der Norm ab, mit der der Pro-
gnosefehler gemessen wird. Beziiglich der L! Norm ist der Median optimal, beziiglich der L> Norm der
Erwartungswert. Betrachtet man lineare Prognosen gestiitzt auf den Wert einer weiteren Zufallsvariable X,
dann steht die beste L? Prognose (die lineare Regression) in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz
Ungleichung fiir die Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y.

L?P Normen und Kovarianz

Fiir einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum und p € [1, o0) bezeichnen wir mit £P(Q, A, P) den Raum
aller Zufallsvariablen auf (€2, A, P) mit endlichem p-tem Moment:

LP(QAP) = {X:Q— Rmessbar : E[|X|P] < oo}.

Der Raum ist ein Unterraum des Vektorraums aller A/B(R) messbaren Abbildungen, denn fiir X,Y €
LP(Q, A, P) und a € R gilt mit einer endlichen Konstante c,:

EllaX +Y[P] < Elcp,(laX|? +|YIP)] = cplalPE[|XIP]+ c,E[[Y|’] < oco.

Auf dem Vektorraum
LP(QAP) = LP(QAP)/~

der Aquivalenzklassen von P-fast sicher gleichen Zufallsvariablen in £P(Q, A, P) wird durch

Xl = E[XP1VP
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3.5. Kovarianz und lineare Prognosen

eine Norm definiert. In der Analysis wird gezeigt, dass LP (€, A, P) ein Banachraum, also vollstindig bzgl.
der LP-Norm ist.

Wir beschrinken uns hier zunichst auf die Fille p = 1 und p = 2. Der Vektorraum L*(Q, A, P) hat den
groBen Vorteil, dass die L?>-Norm von dem Skalarprodukt

(X,Y)» = E[XY]

erzeugt wird. Hierbei ist der Erwartungswert E[XY] wegen | XY| < (X2 + Y?)/2 definiert. Insbesondere gilt
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|E[XY]] < E[X*]Y?.E[Y?*]'/? fir alle X,Y € £L2(Q, A, P).
Es folgt
LQAP) < LYQAP),
denn fiir alle X € L%(Q, A, P) gilt

E[IX]] < E[1?]'Y? E[X]'? < .

Dabei haben wir wesentlich benutzt, dass P ein endliches MaB ist - fiir unendliche MaBe ist der Raum £2
nicht in £ enthalten ! Nach (3.5) ist umgekehrt eine Zufallsvariable aus £! genau dann in £? enthalten,
wenn sie endliche Varianz hat.

Seien nun X und Y quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€, A, P) definiert sind. Wie schon fiir diskrete Zufallsvariablen definieren wir wieder
die Kovarianz

Cov[X,Y] := E[X-EXDY-E[Y])] = E[XY]-E[X]: E[Y]
und den Korrelationskoeffizienten

_ Cov[X,Y] .
ol X, Y] = —O'[X]O'[Y]’ falls o[ X] - o[Y] # 0.

Die Zufallsvariablen X und Y heillen unkorreliert, falls Cov[ X, Y] = O gilt, d.h. falls
E[XY] = E[X]-E[Y].

Aus dem Transformationssatz fiir den Erwartungswert folgt, dass wir die Kovarianz Cov[X, Y] aus der
gemeinsamen Verteilung ux.y = P o (X,Y)~! der Zufallsvariablen X und Y berechnen kénnen:

CovX.¥Y] = ”w/wwﬂ@jwmﬁmmma

Aus der Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich, dass die Abbildung Cov : £2 x £? — R symmetrisch
und bilinear ist. Die Varianz Var[X] = Cov[X, X] ist die zugehdrige quadratische Form. Insbesondere gilt
wie im diskreten Fall:

n

S

i=1

Var

n n
= ZVar[Xi] +2- Z Cov[X;, X;1.
i=1 ij=1
i<j
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaf3en

Lineare Prognosen

Angenommen, wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperiments vorhersagen, dass durch eine reellwertige
Zufallsvariable Y : Q — R beschrieben wird. Welches ist der beste Prognosewert b fiir Y(w), wenn uns
keine weiteren Informationen zur Verfiigung stehen?

Die Antwort hingt offensichtlich davon ab, wie wir den Prognosefehler messen. Hiufig verwendet man den
mittleren quadratischen Fehler (Mean Square Error)

MSE = E[(X -a)’]
bzw. die Wurzel (Root Mean Square Etrror)
RMSE = MSE'"? = |X-all2qnp)

Eine andere Moglichkeit ist die Verwendung der L'- statt der L>-Norm.

Satz 3.35 (Erwartungswert und Median als beste Prognosewerte).
() IstY € L2, A, P), dann gilt fiir alle b € R:

E[(Y-b)*] = Var[Y]+((b-E[Y])? > E[Y-E[Y])?.

(ii) IstY e L (Q, A, P) und m ein Median der Verteilung von Y, dann gilt fiir alle b € R:

E[lY-b|]] = E[Y —m]].

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewertes b ist also die Summe der Varianz von X und des
Quadrats des systematischen bzw. mittleren Prognosefehlers (engl. Bias) b — E[X]:

MSE = Varianz + Bias.

Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler genau fiir » = E[X] minimal. Der L'-Fehler ist dagegen
bei einem Median minimal.

Beweis. (i) Fiir b € R gilt wegen der Linearitit des Erwartungswertes:

E[(Y -b)*] = Var[Y —b] + E[Y - b]* = Var[Y] + (E[Y] - b)*.

(i) Fiir m > b folgt die Behauptung aus der Identitit
Y—m|-|Y-=b < (m=b) (Iccoom)¥) = Ijm,c0)(Y))

durch Bilden des Erwartungswertes, denn fiir einen Median m gilt P[Y < m] < 1/2 und damit
P[Y > m] = 1/2. Der Beweis fiir m < b verlduft analog. |

Seien nun X,Y € L*(Q, A, P) quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit o-[X] # 0. Angenommen, wir
kennen bereits den Wert X (w) in einem Zufallsexperiment und suchen die beste /ineare Vorhersage

Y(w) = aX(w)+b, (a,b €R) (3.23)
fiir Y (w) im quadratischen Mittel. Zu minimieren ist jetzt der mittlere quadratischen Fehler

MSE := E[(J-Y)]
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3.5. Kovarianz und lineare Prognosen

unter allen Zufallsvariablen ¥ , die affine Funktionen von X sind. In diesem Fall erhalten wir
MSE = Var[Y - Y]+ E[Y -Y]* = Var[Y — aX] + (E[Y] - aE[X] - b)*.
Den zweiten Term konnen wir fiir gegebenes @ minimieren, indem wir
b = E[Y]-aE[X]
wihlen. Fiir den ersten Term ergibt sich
Var[Y —aX] = Cov[Y —aX,Y —aX] = Var[Y]-2aCov[X,Y] + a* Var[X]

3 Cov[X,Y] 2 3 Cov[X,Y]?

7 [X] + Var[Y] Var[X]

(3.24)

= |a-olx]

Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn wir a = Cov[X, Y]/ [X]? wihlen. Die bzgl. des mittleren quadrati-
schen Fehlers optimale Prognose fiir Y gestiitzt auf X ist dann

Yoo = aX+b = E[Y]+a(X-E[X]).

Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.36 (Lineare Prognose/Regression von Y gestiitzt auf X). Der mittlere quadratische Fehler
E[(Y - Y)?] ist minimal unter allen Zufallsvariablen der Form ¥ = aX + b mit a, b € R fiir

Cov[X,Y]

Y(w) = E[Y]+ Var(X]

- (X(w) - E[X]).

Das Problem der linearen Prognose steht in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fiir die Kovarianz. In der Tat ergibt sich diese Ungleichung unmittelbar aus Gleichung (3.24):

Satz 3.37 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir X,Y € £2(Q, A, P) gilt
|Cov[X,Y]| < Var[X]'? VarY]'"? = o[X] o[Y]. (3.25)
Insbesondere gilt fiir den Korrelationskoeffizienten im Fall o[ X] - o [Y] # O:
lolX.Y]] < 1 (3.26)

Gleichheit in (3.25) bzw. (3.26) gilt genau dann, wenn a, b € R existieren, sodass ¥ = aX + b P-fast sicher
gilt. Hierbei ist o[ X, Y] = 1 im Falle a > O und o[X, Y] = —1 fiira < 0.

Beweis. Im Fall o[ X] = 0 gilt X = E[X] P-fast sicher, und die Ungleichung (3.25) ist trivialerweise erfiillt.
Wir nehmen nun an, dass o[ X] # 0 gilt. Wihlt man dann wie oben a = Cov[X, Y]/ [X]?, so folgt aus (3.24)
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Cov[X,Y]?
Var[ X ]
Die Ungleichung (3.26) folgt unmittelbar. Zudem erhalten wir genau dann Gleichheit in (3.24) bzw. (3.25)

bzw. (3.26), wenn Var[Y — aX] = 0 gilt, also ¥ — aX P-fast sicher konstant ist. In diesem Fall folgt
Cov[X,Y] = Cov[X, aX] = a Var[ X], also hat o[ X, Y] dasselbe Vorzeichen wie a. |

Var[Y] 0.
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaf3en

Bemerkung (Nichtlineare Prognosen). Die Zufallsvariable ¥ minimiert den mittleren quadratischen Fehler
nur unter allen Zufallsvariablen, die affine Funktionen von X sind. Als beste nichtlineare Prognose fiir Y
gestiitzt auf X beziiglich der L?-Norm ergibt sich dagegen die bedingte Erwartung E[Y|X], die wir in Kapitel
?? definieren werden.

Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadrate

Ist die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ) eine empirische Verteilung

1 n
P = ;;%

von n Elementen wy, . .., w, aus einer Grundgesamtheit (z.B. alle Bonner Mathematikstudenten des ersten
Jahrgangs, oder eine Stichprobe daraus), dann ist die gemeinsame Verteilung zweier reellwertiger Abbildun-
gen X,Y : Q — R (statistische Merkmale, z.B. Punktzahlen im Abitur und in der Analysis-Klausur) gerade
die empirische Verteilung der auftretenden Werte:

1 n
/JX,Y = Z Zl 6(xi,y,j)7 xi = X((,l)i), )’i = Y(wl)
i=

Die Gewichte der empirischen Verteilung sind die relativen Haufigkeiten
puxyl{a,b}Y] = h(a,b)/n, h(a,b) = |{1<i<n:xi=a,y; =b}|

Der Erwartungswert E[X] ist in diesem Fall das empirische Mittel

IS _ :
E[X] = Z a-ha)/n = ;Zx,- = X ha) = |{l1<i<n:x=a}|,
ac{xy,...xn} i=1
und die Varianz ist die empirische Varianz
VarlX] = E[((X-E[X])*] = > (a-%) h(a)/n
ae{xy,...xn}

= IV =% = -Gl = ok
n i=1

Nach Satz 3.35 minimieren daher das empirische Mittel und jeder Median einer Stichprobe xi,...,x,; € R
die Summe der quadratischen bzw. absoluten Abweichungen Y(x; — a)> bzw. Y |x; — a.

Als Kovarianz und als Korrelationskoeffizient ergibt sich

1 < _ _ 1< _
Cov[X,Y] = ; Z(Xi - X)Yi=Y,) = ; (Z xiyi) — XnYn»
i=1

i=1

oX.Y] = Cov[X.Y] _ 2 (i = X)) (yi = v,) I

— )\ 1/2 — 12

olXlolY] (2 O = %) (21, 00 = 37)
Den empirischen Korrelationskoeffizienten r, der Daten (x;, y;), 1 < i < n, verwendet man als Schétzer
fiir die Korrelation von Zufallsgroflen mit unbekannten Verteilungen. Die Grafiken in Abbildung 3.5 zeigen
Stichproben von bivariaten Normalverteilungen mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten o.
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do=-3 @ o=-1

Abbildung 3.5.: Korrelationskoeffizienten verschiedener Datensitze

Als beste lineare Prognose von Y gestiitzt auf X im quadratischen Mittel erhalten wir die Regressionsgerade
y = ax + b, die die Quadratsumme

Z(axl- +b-y;)> = n-MSE
i=1

der Abweichungen minimiert. Hierbei gilt nach Satz 3.36:

_ Cov[X,Y] _ 2(xi = X)(yi = Y,)

X S5 und b= E[Y]-a-E[X] =75

Die Regressionsgeraden sind in Abbildung 3.5 eingezeichnet.

Unabhéangigkeit und Unkorreliertheit

Auch fiir allgemeine Zufallsvariablen X und Y folgt aus Unabhéngigkeit die Unkorreliertheit von beliebigen
Funktionen f(X) und g(Y). Dies werden wir unter anderem beim Beweis des Kolmogorovschen Gesetzes
der groBlen Zahlen in Satz 4.11 ausnutzen, um die Aussage auf nicht-quadratintegrierbare Zufallsvariablen
zu erweitern.
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Satz 3.38 (Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit von allgemeinen Zufallsvariablen). Fiir Zufallsva-
riablen X : Q — Sund Y : Q — T mit Werten in meBbaren Raumen (S, 8) und (7, C) sind dquivalent:

(i) Die Zufallsvariablen X und Y sind unabhéngig, d.h.

P[Xe AYeB] = P[XeA] PlYe<B] fir alle A € Bund B € C.

(ii) Die Zufallsvariablen f(X) und g(Y) sind unkorreliert fiir alle meBbaren Funktionen f, g mit f, g > 0
bzw. f(X),g(Y) € L*(Q, A, P), d.h.

E[f(X)-gM)] = E[f(X)]-E[gT)]. (3.27)

Beweis. Offensichtlich folgt (i) aus (ii) durch Wahl von f = I4 und g = I. Die umgekehrte Implikation folgt
durch maBtheoretische Induktion: Gilt (i), dann ist (3.27) fiir Indikatorfunktionen f und g erfiillt. Wegen
der Linearitét beider Seiten dieser Gleichung in f und g gilt (3.27) auch fiir beliebige Elementarfunktionen.
Fiir messbare f,g > 0 betrachten wir Folgen von Elementarfunktionen f,, g, mit f;, /" f,g, / g. Die
Aussage (3.27) folgt durch monotone Konvergenz. Allgemeine Funktionen zerlegen wir in ihren Positiv- und
Negativanteil, und wenden die Aussage auf diese an. Also gilt Cov[ f(X), g(Y)] = O fiir alle messbaren f, g
mit f,g > 0 bzw. f(X),g(Y) € L2(Q, A, P). [ |

Das Produkt zweier integrierbarer Zufallsvariablen ist im Allgemeinen nicht wieder integrierbar. Fiir
unabhingige Zufallsvariablen erhalten wir jedoch:

Korollar 3.39. Sind X,Y € £!(Q, A, P) unabhiingig, so gilt:

XY e LY(OQAP) und  E[XY] = E[X]-E[Y].

Beweis. Nach Satz 3.38 gilt:
E[IXY]] = E[XI|]-E[lY]] < oo
Die Formel fiir E[XY] folgt durch die Zerlegungen X = X* — X~ undY =Y* —-Y". |

Beispiel (Kovarianzmatrix von multivariaten Normalverteilungen). Sei m € R, und sei C € R%*?
eine symmetrische, positiv definite d X d-Matrix. Die Normalverteilung N(m, C) ist die Verteilung des
Zufallsvektors Y = oZ + m, wobei Z = (Z), Z, ..., Zg) ein Zufallsvektor mit unabhéngigen, standard-
normalverteilten Komponenten Z;, und o eine beliebige d X d-Matrix mit C = o-o? ist. Die Zufallsva-
riablen Z; haben Erwartungswert 0, und nach Satz 3.38 gilt Cov[Z;, Z;] = ¢;;. Hieraus folgt, dass der
Vektor m der Erwartungswert, und die Matrix C die Kovarianzmatrix der Verteilung N(m, C) ist, denn

d
ElY] = ) owElZd+m = m; und
k=1

@
Q
=
=
=
Il

Cov ZO’ika +my;, Z(lezl +m;
k 1

= Zo'iko'jl -Covl[Zi, Z;] = Zo'iko'jk = Cy.
ol %
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Bemerkung (Linearkombinationen von gemeinsam normalverteilten Zufallsvariablen). Ist ¥ ein Zu-
fallsvektor mit Verteilung N(m, C), dann ist jede Linearkombination a - ¥ = Zfl: | @;Y; der Komponenten
mit @ € R? eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert o - m und Varianz @ - Ca. Dies kann man
zum Beispiel durch eine explizite Berechnung der Verteilungsfunktion aus der Dichte von Y zeigen. Wir
werden multivariate Normalverteilungen systematischer in Abschnitt 5.3 untersuchen, und dort auch einen
eleganteren Beweis der letzten Aussage mithilfe von charakteristischen Funktionen geben.

3.6. Ubungsaufgaben

Aufgabe 24 (Berechnung von Erwartungswerten).  a) Berechnen Sie den Erwartungswert E[X] und
die Varianz Var[X] in den folgenden Fillen:

a.1) X ist gleichverteilt auf [0, 1].

1

a.2) Die Verteilung von X ist absolutstetig mit Dichte fx(x) = % XY ER

a.3) X = éY fiir eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable Y.
b) Die momentenerzeugende Funktion einer reellen Zufallsvariable X ist definiert durch
M(t) = Elexp(tX)] fiirt e R.

Berechnen Sie die momentenerzeugende Funktion in den folgenden Féllen:
b.1) X ist binomialverteilt zu den Parametern (n, p),

b.2) X ist exponentialverteilt zum Parameter A,

b.3) X ist N(m, o?) verteilt.

Wie kann man die Momente E[ X" ] berechnen, wenn man die Funktion M (¢) kennt?

Aufgabe 25 (GauBsche partielle Integrationsformel). Sei X eine zentrierte normalverteilte Zufallsvaria-
ble mit Varianz o2 > 0.

a) Sei g € C'(R). Beweisen Sie unter geeigneten Wachstumsbedingungen an g(x) fiir |x| — oo die
partielle Integrationsformel

E[Xg(X)] = Var[X]E[g"(X)]
b) Berechnen Sie mithilfe von a) die Momente E[X"] fiir alle n € N.
Aufgabe 26 (Bivariate Normalverteilung). Sei o € (-1, 1).
a) Zeigen Sie, dass

x> —20xy + yz)

1
sy = 211 = o2 CXP( 2(1 - ¢?)

die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung u im R? ist.

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte, die Varianzen, und die Kovarianz Cov[X, Y] = E[(X - E[X])(Y —
E[Y])] von Zufallsvariablen X, Y mit gemeinsamer Verteilung u.

Aufgabe 27 (Produktdichten). Seien X1, ..., X, reellwertige Zufallsvariablen.
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a) Zeigen Sie: Sind Xi, ..., X, unter P unabhingig mit absolutstetigen Verteilungen, dann ist auch die
gemeinsame Verteilung absolutstetig mit Dichte

X x, (X x,) = l_l Ix; (xi)
i=1

b) Folgern Sie, dass in diesem Fall
PlX;=X;| =0 firi#j
gilt. Ist diese Aussage auch wahr, wenn die Verteilungen nicht absolutstetig sind ?

¢) Umgekehrt sei die gemeinsame Verteilung von Xj, . . ., X;, absolutstetig mit einer Dichte in Produkt-
form:

n
Fxar o) = [ &), gt R = [0, 00) meBbar.
i=1

Zeigen Sie: X, . .., X, sind unabhingig, und die Verteilungen sind absolutstetig mit Dichten

le.zgi//g,-dx, l<i<n
R

Aufgabe 28 (Zufillige Bewegungen). a) Ein Frosch bewegt sich wie folgt zufillig in einer Ebene: Er
springt eine Streckeneinheit weit in eine zufillige Richtung Wi, sucht sich dann eine neue zufillige
Richtung ¥, aus und springt wieder eine Streckeneinheit weit, usw. Hierbei seien die Winkel ¥;
unabhingig und gleichverteilt auf [0, 27). Es sei D,, der Abstand vom Startpunkt zur Position nach
dem n-ten Schritt. Berechnen Sie den Erwartungswert E[D?2].

b) Beim Ursprung der Ebene befinden sich zu Beginn 30 Frosche, die sich unabhéngig voneinander wie
in a) bewegen. Die Frosche bendtigen fiir jeden Sprung eine Zeiteinheit. Bestimmen Sie zu jedem
n > 1 ein moglichst kleines r;,; > 0 mit der Eigenschaft: Mit Wahrscheinlichkeit > 0,9 befinden sich
zur Zeit n mehr als 15 Frosche in einem Kreis mit Radius 7, um den Ursprung. Wie hédngt r,, von n
ab?
Hinweis: Bestimmen Sie zundchst ein 6 > 0 mit der Eigenschaft: Sind Z,, . .., Z3y unabhdngig und
Bernoulli-verteilt zum Parameter p > 0,5 + 6, so ist

30
sz > 15] > 0,9

i=1

P

Aufgabe 29 (Ordnungsstatistiken). Seien X, ..., X}, unabhingige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvaria-
blen.

a) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung der Ordnungsstatistiken X(y), . . ., X,).

b) Folgern Sie, dass X(x) Beta-verteilt ist mit Parametern k und n — k + 1, d.h.

fxo ) = Y =y R o).

n!

Aufgabe 30 (Bedingte Dichten).  a) Patrick und Lisa treffen sich freitags nach der Wahrscheinlichkeits-
theorievorlesung in der Cafeteria. Sie kommen dort unabhéngig und gleichverteilt zwischen 12 und
13 Uhr an. Jeder ist bereit s Minuten zu warten, bevor er wieder geht. Finden Sie ein minimales s, so
dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden treffen, mindestens 50 % betragt.
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b) Ein Stock wird an einer zufillig gewidhlten Stelle in zwei Teile zerbrochen. Der ldngere Teil wird
wieder zufillig in zwei Teile geteilt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich aus den drei Teilen
ein Dreieck bilden ldsst?

Aufgabe 31 (Dichtetransformation). Seien X und X, unabhéngige, zum Parameter A exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass Y] = X; + X, und ¥, = X; /(X1 + X;) ebenfalls unabhingig sind, und
bestimmen Sie die Verteilungen von Y} und Y.

Aufgabe 32 (Summen und Quotienten unabhéngiger Zufallsvariablen). Seien X und Y unter P unab-
hingige reellwertige Zufallsvariablen mit absolutstetigen Verteilungen.

a) Berechnen Sie die Verteilung von X + Y, wenn X und Y auf (0, 1) gleichverteilt sind.

b) Zeigen Sie: Gilt X > 0 P-fast sicher, dann ist die Verteilung von Z = Y /X absolutstetig mit Dichte

frix(z) = / fx(x) fy(zx) x dx.
0
Berechnen Sie die Verteilung von Z, wenn X und Y auf (0, 1) gleichverteilt sind.

Aufgabe 33 (Acceptance-Rejection Verfahren). Sei (Q, ‘A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien u
und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Raum (S, ). Das MaB} u sei absolutstetig bzgl.
v mit beschrénkter relativer Dichte

o(x) = du/dv(x) < C, C e [l,00).

a) Sei X : Q — § eine Zufallsvariable mit Verteilung v und U : Q — (0, 1) eine hiervon unabhingige,
auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass dann gilt

,u[B]:P[XeB'US@} V Be B,

d.h. u ist die bedingte Verteilung von X gegeben U < o(X)/C.
b) Seien nun X, X,... : Q — S und U, U,,... : Q — (0,1) unabhingige Zufallsvariablen mit

Verteilung v bzw. U(q,1). Zeigen Sie: Dann ist

X
T := min{neN : Unsg}

P-f.s. endlich, und die (fiir P-f.a. w eindeutig definierte) Zufallsvariable
Y(w) = Xrw)(w)
hat Verteilung u.

c) Sei g : [0,1]¢ — [0, c0) eine stetige Funktion. Geben Sie einen Algorithmus an, der, ausgehend
von unabhéngigen Zufallszahlen aus (0, 1), eine Stichprobe von der Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
(0, 1)¢ mit Dichte f(x) o g(x) erzeugt. Wovon hiingt die Effizienz dieses Simulationsverfahrens ab?

Aufgabe 34 (Unabhiingigkeit und Unkorrelliertheit). Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablenin £!(Q, A, P).
Zeigen Sie:

a) Sind X und Y unabhingig, dann ist X - Y in LY(Q, A, P), und

E[XY] = E[X]E[Y].
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3. Integration bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaf3en

b) Ist die gemeinsame Verteilung von X und Y eine zweidimensionale Normalverteilung, dann ist Unab-
hingigkeit von X und Y dquivalent zur Unkorreliertheit von X und Y.

¢) Konstruieren Sie normalverteilte Zufallsvariablen X und Y, die unkorrelliert, aber nicht unabhingig
sind.

Aufgabe 35 (Autoregressiver Prozess). Seien ¢, @ € R. Wir betrachten den durch
X, = aX,_1 +&Z, (n e N)

definierten AR(1)-Prozess, wobei X; und Z,, (n € N) unabhingige reellwertige Zufallsvariablen mit Z,, ~
N(0, 1) sind. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Falls X,,_; ~ N(m, 0?), so gilt X,, ~ N(am, a*0? + &°).
b) Stationdre Verteilung: Fiir |a| < 1 ist u := N(0, lf—;) ein Gleichgewicht, d.h.
Xo~u = X, ~u firalleneN.

c) Abfall der Korrelationen: Falls Xo ~ u, so gilt

82

Cov[Xp, Xpi] = &F———  fiiralle0 < k < n.
1-a?
2 -
1 .
ﬂ A Il
T T M ' T
500 v 1000
-1 4
-2 1

Abbildung 3.6.: Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Parametern & = 0.8 und &% = 1.5.
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Teil Il.

Grenzwertsatze
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Sind X; : Q — R (i € N) unabhiéngige identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvariablen mit Erwartungswert m,
dann gibt es drei unterschiedliche Arten von fundamentalen Aussagen fiir die Asymptotik der Mittelwerte
Sn/n der Summen S, = X", X; fiir groBe n:

» Gesetze der grofien Zahlen besagen, dass die Mittelwerte bzgl. eines geeigneten Konvergenzbegriffs
fiir Zufallsvariablen gegen den Erwartungswert m konvergieren, siche Kapitel 4.

» Zentrale Grenzwertsdtze beschreiben ,typische® Fluktuationen um den Grenzwert aus einem Gesetz
der grofen Zahlen, d.h. die asymptotische Form der Verteilung von S, /n in Bereichen der GroBen-
ordnung ©(1/+/n) um den Erwartungswert m, siche Kapitel 5.

* Aussagen liber grofle Abweichungen beschreiben asymptotisch die Wahrscheinlichkeiten der seltenen
Abweichungen der Groenordnung Q(1) von S,, /n vom Erwartungswert m. Diese Wahrscheinlichkeiten
fallen unter geeigneten Voraussetzungen exponentiell ab, siche Kapitel 6.

Mit dem starken Gesetz der gro3en Zahlen fiir Bernoulli-Folgen (Satz 1.6), dem Grenzwertsatz von de Moi-
vre/Laplace, bzw. der Bernsteinungleichung haben wir bereits entsprechende Aussagen kennengelernt, falls
die X; Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, dass keine
spezifische Form der Verteilung vorausgesetzt werden muss, sondern die Aussagen ganz allgemein unter
geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen gelten.
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4. Gesetze der groBen Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir verschiedene Gesetze der grolen Zahlen, d.h. wir leiten Bedingungen her,
unter denen die Mittelwerte % >.i—y X; einer Folge (X;);cn von reellwertigen Zufallsvariablen gegen ihren
Erwartungswert konvergieren. Dabei unterscheiden wir verschiedene Arten der Konvergenz, die wir zunéchst
genauer untersuchen wollen.

4.1. Grundlegende Ungleichungen und Konvergenz von Zufallsvariablen

Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariablen
Seien ¥, (n € N) und Y reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P) definiert sind. Wir betrachten die folgenden Konvergenzbegriffe fiir die Folge (¥;,),en:

Definition 4.1 (Konvergenz von Zufallsvariablen).

(i) Fast sichere Konvergenz (almost sure convergence):
Die Folge (¥;),en konvergiert P-fast sicher gegen Y, falls gilt:

P[lim Yn=Y] - 1

n—oo

(ii) Stochastische Konvergenz (convergence in probability):

Die Folge (Y;,)nen konvergiert P-stochastisch gegen Y (Notation ¥, £> Y), falls

lim P[|Y,-Y|>¢] = 0 fiir alle & > 0 gilt.
n—oo

(iii) LP-Konvergenz (1 < p < o0):
Die Folge (¥;,),en konvergiert in £P(Q, A, P) gegen Y, falls
lim E[|Y,-Y|’] = 0.

n—oo

Die Grenzwerte beziiglich aller drei Konvergenzarten sind nur bis auf Modifikation auf einer P-Nullmenge
eindeutig bestimmt. In diesem Sinn handelt es sich eigentlich um Konvergenzbegriffe fiir Aquivalenzklassen
von P-fast sicher gleichen Zufallsvariablen.

Ein Gesetz der groen Zahlen (GGZ) beziiglich fast sicherer Konvergenz heilit starkes Gesetz der grofen
Zahlen, ein GGZ beziiglich stochastischer Konvergenz heilit schwaches Gesetz der groffen Zahlen. Wir
wollen nun die Zusammenhinge zwischen den verschiedenen Konvergenzbegriffen untersuchen.

Satz 4.2. (i) Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz.

(ii)) Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.
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4. Gesetze der groflen Zahlen

Beweis. (i) Konvergiert die Folge (Y},),en P-fast sicher gegen Y, dann gilt fiir jedes & > 0:

I = P[Y,-Y|<e schlieBlich] = P|{ ] |{I%-¥|<e}
m nzm
= lim P ﬂ{|Yn—Y| <e&}| < lim inf P[|Y, - Y| < €]
mM—00 n>m m—oonzm

liminf P[|Y, = Y| < &].
n—oo
Es folgt lim P[|Y, — Y| < g] = 1 fiir alle &€ > 0, d.h. (V;,) konvergiert auch P-stochastisch gegen Y.
n—oo

(ii) Sei andererseits P das Lebesguemal3 auf Q = (0, 1] mit Borelscher o--Algebra. Wir betrachten die

Zufallsvariablen Y[ = I(Q]],Yz = (0,%]’Y3 = I(%,IJ’Y“ = I(O,%]’YS = I(%’%J,Y% = I(%’%J,Y% = I(%’”, usw.
Es gilt

Pl|Y,|>€] = PY,=1 — 0 fiir alle € > 0.
Also konvergiert (¥;,) stochastisch gegen 0, obwohl lim sup ¥;,(w) = 1 fiir alle w € Q gilt. |

Hier ist ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwischen stochastischer und fast sicherer Konvergenz
zeigt:

Beispiel (Stochastische vs. fast sichere Konvergenz). Sind 7},73,... unter P unabhingige Exp(1)-
verteilte Zufallsvariablen, dann konvergiert 7, /log n P-stochastisch gegen 0, denn fiir alle &£ > 0 gilt

7|

Andererseits gilt nach (2.4) aber

n—oo

= PlT,ze-logn] = n® — 0.

n

logn

> &

limsup—— = 1 P-fast sicher,
n

n—oo lOg

also konvergiert 7}, /log n nicht P-fast sicher gegen 0.

Obwohl die stochastische Konvergenz selbst nicht fast sichere Konvergenz impliziert, kann man aus einer
Verschirfung von stochastischer Konvergenz die fast sichere Konvergenz schlieBen. Wir sagen, dass eine
Folge Y,, (n € N) von Zufallsvariablen auf (Q, A, P) schnell stochastisch gegen Y konvergiert, falls

ZP[|Yn—Y|28] < fiir alle &€ > 0.

n=1

Lemma 4.3. Aus schneller stochastischer Konvergenz folgt fast sichere Konvergenz.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. Y = 0 annehmen. Konvergiert (¥;,) schnell stochastisch gegen 0, dann gilt
Pllimsup |Y,| <e] = P[|Yn] = e nurendlichoft] = 1 fiir alle £ > 0

nach Borel-Cantelli. Es folgt

Pllimsup|Y,| #0] = P U {limsup |Y,,| > €} = 0,

£€Qy

also konvergiert (Y;,) auch P-fast sicher gegen 0. |

Ahnlich zeigt man:
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Satz 4.4. Konvergiert (¥,,),en P-stochastisch gegen Y, dann existiert eine Teilfolge (¥, )ken, die P-fast
sicher gegen Y konvergiert.

Beweis. Wieder konnen wir 0.B.d.A. Y = 0 annehmen. Konvergiert (¥;,) stochastisch gegen 0, dann existiert
eine Teilfolge (Y}, ) mit

1 1
P |Ynk| > E < p
Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt
1
P [lYnkl > 7 hor endlich oft] = 1,
also ¥,,, — 0 P-fast sicher. |

Als niichstes beweisen wir eine Erweiterung der Cebysev-Ungleichung, die wir an vielen Stellen verwenden
werden. Insbesondere impliziert sie, dass stochastische Konvergenz schwicher ist als LP-Konvergenz.
Die Markov-Cebysev-Ungleichung
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Wir verwenden die

folgende Notation fiir das Lebesgue-Integral von X auf der Menge A:

Notation: E[X ; A]:= E[X -I4] = [, XdP.

Satz 4.5 (Allgemeine Markov-Ungleichung). Sei /2 : [0, 0] — [0, o0] monoton wachsend und Borel-
messbar. Dann gilt
E[h(X]); |1X] = ¢c] _ E[h(X])]

P[|X| > c] < 7o) < 7O fiir alle ¢ > 0 mit A(c) # 0.

Beweis. Da / nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt

h(IX1) = h(IX]) - Ix|2cy = h(c) - I{x|2c}-

Hieraus folgt
E[h(IXD)] = E[r(IX]); [X] = c] = h(c)- P[IX] = c]

wegen der Monotonie des Erwartungswertes. |

Wichtige Spezialfille

(i) Markov - Ungleichung: Fiir i(x) = x erhalten wir:
PlIX| = c] < @ fiir alle ¢ > 0.
Insbesondere gilt fiir eine Zufallsvariable X mit E[|X|] = 0:
P[|X|=c]=0 fiir alle ¢ > 0,

also auch P[|X| > 0] =0, d.h. X = 0 P-fast sicher.
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(ii) CebySev - Ungleichung: Fiir 4(x) = x>und X =Y — E[Y] mitY € L1(Q, A, P) erhalten wir:

_ 2
P[|Y —E[Y]| = ¢] < Elv CzE[Y]) ] = VagY] fiir alle ¢ > 0.

Diese Ungleichung haben wir bereits in Abschnitt ?? im Beweis des schwachen Gesetzes der groflen
Zahlen verwendet.

(iii) Exponentielle Ungleichung: Fiir /(x) = exp(zx) mit # > 0 erhalten wir wegen I (x>} < €™’ CelX:

P[X 2 c] = E[l{xsc}] < e E[e'¥].

Die Abbildung ¢ +— E[e'X] heiBt momentenerzeugende Funktion der Zufallsvariablen X. Expo-
nentielle Ungleichungen werden wir in Satz 4.17 zur Kontrolle der Wahrscheinlichkeiten grofler
Abweichungen vom Gesetz der grolen Zahlen verwenden.

Als erste Anwendung der allgemeinen Markov-Ungleichung zeigen wir fiir reellwertige Zufallsvariablen
X, X, (n e N):

Korollar 4.6 (L? -Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz). Fiir 1 < p < oo gilt:

E[|X,-X|’] -0 = P[|X,-X|>¢e] >0 firallee>O0.

Beweis. Nach der Markovungleichung mit 4(x) = x? gilt P[|X,, — X| > €] < fp E[|X, — X|P]. |

Bemerkung (Von stochastischer zu LP-Konvergenz). Aus stochastischer Konvergenz folgt im Allgemei-
nen nicht L”-Konvergenz. Die Konstruktion eines Gegenbeispiels ist eine Ubungsaufgabe, siehe Aufgabe
36. Es gilt aber: Konvergiert X;, — X stochastisch, und ist die Folge der Zufallsvariablen |X,|” (n € N)
gleichmdfiig integrierbar, d.h.

sup E[|X,|P ; |Xnl = ¢c] — 0 fiirc — oo,
neN

dann konvergiert die Folge (X},) in LP gegen X (Verallgemeinerter Satz von Lebesgue). Wir bendtigen diese
Aussage im Moment nicht, und werden sie daher erst in der Vorlesung »Introduction to Stochastic Analysis«
beweisen.

Als nichstes wollen wir den Zusammenhang zwischen der L?P-Konvergenz fiir verschiedene Werte p €
[1, o) untersuchen. Dazu verwenden wir eine weitere fundamentale Ungleichung:
Die Jensensche Ungleichung

Ist £(x) = ax + b eine affine Funktion auf R, und X € £!(Q, A, P) eine integrierbare Zufallsvariable, dann
folgt aus der Linearitit des Lebesgueintegrals:

E[((X)] = E[aX+b] = aE[X]+b = (E[X]) 4.1)

Da konvexe Funktionen Suprema einer Familie von affinen Funktionen (ndmlich der Tangenten an den
Funktionsgraphen der konvexen Funktion) sind, ergibt sich fiir konvexe Funktionen eine entsprechende
Ungleichung:
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Satz 4.7 (Jensensche Ungleichung). Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, X € LI(Q, A, P) eine re-
ellwertige Zufallsvariable, und # : R — R eine konvexe Abbildung, dann ist E[A(X)™] < oo, und es
gilt

h(E[X]) < E[h(X)].

Bemerkung (Warnung). Die Jensensche Ungleichung gilt ebenso wie die Gleichung (4.1) nur fiir die
Integration bzgl. eines Wahrscheinlichkeitsmafes P

Bevor wir die Jensensche Ungleichung beweisen, erinnern wir kurz an die Definition und elementare Eigen-
schaften von konvexen Funktionen: Eine Funktion /# : R — R ist genau dann konvex, wenn

hAx+(1=-2)y) < Ah(x)+ (1 —ADh(y) firalled €[0,1Jund x,y € R

gilt, d.h. wenn alle Sekanten oberhalb des Funktionsgraphen liegen. Hieraus folgt, dass jede konvexe Funktion
stetig ist: Fiira < b < x <y < ¢ < d gilt ndmlich
BB -h@) B -hK) k)= k()
b-a - y—x - d-c
Also sind die Differenzenquotienten W gleichméBig beschrinkt auf (b, ¢), und somit ist /# gleichmaBig
stetig auf (b, ¢). Da konvexe Funktionen stetig sind, sind sie auch messbar. Die Existenz des Erwartungswertes
E[h(X)] in (—o0, co] folgt dann aus E[h(X)™] < co.

Abbildung 4.1.: Sekante an konvexe Funktion

Wir beweisen nun die Jensensche Ungleichung:

Beweis. Ist / konvex, dann existiert zu jedem xy € R eine affine Funktion ¢ (Stiitzgerade) mit £(xy) = h(xo)
und ¢ < h, siehe die Analysis Vorlesung oder [9, Abschnitt 7.2]. Wihlen wir xq := E[X], dann folgt

ME[X]) = UE[X]) = E(([X]) < E[A(X)].

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist definiert, da #(X) durch die integrierbare Zufallsvariable €(X)
nach unten beschrankt ist. Insbesondere gilt E[A(X)™] < E[€(X)7] < co. |
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1.5 +

1.0

|
To T T

Abbildung 4.2.: Darstellung von £(x) und A(x)

Korollar 4.8 (L?-Konvergenz impliziert LP -Konvergenz fiir p < ¢q). Fiir 1 < p < ¢ gilt:
1
IXllp, = ENXIPI* < (Xl

Insbesondere folgt L”-Konvergenz aus L4-Konvergenz.

Beweis. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt
E[IX|Pl? < E[X|],
da die Funktion h(x) = |x|?/P fiir ¢ > p konvex ist. |
Nach dem Korollar gilt fiir p < g:

LP(QAP) 2 LYUQA,P), und
X,—»Xin L7 > X,— XinLP.

Man beachte, dass diese Aussage nur fiir endliche Mafje wahr ist, da im Beweis die Jensensche Ungleichung
verwendet wird. Mithilfe der Jensenschen Ungleichung kann man auch die Holder-Ungleichung

. . 1 1
E[IXY]] < [IXllp - 1IYllg fiir p, g € [1, co] mit oty T 1

beweisen, siche Aufgabe 37.

4.2. Starke Gesetze der groBen Zahlen

Wir werden nun Gesetze der grolen Zahlen unter verschiedenen Voraussetzungen an die zugrundeliegenden
Zufallsvariablen beweisen. Zunichst nehmen wir an, dass X, Xp,... € LZ(Q, A, P) quadratintegrierbare
Zufallsvariablen sind, deren Varianzen gleichméBig beschrinkt sind, und deren Kovarianzen hinreichend
schnell abfallen:
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Annahme: |, Schnelles Abklingen der positiven Korrelationen*

(A) Es existiert eine Folge ¢, € Ry (n € N) mit 37" ; ¢,, < 0o, und
Cov[Xi, Xj] < ¢l fiir alle i, j € N. 4.2)
Die Bedingung (A) ist insbesondere erfiillt, wenn die Kovarianzen exponentiell abfallen, d.h. wenn
|Cov[X;, X;]| < - a7l

fiir ein @ € (0,1) und ¢ € R* gilt. Sind etwa die Zufallsvariablen X; unkorreliert, und ist die Folge der
Varianzen beschrdnkt, d.h. gilt

(A1) Cov[X;, X;] = Ofiirallei # j, und
(A2) v :=sup Var[X;] < oo,
i

dann ist die Annahme (A) mit ¢g = v und ¢,, = O fiir n > 0 erfiillt. Sei nun
S, =X1+...+X,

die Summe der ersten n Zufallsvariablen.

Das schwache Gesetz der groBen Zahlen

Wir haben bereits in Abschnitt ?? gezeigt, dass unter der Annahme (A) ein schwaches Gesetz der groflen
Zahlenfiir die Mittelwerte S, /n gilt:

Satz 4.9 (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen, L2-Version). Unter der Voraussetzung (A) gilt fiir alle
n€Nund e > 0:

2
5 (&_E[Sn])] < S 4.3)
n n n
p[ﬁ-E[S"] sel < £ (44)
n n En

mit C :=cop+2- ), ¢, < oo. Gilt insbesondere E[X;] = m fiir alle i € N, dann folgt

n=1

S
2 S5 m in £2(Q, A, P) und P-stochastisch.
n

Wir erinnern kurz an den einfachen Beweis dieser sehr allgemeinen Aussage:

Beweis. Unter Verwendung der Voraussetzung an die Kovarianzen erhalten wir

2 n
S, E[S S 1 1
E|[[Z- L5, = Var |2 = —=ValS,] = = Z Cov[X;, X;]
n n n n? n? b= '
1 v v 1 v © C
S LS ;Z Z Ckl = -
i=1 j=1 i=1 k=—o0
Die zweite Behauptung folgt daraus durch Anwenden der Cebysev-Ungleichung. |
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Bemerkung. (i) Die L?>-Konvergenz und stochastische Konvergenz von (S, — E[S,])/n gegen 0 gilt auch,
falls die Kovarianzen nur ,,langsam* abfallen, d.h. falls (4.2) fiir eine nicht summierbare Nullfolge ¢,
erfiillt ist. In diesem Fall erhilt man allerdings im Allgemeinen keine Abschitzung der Ordnung O(%)
fiir den Fehler in (4.3) bzw. (4.4), siehe Aufgabe 38.

(ii) Eine fiir groBe n deutlich bessere Abschitzung des Fehlers in (4.4) (mit exponentiellem Abfall in n)
erhilt man bei Unabhingigkeit und exponentieller Integrierbarkeit der X; mithilfe der exponentiellen
Ungleichung, siehe Satz 4.17 unten.

Im Fall unkorrelierter Zufallsvariablen X; (Annahmen (A1) und (A2)) ist die Aussage des schwachen Gesetzes
der grofSen Zahlen ein Spezialfall eines allgemeinen funktionalanalytischen Sachverhalts:

Das Mittel von beschrdnkten orthogonalen Vektoren in einem Hilbertraum H konvergiert gegen 0.

In unserem Fall ist H = L*(Q, A, P) = L*(Q, A, P)/~. Unkorreliertheit der X; bedeutet gerade, dass die
Zufallsvariablen
Y, = X -E[X]

orthogonal in L? sind, und die Beschrinktheit der Varianzen der X; ist gleichbedeutend mit der Beschrinktheit
der L? Normen der Y;. Es gilt

n
S, — E[S,] = ZY‘" also
i=1
Se  E[S.]\? 1o P 1 & &
E (—”——")] = =200 = 5 ) W
n n L S (-

LS e, < Lapinie
— N7, < —sup|l¥ill7,.
n2 P tip, no; i,

Das starke Gesetz fiir quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Unter derselben Voraussetzung wie in Satz 4.9 gilt sogar P-fast sichere Konvergenz:

Satz 4.10 (Starkes Gesetz groBer Zahlen, £2-Version). Unter der Voraussetzung (A) folgt

. (Sn(w) E[S,]
lim | —— - ——

) = 0 fiir P-fast alle w € Q.
n n

n—oo

S
Insbesondere gilt lim == = m P-fast sicher, falls E[X;] = m fiir alle i.

n—oo n

Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis zuniichst unter den stirkeren Voraussetzungen (A1)
und (A2). Der allgemeine Fall wird in Ubungsaufgabe 38 betrachtet, die sich gut zum Wiederholen der
Beweisschritte eignet:

Beweis (unter den Annahmen (A1) und (A2)). Wir konnen 0.B.d.A. E [X;] = O fiir alle i voraussetzen —
andernfalls betrachten wir die zentrierten Zufallsvariablen X; := X; — E[X;]; diese sind wieder unkorreliert
mit beschriankten Varianzen. Zu zeigen ist dann:

ﬁ — 0 P-fast sicher.
n

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:
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1) Schnelle stochastische Konvergenz gegen 0 entlang der Teilfolge ny. = k*: Aus der Cebysev-Ungleichung
folgt:

Skz

1 N 1
Pl|—=|=¢€e|l £ — Var [iz T sup Var[ X;].
i

<
k? g2 k? %k
Da die Varianzen beschrénkt sind, ist der gesamte Ausdruck durch die Summanden einer summierbaren
Reihe beschrinkt. Somit ergibt sich nach Borel-Cantelli:
S k2 (a))
k2

fiir alle w auBerhalb einer Nullmenge ;.
2) Wir untersuchen nun die Fluktuationen der Folge S,, zwischen den Werten der Teilfolge ny = k2. Sei

D, = max |S; — Sp2l.
k2<l<(k+1)2

Wir zeigen schnelle stochastische Konvergenz gegen 0 fiir Dy / k. Fiir £ > 0 haben wir

Dy
P[ﬁz(s] =Pl |J (I8 Selzek?)
k2<l<(k+1)2
K3k const
< Y PUS - Sl 2 ek < —
I=k?
denn nach der Cebysev-Ungleichung gilt fiir k> < [ < k> + 2k:
S-S K L Varls - Sl = —— v l
P[|S; — Sp2| > €k”] < ey ar[S; — Sp2] = oy ar 22 X;
i=k*+1
1—k?

poyes SL:pVar[Xi] < const - R

Nach Lemma 4.3 folgt daher
Diw)

k2

fiir alle w auBerhalb einer Nullmenge N,.

3) Zu gegebenem n wihlen wir nun k = k(n) mit k> < n < (k + 1)?. Durch Kombination der ersten
beiden Schritte erhalten wir:

Si@)| _ Se@l+ D) _ |Se@)|, D) o
n n k? k?
fiir alle w auferhalb der Nullmenge N; U N,. Also konvergiert S,, /n P-fast sicher gegen 0. |

Beispiel (Random Walk im IRd). Sei S, = X| + ... + X,, ein Random Walk im R mit unabhéngigen
identisch verteilten Inkrementen X; mit Verteilung u. Gilt

EUGIPT = [ P u@n < w
R4
n
dann folgt nach dem starken Gesetz der groen Zahlen (angewandt auf die Komponenten Sf,k) =) Xl.(k)
i=1
des Vektors S,,):
S
Snl@) m fiir P-fast alle w,
n
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wobei m = fRd x u(dx) der Schwerpunkt der Inkrementverteilung ist. Insbesondere gilt fiir m # 0:
Sp(w) ~ m-n fiirn — oo P-fast sicher,

d.h. §,, wichst fast sicher linear mit Geschwindigkeit . Im Fall m = 0 gilt dagegen

Sn(w)
n

— 0 P-fast sicher,

d.h. der Random Walk wichst sublinear. Eine viel prézisere Beschreibung der pfadweisen Asymptotik
des Random Walk im Fall m = 0 liefert der Satz vom iterierten Logarithmus:

Sn(w)
limsup ————= = +1 P-fast sicher,
n—e  q/nloglogn

Sn
liminf & = -1 P-fast sicher,

n—e y/nloglogn
siehe z.B. BAUER: ,,WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE" [1].

Beispiel (Wachstumsprozesse). Um ein zufilliges Populationswachstum zu beschreiben, definieren wir
Zufallsvariablen X,, (n € N) durch

Xo=1 X,=Y, Xu1,

d.h. X,, = [, ;. Hierbei nehmen wir an, dass die Wachstumsraten ¥; unabhéngige identisch verteilte
Zufallsvariablen mit ¥; > 0 P-f.s. sind. Als konkretes Beispiel betrachten wir ein Gliicksspiel, in dem
der Spieler in jeder Runde die Hilfte seines Kapitals einsetzt. Mit Wahrscheinlichkeit % erhilt er das
c-fache des Einsatzes zurtick, und mit Wahrscheinlichkeit % erhélt er nichts zuriick. Hier gilt ¥; = % bzw.
Y, = %(1 + ¢) jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

(i) AsympTOTIK DER ERWARTUNGSWERTE: Sei m = E[Y;]. Da die ¥; unabhéngig sind, gilt:
n
Elx,] = [ |E] = m".
i=1

Die mittlere PopulationsgroBe (bzw. das mittlere Kapital des Spielers) wichst also im superkriti-
schen Fall m > 1 exponentiell und fallt im subkritischen Fall m < 1 exponentiell ab. Im Beispiel
gilt

I 2+c¢
4 4
> 2.

1
m = E[Y] = 4_1(1+C)+
Das Spiel ist also ,fair fiir ¢ = 2 und ,,superfair fiir ¢

(ii) AsymproTIK VON X, (w): Wir nehmen nun an, dass log¥; € L2 gilt. Nach dem starken Gesetz
der groflen Zahlen folgt dann:

1 1
lim —logX, = lim —

n
Z logY; = E[logY|] = « P-fs.
n—oon n—oo n =
Also existiert fiir £ > 0 eine P-fast sicher endliche Zufallsvariable N(w) mit
Xp(w) < 9" und  X,(w) > 7" fiir alle n > N(w).

Fiir @ < 0 féllt X, also asymptotisch P-fast sicher exponentiell ab, wihrend X, fiir @ > 0 P-fast
sicher exponentiell anwichst.

(iii) ZusaMMENHANG vON @ UND m: Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:
a = E[logY] < log E[Y1] = logm.

Hierbei haben wir benutzt, dass der Logarithmus eine konkave, bzw. — log eine konvexe Funktion
ist. Im subkritischen Fall m < 1 ist also auch « strikt negativ, d.h. X,, fillt asymptotisch P-f.s.
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exponentiell ab. Im superkritischen Fall m > 1 kann es aber passieren, dass trotzdem a < 0 gilt,
d.h. obwohl die Erwartungswerte exponentiell wachsen, fdllt X,, P-fast sicher exponentiell! Im
Beispiel von oben wachsen die Erwartungswerte exponentiell fiir ¢ > 2, aber es gilt

l+c¢ 1 1 1
(log +C+10g—)=—10gL20 S ¢ =3,

1
@ = Eflogh] = 5 2 2] T 2% g

2

Fiir ¢ € (2, 3) ist das Spiel also superfair mit fast sicherem exponentiellem Bankrott! Die Voraus-
setzungen des Satzes von Lebesgue sind in dieser Situation nicht erfiillt, denn es gilt:

E[X,] / 0, obwohl X,, —» 0 P-fast sicher.

Von £? nach £' mit Unabhiangigkeit

Sind Zufallsvariablen X,Y : Q — § unabhingig, so sind f(X) und g(Y) fiir beliebige beschrinkte oder
nichtnegative Funktionen f,g : § — R unkorreliert. Bisher konnten wir zeigen, dass das starke Gesetz
der groBen Zahlen fiir unkorrelierte (bzw. schwach korrelierte) Zufallsvariablen X,, € £? mit gleichmiBig
beschrinkten Varianzen gilt. Die Unabhéngigkeit der X,, ermoglicht es, diese Aussage auf integrierbare
Zufallsvariablen (d.h. £! statt £?) zu erweitern:

Satz 4.11 (Kolmogorovs Gesetz der groBen Zahlen). Seien X|, X, ... € L(Q, A, P) paarweise unab-
héngig und identisch verteilt mit E[X;] = m. Dann gilt:

1 n
lim - in =m P-fast sicher.
i=1

n—oo n

Kolmogorov hatte eine entsprechende Aussage unter der Annahme von Unabhingigkeit (statt paarweiser
Unabhingigkeit) bewiesen. Der Beweis unter der schwicheren Voraussetzung stammt von Etemadi [5].

Bemerkung (Dynamische Systeme, Ergodensatz). In einer dynamischen Interpretation bedeutet die Aus-
sage

1 n
lim — ZX,-(a)) =m = /x,ux,.(dx) P-fast sicher
i=1

n—oo N

des starken Gesetzes der groflen Zahlen, dass die ,,zeitlichen Mittelwerte® der Zufallsvariablen X; gegen den
,~rdumlichen Mittelwert* m konvergieren. Dies ist ein Spezialfall eines viel allgemeineren Ergodensatzes, der
eine entsprechende Aussage fiir ergodische dynamische Systeme liefert, siche z.B. BREIMAN: PROBABILITY
[2] oder DURRETT: PROBABILITY: THEORY AND ExXAMPLES [3].

Beweis (von Satz 4.11). Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten.

(i) Reduktion auf nichtnegative Zufallsvariablen.

Wir konnen 0.B.d.A. X; > O fiir alle i € N voraussetzen. Andernfalls zerlegen wir X; = Xl.+ - X
Die Zufallsvariablen X" bzw. X~ (i € N) sind jeweils Funktionen der X;, und daher wieder paarweise
unabhingig. Aus dem Gesetz der groen Zahlen fiir X;" und X folgt das Gesetz der groen Zahlen
fiir die Zufallsvariablen X;.

(ii) Reduktion auf Gesetz der grofien Zahlen fiir Y; := X; - Iix, <iy-

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt

P[Y; # X; unendlich oft] = 0,
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denn
DPGEX] = ) PIXi>i]
i=1 i=1
= Z P[X; > i] (X; identisch verteilt)
i=1
< P[X; > x] dx (x — P[X; > x] monoton fallend)
0

Also konvergiert % " - X; P-fast sicher gegen m, falls dasselbe fiir % i1 Y; gilt. Sei nun

i=1
n
S, = Z Y.
i=1

Die Zufallsvariablen ¥; sind wieder paarweise unabhéngig, und es gilt 0 < ¥; < i.

(iii) Konvergenz der Erwartungswerte.
Da die Zufallsvariablen Y; nicht mehr identisch verteilt sind, bestimmen wir zundchst den Grenzwert
der Erwartungswerte der Mittelwerte S, /n. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

E[Y;] = E[X;; X; <i] = E[XI'I{Xlgi}]_>E[X1] =m, fiir i — oo,

also auch

S 1 <
El—n]:—ZE[Yi]—>m fiir n — oo.
n n

(iv) P-fast sichere Konvergenz von 57" entlang der Teilfolgen k,, = "], a > 1.

Vorbemerkung: Sei @ > 1. Im Beweis werden wir verwenden, dass dann

1 1 1 const. const.

— = + +... < =
K Lam P g P lam K,

nzm

mit einer von m unabhédngigen Konstanten gilt. Wir zeigen nun:

Behauptung:

S S
b lim E [%] =m P-fast sicher.

k. n—oo n

Beweis der Behauptung: Nach dem Lemma von Borel-Cantelli geniigt es,

2]

n=1

Sk, — E[Sk, ]

> &
kn

< o

zu zeigen. Dies ist der Fall, wenn

gilt. Wegen
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erhalten wir mithilfe der Vorbemerkung

iVar[%}

n=1 n

kn

% - ZVar[m

i=1

M

1

M

Il
—_

_ 1
E[X]; X; <i]- § =
n

i n:ky, >i

const.-ZE[Xlz; Xi < llz

<
i=1
co i 1
< const. - ZZJ'Z PXie(-1L/11 5
i=1 j=1 !
- . s
= const.- Y P PIX €G- Ll Y
= i= !
< const. - Zj “P[X; € (-1l

~.
I
—_

= const.- E Zj Aix e(i-1,51)
j=1
< const.- E[X; +1] < oo.

Hierbei haben wir benutzt, dass wir die Summationsreihenfolge vertauschen diirfen, da die Summan-
den nicht-negativ sind.

(v) P-fast sichere Konvergenz von 57"

Fir/ €e Nmit k,, <1 < k,4+ gilt wegen Y; > 0:

Sk" S Sl S Skn+1 ‘
Es folgt
kn . Sﬁ = Sk" < & < Skn+l _ k}’H—l . Skn+1
kn+1 kn kn+l L kn kn kn+l '
Fiir n — oo erhalten wir wegen k,’(’—: — @ und S"Z—’Ew) — m:
S S
a —00 I—00

fiir alle w auBerhalb einer von « abhingenden Nullmenge N,. Fiir w auBerhalb der Nullmenge

U a>1 Ng folgt somit lim;_, S’(l‘“) =m. -
acQ

Korollar 4.12 (Gesetz der grofen Zahlen ohne Integrierbarkeit). Seien Xi, X;... paarweise unabhin-
gige, identisch verteilte, nicht-negative Zufallsvariablen. Dann gilt

n—oo

1 n
lim — ZXi(a)) =  E[Xi] P-fast sicher.
n
i=1
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Beweis. Nach Satz 4.11 gilt die Aussage im Fall E[X;] < oo. Fiir E[X]] = oo erhalten wir fiir k € N:

n

1 1<
liminf— » X; > liminf— Z(Xi ANk) = E[X) Ak] P-fast sicher.
e g e

Fiir k — oo folgt dann mit monotoner Konvergenz

n

1
lim inf — X; = E[Xi] = oo
n—co g 4

i=1

und damit die Behauptung. |

4.3. Empirische Verteilungen

Unabhingige Beobachtungswerte X, X5, ..., X, von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung konnen wir ver-
wenden, um KenngréBen der Verteilung zu schitzen. Das Gesetz der grolen Zahlen liefert hier eine Konsi-
stenzaussage: Die empirischen Verteilungen i, = % it Ox, der Stichprobe (X, X», . . ., X,,) konvergieren
fast sicher gegen die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die Stichprobengrofie n gegen
unendlich geht.

Schatzen von KenngréBen einer unbekannten Verteilung

Angenommen, wir haben eine Stichprobe aus reellen Beobachtungswerten gegeben, und mochten die zu-
grundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf (R, B(R)) moglichst weitgehend rekonstruieren. Im
einfachsten Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen unabhingiger Zufallsvaria-
blen X1, X5, ..., X, mit Verteilung p.

(i) ScHATZEN DEs ERWARTUNGSWERTES: Sei [ |x| p(dx) < oo. Um den Erwartungswert m = [ x u(dx)
zu schitzen, verwenden wir das empirische Mittel

_ 1 &
Xn = ZZ]XE
1=

Das empirische Mittel ist ein erwartungstreuer Schtzer fir m, d.h. X, ist eine Funktion von den
Beobachtungswert_en Xi,..., X, mit E[X,] = m. Sei € > 0. Obere Schranken fiir die Fehlerwahr-
scheinlichkeit P[| X, —m| > &] erhilt man z.B. mithilfe der Cebysev- oder der exponentiellen Markov-

Ungleichung. Fiir n — oo gilt nach dem Gesetz der grofSen Zahlen
X, — m P-fast sicher,
d.h. (X,,)nen ist eine konsistente Folge von Schitzern fiir m.

(ii) ScHATZEN DER VARIANZ: Um die Varianz v = [(x — m)? u(dx) der zugrundeliegenden Verteilung zu
schitzen, verwendet man meistens die renormierte Stichprobenvarianz

— 1 n -
V, = —n_liZl(xi—Xn).

Der Vorfaktor ﬁ (statt %) gewihrleistet unter anderem, dass Vn ein erwartungstreuer Schitzer fiir v
ist, denn aus

1 ¢ - 1 ¢ -
S X=X = = (Xi=m) — (X —m) (4.5)
i=1 i=1
Stichprobenvarianz = MSE — Stichprobenbias2
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folgt

n—1
E

1 v -
; Z(Xi - Xn)2

i=1

v,
n

1 v —
—§ Var[X;] - Var[X,,] =
A ar[ X; | ar[ X, ]

also E[Vn] =.

Um zu zeigen, dass (Vn)neN eine konsistente Folge von Schitzern fiir v ist, konnen wir erneut das
Gesetz der grofen Zahlen anwenden. Da die Zufallsvariablen X; — X,,,1 < i < n, selbst nicht

unabhingig sind, verwenden wir dazu die Zerlegung (4.5). Nach dem starken Gesetz der groflen
Zahlen fiir nichtnegative Zufallsvariablen erhalten wir

1~ 1 & —
n v, = = Z( Xi-m?-X,-m? — v P-fast sicher,
nia

also auch Vn — v P-fast sicher.

(iii) ScHATZEN vON INTEGRALEN: Allgemeiner konnen wir fiir jede Funktion f € £L1(S, B, 1) das Integral
0 = [ f du erwartungstreu durch die empirischen Mittelwerte

i, =%§ﬂm

schitzen. Dies haben wir schon in Kapitel ?? fiir Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Da die Zufalls-
variablen f(X;) wieder unabhingig und identisch verteilt sind mit Erwartungswert 6, gilt nach dem
starken Gesetz der groflen Zahlen:

—

6, — 06 P-fast sicher. 4.6)

(iv) ScHATZEN DER VERTEILUNG: Die gesamte Verteilung u konnen wir durch die empirische Verteilung
1 n
fin() ZEZ&M
iz

der Zufallsstichprobe schitzen. i, ist eine ,,zufdllige Wahrscheinlichkeitsverteilung,* d.h. eine Zufalls-
variable mit Werten im Raum WV(R) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B(R)). Aus (4.6)
ergibt sich die folgende Approximationseigenschaft der empirischen Verteilungen: Fiir jede Funktion
fe LS, B, p) gilt

_ 1 v .
/ fda, = ZZ fx) = / fdu  P-fastsicher. A7)
i=1

Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktionen

Fiir die empirischen Verteilungsfunktionen
—~ 1 .
Fale) = pl(=ooc]l = —H{I<i<n: X <c}

von unabhéngigen, identisch verteilten, reellwertigen Zufallsvariablen X, X5, . . . mit Verteilungsfunktion F
ergibt sich wegen Fy,(c) = [ I—co.c] dHin:

lim F,(c) = F(c) P-fast sicher fiir jedes feste ¢ € R. 4.8)
n—oo

Diese Aussage kann man noch etwas verschérfen:
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Satz 4.13 (Glivenko-Cantelli). Sind X;, X5, . . . unabhéingig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion
F, dann gilt fiir die empirischen Verteilungsfunktionen F;,:

sup |Fu(c)—F(c)] — O P-fast sicher. 4.9)
ceR

Beweis. Wir fiihren den Beweis unter der zusétzlichen Annahme, dass F stetig ist — fiir den allgemeinen
Fall siehe z.B. KLENKE: WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE [9]. Sie € > 0 gegeben. Ist F stetig, dann existieren
k € N und Konstanten —co = ¢y < ¢| < ¢ < ... < ¢ = oo mit F(¢c;) — F(ci—1) < g/2fiiralle ] <i < k.
Da F;, nach 4.8 mit Wahrscheinlichkeit 1 punktweise gegen F' konvergiert, existiert zudem ein ng € N mit

£
max |F,(c;)— F(¢;))] < = fiir alle n > ny.
0<i<n 2

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen folgt dann

s Fu(ci))—F(ci) < &

Fule)=F(e) < Fu(a)=Fla) < 3
und entsprechend
F@-Fic) < Fle)-Fule) < S+Fe)-Fl) < =

firallen > ng,c e Round 1 <i < kmitc;_; < ¢ < ¢;. Also gilt auch

sup |Fu(c) — F(c)] < & fiir alle n > ng
ceR

mit Wahrscheinlichkeit 1. |

Bemerkung (QQ-Plot). In parametrischen statistischen Modellen nimmt man von vornherein an, dass die
beobachteten Daten Realisierungen von Zufallsvariablen sind, deren Verteilung aus einer bestimmten Familie
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen stammt, z.B. der Familie aller Normalverteilungen. Um zu entscheiden,
ob eine solche Annahme fiir gegebene reellwertige Daten xy, . . ., x,, gerechtfertigt ist, kann man die empiri-
sche Verteilungsfunktion mit der tatsachlichen Verteilungsfunktion vergleichen. Ein praktikables graphisches
Verfahren ist der Quantil-Quantil-Plot, bei dem die Quantile der empirischen und der theoretischen Vertei-
lung gegeneinander aufgetragen werden. Um auf Normalverteilung zu testen, plottet man beispielsweise die

Punkte
k—1/2
((I)_l( / ),X(k)), k=12 ...,n
n
wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist, und x(1) < xo) < ... < x(,) die Ord-
nungsstatistiken von xi, ..., x,, also die (k — %)/n—Quantile der empirischen Verteilung sind. Ist die zu-

grundeliegende Verteilung eine Normalverteilung mit Mittel m und Standardabweichung o, dann liegen die
Punkte fiir groBe n ndherungsweise auf einer Geraden mit Steigung o und Achsenabschnitt m, da fiir die
Verteilungsfunktion und die Quantile der theoretischen Verteilung dann

c—m] =(D(C_m), bzw.
o o

F¢) = P[X<c] = PloZ+m<c] = P[ZS
F~(u)

m+o® ! (u)

gilt. Abbildung 4.3 zeigt einen QQ-Plot bzgl. der Standardnormalverteilung.
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Normal Q-Q Plot
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Precipitation [infyr] for 70 US cities
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Theoretical Quantiles

Abbildung 4.3.: QQ-Plot eines empirischen Datensatzes bzgl. der Standardnormalverteilung

Histogramme und Multinomialverteilung

Die empirische Verteilung i, (w) = % 21 0x,(w) von Zufallsvariablen Xj, ..., X, ist selbst eine Zufalls-
variable mit Werten im Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wir wollen nun die Verteilung dieser
Zufallsvariablen explizit berechnen, falls die X; unabhingig und identisch verteilt mit endlichem Werte-
bereich S sind. Haben die Zufallsvariablen keinen endlichen Wertebereich, dann kann man die Aussagen
trotzdem anwenden, indem man den Wertebereich in endlich viele Teilmengen (Klassen) zerlegt.

Das Histogramm von n Beobachtungswerten x, . . ., x,, die in einer endlichen Menge S liegen, ist der Vektor
h = (ha)aes, he={1<i<n:x =a}|

der Hiufigkeiten der moglichen Werte a € S unter xy, . . ., x,,. Graphisch stellt man ein Histogramm durch
ein Balkendiagramm dar, siche Abbildung 4.4. Der Raum Hist(n, S) aller mdglichen Histogramme von n
Beobachtungswerten ist eine Teilmenge von {0, 1, .. ., n}S :

Hist(n, S) = {71 = (ha)aes : ha € Z+,Z hg = n} c {01,...,n}".

aeS

Sei nun u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen Menge S. Wir wollen die Verteilung des
Histogrammvektors bestimmen, wenn die Beobachtungswerte unabhingige Stichproben von der Verteilung
u sind. Wir betrachten also unabhédngige Zufallsvariablen X, ..., X,, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit Verteilung u, sowie die Haufigkeiten

Hy(w) = |{1<i<n:X(w)=a}
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4. Gesetze der groflen Zahlen

Abbildung 4.4.: Histogramm der Klassen a, b, c und d mit den jeweiligen Hiufigkeiten A, hp, . und hy

der moglichen Werte a € S. Fiir ein festes a € § ist die Zufallsvariable H, Bin(n, p)-verteilt mit p =
ul{a}]. Wir berechnen nun die gemeinsame Verteilung aller dieser Hiufigkeiten, d.h. die Verteilung up des

Zufallsvektors
H = (Hyges : Q — Hist(n,S)

mit Werten im Raum der Histogramme. Dazu verwenden wir die Unabhéingigkeit der X;. Mit I = {1, ..., n}
erhalten wir:

,uH(l_c)) = P[H,; =k, Va € S] = P[X; = a genau k,-mal fiir alle a € S]

> PlXi=aViel,Vaesl = Y []utarte = (g)n,u(a)k“.

1= I, I=U 1, aeS aeS
aesS aesS
a|=ka al|=ka
Hierbei laufen die Summen iiber alle disjunkten Zerlegungen von I = {0, 1, ..., n} in Teilmengen I, a € S,
mit jeweils k, Elementen, und der Multinomialkoeffizient
n n! .
(I—{») = m, kaE{O, 1,...,n}m1t Zka=n,
aeS aces

gibt die Anzahl der Partitionen von n Elementen in Teilmengen von jeweils k, Elementen an.

Definition 4.14 (Multinomialverteilung). Die Verteilung des Histogrammvektors H heilst Multinomial-
verteilung fiir n Stichproben mit Ergebniswahrscheinlichkeiten u(a),a € S.

Bemerkung (Binomialverteilung). Im Fall |S| = 2 ist H(w) eindeutig festgelegt durch H;(w), und die
Zufallsvariable H; ist binomialverteilt mit Parametern n» und p = u(1). In diesem Sinn ergibt sich die
Binomialverteilung als Spezialfall der Multinomialverteilung.

4.4. Momentenerzeugende Funktionen und exponentielle Abschatzungen

In diesem Abschnitt filhren wir momentenerzeugende und charakteristische Funktionen von reellen Zufalls-
variablen ein und beweisen einige grundlegende Aussagen iiber diese Funktionen. Anschlielend zeigen wir,
wie nicht-asymptotische obere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeiten groer Abweichungen vom Gesetz
der groflen Zahlen mithilfe momentenerzeugender Funktionen hergeleitet werden konnen. Charakteristische
Funktionen werden wir in Kapitel 5 zum Beweis von zentralen Grenzwertsitzen verwenden.
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Momentenerzeugende und charakteristische Funktionen

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R4 eine Zufallsvariable mit Verteilung p. Wir
definieren den Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral bzgl. P) fiir eine komplexwertige Zufallsvariable
Z = U + iV mit Real- und Imaginarteil U,V : Q — R durch E[Z] = E[U] + iE[V]. Der Erwartungswert
ist immer dann definiert, wenn |Z| = VU? + V2 integrierbar ist, da dann U und V integrierbare reellwertige
Zufallsvariablen sind. Man verifiziert leicht, dass grundlegende Rechenregeln fiir den Erwartungswert (z.B.
Linearitit, |[E[Z]| < E[|Z]], Satz von Lebesgue) sich auf komplexwertige Zufallsvariablen iibertragen.

Definition 4.15 (Momentenerzeugende und charakteristische Funktion).
Die Funktionen M : R? — (0, o] bzw. ¢ : R¢ — C,

M(t) := E[e¥] = /Rd e’ u(dx),
o) = Ek”ﬂ==éﬁf“uww

heillen momentenerzeugende bzw. charakteristische Funktion der Zufallsvariable X oder der Verteilung p.

Da die Funktionen t — e’ und t +— e fiir t € R? nichtnegativ bzw. beschrinkt sind, sind die
Erwartungswerte definiert. Dabei nimmt M(7) den Wert +co an, falls exp(z - X) nicht integrierbar ist. Fiir die
Norm der komplexen Zahl ¢(¢) gilt dagegen

|p(1)] < E[lexp(it-x)]] = 1  firallet € RY.

Bemerkung (Fourier- und Laplace-Transformation). Die Funktion ¢(—¢) = f e (dx) ist die Fourier-
Transformation des MaBes u. Ist u absolutstetig bzgl. des Lebesguemales mit Dichte f, dann ist ¢(—t) die
Fourier-Transformation der Funktion f, d.h.

o0 = Fio = [ e ear
Entsprechend ist
M(-t) = / e " u(dx) (r>0)
R4

die Laplace-Transformation des Malles u bzw. der Dichte f.

Rechenregeln. Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen der momen-
tenerzeugenden bzw. charakteristischen Funktionen:

(i) Sind X,Y : Q — R4 unabhingige Zufallsvariablen auf (€, A, P), dann gilt
Mx,y(t) = Mx(t)- My(t) und dx+y(t) = ¢x(1) - ¢y (t)
fiir alle € R<.

) IstX =(X1,...,X5):Q — R4 ein Zufallsvektor mit unabhédngigen Komponenten X, . .., X4, dann
gilt fiir t = (11,...,14) € R4:

d d
Mx(t) = [[Mx@) —uwd  ex() = []ex.w).
i=1 i=1
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(iti) Fiir A € R4 und b € R gilt

Max:p(t) = e'" Mx(ATr) und Paxsn(t) = €"Pox(AT).

(iv) Es gilt stets M(0) = ¢(0) = 1 und ¢(—1) = M fiir alle r € R.

Beispiel (Binomialverteilung). Die Binomialverteilung Bin(n, p) ist die Verteilung der Summe ;7" , V;
von unabhingigen Bernoulli(p)-verteilten Zufallsvariablen 11, ..., ¥,,. Also sind

o) = []on@ = (1-p+pe)’, wd M@ = (1-p+pe)"
i=1

die charakteristische und momentenerzeugende Funktion von Bin(n, p).

Der Ubersichtlichkeit halber beschriinken wir uns nun auf den Fall 4 = 1. Wir zeigen, dass sich die Momente
E[X"] einer Zufallsvariable X : ) — R unter geeigneten Voraussetzungen aus der momentenerzeugenden
bzw. charakteristischen Funktion berechnen lassen. Die notigen Voraussetzungen sind allerdings im Fall der
momentenerzeugenden Funktion viel stirker.

Satz 4.16 (Momentenerzeugung). (i) Ist M(z) = E[e!X] endlich auf (-6,6) fiir ein 6 > 0, dann
existiert der Erwartungswert M(z) := E[e?X] fiir alle z € C mit |Re(z)| < &, und es gilt

o0

= 2

n=0

E fiir alle z € C mit |z| < 6.

EI”

Insbesondere folgt
E[X"] = M"™(0) firallen € Z, .

(ii) Ist E[|X|"] < oo fiir ein n € N, dann gilt ¢ € C"*(R) und

o) = " E[X"e"X] firaller € R . (4.10)

Man beachte, dass die Voraussetzung im ersten Teil des Satzes erfiillt ist, falls M(s) < co und M(—s) < o0
fiir ein festes s > 0 gilt. Nach der Jensenschen Ungleichung folgt ndmlich aus M(s) < co auch

M(1) = E[¢'X] < E[e*X]"* < o  fiirallez € [0, s].
Entsprechend folgt M < oo auf [—s, 0] aus M(—s) < oo.

Beweis. (i) Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich

ZZ_Y:EHXV’] = E [elel] < E [esX] +E [e—sX] < oo fiir 5 € (0,5).
n=0

Insbesondere existieren alle Momente E[X"] (n € N), sowie die exponentiellen Momente E[e*X] fiir
z € C mit |Re(z)| < 6. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wir fiir z € C mit |z| < § zudem

(X) o (2X)"
Z - mh—r>I<1>onZ:0 Zn!

da e*\X! fiir s > |z| eine Majorante der Partialsummen ist.

e "

Z E[X"] = lim E
n.

m—oo
n=0

= E[e*"],

136 Universitit Bonn



4.4. Exponentielle Abschidtzungen

(i) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt (4.10) nach Definition von ¢(z). Ist
E[]X|"*!] < oo, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz von Lebesgue:

d(t + hz — ") % £ [( iX)" (ei(t+h)X 3 enx)]

1 t+h ) )
E [(iX)"E / iXe'sX ds] - E[(X)"! "]
t

fiir h — 0, also
¢(n+l)(t) _ E[(iX)”He”X],

Die Stetigkeit von ¢"(r) folgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue unter der Voraussetzung
E[|X|"] < oo. |

Beispiele. (i) Fiir eine Zufallsvariable X mit Verteilungsdichte f(x) o eI gilt E[|X]"] < oo fiir
alle n € N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft differenzierbar. Die momentener-
zeugende Funktion Mx(¢) ist hingegen nur fiir = 0 endlich.

(i) Ein Standardbeispiel einer Verteilung, deren Momente nicht existieren, ist die Cauchy-Verteilung
mit Dichte

fo) = (x € R).

m(1 + x2)
Fiir eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable X gilt Mx(z) = oo fiir alle ¢ # 0. Trotzdem existiert
ox(t) =" firaller € R .

Die charakteristische Funktion ist allerdings bei O nicht differenzierbar.

Bemerkung (Zusammenhang von M und ¢). Gilt M < oo auf (-6, ) fiir ein § > 0, dann hat die Funktion
M eine eindeutige analytische Fortsetzung auf den Streifen {z € C : |Re(z)] < 4} in der komplexen
Zahlenebene, die durch M(z) = E[exp(zX)] gegeben ist. In diesem Fall gilt

oty = M) fiir alle t € R.

Insbesondere ist die charakteristische Funktion dann durch die momentenerzeugende Funktion eindeutig
bestimmt.

Die letzte Bemerkung ermoglicht manchmal eine vereinfachte Berechnung von charakteristischen Funk-
tionen:

Beispiel (Normalverteilungen). (i) Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

1 0 2 2 1 0 2 2
Mz(t) = — / X gy = o — / e 2 gy = o7 < o fiirt €R.
VZH —00 V2ﬂ —0o0

Die eindeutige analytische Fortsetzung auf C ist die als Potenzreihe darstellbare Funktion Mz(z) =
exp(z%/2). Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

bz() = MgzGt) = 2 firalle t €R.

(ii) Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Mittel m und Varianz o2 konnen wir darstellen als
X=0Z+mmitZ ~ N(0, 1). Also gilt

Mx(t) e™ Mz(ot) = exp (mt + 0'212/2) , und

ox(t) = ™ ¢z(01) = exp (imt - 0'2t2/2) )
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Bemerkung (Satz von Bochner). Eine Funktion ¢ : R — C ist genau dann eine charakteristische Funktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) ¢0)=1 und |p(¢)] <1 fiiraller € R.
(ii) ¢ ist gleichmiBig stetig.
(iii) ¢ ist nicht-negativ definit, d.h.

n
Z ¢(ti —tj)ziz; 20 VneN, f,..,t, €R, z1,...,2, € C.

ij=1

Dass jede charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung die Eigenschaften (i)-(iii) hat, priift
man leicht nach. Der Beweis der umgekehrten Aussage findet sich z.B. in Vol. II des Lehrbuchs von Feller

[6].

GroBe Abweichungen vom Gesetz der groBen Zahlen

Seien X, X, ... € L] (€, A, P) unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert m und
momentenerzeugender Funktion

M(t) = E[¢"],

und sei S, = X; + ... + X,,. Der folgende Satz verschirft die nicht-asymptotische obere Schranke fiir die
Wabhrscheinlichkeit groer Abweichungen vom Gesetz der groen Zahlen aus der Bernstein-Ungleichung
(Satz ??), und verallgemeinert diese auf nicht Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.

Satz 4.17 (Chernoff). Fiir alle » € Nund a € R gilt:

S
PlZ>a|l < ™9 fallsa > m, bzw.
n
S’l —nl(a)
Pl—<a|l < e falls a < m,
n

wobei die exponentielle Abfallrate I(a) gegeben ist durch

I(a) = sup (at —log M(t)).
teR

Beweis. Wir zeigen diese Aussage im Fall a > m — der Beweis fiir a < m verlduft analog. Der Beweis erfolgt
in drei Schritten:

(i) Zentrieren: WE konnen 0.B.d.A. m = 0 annehmen. Andernfalls betrachten wir die zentrierten Zu-
fallsvariablen X; = X; — E[X;], die wieder unabhéngig und identisch verteilt sind. Man iiberzeugt sich
leicht, dass aus der Behauptung fiir X; die Behauptung fiir X; folgt.

(ii) Exponentielle Markovungleichung: Fiir alle t > O und n € N gilt:

P [& > a] = P[S,, = na]

n

IA

e—ZnaE[etS,,]

e ina E[etXl]n — e—(at—log M(t))~n.
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(iii) Optimieren der Abschditzung: Bilden wir das Infimum der fiir verschiedene ¢ > 0 erhaltenen Abschiit-
zungen, dann ergibt sich:

P & >a < infelat-logM@)n  _  ,—n-sup;yo(ar-logM(1))
n - T 20
Es bleibt zu zeigen, dass
sup (at —logM(t)) = sup(at—logM()) = I(a)
t>0 teR

gilt. Dies ist in der Tat der Fall, denn fiir # < 0 und @ > m gilt nach der Jensenschen Ungleichung und
der Voraussetzung m = 0:

at —log M(t) < —logE[¢'X'] < E[-loge’™ ] = —tm = 0 = a -0 —log M(0).
Also geniigt es, das Supremum {iber ¢ > 0 zu bilden. |

Die Analyse der Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten grofler Abweichungen auf der exponentiellen Skala
werden wir in Kapitel 6 durch den Beweis einer asymptotischen unteren Schranke mit derselben Ratenfunk-
tion / vervollstindigen. Die Chernoff-Schranke aus dem Satz oben hat aber den Vorteil, dass sie nicht nur
asymptotisch (d.h. fiir n — o0), sondern fiir jedes feste n gilt !

Um die Aussage aus dem Satz von Chernoff zu interpretieren, untersuchen wir die Ratenfunktion / genauer.
Insbesondere interessiert uns, wann /(a) strikt positiv ist, denn in diesem Fall fallen die Wahrscheinlichkeiten
grofler Abweichungen exponentiell in n ab. Wir beginnen mit einer Bemerkung zur Funktion A := log M.

Bemerkung (Kumulantenerzeugende Funktion). Die Funktion A(¢) = log M(t) (¢ € R) heil3it logarithmi-
sche momentenerzeugende oder kumulantenerzeugende Funktion von X;. Sie hat unter anderem die folgenden
Eigenschaften:

(i) A ist konvex.
(i) A(0)=0.

(iii) Gilt M(t) < oo auf (=4, 6) fiir ein 6 > 0, dann ist

A(0) = AA{[/(((()))) = m, und
wy . M7(0) M0 2 2
A’(0) = MO)  M0) E[X{]-E[Xi]> = \Var[Xi].

Die hoheren Ableitungen von A heilen Kumulanten von X.
Die Ratenfunktion 7 in Satz 4.17 ist die Legendre-Transformation der Funktion A, d.h.

I(a) = sup fu(t) mit fa(t) = at — A(2).
teR

Die Legendre-Transformation einer konvexen Funktion hat eine einfache geometrische Bedeutung: Wie man
aus Abbildung 4.5 sieht, ist der Wert I(a) der negative Achsenabschnitt der (eindeutigen) Tangente an den
Graphen von A mit Steigung a (wobei wir I(a) = oo setzen, falls keine solche Tangente existiert). Wichtige
Eigenschaften der Ratenfunktion sind:

(i) 1 ist wieder konvex.

(ii) Es gilt I(a) > f,(0) = 0 fiir alle a € R.
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log M (t)

Abbildung 4.5.: Geometrische Interpretation der Rate /(a) als negativer Achsenabschnitt der eindeutigen
Tangente mit Steigung a (rot) an die kumulantenerzeugende Funktion (blau).

(iii) Ist M(t) < co auf (-6, d) fiir ein & > 0, dann folgt f,, € C*(-4,6) mit f,(0) = Ound £,(0) = a —m.
In diesem Fall ist I(a) fiir a # m strikt positiv:

Ia) = sup f, > 0 fiir alle a # m.

Unter der Voraussetzung in (iii) ergibt sich ein exponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeiten grofier Abwei-
chungen ! Sind die Zufallsvariablen X; dagegen nicht exponentiell integrierbar, dann kann es auch passieren,
dass die Abfallrate /(a) fiir a # m gleich 0 ist. Die Wahrscheinlichkeiten grof3er Abweichungen fallen in die-
sem Fall langsamer als exponentiell ab, denn es gilt auch eine asymptotische untere Schranke mit derselben
Ratenfunktion 7, siehe Satz 6.12 unten.

Fiir konkrete Verteilungen der Zufallsvariablen X; kann man die kumulantenerzeugende Funktion A und
die Ratenfunktion / manchmal explizit berechnen:
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Abbildung 4.6.: Ratenfunktion fiir X; ~ N(1, 1).

Abbildung 4.7.: Ratenfunktion fiir X; ~ Exp(2).

Beispiel (Normalverteilung). Fiir normalverteilte Zufallsvariablen X; ~ N(m, o2) ergibt sich mit einer

einfachen Rechnung /(a) = % Der Satz von Chernoff liefert in diesem Fall die Abschitzung

_ (u—m)zn

S
< e 20? fiir allea > mund n € N.

L
n

P

Die Ratenfunktion hat eine Nullstelle beim Erwartungswert m, da die Mittelwert S, /n gegen diesen
konvergieren. Jenseits von m erhalten wir eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeiten mit einer expo-
nentiellen Abfallrate, die quadratisch in a wichst. Da in diesem Fall S,, /n wieder normalverteilt ist, kann
man die Wahrscheinlichkeiten auch préziser mithilfe von Lemma 1.31 abschitzen. Es zeigt sich, dass die
Chernoff-Abschitzung hier zwar die optimale exponentielle Rate liefert; mit der genaueren Gauf3schen
Abschitzung (1.16) gewinnt man aber einen zusitzlichen Faktor der GroBenordnung n~!/2,

Beispiel (Exponentialverteilung). Fiir X; ~ Exp(1) ergibt sich die Ratenfunktion

Ada — 1 —log(da) fira > 0,
I(a) = ]
00 fiira < 0.
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\/

Abbildung 4.8.: Ratenfunktion fiir X; ~Bernoulli(1/2)

Diese hat eine Nullstelle beim Erwartungswert 1/4. Da nicht positive Werte mit Wahrscheinlichkeit 1
nicht auftreten, hat die Ratenfunktion auf dem Intervall (—oo, 0] den Wert +co.

Beispiel (Bernoulli-Verteilung; Bernstein-Ungleichung). Fiir X; ~ Bernoulli(p) erhilt man
a l-a .
I(a) = alog (—) +(1-a)log (1—) fiir a € [0, 1], I(a) = +c0  sonst,
4 -p
wobei wir 01log 0 := 0 setzen. Wegen I(a) > 2(a — p)? verschirft die Abschitzung aus dem Satz von

Chernoff in diesem Fall die in Satz ?? hergeleitete obere Schranke

P [& > a] < e Aa-prn fira > p.
n

Wir werden spiter sehen, dass I(a) sich als relative Entropie der Bernoulli(a)-Verteilung bzgl. der
Bernoulli(p)-Verteilung interpretieren ldsst.

Beispiel (Ehrenfestmodell im Gleichgewicht). Es befinden sich n = 10> Molekiile in einem GefiB.
Jedes Molekiil sei jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 in der linken bzw. rechten Hilfte. Seien X;
(1 <i < n) Bernoulli(1/2)-verteilte unabhéngige Zufallsvariablen, wobei X; = 1 dafiir steht, dass sich
das i-te Molekiil in der linken Hilfte befindet. Der Anteil S,,/n der Molekiile in dieser Hélfte konvergiert
nach dem Gesetz der grofien Zahlen fast sicher gegen 1/2.

. . . R . o Sh 1 ~10
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit p := P |=* > 5 + 10 ?

Eine Abschiitzung mit der Cebysev-Ungleichung liefert:

1 1
< 10 Var[S, = -.10°% = —.
po= 107 Var[Sa/n] 710 4000

Durch Anwenden der exponentiellen Abschitzung erhilt man dagegen die viel prazisere Aussage

_ —1012 _
p o< 20107102 2000

Eine Abweichung von der GroBenordnung 10710 vom Mittelwert ist also praktisch unméglich | Die
makroskopische Grofie S, /n ist daher de facto deterministisch.

Inversion der Fouriertransformation

Die folgende zentrale Aussage zeigt, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R eindeutig durch ihre
charakteristische Funktion ¢ festgelegt ist. Der Satz liefert sogar eine explizite Formel zur Rekonstruktion

142 Universitit Bonn



4.4. Exponentielle Abschidtzungen

der Verteilung aus ¢. Gilt zudem M < oo auf einem Intervall (-6, §) mit & > 0, dann erhdlt man die charak-
teristische Funktion wie oben bemerkt durch analytische Fortsetzung der momentenerzeugenden Funktion
M auf die imaginédre Achse. In diesem Fall ist die Verteilung somit auch durch die momentenerzeugende
Funktion eindeutig bestimmt !

Satz 4.18 (Lévys Inversionsformel). Sei ¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable X mit
Verteilung u.

(i) Fiira,b € Rmita < b gilt

T _-ita _ ,—ith
3 Al + (@] + 3 ()] = o fim [ = —ewar. @

(i) Ist [ |¢(z)| df < oo, dann ist u absolutstetig mit stetiger Dichte
1 . —itx
f(x) = - e ¢(r) dt.
27 J_o
Bemerkung. (i) Die Verteilung u ist durch (4.11) eindeutig festgelegt, denn fiir ¢, d € R mit ¢ < d gilt

+u|(a,b)

3 alta i@+ 3ol = 5 {u|ta)

> ) - pl(e.d)],

fira \,cund b 7 d.

(ii) Istdie Verteilung u absolutstetig mit quadratintegrierbarer Dichte f, dann ist auch die entsprechende
charakteristische Funktion

o) = / ¢ £(x) dx

[oe]

quadratintegrierbar. Die Aussage (2) aus Satz 4.18 ist in diesem Fall die klassische Fourierinversions-
formel der Analysis, siche z.B. FORSTER: ,,ANALYSIS 3.

(iii) Die Aussagen lassen sich auf Wahrscheinlichkeitsmafie auf R4 erweitern - auch diese sind durch ihre
charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.

Beweis (von Satz 4.18). (i) Sei T > O und a < b. Nach dem Satz von Fubini konnen wir die Integrati-
onsreihenfolge in dem folgenden Doppelintegral vertauschen, und erhalten

1 T _—ita _ _,-ith 1 T it(x—a) _ ,it(x-b)
> E e dr = - / / ¢ ¢ dt u(dx).  (4.12)
T J_r 1t N _ T -T 2it
— feitx ﬂ(dx)

=: g(T,x)

Dabei haben wir benutzt, dass der Integrand produktintegrierbar ist, da aus der Lipschitz-Stetigkeit
der Abbildung y — ¢’ mit Konstante L = 1 folgt, dass

elt=a) _ pit(x=D) - lt-(x—a)—t-(x-b)| _
- |t -

la — b| gilt.

it
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(ii)

144

Weiterhin erhalten wir wegen ¢ =% = cos(t(x — a)) + i sin(t(x — a)), cos(u) = cos(—u) und sin(u) =

— sin(—u):
3 T Sin(t - (x — a)) T Sin(t - (x — b))
g(T,X) - /() fdt - A f(lt
T-(x=a) §iny T-(x=b) giny
= /0 ” du — /0 ” du
= S(T-(x—a)) - ST (x=-Db)),
wobei

ro.
S(t) = / Sl
0 u

der Integralsinus ist. Mithilfe des Residuensatzes (siehe Funktionentheorie) zeigt man
. T . /e
tlg{)lo S = 5 tl_l)r_noo S = -7

Damit erhalten wir

. T v/ s
Tlgfgo g(T,x) = Esgn(x —-a) - 5 sgn(x —b) = m-Igp)(x) + 5 Liapy(x),

wobei wir sgn(0) := 0 setzen. Da S beschrinkt ist, ist auch g(7’, x) beschrénkt in 7 und x. Nach dem
Satz von Lebesgue folgt daher aus (4.12) fiir T — oo

1 T e—ita _ e—ilh

1
= -——f——anm=—1/anwmw>
JT -T it T
T o0

=5 @b + 5 e b

Ist ¢ integrierbar, dann ist die Funktion (z, x) — e~/** ¢(¢) produktintegrierbar auf [a, b] x R fiir alle
—00 < a < b < 0. Also ist die Funktion

1 <
1@ = 5o [ e e
21 ) o
integrierbar auf [a, b], und es gilt nach dem Satz von Fubini und (i):

b 0 b .
[ swar=o [ o [ e arar @ Juttan + ula b + 3ulieh,
—_—————

_ e~ita_e—ith
- it

Insbesondere folgt

b-¢& b
f(x)dx < ul(a,b)] < / f(x)dx VYe>O0.
Fiir £ \, 0 erhalten wir u[(a, b)] = f: f(x)dx. [ |

Beispiel (Summen von unabhéingigen normalverteilten Zufallsvariablen). Sind X undY unter P un-
abhéngige Zufallsvariablen mit Verteilung N(a, u) bzw. N(b,v), dann hat X + Y die charakteristische
Funktion

dx+v(t) = ox(1)- ¢y(t) = exp(ia+ b}t — (u +v)i*/2).
Da die rechte Seite die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit Mittel a + b und Varianz
u + v ist, folgt

X+Y ~ N(a+bu+v).

Insbesondere ist die Verteilung N(a + b,u + v) also die Faltung der Normalverteilungen N(a, u) und
N(b,v).
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Das Argument aus dem Beispiel ist auch allgemein anwendbar: Da die Faltung u * v von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen p und v auf R die Verteilung der Summe unabhéngiger Zufallsvariablen X ~ pund Y ~ v
ist, gilt fiir die charakteristischen Funktionen:

Gusr(t) = Gu(t) - ¢,(2) fir alle ¢ € R.

4.5. Ubungsaufgaben

Aufgabe 36 (Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariablen).
Sei (X;,)nen eine Folge von Zufallsvariablen in L7(Q, A, P), p € [1, o).

a) Zeigen Sie: Konvergiert (X;,),en stochastisch gegen 0, dann existiert eine Teilfolge (X, )k en, die P-fast
sicher gegen O konvergiert.

b) In Korollar 4.6 wurde gezeigt, dass aus L”-Konvergenz von X,, gegen 0 stochastische Konvergenz
folgt. Zeigen Sie, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

c) Wir setzen nun zusitzlich voraus, dass sup, o | X, | integrierbar ist. Zeigen Sie, dass dann aus P-fast
sicherer bzw. P-stochastischer Konvergenz von X;, gegen 0 auch L”-Konvergenz folgt.

Aufgabe 37 (Holder-Ungleichung). Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen auf (Q, A, P), und p, g € (1, o)
mit % + 611 = 1. Leiten Sie die Holder-Ungleichung

E[|X-Y]] < ||X||Lp(g,y{,]p) . ||Y||Lq(g,5q,p)

aus der Jensenschen Ungleichung her. (Hinweis: Uberlegen Sie sich zundichst, dass 0.B.d.A. X,Y > 0 und
E[|Y|9] = 1 vorausgesetzt werden kann. Stellen Sie dann E[XY] als Erwartungswert bzgl. des Wahrschein-
lichkeitsmafies Q mit Dichte dQ/dP = Y4 dar.)

Aufgabe 38 (Gesetz der grofien Zahlen fiir korrelierte Zufallsvariablen).
Seien X, : Q — R (n € N) quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit festem Erwartungswert E[X,] = m ¥ n € N. Es gelte

|Cov [Xi. X;]| < cji—jy  VijeN

mit endlichen Konstanten ¢, € (0,00), n = 0,1,2,.... Beweisen Sie die folgenden Erweiterungen der
L?-Versionen des schwachen und starken Gesetzes der groBen Zahlen :

a) Konvergiert ¢,, — 0 fiir n — oo, dann folgt
1 n
- Z Xi—om in L2(Q, A, P) und P-stochastisch.
n
i=1
b) Gilt sogar 3> | ¢, < oo, dann ist Var[S,,/n] von der Ordnung O(1/n), und es folgt

1 n
- Z Xi—om P-fast sicher.
n

i=1

c) Folgern Sie, dass ein starkes Gesetz der gro3en Zahlen gilt, wenn die Inkremente X; durch einen
stationdren AR(1)-ProzeB (siche Aufgabe 35) mit @ € (-1, 1) und Xy ~ N(O, 8—2) gegeben sind.

1-a?
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Aufgabe 39 (Bernsteinpolynome). Fiir eine stetige Funktion f : [0, 1] — R ist das zugehorige Bernstein-
Polynom n-ten Grades definiert durch

Jalp) = Zf(%)( Z )p"(l -p)t fiirpe[0,1].
k=0

a) Stellen Sie die Bernstein-Polynome in der Form
n

S

i=1

fup) = E|f

mit unabhingigen Zufallsvariablen X, X5, . .. dar.

b) Folgern Sie, daf} die Funktionenfolge f;, gleichméBig gegen f konvergiert.

Aufgabe 40 (Starkes vs. schwaches Gesetz der grofien Zahlen).
Es sei S, = 2/, X;, wobei (X;);>> eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit
1 1

P[X;=i]=—— und P[X;=0]=1- ——
ilogi ilogi

ist. Zeigen Sie:
a) E[S,,/n] — O fiirn — oo.
b) Es gilt ein schwaches der grof3en Zahlen, d.h. S, /n — 0 P-stochastisch.

c) Ein starkes Gesetz der grofien Zahlen gilt nicht.

Aufgabe 41 (Normale Zahlen). Eine Zahl u € [0, 1) heifit normal, falls Folgendes gilt: Fiir alle ¢ > 2 und
k > 1 kommt in der g-adischen Dastellung

o0

u = Z uiq_i

i=1
jede Ziffernfolge a = (ay, .. .,ax) € {0, ..., q — 1}* mit relativer Haufigkeit g% vor, d.h.

1
lim —[{1<i<n: (uyup, ... u01) = a}| = q*.

n—oo n

Zeigen Sie, dass beziiglich der Gleichverteilung auf [0, 1) fast jede Zahl normal ist.

Aufgabe 42 (Ratenfunktion fiir groBe Abweichungen). Seien Xj, X5, . . . unabhéngige, identisch verteilte
Zufallsvariablen mit den unten angegebenen Verteilungen. Berechnen Sie jeweils die momentenerzeugenden
Funktionen M(t) der X;, und skizzieren Sie die Graphen von A(f) = log M(¢) und von der Ratenfunktion
I im Satz von Chernoft. Zeigen Sie, daB} I die angegebene Form hat, und erkldren Sie den Verlauf von [/
anschaulich.

a) Bernoulli-Verteilung mit Parameter p € (0, 1):

1 -
I(a) = alogg+(1—a)log1 a
p

fir a € [0, 1], I(a) = o fiira ¢ [0, 1].

b) Exponentialverteilung mit Parameter A > 0:

I(a) = da-1-1log(da) fira >0, I(a) = o fiira < 0.
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Aufgabe 43 (Charakteristische Funktionen).  a) Die beidseitige Exponentialverteilung ist die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung i auf R mit Dichte f(x) = e~*1/2. Zeigen Sie: Die charakteristische Funk-
tion von u ist

1) = :
#(0) 1 +12

(Hinweis: Sie konnen z.B. mit partieller Integration ¢(t) = 1 — t>¢(t) zeigen.)

b) Folgern Sie, dass ¢(f) = e~ | die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung mit Dichte f(x) =

1 .
m(1+x2) Ist.

¢) Zeigen Sie: Sind X1, X», . . . unabhingige Cauchy-verteilte Zufallsvariablen, dann sind die empirischen

Mittelwerte % 2.y Xi, n € N, auch Cauchy-verteilt. Warum ist dies kein Widerspruch zum Gesetz der
grofen Zahlen ?

Aufgabe 44 (Charakteristische Funktionen II).
Zeigen sie mithilfe von charakteristischen Funktionen:

a) Sind X und Y unabhingige Bin(m, p) bzw. Bin(rn, p)-verteilte Zufallsvariablen, dann ist X + Y Bin(m +
n, p)-verteilt.

b) Sind X und Y unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert O und Varianz 1,
und stimmt die Verteilung der Zufallsvariablen (X +Y)/ V2 mit der von X und Y iiberein, dann sind X
und Y normal verteilt.

Hinweis: Zeigen sie zundichst, dass aus den Voraussetzungen eine Gleichung der Form ¢(t) = [@()]?
fiir die charakteristische Funktion folgt. Iterieren Sie die Gleichung, und verwenden Sie die Taylorent-
wicklung ¢(t) = 1 — £2/2 + o(t?).

Aufgabe 45 (Charakteristische Funktionen III). Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Istdie charakteristische Funktion ¢ einer Zufallsvariable X : Q — R reellwertig, so haben X und —X
dieselbe Verteilung.

b) Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

wmy . (2n)! N
E[Z n] = W fiir alle n € N.
¢) Sind X|, Xy, ... unabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischer Funktion exp(—|¢|%), @ > 0, so

-1/«

besitzt n " | X; dieselbe Verteilung wie X;.
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5. Zentrale Grenzwertsatze

Seien X|, X, ... € L*(Q, A, P) unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = O fiir alle
i,und sei S, = Xj + ... + X;,. Nach dem Gesetz der groflen Zahlen gilt

S
= 500 P-fast sicher und in L*(Q, A, P).
n

Wie sieht die Verteilung von S,, fiir grofle n aus?

Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskalieren wir zunéchst so, dass die Varianz konstant ist.
Es gilt
Var[S,] = n- Var[X;],

also ist

Var [%] = %-Var[Sn] = Var[X;] =: o2

unabhingig von n.
Um die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend standardisierten Summen S,,/+/n zu bestimmen,
betrachten wir die charakteristischen Funktionen. Da die Summanden X; unabhéngig und identisch verteilt

sind, erhalten wir
op = s () = Jon(G)]
20 = e\ = )]

Wegen X € L2(Q, A, P) ist ¢x, zweimal stetig differenzierbar, und die Taylorentwicklung bei ¢ = 0 ist
gegeben durch

1 1
ox, (1) = 1+i-E[X|]-1- 3 E[X}] 2 +o(t?) = 1- EO'ZIZ +o(r%).

Damit folgt fiir r € R:

o2t? 12 nloo o2t?

¢STZ(t) = (1—74‘0(—)) — exp (—T) = ¢N(0,0'2)(t)'

n

Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dass aus der Konvergenz der charakteristischen Funktionen unter
geeigneten Voraussetzungen die schwache Konvergenz (Definition s.u.) der Verteilungen folgt. Somit ergibt
sich:

Zentraler Grenzwertsatz. Die Verteilungen der standardisierten Summen S,,/+/n konvergieren schwach
gegen die Normalverteilung N(0, o2).

Den detaillierten Beweis werden wir in Abschnitt 5.2 fiihren. Der zentrale Grenzwertsatz erklart, warum die
Normalverteilungen in der Stochastik von so gro3er Bedeutung sind:

Bemerkung (Universalitit der Normalverteilung). Die Limesverteilung im zentralen Grenzwertsatz ist
unabhiéngig von der Verteilung von X, vorausgesetzt, es gilt X; € LZ(Q, A, P).
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5.1. Verteilungskonvergenz

Sei S ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B(S), zum Beispiel S = R oder S = R?. Wir wollen
nun einen fiir den zentralen Grenzwertsatz angemessenen Konvergenzbegriff fiir die Verteilungen (i, ), en
einer Folge (¥;,), ey von Zufallsvariablen mit Werten in S einfiihren. Naheliegend wire es, zu definieren, dass
eine Folge (u,,) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S, 8(S)) gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
u konvergiert, wenn u[B] = lim w,,[B] fiir jede Menge B € B(S) gilt. Ein solcher Konvergenzbegriff erweist
sich jedoch sofort als zu restriktiv, z.B. wiirde eine Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen in
diesem Sinne niemals gegen eine Normalverteilung konvergieren. Einen angemesseneren Grenzwertbegrift
erhélt man durch Beriicksichtigung der Topologie auf S:

Definition 5.1 (Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung).

(1) Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaf3en: Eine Folge (u,),en von Wahrscheinlichkeits-
mabBen auf der Borelscher o--Algebra B(S) konvergiert schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmal3
w auf B(S) (un = w), falls

/ fdu, — / f du fiir alle stetigen, beschriinkten Funktionen f : § — R gilt.

(i) Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen: Eine Folge (V,),en von Zufallsvariablen mit Werten
in S konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvariable Y bzw. gegen die Verteilung von Y, falls

Verteilung (Y;,) N Verteilung (),

d.h. falls
E[fY,)] — E[fX)] fiir alle f € Cp(S) gilt.

Konvergenz in Verteilung bezeichnet man auf Englisch als ,,convergence in distribution oder ,,con-

D
vergence in law*“. Entsprechend verwendet man die Kurzschreibweisen ¥,, — Y oder ¥, £> Y, falls ¥,, in
Verteilung gegen Y konvergiert.

Bemerkung. (i) Um zu garantieren, dass die Grenzwerte bzgl. schwacher Konvergenz eindeutig sind,
benotigt man eine zusitzliche Annahme an den Raum S. Zum Beispiel ist dies der Fall, wenn S ein
vollstdndiger, separabler metrischer Raum ist.

(ii) Die hier definierte Form der schwachen Konvergenz entspricht nicht der im funktionalanalytischen
Sinn definierten schwachen Konvergenz auf dem Vektorraum aller beschréankten signierten Malle auf
(S, B(S)), sondern einer schwachx-Konvergenz auf diesem Raum, siehe z.B. ALt: LINEARE FUNKTIO-
NALANALYSIS [Alt].

(iii) Bei der Konvergenz in Verteilung konnen die Zufallsvariablen Y, (n € N) und Y auf verschiedenen
Wahrscheinlichkeitsrdumen definiert sein! Die Konvergenz in Verteilung ist eigentlich kein Konver-
genzbegriff fiir Zufallsvariablen, sondern ein Konvergenzbegriff fiir die Verteilungen.

Wir werden in Satz 5.4 zeigen, dass im Fall S = R eine Folge (u,,) von Wahrscheinlichkeitsmafen genau
dann schwach gegen u konvergiert, wenn fiir die Verteilungsfunktionen

Fu,(c) —  Fulo) fiir alle Stetigkeitsstellen ¢ von F,
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d.h. fiir alle ¢ € R mit u[{c}] = 0, gilt. Das folgende Beispiel zeigt, dass die schwache Konvergenz von
Wabhrscheinlichkeitsmaen auf § mit dem Konvergenzbegriff auf S konsistent ist:

Beispiel (Schwache Konvergenz von Dirac-MaBen). Ist (x;,),cn eine Folge in S, dann konvergiert die
Folge der Dirac-Mal3e ¢y, genau dann schwach, wenn x,, in S konvergiert. Der Grenzwert von 0y, ist in
diesem Fall das Dirac-Ma8} §,. an der Stelle x = lim x;,,.

Schwache Konvergenz von WahrscheinlichkeitsmaBen

Das Beispiel der Dirac-Maf3e zeigt auch, dass bei schwacher Konvergenz die Wahrscheinlichkeiten beliebiger
Mengen nicht unbedingt konvergieren. Ist zum Beispiel A C § eine abgeschlossene Menge, die den Grenzwert
x einer Folge x,, € S enthilt, aber nicht die Folgenglieder selbst, dann gilt

limdy, [A] = 0 < 1 = 6[A]
Umgekehrt gilt fiir eine offene Menge O C S, die die Folgenglieder aber nicht den Grenzwert enthélt:
limé,, [0] = 1 > 0 = 6,[0].

Der folgende Satz liefert eine Charakteriserung der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmallen
liber die Konvergenz der Wahrscheinlichkeiten von Mengen:

Satz 5.2 (Portemanteau-Theorem). Seien u,, (n € N) und u Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf der Borelschen
o-Algebra iiber einem metrischen Raum S. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge (u; ), en konvergiert schwach gegen u.
(ii) Fiir jede beschrinkte Lipschitz-stetige Funktion f : S — R konvergiert [ f du, gegen [ f du.
(iii) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C S gilt

limsup p,[A] < plA]

(iv) Fiir jede offene Teilmenge O C S gilt

\Y
=
S

liminf u,[O]

(v) Fiir jede Menge B € B(S) mit u[dB] = 0 gilt

lim un[B] = u[B].

Beweis. Die Implikation ,,(i) = (ii)* ist offensichtlich wahr.

»(1i) = (iii)*: Sei A C S abgeschlossen. Wir approximieren die Indikatorfunktion der Menge A durch die
beschréankten Lipschitz-stetigen Funktionen

fe(x) = (1 —dist(x, A)/e)* .

Nach (ii) gilt fiir jedes € > 0:

lim sup u,[A] < limsup/f,S du, = /fs .
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Hieraus folgt (iii), da die rechte Seite fiir £ | 0 gegen u[A] konvergiert.

,(1il) © (iv)*“: Durch Anwenden der Aussagen (iii) bzw. (iv) auf das Komplement einer Menge B sieht man,
dass (iii) und (iv) dquivalent sind, da p,,[B€] = 1 — u,[B] und u[B€] = 1 — u[B] gilt. Man beachte, dass
wir hier benutzt haben, dass alle Mal3e Wahrscheinlichkeitsmal3e sind, also dieselbe Gesamtmasse haben !
,[(iii) und (iv)] = (v)*“: Aus der Kombination der (dquivalenten) Aussagen (iii) und (iv) folgt (v). Ist B € §
niamlich eine Borel-Menge mit u[0B] = 0, dann stimmt das Maf} von B mit den Malien der abgeschlossenen
Hiille B U 9B und des offenen Kerns B \ B iiberein. Damit folgt aus (iii) und (iv):

limsup p,[B] < limsup u,[BUOB] < p[B] < liminf w,[B\ dB] < liminf u,[B],

also liminf p,[B] = limsup u,[B] = u[B].

»(V) © (1)“: Sei f € Cp(S) und &€ > 0. Um von der Konvergenz der MaBe von u-randlosen Mengen auf die
Konvergenz von [ f du, zu schlieBen, bemerken wir, dass u[ f = ¢] > 0 nur fiir abzéhlbar viele ¢ € R gelten
kann. Da f beschrinkt ist, konnen wir dann endlich viele reelle Zahlen ¢y < ¢; < ... < ¢ mit ¢y < inf f
und ¢ > sup f finden, so dass ¢;+1 — ¢; < e und u[ f = ¢;] = O fiir alle i gilt. Da f zudem stetig ist, sind die
Rinder der Mengen f~!([¢;_1, c;]) in U;{f = c;} enthalten, und haben daher Ma Null bzgl. . Somit folgt
aus (v):

IA

k k
limsup " c; o [f (e eD] = ) cin[f7 Teimn, )]

i=1 i=1

lim sup/fd,un

IA

k
Ye+auls e < o [ sau
i=1

Fiire | Ofolgtlimsup [ f du, < [ f du,und, durch Anwenden dieser Aussage auf — f, auchliminf | f du, >
[ fdu, also [ fdu, — [ fdu. |

Neben schwacher Konvergenz betrachtet man hédufig auch unter anderem die folgenden Konvergenzarten
auf positiven Maflen:

* Vage Konvergenz: Die Folge (u,,) konvergiert vage gegen u, falls

[ram — [ ran

fiir alle stetigen Funktionen f mit kompaktem Trager gilt.

o Konvergenz in Variationsdistanz: (u,) konvergiert in (totaler) Variation gegen , falls die Variations-
distanzen

drv(u, pn) = sup |u[B]— u,[B]|
BeB(S)

gegen Null konvergieren. Dies ist eine sehr starke Konvergenzform: Die Wahrscheinlichkeiten aller
Borel-Mengen konvergieren gleichmifBig. Die Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsmalle u
und v ldsst sich auch wie folgt darstellen:

[rau-[rav.

divy) = 3 AR

xeS

Diesen Abstandsbegriff haben wir bereits in Abschnitt ?? bei der Konvergenz ins Gleichgewicht von
Markov-Ketten verwendet.

drv(w,v) = =  sup
2f :S—R messbar

mit [f] <1

Im diskreten Fall gilt
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* Konvergenz in Kantorovich-Distanz: FEine Alternative zur Variationsdistanz ist die Kantorovich-
Distanz, die auch die Metrik auf dem Grundraum S mitberiicksichtigt. Die Kantorovich-Distanz
zweier Wahrscheinlichkeitsmalle ¢ und v auf S ist definiert durch

dr(w,v) = inf /dx, dx dy).
k(1 v) L (x, y) n(dx dy)

Hierbei bezeichnet I1(y, v) die Menge aller Kopplungen von y und v, d.h. aller Wahrscheinlichkeits-
maBe n(dx dy) auf dem Produktraum § X S mit Randverteilungen u(dx) und v(dy). Beispielsweise

ist das Produkt-MaBl u ® v eine Kopplung von u und v. Die Kantorovich-Rubinstein-Dualitdit besagt,
dass sich die Kantorovich-Distanz auch als

dx (i, v) = sup ‘ / £ du / £ v, 5.1)

f:S—>R mit
lf(x) - f)] < d(x, y)

darstellen lasst, siche z.B. ViLLaNI: OpTiMAL TraNnsporT [Villani]. Die Variationsdistanz ist ein
Spezialfall der Kantorovich-Distanz: Wahlt man auf S die Metrik d(x, y) = I{x4y}, dann gilt dx = dry.
Die Kantorovich-Distanz wird hiufig auch als Kantorovich-Rubinstein- oder L'-Wasserstein-Distanz
bezeichnet.

Offensichtlich folgt aus der Konvergenz in Variationsdistanz die schwache Konvergenz, aus der wiederum
die vage Konvergenz folgt:

lpn = plltyv = 0 = /ln&,u = U — 4 vage.

Auch aus der Konvergenz in Kantorovich-Distanz folgt schwache Konvergenz:

dg(pnm i) >0 =ty > p.

In der Tat impliziert die Konvergenz in Kantorovich-Distanz nach (5.1) die Konvergenz der Integrale Lip-
schitzstetiger Funktionen, und damit nach dem Portemanteau-Theorem auch die schwache Konvergenz. Ist
S beschrinkt bzgl. der Metrik d, dann ist die schwache Konvergenz sogar dquivalent zur Konvergenz in
Kantorovich-Distanz, sieche ViLLaNI: OpTiIMAL TrRANSPORT [Villani].

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die unterschiedlichen Konvergenzbegriffe:
Beispiele (Vergleich der Konvergenzbegriffe).

(i) Diracmafle: Aus x, — x folgt keine Konvergenz von d, gegen d, in Variationsnorm, denn
|0x, — Ox|lrv = 1 fiir x,, # x. Hingegen gilt

dK(éx,(an) = d(x,x,) — 0.

(ii) Degeneration/Diracfolge: Auf S = R! konvergiert die Folge u,, := N(O, %) von Normalvertei-
lungen mit degenerierender Varianz schwach gegen das Dirac-Mal} 6, denn mit dem Satz von
Lebesgue folgt fiir f € Cp(R):

/fd,un = /f(x) \/ZLW ¢ dy

y=ynx Yy |
= —_— —_— 2 d
/ f(\/ﬁ) V2 ¢ Y

Lebesgue 1 2
—  f(0)- = ¢ Tdy = [ fddp.
Vir

=1
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5. Zentrale Grenzwertsitze

In diesem Beispiel gilt auch Konvergenz in Kantorovich-Distanz, denn aus (5.1) folgt mit der

Cauchy-Schwarz-Ungleichung

12
dic i 80) < / 2] ) < ( / |x|2yn(dx)) - Vijn - 0.

Hingegen gilt wiederum ||, — dollry = 1 fiir alle n.

1

2

3

Abbildung 5.1.: Schwache Konvergenz der Normalverteilungen N(0, 1/n) gegen 6.

(iii) Schwache vs. vage Konvergenz: Die Folge u,, = N(0, n) konvergiert vage gegen das Nullmall u
mit u[B] = O fiir alle B. In der Tat gilt fiir f € C(R) mit f(x) = 0 fiir x ¢ [-K, K]:

‘/fd/ln

Es gilt aber keine schwache Konvergenz, da

n—oo

suplf|  — 0.

K
1 2 2K
= f(x) —=e™* Prax| <
{ V2rn V2rn

[tan = wi®l = 1 # o

Die Masse wandert in diesem Fall ins Unendliche ab.

Abbildung 5.2.: Vage Konvergenz der Normalverteilungen N(0, n) gegen das Nullmal.
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5.1. Verteilungskonvergenz

(iv) Diskrete Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Eine gegebene Wahrscheinlich-
keitsverteilung konnen wir auf verschiedene Arten durch diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, also Konvexkombinationen von Diracmallen approximieren:

a) Klassische numerische Approximation: Sei u ein absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
[0, 1] mit positiver stetiger Dichtefunktion proportional zu g(x), und sei

g(4)

n
Hp = Z wf,l)él mit wfj) =
i=1 "
Dann konvergiert u, schwach gegen pu, denn

S i s % i f(ﬁ)g(ﬁ)
/f"“" - Zwi’)f(ﬁ)z 56 ()

i=1

1
n,/"o f() fg dx
ﬁ —

= d, fiir all Cc([o, 1]).
e [rau  farate s ecqon

S|=

S

3
[t

Abbildung 5.3.: Stiitzstellen und Gewichte einer deterministischen Approximation von u.

Die Stiitzstellen i/n und die Gewichte wif ) kénnen natiirlich auch auf andere Art gewihlt
werden, z.B. kann die hier verwendete naive Approximation des Integrals durch eine andere
deterministische Quadraturformel ersetzt werden.

b) Monte-Carlo-Approximation: Sei u nun ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf} auf B(R).
Sind Xi, Xy, ... : Q — S unabhingige Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit Verteilung u, dann

konvergieren die empirischen Verteilungen

_ 1\
ﬂrl(w) = ; Zl 6Xi(w)
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nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 4.13) fiir P-fast alle w schwach gegen u. All-
gemeiner gilt die fast sichere schwache Konvergenz der empirischen Verteilungen sogar
fiir unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen X; mit Werten in einem beliebigen
vollstindigen metrischen Raum S, siche Satz 6.15.

Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen

Im Gegensatz zu anderen Konvergenzbegriffen fiir eine Folge (Y;,),en von Zufallsvariablen bezieht sich die
Verteilungskonvergenz nur auf die Verteilungen der ¥;,. Insbesondere konnen die Zufallsvariablen Y, und der
Grenzwert Y alle auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsraumen definiert sein.

Beispiel (Wartezeiten). Die Wartezeit 7, auf den ersten Erfolg bei unabhiingigen Ereignissen mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1) ist geometrisch verteilt:

PIT,>k] = (1-pf fiir alle k € N.

Sei nun eine Intensitit 4 > 0 gegeben. Um kontinuierliche Wartezeiten zu approximieren, betrachten
wir unabhéingige Ereignisse, die zu den Zeitpunkten i/n, n € N, mit Wahrscheinlichkeit A/n stattfinden.
Dannist 7, := %T,l /n die Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines Ereignisses. Fiir n — oo gilt

P [Tn > c] =P [Tﬂ/n > nc] = (1-a/n)lm! il e ¢ fiir alle ¢ > 0.
Also konvergiert T, in Verteilung gegen eine Exp(A)-verteilte Zufallsvariable.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang der schwachen Konvergenz der Verteilungen mit anderen
Konvergenzarten in dem Fall, dass die Folge Y;, und Y auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) definiert sind:

Satz 5.3 (Stochastische Konvergenz impliziert Konvergenz in Verteilung). Seien Y;, (n € N) und Y Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit Werten in einem metrischen Raum S.
Konvergiert die Folge Y¥,, P-fast sicher oder P-stochastisch gegen Y, dann konvergiert Y, auch in Verteilung
gegenY.

Beweis. Sei f : S — R Lipschitz-stetig und beschridnkt. Konvergiert Y;, fast sicher gegen Y, dann konvergiert
auch f(Y;) fast sicher gegen f(Y). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

E[fX)] —  E[fD)].

Konvergiert ¥;, stochastisch gegen Y, dann konvergiert auch f(¥;) stochastisch gegen f(Y), denn fiir & > 0
gilt
Pllf(Yp) = f(V)| z 8] < Pld(Y,.Y) 2 /L],

wobei L eine Lipschitz-Konstante fiir f ist. Also hat jede Teilfolge f(Y,, ) von f(Y,) eine fast sicher gegen
f(Y) konvergente Teilfolge f (Ynkl ), und wie zuvor folgt

E[f(t,)] — E[f(V)]

Damit haben wir gezeigt, dass jede Teilfolge der Folge E[ f(Y;,)] der Erwartungswerte eine gegen E[f(Y)]
konvergente Teilfolge, und somit es gilt erneut

E[fX)] —  E[fD)].

Wir beweisen nun eine partielle Umkehrung der Aussage aus Satz 5.3 im Fall § = R:
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Satz 5.4 (Skorokhod - Darstellung und Charakterisierung der schwachen Konvergenz).
Seien u,, u Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunktionen F,, bzw. F. Dann
sind dquivalent:

(i) Die Folge (u; ), en konvergiert schwach gegen u.
(i) Fn(c) — F(c) fiir alle Stetigkeitsstellen ¢ von F.

(iii) Es existieren Zufallsvariablen G,, G auf (Q, A, P) = ((0, 1), B((0, 1)), Unif(q 1)) mit Verteilungen u,,
bzw. u, sodass G,, — G P-fast sicher.

Beweis. Die Implikation ,,(3) = (1)* folgt aus Satz 5.3.
»(1) = (2)* folgt aus dem Portemanteau-Theorem: Ist F stetig bei ¢, dann gilt u[{c}] = 0, und damit

F.(c) = /I(_oo,c] du, — = /I(_oo,c] du = F(o). (5.2)
»(2) = (3)*“: Fiir u € (0, 1) betrachten wir die minimalen und maximalen u-Quantile
G(u) :=inf{x e R: F(x) > u}, und G(u) :=inf{x e R: F(x) > u}

der Verteilung u, sieche Abschnitt 1.4. Entsprechend seien G, und G,, die minimalen und maximalen u-
Quantile der Verteilung u,. Analog zum Beweis von Satz 1.38 zeigt man, dass G und G bzw. G, und G,
unter der Gleichverteilung P = Unif(g ;) Zufallsvariablen mit Verteilung u bzw. u, sind. Wir zeigen, dass
aus (2) folgt:

Behauptung: limG, = lim G, = G = G P-fastsicher.

Damit ist dann auch die Implikation ,,(2) = (3)* bewiesen. Den Beweis der Behauptung fiihren wir in
mehreren Schritten durch:

(a) Offensichtlich gilt G < Gund G, < G, fiiralle n € N.

(b) Weiterhin gilt G = G und G, = G,, P-fast sicher, denn

PIG#G] = P|( JIG<c<G}| < Y (PHG<c-P[{G<c}]) = 0,
ceQ ceQ
=F(c) =F(c)
und entsprechend folgt P[G, # G, ] fiir jedes n € N.
(c) Wir zeigen nun
limsup G,(u) < G(u) und liminf G, (u) > G(u) (5.3)

fiir u € (0, 1). Zum Beweis der ersten Aussage geniigt es zu zeigen, dass
limsup G,(u) < ¢ firalle c > G(u) mit u[{c}] =0 (5.4)

gilt, denn es existieren hochstens abzéhlbar viele ¢ mit u[{c}] # 0. Fir ¢ > G(u) mit u[{c}] = 0 gilt
aber nach Definition von G und nach (2):

u < F() = lim F,(c).
n—oo
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(d)

Also existiert ein ng € N, so dass
F.(¢c) > u, und damit Gu(u) < ¢ (5.5)

fiir alle n > ny gilt. Es folgt lim sup G, (1) < c¢. Damit haben wir die erste Aussage in (5.3) bewiesen.
Die zweite Aussage zeigt man auf dhnliche Weise.

Aus (a), (b) und (c) folgt nun P-fast sicher:

(a) — () = (3) — (a) _
limsup G, % limsupG, < G © G < liminf G, 2 liminf G,,

also limG, = limG, = G = G. ]

Existenz schwach konvergenter Teilfolgen

Ein wesentlicher Schritt, um den oben skizzierten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes zu vervollstindigen,
ist es, zu zeigen, dass die Verteilungen der standardisierten Summen von unabhéngigen, identisch verteilten,
quadratintegrierbaren Zufallsvariablen eine schwach konvergente Teilfolge haben.

Auf einer endlichen Menge S mit d Elementen konnen wir eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
als beschriinkte Folge in R¢ auffassen. Daher existiert stets eine konvergente Teilfolge — der Grenzwert
ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S. Fiir unendliche Mengen S gilt eine entsprechende
Aussage im Allgemeinen nicht. Wir formulieren nun ein hinreichendes (und unter schwachen zusétzlichen
Voraussetzungen auch notwendiges) Kriterium fiir die Existenz schwach konvergenter Teilfolgen fiir Folgen
von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem allgemeinen metrischen Raum S.

Definition 5.5 (Straffheit von Folgen von WahrscheinlichkeitsmaBen). Eine Folge u, € WV(S) heif3t
straff, falls zu jedem & > 0 eine kompakte Menge K C S existiert mit

K] > 1-¢ fiir alle n € N.

Eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaf3en ist also gleichméBig auf Kompakta konzentriert. Die
Masse kann daher fiir n — oo nicht ins Unendliche abwandern.

Beispiel (Normalverteilungen). Die Folge u,, = N(m,, 0',21), m, € R, o, > 0, ist genau dann straff,
wenn die Folgen m,, und o, der Mittelwerte und Standardabweichungen beschrénkt sind.

Satz 5.6 (Prokhorov). Jede straffe Folge u,, € WV(S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung. (i) Ist S selbst kompakt, dann ist der Raum WV(S) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen

(i)

158

auf S nach dem Satz von Prokhorov sogar kompakt beziiglich der schwachen Topologie, d.h. jede
Folge u,, € WV(S) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Insbesondere ist der Raum WV(@) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf [—oo, co] kompakt.
Hieraus folgt, dass jede Folge u, € WV(R) eine vag konvergente Teilfolge hat. Der Limes ist jedoch
i.A. kein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf R, da die Masse ins unendliche abwandern kann.
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Wir beweisen den Satz von Prokhorov hier nur fiir S = R (Satz von Helly-Bray). In diesem Fall kdnnen
wir kompakte Mengen ersetzen durch kompakte Intervalle von der Form [—c, c¢], da jede kompakte Menge
in R in einem solchen Intervall enthalten ist. Einen Beweis im allgemeinen Fall findet man zum Beispiel in
BiLLINGSLEY: CONVERGENCE OF PROBABILITY MEASURES [Billingsley].

Beweis (Beweis im Fall S = R.). Sei u, (n € N) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmalen auf R.
Um die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge zu zeigen, betrachten wir die Folge der Verteilungs-
funktionen F;,. Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten:

(i) Es existiert eine Teilfolge (Fy, )k en, sodass Fy, (x) fiir alle x € Q konvergiert:
Zum Beweis verwenden wir ein Diagonalverfahren: Sei x1, xy, ... eine Abzdhlung von Q. Wegen 0 <
F, < 1 existiert eine Teilfolge (Fn(l)) , fiir die Fn<1)(x1) konvergiert. Ebenso existiert eine Teilfolge
keN k

k
(F (2>) von (F (1>) , fiir die F ((x2) konvergiert, usw. Die Diagonalfolge Fy, (x) := F @ (x)
M/ keN e ) keN e "
konvergiert dann fiir alle x € Q.

Fiir x € Q setzen wir F(x) := limg_eo F,, (x). Die Funktion F : Q — [0, 1] ist monoton wachsend,
da die Funktionen F;,, monoton wachsend sind.

(ii) Stetige Fortsetzung von F auf [0, 1]: Fiir ¢ € R setzen wir
F(c) := inf{F(x): x € Qx> c}.

Die folgenden Eigenschaften der Funktion F priift man leicht nach:
a) Die Funktion F ist rechtsstetig, monoton wachsend, und es gilt0 < F < 1.

b) F,, (c) — F(c)fiir alle ¢ € R, an denen F stetig ist.
(iii) Aus a) folgt, dass durch
ul(a, b]] := F(b) — F(a), -0 <a<b< oo,
ein positives Mal} auf R definiert wird mit

uIR] = lim pl(=c,c]] €[0,1].

c—00

Wir zeigen nun, dass u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R ist, falls die Folge (i )nen straff ist.
Fiir ¢ € N gilt ndmlich:

pll=c.cll = F (C)—)}iTIjlc F(x) > F(c)=F(=c) = Jim (F, (€)= Fy (=€) = lim g [(=c, c]]. (5.6)
Aus der Straftheit von (u;,),en folgt, dass zu jedem & > 0 ein c(g) € R existiert mit
U l[=c,c]] > 1-¢ fiir alle k.
Aus (5.6) folgt dann u[[—c, c]] = 1 — &, falls ¢ groB} genug ist, und damit fiir £ \, 0:

UR] > 1, also uR)=1.

(iv) Aus b) folgt nun nach Satz 5.4, dass die Folge (i, ) wen Schwach gegen u konvergiert. |
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Schwache Konvergenz iiber charakteristische Funktionen

Unter Verwendung der Existenz schwach konvergenter Teilfolgen einer straffen Folge von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen zeigen wir nun, dass eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R genau dann
schwach konvergiert, wenn die charakteristischen Funktionen gegen eine Grenzfunktion konvergieren, die
bei O stetig ist. Dazu bemerken wir zunéchst, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung nach Lévy’s Inversi-
onsformel (Satz 4.18) eindeutig durch ihre charakteristische Funktion ¢ festgelegt ist.

Satz 5.7 (Stetigkeitssatz, Konvergenzsatz von Lévy). Seien (u,),en Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (R, B(R)) mit charakteristischen Funktionen ¢, (¢) = [ €""* u,(dx). Dann gilt:

(i) Konvergiert (u,,) schwach gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p, dann konvergieren auch die
charakteristischen Funktionen:

oty —  #(t) = /e”x u(dx) fiir alle 7 € R.

(i) Konvergiert umgekehrt ¢,,(¢) fiir alle ¢ € R gegen einen Limes ¢(¢), und ist ¢ stetig bei r = 0, dann
ist ¢ die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p, und (u;,) konvergiert
schwach gegen u.

Bemerkung. (i) Die Stetigkeit von ¢ bei 0 ist wesentlich. Zum Beispiel ist die Folge u,, = N(0, n) nicht
schwach konvergent, aber die charakteristischen Funktionen konvergieren punktweise:

_n2/p nloo
Gn(t) = 25 oy (0).
(ii) Eine Aussage wie im Satz gilt auch fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R¥.

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt unmittelbar aus e’ = cos(tx) +i sin(¢x), denn Kosinus und Sinus
sind beschrédnkte stetige Funktionen. Der Beweis des zweiten Teils der Aussage erfolgt nun in mehreren
Schritten. Wir nehmen an, dass die charakteristischen Funktionen ¢, (¢) punktweise gegen eine bei 0 stetige
Grenzfunktion ¢(¢) konvergieren.

(i) Relative Kompaktheit: Jede Teilfolge von (uy,)nen hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Dies ist der zentrale Schritt im Beweis. Nach dem Satz von Prokhorov bzw. Helly-Bray geniigt es zu
zeigen, dass die Folge (u,,) unter den Voraussetzungen straff ist. Dazu schitzen wir die Wahrschein-
lichkeiten w,[|x| = c] mithilfe der charakteristischen Funktionen ab. Da die Funktion f(u) = 1 — %
fiir u # O strikt positiv ist mit lim, | f(#) = 1, existiert eine Konstante a > 0 mit f(u) > a fiir alle

|u| > 1. Damit erhalten wir fiir &€ > 0:

un[mzi - un[{xeR:|sx|21}]sé/ (1—“2)‘6”) i) (5.7)
—_—————

:i ffg(l—cos(xt))dt

/_ (1 -Reuar 15 L / (1= Re(o(1)) d.

Lebesgue 2a&

1
Fubini  2a&

Sei nun 6 > 0 vorgegeben. Ist € hinreichend klein, dann gilt wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von
¢ bei 0:

|1 —Re(¢p(r))] = |Re(¢(0)—o(2))] < 6ba/2 fiir alle ¢ € [—¢, &].
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Also konnen wir die rechte Seite von (5.7) durch §/2 abschitzen, und somit existiert ein ny € N mit

< 0 fiir alle n > ny. (5.8)

1
Hn [lxl 2=
£

Also ist die Folge u, (n > ng) straff, und damit folgt nach Satz 5.6, dass jede Teilfolge von (u,,) eine
konvergente Teilfolge hat.

(ii) Der Grenzwert jeder schwach konvergenten Teilfolge von (u,)nen hat die charakteristische Funktion
¢.
Zum Beweis sei (un, )xen eine Teilfolge von (u,)nen und u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit
w . .
Hn, — p. Dann gilt nach dem ersten Teil der Aussage des Satzes:

Put) = kh_r)rolo G (1) = @) fiir alle ¢ € R.

(iii) Schwache Konvergenz von (¢,)nen.

Nach dem Inversionssatz existiert hochstens eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u mit charakteristi-
scher Funktion ¢. Also konvergieren nach (ii) alle schwach konvergenten Teilfolgen von (i, ), en gegen
denselben Limes p. Hieraus folgt aber, zusammen mit (i), dass (i, )nen schwach gegen u konvergiert,
denn fiir f € Cp(S) hat jede Teilfolge von [ f duy, eine gegen [ f du konvergente Teilfolge, und somit

gilt [ fdu, — [ fdu. [

5.2. Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir konnen nun den zu Beginn dieses Kapitels skizzierten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (engl.
Central Limit Theorem) vervollstandigen. Wir zeigen zunéchst, dass ein zentraler Grenzwertsatz fiir Summen
beliebiger unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit endlicher Varianz gilt. Diese Aussage
wurde zuerst 1900 von Lyapunov bewiesen, der damit den Satz von de Moivre/Laplace (1733) deutlich
verallgemeinern konnte. Am Ende dieses Abschnitts beweisen wir eine noch allgemeinere Version des
Zentralen Grenzwertsatzes, die auf Lindeberg und Feller zuriickgeht.

Zentraler Grenzwertsatz fiir Summen von i.i.d. Zufallsvariablen

Satz 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz — 1. Version). Seien X, Xp, ... € LZ(Q, A, P) unabhingige, iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit Varianz o2 und sei

S, = Xi+...+X, .
Dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten Summen

. S, — E[Sh] 1 «
S, = —— = — X; — E[X;
- 7 Z]( [X:])

schwach gegen N(0, o°2).

Bemerkung. (i) Alternativ kann man die standardisierten Summen auf Varianz 1 normieren, und erhalt
S, — E[S,] D
_—
o-\n

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Z,

A. Eberle Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 161



5. Zentrale Grenzwertsitze

(ii)) Die Voraussetzung X; € LZ(Q, A, P) ist wesentlich. Bei unendlicher Varianz der X; konnen sich
andere Grenzverteilungen fiir die geeignet renormierten Summen S”b;na" (a, € R, b, > 0) ergeben.
Als Grenzverteilungen konnen im Allgemeinen die sogenannten stabilen Verteilungen auftreten, siche
dazu z.B. Satz 5.14 unten.

(iii) Im Fall o2 = 0 gilt die Aussage auch. Hierbei interpretieren wir das DiracmaB ¢, als degenerierte
Normalverteilung N(m, 0).

Wir beweisen nun den Zentralen Grenzwertsatz in der oben stehenden Form:

Beweis. O.B.d.A. sei E[X;] = 0, ansonsten betrachten wir die zentrierten Zufallsvariablen 5(1 = X; -
E[X;]. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy geniigt es zu zeigen, dass die charakteristischen Funktionen der
standardisierten Summen S, » punktweise gegen die charakteristische Funktion der Normalverteilung N(0, o2)
konvergieren, d.h.

0’2t2
bs. ) — ¢N(0’0.2)(t) =e ViteR. (5.9)
Da die Zufallsvariablen X; unabhingig, identisch verteilt und zentriert sind, gilt fiir ¢ € R:

X E[Sn]=0 ) Xqiid ot "
s " s o )

Aus X; € L2 folgt nach Satz 4.16 ¢x, € C*(R), und

ox, (1) = E[™] = 1+itE[X1]+%E[X12]+o(t2) = 1—¥+0(t2),

lo(2)]

&

i = (T fE)

2n n

wobei o fiir eine Funktion o : R* — C mit lim o = 0 steht. Damit erhalten wir:

Wir vermuten, dass dieser Ausdruck fiir n — oo gegen ¢=""12 gtrebt. Dies kann man beweisen, indem
man den Logarithmus nimmt, und die Taylorapproximation log(l + w) = w + o(Jw|) verwendet. Da die
charakteristische Funktion komplexwertig ist, muss dazu allerdings der Hauptzweig der komplexen Loga-
rithmusfunktion verwendet werden. Wir zeigen stattdessen die Konvergenz ohne Verwendung von Aussagen
aus der Funktionentheorie: Fiir komplexe Zahlen z;, w; € C mit |z;|, [w;| < 1 gilt nach der Dreiecksunglei-
chung

[(z1 —wDz2z3 - Zn +Wi(za —W2)z3za - Zn + ... + Wi - Wy (2 — Wy)|

n
Z |zi — wil.
i1

n n
[Ta-[]w
i=1 1

i=

IA

Damit erhalten wir:

| o212 . 2\\" a22\"
- o|l—|] —exp|l———
2n n p 2n

2.2
.

- | o1’ .\ 1? . o1’
< n|l-—+o|—|-exp|-———
2n n P 2n
Da die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, folgt (5.9) und damit die Behauptung. |
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Beispiele. (i) Sind X, Xp, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit P[X; = 1] = pund P[X; = 0] =
1 —p,dannist S, = 3'" | X; binomialverteilt mit Parametern n und p. Die Aussage des Zentralen
Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von de Moivre/Laplace.

(i) Sind die Zufallsvariablen X; unabhingig und Poisson-verteilt mit Parameter 4 > 0, dann ist
S, = Z?:l X; Poisson-verteilt mit Parameter nAd. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem
Fall eine Normalapproximation fiir Poisson-Verteilungen mit grofer Intensitét.

(iii) Sind Xj, Xp, . . . unabhingige, N(m, 0'2)-vertei1te Zufallsvariablen, dann gilt

—~ Xi+Xo+...+X, —
5, = 1 2 \/ﬁ n—hm.o N(O,o-z)

fiir alle n € N (und nicht nur asymptotisch!).

Warum tritt die Normalverteilung im Limes auf? Wie schon im letzten Beispiel bemerkt, gilt

X; ~ N(0, %) unabhiingig =~ = % ~ N(0, 5?).
n
Die zentrierten Normalverteilungen sind also ,,invariant* unter der Reskalierungstransformation aus dem
zentralen Grenzwertsatz. Man kann sich leicht plausibel machen, dass eine Grenzverteilung der standardisier-
ten Summen unabhéngiger quadratintegrierbarer Zufallsvariablen eine entsprechende Invarianzeigenschaft
haben muss. Tatsdchlich sind die zentrierten Normalverteilungen die einzigen nichtdegenerierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen mit dieser Invarianz. Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt sogar:

Korollar 5.9. Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R mit | x2pu(dx) < oco. Gilt

X+Y
V2

X,Y ~ punabhidngig = ~ U, (5.10)

dann ist u eine zentrierte Normalverteilung.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzung [ x?u(dx) < oo ; der Beweis ist aber aufwin-
diger, sieche z.B. BREIMAN: PROBABILITY.

Beweis. Seien X1, X5, . .. unabhédngige Zufallsvariablen mit Verteilung u. Aus der Voraussetzung (5.10) folgt
E[X;] = [ x u(dx) = 0 fiir alle i € N, und durch Induktion:
X1 +...+X,

N

Wegen [ x2u(dx) < oo sind die X; quadratintegrierbar. Durch Anwenden des zentralen Grenzwertsatzes auf
die standardisierten Summen folgt, dass u eine zentrierte Normalverteilung ist. |

~ u fiir n = 2%, k e N.

Normal- und Poisson-Approximationen

Die Normalverteilungsasymptotik der standardisierten Summen wird hiufig verwendet, um Wahrscheinlich-
keiten ndherungsweise zu berechnen. Wir betrachten zunéchst ein typisches Beispiel:

Beispiel (Versicherungsgesellschaft mit n Vertrigen). Eine Versicherungsgesellschaft habe mit» Kun-
den Vertrige abgeschlossen. Beim Eintreten des Schadenfalls fiir Vertrag i muss die Leistung X; > 0
gezahlt werden. Wir nehmen an, dass gilt:

X; e £%iid. mit E[X;]=m, Var[X;] = 0.
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Die Priimie pro Vertrag betrage IT = m+102, wobei m die erwartete Leistung istund Ao-> mit A > 0 einem
Risikozuschlag entspricht. Die Einnahmen nach einer Zeitperiode betragen dann #n - I1, die Ausgaben
Sn = X1 + ... + X;,. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ruinereignisses

S, > k + nll,

berechnen, wobei k das Anfangskapital bezeichnet. Hierbei nehmen wir implizit an, dass nicht ver-
zinst wird, und die Abrechnung nur am Schluf} einer Zeitperiode erfolgt. Wenn die standardisierten
Schadenssummen mithilfe einer ZGS-Niherung approximiert werden, ergibt sich

P[Ruin] = P[S, > k+nll] = P[S, — E[S4] > k + nic?]
n - E n
= P[S [S]> k +/10'\/ﬁ]
o\n on
~ P [Z > + /lO’\/%} R
oyn

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der Ausdruck auf der rechten Seite geht fiir
n — oo gegen 0. Eine grofle Anzahl von Vertrigen sollte also eine kleine Ruinwahrscheinlichkeit
implizieren. Fiir n = 2000, o = 60 und 4 = 0, 05% ergibt sich beispielsweise:

k=0 : P[Ruin] = 9%,
k=1500 : P[Ruin] ~ 3%.

Nach einer solchen Uberschlagsrechnung sollte man das verwendete Modell und die Approximations-
schritte einer kritischen Analyse unterziehen. In unserem Fall stellen sich unmittelbar mehrere Fragen:

®

(i)
(iii)

@iv)

Wir haben die ZGS-Naherung verwendet, obwohl die auftretenden Schranken fiir die standardisierten
Summen von 7 abhédngen. Ist das in diesem Fall zuldssig?

Ist die Quadratintegrierbarkeit der X; eine sinnvolle Modellannahme, und was ergibt sich andernfalls?

In einem realistischen Modell kann man nicht davon ausgehen, dass die X; identisch verteilt sind. Gilt
trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz?

Ist die Unabhéngigkeitsannahme gerechtfertigt?

Wir werden nun auf die ersten drei Fragen nédher eingehen. Das folgende Beispiel zeigt, dass man in der Tat
vorsichtig sein sollte, wenn man von n abhéngige Quantile von standardisierten Summen durch entsprechende
Quantile von Normalverteilungen ersetzt:
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Beispiel (Eine zu naive ZGS-Approximation). Seien X; (i € N) unabhingige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit E[X;] = 0 und Var[X;] = 1, und sei @ > 0. Mit einer ZGS-Approximation erhalten
wir fiir groBe n:

P

Il
~

1 &
—ZXi Z(ll
ni:l

Q

1 /°° _x2
e Tdx
V21 Jayn
_na® 1 /00 —avyn _»?
= e 2 — e y zdy ()CZCZ\/E-F)/)
V2r Jo

na2 ] 0 Z2
e 2 . efazfﬂ dZ (Z = \/ﬁy)
V2rn /0

1 exp ( naz)
V2nra’n 2
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Dies ist aber nicht die korrekte Asymptotik fiir » — oco. Auf der exponentiellen Skala gilt nimlich

1 n
—ZXi >a
n

i=1

wobei I(a) die Ratenfunktion aus dem Satz von Chernoff ist, siehe Satz 6.12. Diese Ratenfunktion ist
im Allgemeinen von na®/2 verschieden. Die ZGS-Approximation ist hier nicht anwendbar, da a+/n von
n abhingt!

P =~ exp(-nl(a)),

Dass die Niherung im Versicherungsbeispiel von oben trotzdem mit Einschrinkungen anwendbar ist,
wenn die Zufallsvariablen X; dritte Momente haben, garantiert die folgende Abschdtzung der Konvergenz-
geschwindigkeit im Zentralen Grenzwertsatz:

Satz 5.10 (Berry-Esséen). Seien X; € £3 i.i.d. Zufallsvariablen, Z ~ N(0, 1), und seien

Fo(x) := p[S”_—E[S"] < x

o < x|, ®O(x) := P[Z < x].

Dann gilt folgende Abschitzung:

3-E[1X - E[Xi]P]
Sup |Fu(x) = O] < v

Den Beweis dieser Aussage findet man etwa im Buch Probability Theory von R. Durrett [3, (4.10)]. Fiir
die Normalapproximation der Binomialverteilung Bin(n, p) ergibt sich beispielsweise

3-E[IX - E[Xi1P] _ 3-((1-p)P+p? ‘

G Jr-p

Fir p — 0 oder p — 1 divergiert die rechte Seite. Wir erhalten also moglicherweise einen hohen Ap-
proximationsfehler fiir p nahe O oder 1. In diesen Fillen empfiehlt sich in der Tat die Verwendung der
Poisson-Approximation anstelle des zentralen Grenzwertsatzes. Der folgende Satz quantifiziert den Fehler
der Poisson-Approximation in der totalen Variationsdistanz:

Satz 5.11 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Fiir p € [0, 1] und n € N gilt

drv(Bin(n, p), Poisson(np)) < np°.

Satz 5.11 zeigt, dass die Poisson-Approximation eine gute Naherung liefert, falls p deutlich kleiner als
y/n ist. Ist p groBer als 1 — +/n, dann kann man die Poisson-Approximation auf die mit Parametern (7, 1 — p)
binomialverteilte Zufallsvariable n — S,, mit S,, ~ Bin(n, p) anwenden. Geht p fiir n — oo schneller als 1/+/n,
aber langsamer als 1/n gegen Null, dann sind sowohl die Poisson- als auch die Normalapproximation der
Binomialverteilung anwendbar. Der Beweis von Satz 5.11 basiert auf einem Kopplungsargument:
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Definition 5.12 (Kopplung zweier Wahrscheinlichkeitsmafie). Eine Kopplung zweier Wahrscheinlich-
keitsmaBe ¢ und v auf meBbaren Raumen (S, 8) und (7, C) ist gegeben durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
n auf dem Produktraum (SX7', B®C) mit Randverteilungen p und v, bzw. durch Zufallsvariablen X : Q — S
und Y : Q — T mit Verteilungen X ~ pund Y ~ v, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) definiert sind.

Beweis (von Satz 5.11). Um die Variationsdistanz abzuschitzen, konstruieren wir explizit eine Kopplung
der Verteilungen y :=Bin(n, p) und v :=Poisson(np), die durch Zufallsvariablen S, T,, mit S, ~ u, T,, ~ v,
und P[S,, # T,] < np? realisiert wird. Daraus folgt die Behauptung wegen

sup [u[A] - V[All = sup |P[S, € A] - P[T, € A] (5.11)
ACZ., ACZ,

P[S, # T,] < np°.

drv(u, v)

IA

Da Bin(n, p) und Poisson(np) jeweils die Verteilung einer Summe von n unabhingigen Bernoulli- bzw.
Poisson-verteilten Zufallsvariablen zum Parameter p sind, konstruieren wir zunichst eine Kopplung der
beiden letzteren WahrscheinlichkeitsmaBle. Dazu verwenden wir eine Zufallsvariable Z mit Verteilung

0  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,
Z = { k  mit Wahrscheinlichkeit p*e™? /k! fiir k € N,
—1 mit Wahrscheinlichkeit e — (1 — p).

Die Zufallsvariablen X := I{z.0y und Y := max(Z,0) sind dann Bernoulli(p) bzw. Poisson(p)-verteilt, und
es gilt
PIX#Y] = P[Z¢{0,1}] = 1-(1-p+pe?) = p(l-eP) < p~.

Um eine Kopplung von Bin(n, p) und Poisson(np) zu konstruieren, verwenden wir nun n unabhéngige Kopien
dieses Modells, d.h. wir setzen fiiri = 1, ..., n:

X; = I{z,20y und Y; := max(Z;0) mit Zy, . .., Z, unabhiingig ~ Z.
Dannsind S, := X1 +...+ X, und 7, := Y] + ... + Y, binomialverteilt mit Parametern (n, p) bzw. Poisson-
verteilt mit Parameter np, und es gilt
n
PIS; #T,) < PEi=1...n:X#% < Y PX#Y] < mpt
i=1

Die Aussage folgt nun nach (5.11). |

Heavy Tails, Konvergenz gegen «a-stabile Verteilungen

Als néchstes betrachten wir ein Beispiel, welches zeigt, dass die Voraussetzung der Quadratintegrierbarkeit
der Zufallsvariablen essentiell fiir den zentralen Grenzwertsatz ist:

Seien @ € (1,2), r € (0, 00), und seien X, X5, ... : Q — R unabhiéngige identisch verteilte Zufallsvariablen
mit einer absolutstetigen Verteilung, deren Dichtefunktion

fx(x) = ||~ ! fiir alle |x| > r

erfiillt. Da die Dichte fiir |x| — oo zu langsam abfillt, sind die Zufallsvariablen nicht quadratintegrierbar;
sie sind aber integrierbar. Daher ergibt sich ein anderes asymptotisches Verhalten der charakteristischen
Funktion fiirt — 0 :
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Lemma 5.13. Fiirt — 0 gilt
ox,(t) = 1+imt—c|t]® +O(?)

mit m = E[X;] und ¢ = fR(l —cos u)|u|~* ! du € (0, o).

Beweis. Fiir u — 0 gilt ¢ — 1 —iu = O(u*) und 0 < 1 — cosu = O(u?). Daher ist die Konstante ¢ endlich
und positiv, und die folgenden Integrale sind definiert. Fiir ¢ # 0 gilt

ox, (1) — 1 —imt /Oo(eitx —1—-itx) f(x)dx

/w(e”x —1—itx) x| dx + /r(e”x —1—irx) (f(x) = |x|7% ") dx

|t|“/ (™ —1—iu)u|™ " du + OF*) = —c|t|* + O?).

Hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass e = cos u + i sinu gilt, und dass sin « und u antisymme-
trische Funktionen sind. n

Fiir die zentrierten Summen S,, = }*" | (X; — m) folgt nach dem Lemma:
n

#5,() = (1-cll”+0()

Um Konvergenz der charakteristischen Funktionen zu erhalten, miissen wir X,, nun mit n~'/¢ statt n~!/2
reskalieren. Nach Voraussetzung gilt 2/a > 1 und damit

Guoias, () = b5, (070 = (1=clt]®n™" + O(™*)" — exp(—clt|®)

fiir n — oo. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy folgt:

Satz 5.14 (Grenzwertsatz fiir stabile Verteilungen). Fiir n — oo gilt

~1 D
n /aSn - He,a

wobei pi. o die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakteristischer Funktion ¢, o(f) = exp(—c|t|?) ist.

Definition 5.15. Seien a € (0,2] und m € R. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit charakteristischer
Funktion
¢(t) = exp(imr —c|t|*),

¢ € (0, ), heiBBen symmetrische a-stabile Verteilungen mit Mittelwert m.

Die Dichten der a-stabilen Verteilungen sind fiir @ # 1,2 nicht explizit berechenbar, fallen aber fiir
|x| — oo wie |x|™@! ab. Fiir @ = 1 erhilt man die Cauchyverteilungen, fiir « = 2 die Normalverteilungen.
Satz 5.14 ist ein Spezialfall eines allgemeineren Grenzwertsatzes fiir Summen von Zufallsvariablen mit
polynomiellen Tails, siehe z.B. BREIMAN [2, Theorem 9.34].
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Der Satz von Lindeberg-Feller

Wir wollen nun die Annahme fallen lassen, dass die Summanden X; identisch verteilt sind, und zeigen, dass
trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz gilt. Sei

—~

S = Yui+Yuo+ .. +Y, mit ¥,; € £L>(Q, A, P).
Die Zufallsvariablen ¥;, ; konnen etwa kleine Storungen oder Messfehler beschreiben. Setzen wir

X; - EX;
Ypi = ’Tn[] mit X; € £? unabhiingig, (5.12)

so erhalten wir das Setup von oben.

Satz 5.16 (ZGS von Lindeberg-Feller). Seiv € (0, ). Es gelte:

(i) Fiirjedes n € Nsind ¥, ; (1 <i < n) unabhédngige Zufallsvariablen mit E[Y,, ;] = 0,

nfoo

(i) Var[S,] = "y Var[Y,;] — v, und
(i) e = 2, E[Y2; Wil > 6] 550 Veso.

Dann konvergiert die Verteilung von S, schwach gegen N (0, v).

Der Satz zeigt, dass die Summe vieler kleiner unabhédngiger Storungen unter geeigneten Voraussetzungen
ungefihr normalverteilt ist. Dies rechtfertigt bis zu einem gewissen Grad, dass Zufallsgrolen mit unbe-
kannter Verteilung, die durch Uberlagerung vieler kleiner Effekte entstehen, hiufig durch normalverteilte
Zufallsvariablen modelliert werden.

Bemerkung. (i) Satz 5.8 ist ein Spezialfall des Satzes von Lindeberg-Feller: Sind X; € £2i.i.d. Zufalls-
variablen mit E[X;] = m und Var[X;] = v, und definieren wir ¥,, ; wie in (5.12), dann gilt

Var § Z Var[X;] = Var[X;] = v fiir alle n € N,

und, fiire > 0,

3

E| Z [1X; = m[?; |X; —m| > evn]
i=1 i=1

E[le—m|2;|X1 m|>8\/_] - 0 fiir n — oo,

S| =

n,,|Yn1| >‘9 =

Yn,e

da X| quadratintegrierbar ist.

(ii) Die Bedingung (iii) ist insbesondere erfiillt, wenn die Lyapunovbedingung

n
Z E[|Y:P1 =5 0 fiireinp > 2

i1
gilt, denn fiir £ > 0 ist E[Ynzi; Y,.il > e] < E[|Y,.|P]/eP~2.

Wir beweisen nun den Satz von Lindeberg-Feller. Der Beweis basiert wieder auf einer Analyse der Asymptotik
der charakteristischen Funktionen. Dazu zeigen wir zunichst einige asymptotische Abschitzungen:
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Beweis. (a) Voriiberlegungen: Seit € R fest.
() Taylorapproximation fiir ¢, ;(t) := E[e"Yni]:

Aus den verschiedenen Abschitzungen des Taylorrestglieds erhilt man

. x2 |x|3 2
e =1+ix- 5 + R(x) mit |[R(x)| < min (? , X ) . (5.13)
Mit v, ; := Varl[Y,, ;] ergibt sich
_ 2 5 Vi
Pni(t) = 1+itE[Y,;] - 5 E[Y, 1+ E[R@Y,:)] = 1- 5 T Rui,
wobei fiir R, ; := E[R(tY,,;)] die Abschitzung
tY.i)?
|Rnil < E InHl(' g",tzxﬁJ] (5.14)

gilt.
(IT) Wir zeigen 3", |Rn,il — 0 fiirn — oo:
Fiir £ > 0 gilt nach (5.14):

|Rn,i| < E [|tYn,i|3; |Yn,i| < 8] + E[ltYn,i|2; |Yn,i| > 8]-

N =

Mit E [[tY,,,i[*; |Yil < €] < |t - vy, erhalten wir

n

C |t e 2
Z |Rn,i| < T Z Vi Y Yn,e

i=1 i=1

und somit nach Voraussetzung (ii) und (iii)

n 3

V|t

lim sup E |Rnil < Ls.
i=1

n—oo 6

Die Behauptung folgt fiir € — 0.
(IIT) Wir zeigen sup, .; <, vn,i — O fiir n — oo:

Fire >0und 1 <i < ngilt

vui = E[Y2.:|Y,.| < &)+ E[Y?

. . 2
i i |Yail >e] < & +vyne.
Wegen v, . — 0 fiir n — oo ergibt sich

limsup sup v,; < &%

n—oo  1<i<n
Die Behauptung folgt wieder fiir e — 0.

(b) Hauptteil des Beweises: Zu zeigen ist

—00

L n 12
06,0 = []ontr = exp(—{). (5.15)
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Die Aussage folgt dann aus dem Konvergenzsatz von Lévy. Wir zeigen:

n n 12v, oo
l_[¢n,i(t)_l_[(1_ VZ) " 0 und (5.16)
i=1 i=1

n t2 / —00 12\/

]_[(1— ;") (et (5.17)

i=1
Daraus folgt (5.15), und damit die Behauptung.

Beweis von (5.16): Wie oben gezeigt, gilt fiir z;, w; € C mit |z;|, [w;]| < 1:

n n
IERIE
i=1

i=1

n

< Z |zi — wil.

i=1

Zudem gilt |¢,, ;(¢)| < 1, und nach Voriiberlegung (III) existiert ein ny € N mit

tzvn,i

1- €(0,1) firallen > ngund 1 <i < n. (5.18)

Damit erhalten wir fiir n > ng:

. . t2 n,i
[T outo=] ] [1-5)

i=1

n

< 3

i=1

2

¢n,l-(r)—(1— Vz)’ = > IRud
i=1

Die rechte Seite konvergiert nach Voriiberlegung (II) gegen 0.
Beweis von (5.17): Wegen (5.18) erhalten wir

= tzvni S tzvni S tzvni S
l_[(l— > ) :;log(l— 5 )z— > + Ry, i,

i=1 i=1 i=1

log

[ =~ 2 .= . . . Lo\ e
wobei |R, ;| < C - (tzvn,l-) mit C € (0, o). Die rechte Seite konvergiert nach Voraussetzung (ii) fiir
2
n — oo gegen —5¥, denn

n

n n
Z|R"’i| < Cr* Zvii < crt Zvn’i. sup v, — O
i=1 1

: : <i<
i= i=1 I<i<n

nach Voriiberlegung (III). |

Bemerkung (Zentrale Grenzwertsiitze fiir Summen abhéngiger Zufallsvariablen). In allen Fillen ha-
ben wir bisher angenommen, dass die Zufallsvariablen X; unabhéngig sind. Tatsdchlich hat man zentrale
Grenzwertsitze auch fiir viele gro3e Modellklassen mit Abhéngigkeit gezeigt, beispielsweise fiir Martin-
gale, additive Funktionale von Markovketten, Skalierungslimiten von Teilchensystemen, unterschiedliche
Folgen von Parameterschitzern in der Statistik, usw. Wir werden darauf in weiterfithrenden Vorlesungen
zuriickkommen.

5.3. Multivariate Normalverteilungen und ZGS im R¢
Multivariate Normalverteilungen haben wir bereits in Abschnitt 3.4 eingefiihrt. Mithilfe von charakteristi-

schen Funktionen kénnen wir eine etwas allgemeinere Definition geben, die auch degenerierte Normalver-
teilungen (zum Beispiel Dirac-Mal3e) einschlief3t:
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Definition 5.17 (Normalverteilung im R?). Sei m € R?, und sei C € R¥*? eine symmetrische, nicht-
negativ definite Matrix. Die eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung N(m, C) im R? mit charakteristischer

Funktion ¢(f) = exp (—%t -Ct+1it - m) heifit Normalverteilung mit Mittelwertvektor 7 und Kovarianz-
matrix C.

Die Existenz und Konstruktion einer Zufallsvariable mit Verteilung N(m, C) ergibt sich aus der folgenden
Bemerkung (iii).

Bemerkung (Charakterisierungen und Transformationen von Normalverteilungen). Die folgenden Aus-
sagen beweist man mithilfe von charakteristischen Funktionen:

(i) Ein Zufallsvektor X : Q — R¢ ist genau dann multivariat normalverteilt, wenn jede Linearkombi-
nation Zl‘.lzl t;X; der Komponenten mit 7y,...,¢; € R normalverteilt ist. Genauer ist X ~ N(m, C)
dquivalent zu

t-X ~ N(@t-mt-Ct) firaller e RY.

(ii) Ist X ~ N(m, C), dann gilt

AX +b~N(Am+b,ACAT)  fiiralle b € R* und A € R k e N.

(iii) Sind Zj, ..., Z; unabhingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen, und ist o eine reelle d X d-
Matrix mit C = oo’, dann hat der Zufallsvektor o Z + m mit Z = (Zy,...,Zy)" die Verteilung
N(m,C).

(iv) ImFall det C # Oist die Verteilung N(m, C) absolutstetig bzgl. des d-dimensionalen Lebesgue-Mafes
mit Dichte

f@y) = ;GXP(—%(y—m)-Cl(y—M))-

\2r)d| det C|

Beispiel (y>-Verteilungen). Wir berechnen die Verteilung vom Quadrat des Abstandes vom Ursprung
eines standardnormalverteilten Zufallsvektors im R<:

d
Z = (ZiwZa) ~ NOL, NZIP = )72
i=1

2

X

T - I(p,00)(x) folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes:

Wegen fiz,(x) = \/%7 e

2 _y 1
le?(y) = \/;e 2 'I(O’M)(y)'ﬁ’

d.h. Z2 ist I'(3, %)-Verteilt. Da die Zufallsvariablen Z2, 1 <i < d, unabhiingig sind, folgt:
d
1 d
ZIP = Y 22 ~T|= =] .
1] Zl : (2 2)

Definition 5.18 (y2-Verteilung). Die Gamma-Verteilung mit Parametern 1/2 und d/2 heiBt auch
Chiquadrat-Verteilung y*(d) mit d Freiheitsgraden.
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Multivariater zentraler Grenzwertsatz

Auch im R? gilt ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz 5.19 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Seien X, X», ... : Q — R¢ unabhingige, identisch
verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvektoren auf (Q, A, P), und sei S,, = X + ... + X;,. Dann gilt

Sn - E[Sn]
Vi

wobei Cj; = Cov[X j, X1 «] die Kovarianzmatrix der Zufallsvektoren X; ist.

2, 7 ~ N©,C),

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Zufallsvektoren:

Lemma 5.20 (Cramér-Wold Device). Fiir Zufallsvariablen Y, Y}, Y5, ... : Q — R? gilt:
Yn£>Y e pY 2>p-Y VpeRd.
Beweis. Der Beweis der Implikation ,,=* ist eine Ubungsaufgabe, siche Aufgabe 51. Umgekehrt gilt:

p-Y, 2 p-Y = Elexplip-Y,)] — Elexp(ip-Y)] VpeR<. (5.19)

Zudem ist unter dieser Voraussetzung fiir jedesi € {1,... d} die Folge der Verteilungen der eindimensionalen
Zufallsvariablen Y, ; := e; - ¥, (n € N) schwach konvergent, also nach Aufgabe 51 straff. Daher existiert zu
jedem & > 0 ein C € (0, ), so dass P[|Y,,;| > C] < g/d fiir alle n, i, und damit

n
P[lY,] ¢ [-C,C]9] < ZP[|Y,,,i| >C] < & firalleneN
i=1

gilt. Somit ist die Folge der Verteilungen p,, der mehrdimensionalen Zufallsvariablen Y, (n € N) eine straffe
Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen im R¢. Mit einem ihnlichen Beweis wie im eindimensionalen Fall zeigt
man, dass der Satz von Prokhorov auch in diesem Fall gilt. Dabei verwendet man statt der eindimensionalen
die multivariaten Verteilungsfunktionen

Fn(C1, ves Cd) = P[Yn,1 S Clyeens Yn,d < Cd], (Cl, ce, Cd) € Rd.

Es folgt, dass jede Teilfolge von (u,) eine schwach konvergente Teilfolge hat, und mithilfe von (5.19)
verifiziert man leicht, dass alle Grenzwerte von Teilfolgen mit der Verteilung p von Y iibereinstimmen. Also
konvergiert u,, schwach gegen u, d.h. ¥,, konvergiert in Verteilung gegen Y. |

Wir beweisen nun den zentralen Grenzwertsatz im R¢:

Beweis. Fiir p € R? gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

(Sn _E[Sn]
p|l———

- ) _ %;(p.xi_g[p.xi]) 2, N(O. Var[p- Xi]) = N(0.p- Cp),

da
Var[p - X;] = Cov

Zpkxl,ka Zpkxl,l = ZPkPlel = p-Cp.
% 7 Kl

Ist Y ein N(0O, C)-verteilter Zufallsvektor, dann ist N(0, p - Cp) die Verteilung von p - Y. Mithilfe der Cramér-
Wold Device folgt also, dass (S, — E[S,.]) /+/n in Verteilung gegen Y konvergiert. ]
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GauB-Prozesse

Sei I = Z, oder I = [0, o). Ein stochastischer Prozess (X;);<; auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P)
heil3t GauB3-Prozess, falls die gemeinsamen Verteilungen von endlichen vielen der Zufallsvariablen X; (¢ € I)
multivariate Normalverteilungen sind.

Eine wichtige Beispielklasse von zeitdiskreten Gaul3-Prozessen sind autoregressive Prozesse, die zur
Modellierung von Zeitreihen eingesetzt werden. Seien Xy und Z, (n € N) unabhéngige reellwertige Zufalls-
variablen mit Z,, ~ N(0, 1) fiir alle n. Der durch das ,,stochastische Bewegungsgesetz*

X, = aXp-1 + eZ, , neN, (5.20)
—— N——
lineares zufillige Storung,
Bewegungsgesetz Rauschen

definierte stochastische Prozess (X, )n=0,1,2,... heit autoregressiver Prozess AR(I) mit Parametern &, @ € R.

Im allgemeineren autoregressiven Modell AR(p), p € N, mit Parametern &, ay,...,@, € R lautet das
Bewegungsgesetz
J4
Xy = Z @ Xn_i + €2y, nzp,
i=1
wobei die Rauschterme Z,, unabhiingig von den Startwerten Xo, Xj, ..., X, sind.
2 —
1 . .
A A |
T LA || ol T T
500 V 1000
-1 4
-2 4

Abbildung 5.4.: Trajektorie eines AR(1)-Prozesses mit Parametern & = 0.8 und &% = 1.5.

Satz 5.21 (Autoregressive Prozesse als GauBlprozesse). Ist die gemeinsame Verteilung der Startwerte
Xo, Xi, . . ., X1 eine multivariate Normalverteilung, dann ist der AR(p)-Prozess ein Gaul3-Prozel3.

Beweis. Da X fiir k € N eine Funktion der Startwerte Xo, Xi, . .., X,,_| sowie der Rauschterme Zi, .. ., Z;
ist, folgt fiir alle n > p, dass Z,, unabhéngig von Xy, X1, . . ., Xj,—1 ist. Nun ergibt sich mit Induktion, dass die
Zufallsvektoren (Xo, X1, . .., Xn—1, Z,) und (X, Xi, . . ., X,,) fiir n > p multivariat normalverteilt sind. [ |

Der AR(1)-Prozess ist eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten p(x,-) = N(ax, £2), siehe
[4]. Das folgende Korollar fasst einige grundlegende Eigenschaften des AR(1) Modells zusammen.
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Lemma 5.22 (Gleichgewicht und exponentieller Abfall der Korrelationen). Fiir den AR(1)-Prozess mit
Parametern e, @ € R und fiir m € R und o > 0 gilt:

(i) Xuo1 ~N(m,0?) = X, ~ N(am,a’c? +&?).
(ii) Fiir |a| < 1 ist die Verteilung u = N(0, %) ein Gleichgewicht, d.h.
Xo~u = X,~u Vn € N.
Bei Startverteilung P o XO_1 = u gilt:

2
&
Cov[X,,, X-x] = ok -
1 -a?

fiiralle 0 < k < n.

Beweis. Gilt X,,_; ~ N(m, o), dann ist (X,,_1, Z,) bivariat normalverteilt, also ist auch die Linearkombina-
tion X, = aX, -1 + €Z, normalverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von X,, ergeben sich aus (5.20).
Der Beweis der iibrigen Aussagen wird dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. |

Auch ein allgemeiner AR(p)-Prozess ldsst sich als Markovkette interpretieren, wenn man statt der Zufalls-
variablen X, die zeitliche Entwicklung der Zufallsvektoren

En = (X}’l—p+17 Xn—p+2, R XI’L)

betrachtet. Man kann dann dhnliche Aussagen wie in Lemma 5.22 herleiten.

Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung

Sei S, = X + ... + Xj,, wobei die X; unabhéngige Zufallsvariablen in LZ(Q, A, P) mit
E[X;]=0 und Var[X;] =1

sind. Beispielsweise ist (S,) ein klassischer Random Walk, wenn P[X; = +1] = P[X; = —1] = 1/2 gilt.
Um einen stochastischen Prozess in kontinuierlicher Zeit zu erhalten, interpolieren wir n +— S, linear.
AnschlieBend reskalieren wir in Raum und Zeit, und setzen fiir m € N:

g}m) —

1
— teR,.

s
Vm "

3|

Abbildung 5.5.: Raum-Zeit-Reskalierung eines Random Walks.
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Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt fiir m — oo:

1
S‘}’”) = Vt— S, 2, N(0, 1) fiir jedes feste 1 € R,

d.h. die eindimensionalen Randverteilungen der Prozesse (S‘fm)),zo konvergieren.

Allgemeiner zeigt man mithilfe des multivariaten zentralen Grenzwertsatzes, dass auch endlich dimensionale
Randverteilungen schwach konvergieren. Fiir 0 = 9 < t; < ... < tf mit k € N und mt; € Z, sind die
Inkremente :S'}lm) - S’}:“), S‘thm) - STHM), .. .,S'X”) - :S’}Z)l unabhiingige Zufallsvariablen, die sich als Summen
der Zufallsvariablen X; iiber disjunkte Bereiche darstellen lassen. Aus dem eindimensionalen zentralen

Grenzwertsatz folgt

Sm_gm 2, NOi-r)  firalle0<r <1,

und mit dem multivariaten ZGS ergibt sich die Konvergenz der gemeinsamen Verteilungen der Inkremente
gegen ein Produkt von eindimensionalen Normalverteilungen:

n y *“h LA g 7% Tk-1

k
(S“"") _5m g _ gl glm)_ ST’”)) 2 QNG 1), (5.21)
i=1
Dies motiviert die folgende Definition, die auf N. Wiener zuriickgeht:

Definition 5.23 (Brownsche Bewegung). Ein stochastischer Prozess B; : Q — R (¢ € [0, c0)) auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), heilt Brownsche Bewegung , falls gilt:

(i) Fir jede Partition 0 = £y < #; < ... < f; mit k € N sind die Inkremente B;,,, — B;, unabhingige
Zufallsvariablen mit Verteilung

Bt[+| - Bt' ~ N(07 ti+l - ti)'

i

(ii) Die Funktion ¢ — B;(w) ist fiir P-fast alle w stetig.

Hierbei ist ein zeitstetiger stochastischer Prozess einfach eine Kollektion von Zufallsvariablen B; (f € R,),
die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Eine Brownsche Bewegung ist ein
zeitstetiger Gaul3-Prozess.
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4 + 10 +
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Abbildung 5.6.: Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung.

Die Existenz einer Brownschen Bewegung wird in der Vorlesung »Stochastische Prozesse« gezeigt. Aus
(5.21) folgt, dass die endlichdimensionalen Randverteilungen der reskalierten Random Walks gegen die ent-
sprechenden Randverteilungen einer Brownschen Bewegung (B; ), e[o,.0) mit Startwert By = 0 konvergieren:

(SUn 50, 8) 2 (BupBy)  firalle0sn<n<..<iokel

Eine noch allgemeinere Aussage liefert ein funktionaler zentralen Grenzwertsatz auf dem Banachraum
C([0, 1], R) (Invarianzprinzip von Donsker): Der gesamte stochastische Prozess (S'}m))ogsl konvergiert in
Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung (B;)o<r<1. Mehr dazu in den weiterfiihrenden Vorlesungen
»Stochastische Prozesse« und »Grundziige der stochastischen Analysis«.

5.4. Schatzer und Tests in GauB-Modellen

Parameterschétzung im GauB-Modell

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Stichproben, Daten), die von einer unbekannten
Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Riickschliisse auf die zugrundelie-
gende Verteilung aus den Daten zu erhalten. Im einfachsten Modell (Gau3-Modell) nimmt man an, dass die
Daten unabhiingige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz
sind:

u=N(m,v), m,vunbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung fiir die Normalverteilungsannahme liefert der zentrale Grenzwertsatz. Letzt-
endlich muss man aber in jedem Fall iiberpriifen, ob eine solche Annahme gerechtfertigt ist.Ein erstes Ziel
ist es nun, den Wert von m auf der Basis von n unabhédngigen Stichproben X;(w) = xi, ..., Xu(w) = x, zu
schitzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schitzung des Erwartungswerts

* Schétze m auf der Basis von n unabhingigen Stichproben X (w), ..., X,,(w) von u.
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* Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen von unabhéngigen
Zufallsvariablen X1, . . ., X,,. Da wir die tatsdchliche Verteilung nicht kennen, untersuchen wir alle in Betracht
gezogenen Verteilungen simultan:

Xi,....,Xn ~ N(m,v) unabhingig unter P, , . (5.22)
Ein naheliegender Schitzer fiir m ist der empirische Mittelwert

Xi(w) + ... + X, (w)
" .

X (w) =

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schétzer erwartungstreu (unbiassed) und konsistent ist, d.h. fiir
alle m, v gilt:
Em,v[X n] = m

und
X, = m Py,-stochastisch fiirn — co.

Wie wir den Schitzfehler quantifizieren héngt davon ab, ob wir die Varianz kennen.
Schiitzung von m bei bekannter Varianz v. .
Um den Schitzfehler zu kontrollieren, berechnen wir die Verteilung von X,;:
X; ~ N(m,v) unabhingig = X;+..+ X, ~ N(nm,nv)
= X, ~ Nm,v/n)
X, —m

Vv/n

Bezeichnet @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, dann erhalten wir

=

~ N(0,1)

— 1
Py [|X,, -m| < q\/g} = N, 1)(-q,q9) = 2 (CI)(q) - E) fiir alle m € R.

Satz 5.24 (Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz). Im GauBmodell (5.22) mit bekannter Varianz v

ist das zufillige Intervall
(Yn - d)_l(oz)\/g, X, + d)_l(oz)\/g)
n n

ein 2a — 1) - 100% Konfidenzintervall fiir 2, d.h.

Ppv[m € Intervall] > 2a -1 fiir alle m € R.
Man beachte, dass die Linge des Konfidenzintervalls in diesem Fall nicht von den beobachteten Stichpro-
ben abhéngt!

Schéatzung von m bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz unbekannt. In
diesem Fall konnen wir das Intervall oben nicht verwenden, da es von der unbekannten Varianz v abhéngt.
Stattdessen schitzen wir m und v simultan, und konstruieren ein Konfidenzintervall fiir m mithilfe beider
Schitzwerte. Erwartungstreue Schitzer fiir m und v sind

_ 1 < 1 <& _
X, = —in und Vnz—IZ(Xi—Xn)z.
i3 n=1ia
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Um ein Konfidenzintervall fiir m zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformationssatzes die ge-
meinsame Verteilung von X, und V,,;:

Lemma 5.25. Yn und Vy, sind unabhdngig unter Py, ,, mit Verteilung

_ -1
X, ~ N(m,z) , n Vo~ x’(n-1).
n v

Beweis. Wir fiihren eine lineare Koordinatentransformation ¥ = OX durch, wobei O eine orthogonale
n X n-Matrix vom Typ
1 1
_ (TT)
beliebig

ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Erginzen des normierten Vektors (\/Lﬁ, %) zu einer Orthonor-
malbasis des R”. Da die Matrix O orthogonal ist, gilt in den neuen Koordinaten

Y—lix—ly d
n—z' l__nl9 un

(n-1)V,

Z(X - X, = sz—nx = IXIE, = X, =lY]2 - ¥ ZW

Da die Zufallsvariablen X; (1 < i < n) unabhidngig und N(m,v)-verteilt sind, ist der Zufallsvektor

X = (Xy, ..., X;,) multivariat normalverteilt mit Mittel (m, ..., m) und Kovarianzmatrix v - I,,. Nach dem
Transformationssatz oder mithilfe von charakteristischen Funktionen folgt

myn

Y ~ N|O|:|v-0LO"| = N|[ . |v-I|.
0
Also sind Y, ..., ¥, unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungen

~N(mvn,v) , Y, ~N(0,v) fiiri>?2.
Es folgt, dass )

-~ Y n-1 o (Y

X, = \/—lﬁ und TVn = ; (\/—%)
unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilungen N(m, v/n) bzw. y?(n — 1) sind. |

Bei bekannter Varianz v hatten wir Konfidenzintervalle fiir m vom Typ X, + ¢ - 4/v/n erhalten, wobei ¢
ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilung ist. Daher liegt es nahe, zu versuchen, bei unbekannter
Varianz Konfidenzintervalle vom Typ X,, + g - 4/V;,/n herzuleiten. Es gilt

Py |Yn -m| > QVVn/n] = Pm,v[lTn—ll 2 CI] mit

W, o
Die Zufallsvariable 7},_; heift Studentsche ¢-Statistik mit 7 — 1 Freiheitsgraden.! Unsere Uberlegungen
zeigen, dass wir aus Quantilen der Studentschen #-Statistik Konfidenzintervalle fiir das Gau3-Modell herleiten
konnen. Wir miissen nur noch die Verteilung von 7,, berechnen:

T,y =

In der Statistik bezeichnet man eine messbare Funktion der Beobachtungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schétzer ist eine Statistik,
die zum Schitzen eines unbekannten Parameters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt man auch Intervallschéatzer.
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Satz 5.26 (Student). Die Verteilung von T, ist absolutstetig mit Dichte

-1 2\ —n/2
@) = B(l E) -n—1/2-(1+t—) (t € R). (5.23)

Hierbeiist B(1/2,n/2) = n~'/2 [ (1+s?)™"/2ds die Eulersche Beta-Funktion, die als Normierungsfak-
tor auftritt. Insbesondere ist das zufillige Intervall (Yn —q-\Vi/n Xn+q-\V,/ n) ein 100 - (1 — 2a)%

Konfidenzintervall fiir m, falls
q=Fr { (1-a)

ein (1 — a)-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.

Beweis. Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt man: Sind Z und Y unabhéngige Zufallsva-
riablen mit Verteilungen N(0, 1) bzw. y*(n — 1), dann ist Z// n—llY absolutstetig mit Dichte f7;, ,. Der Satz

folgt dann nach Lemma 5.25 mit Z := X2 ypd ¥ := ”T‘IVn. |

Vv/n

Definition 5.27 (Studentsche ¢-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R)) mit Dich-
tefunktion (5.23) nennt man »Studentsche 7-Verteilung mit » Freiheitsgraden«.

Bemerkung (Nichtparametrische und verteilungsunabhingige Konfidenzintervalle). In Anwendungen
ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungsannahme an die Beobachtungswerte gerechtfertigt ist. Zudem
konnen einzelne groBere Ausreifler in den Daten (z.B. aufgrund von Messfehlern) das Stichprobenmittel
relativ stark beeinflussen. Der Stichprobenmedian ist dagegen in den meisten Féllen ein deutlich stabilerer
Schiatzwert fiir den Median der zugrundeliegenden Verteilung, und die in Abschnitt 2.1 hergeleiteten, auf
Ordnungsstatistiken basierenden, Konfidenzintervalle fiir den Median und andere Quantile werden ebenfalls
in der Regel weniger stark durch Ausrei3er beeinflusst. Zudem gelten diese Konfidenzintervalle simultan fiir
alle stetigen Verteilungen. Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Normalverteilungsannahme aufgrund der
Daten gerechtfertigt ist, empfiehlt es sich, auf die stabileren Ordnungsintervalle zuriickzugreifen.

Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen hédufig nicht iiber Konfidenzintervalle, sondern als Hypothe-
sentest formuliert. Mathematisch passiert dabei nichts wirklich Neues — es handelt sich nur um eine durch
praktische Erwédgungen motivierte Umformulierung derselben Resultate:

Angenommen, wir haben n unabhéngige reellwertige Stichproben X, ..., X;, von einer unbekannten Vertei-
lung vorliegen und wir gehen davon aus, dass die zugrundeliegende Verteilung aus einer Familie ug (6 € ®)
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Familie aller Normalverteilungen pug = N(m,v),
6 = (m,v) € R xR,. Die gemeinsame Verteilung von X, ..., X, ist dann das ProduktmaB yuy = ®?:1 Ug-
Sei nun @ eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese Hy: »0 € Op«
und der

Alternative H;: »0 ¢ Op«

A. Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 179



5. Zentrale Grenzwertsitze

Ein Hypothesentest fiir ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare Teilmenge C € R" (den
Verwerfungsbereich) mit zugehoriger Entscheidungsregel:

Akzeptiere Hy — (Xi,...,X,)¢C.

Beispiel (t-Test). Seien Xj, Xp, ..., X;, unabhingige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbe-
kanntem Parameter 6 = (m, v) € ® := R xR*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der Verteilung einen
bestimmten Wert my hat:

Nullhypothese Hy: »m = mp« , Oy = {mp} xR*.

Ein solches Problem tritt z.B. in der Qualititskontrolle auf, wenn man {iiberpriifen méchte, ob ein
Sollwert my angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleich zweier Verfahren, wobei X;
die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese mit my = 0 besagt
hier, dass kein signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht.

Im r—Test fiir obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptiert, falls der Betrag der Studentschen
t-Statistik unterhalb einer angemessen zu wihlenden Konstanten c liegt, bzw. verworfen, falls

. VWa
gilt.
Seien nun allgemein Xj, X, ... unter Py unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung ug. Bei einem

Hypothesentest konnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl wahr. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrégt:
Pol(X1,...X,) € C] = pylC], 0 € Q.
Fehler 2. Art: Hy wird akzeptiert, obwohl falsch. Die Wahrscheinlichkeit betragt:
Po[(Xi, ... X,) £ C] = wglCC], 6@\ 0.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch in Hy und H; ist, interpretiert man bei-
de Fehler unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die Alternative eine
Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker iiberzeugen soll, sollte die Wahrschein-
lichkeit fiir den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen
(kleinen) Schranke « liegen. Die Wahrscheinlichkeit

uplCl, 0€B\0,

dass kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraussetzung moglichst groB3 sein.

Definition 5.28 (Giitefunktion und Niveau eines Hypothesentests). Die Funktion
G(0) = Pol(Xi, ... Xn) € C] = pylC]
heiBt Giitefunktion des Tests. Der Test hat Niveau «, falls

G(0) < a fiiralle 6 € © gilt.

Aus Satz 5.26 und der Symmetrie der Studentschen 7-Verteilung folgt unmittelbar:
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Korollar 5.29. Der Studentsche t-Test hat Niveau « falls c ein (1 -5 )-Quantil der Studentschen t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:

Satz 5.30 (Korrespondenz Konfidenzintervalle & Hypothesentests). Fiir einen reellwertigen Parame-
ter y = ¢(0), ein Irrtumsniveau « € (0, 1), und messbare Abbildungen (Statistiken) 9, : R" — R sind
dquivalent:

(i) Das Intervall
[P(X1,..., Xn) — (X1, ..., Xn), P( X1y, Xn) + (X1, - .., X))l
ist ein (1 — @) - 100 % Konfidenzintervall fiir 7.
(ii) Fiir jedes yp € R ist
C = {(x1, - xn) & |P(x15 -+, x0) — vol > &(x1, - - -, xX0)}

der Verwerfungsbereich eines Tests der Nullhypothese y = yo zum Niveau «.

Beweis. Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall fiir y zum Irrtumsniveau «, wenn
Py [|7(Xy,...,Xn) —c(0)] > e(Xy,... X,)] < « VOe®

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothese ¢(8) = 7 fiir jedes yy Niveau « hat. |

5.5. Ubungsaufgaben

Aufgabe 46 (Konvergenz von Dirac-MaBen). Sei (x,),cn eine Folge im R?. Wann genau konvergiert die
Folge u, = dx,

a) schwach ?
b) vage ?
¢) in der Variationsdistanz ?

d) in der Kantorovich-Distanz ?

Aufgabe 47 (Konvergenz in Verteilung). Seien X, V;;, X und Y Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit X;, — X
und ¥, — Y in Verteilung.

a) Demonstrieren Sie anhand eines Beispiels, dal X,, + ¥, nicht notwendig in Verteilung gegen X + Y
konvergiert.

b) Zeigen Sie, daf} diese Konvergenz gilt, wenn Y konstant ist.
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5. Zentrale Grenzwertsitze

Aufgabe 48 (Gesetz der groBien Zahlen via charakteristische Funktionen). a) Beweisen Sie mithilfe
von charakteristischen Funktionen die folgende Version des schwachen Gesetzes der gro3en Zahlen :
Sind Xi, X», ... : Q — R i.i.d. Zufallsvariablen in £(Q, A, P) mit E[X;] = m, dann konvergiert die
Verteilung von % "1 Xi schwach gegen das DiracmaB 6,,,.

b) Folgern Sie hieraus, dass % "1 Xi auch stochastisch gegen m konvergiert.

Aufgabe 49 (Grenzwertsatz fiir Poisson-Verteilungen).  a) Bestimmen Sie (z.B. mithilfe von charak-
teristischen Funktionen) die Verteilung der Summe von n unabhéngigen Poisson-verteilten Zufalls-
variablen mit Parameter 4 > 0.

b) Zeigen Sie mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes:

- n y
e"|l+—+—=+-+—| > fiir n — oo.

1
2! n! 2

Aufgabe 50 (Fehlerfortpflanzung bei transformierten Beobachtungen).

Sei (X;);en eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten reellwertigen Zufallsvariablen mit endlicher
Varianz v > 0 und Erwartungswert m. Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar mit f’(m) # 0 und
beschrianktem f’’. Zeigen Sie: Fiir n — co gilt

/s

2, N, ).

Fom |/ | 2%

(Hinweis: Verwenden Sie die Taylor-Entwicklung von f im Punkt m, und schdtzen Sie das Restglied mit der
Cebysev-Ungleichung ab.)

Aufgabe 51 (Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung). a) Zeigen Sie, dass jede schwach
konvergente Folge {u,, : n € N} von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R?, B(R4)) straff ist.

b) Vervollstindigen Sie den Beweis des Satzes von Cramér-Wold aus der Vorlesung. Dabei konnen Sie
ohne Beweis voraussetzen, dass jede straffe Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf R eine schwach
konvergente Teilfolge hat.
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6. Entropie und groBe Abweichungen

Um Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse zu untersuchen, geht man héufig zu einer neuen absolutste-
tigen Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber, beziiglich der das relevante Ereignis nicht mehr selten ist. Der
MaBwechsel geschieht dabei typischerweise mit einer exponentiellen Dichte. Auf diese Weise erhélt man
unter anderem asymptotische Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeiten groler Abweichungen. Eine zentrale
Rolle spielt dabei der Begriff der relativen Entropie, die die statistische Unterscheidbarkeit zweier Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen misst. Anwendungen liegen in der Asymptotik von Likelihood basierten Schitz-
und Testverfahren, und der asymptotischen Effizienz von Importance Sampling Schéitzern.

Asymptotische Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten, die wir in diesem Abschnitt herleiten werden, be-
treffen meistens nur die exponentielle Abfallrate. Subexponentiell fallend oder wachsende Faktoren werden
ignoriert. Wir fiihren einen entsprechenden Aquivalenzbegriff fiir Folgen auf der exponentiellen Skala ein:

Definition 6.1 (Asymptotische exponentielle Aquivalenz von Folgen). Zwei Folgen (a,),en  und
(bn)nen von positiven reellen Zahlen heillen asymptotisch exponentiell dquivalent ( a, =~ b,, ), falls

1 1

—10ga—" = —(loga, —logb,) — 0 fiir n — oo.
n b, n

Beispielsweise gilt n=% exp(—cn) =~ exp(—cn) fiir alle k, ¢ € R.

Um exponentielle Aquivalenz zu zeigen werden wir hiiufig separat eine Abschiitzung nach oben (,,obere
Schranke”) und eine Abschdtzung nach unten (,,untere Schranke”) beweisen. Entsprechend schreiben wir
san < b,”, falls

1 n
limsup — loga— < 0
n—oo n bn
ist. Beispielsweise gilt fiir reelle Zahlen ¢, d, k, [:
n*exp(-cn) < n~lexp(—dn) = c > d.

6.1. Entropie und relative Entropie

Wir definieren zundchst die Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung und die relative Entropie
zweier beliebiger Wahrscheinlichkeitsmafe. Mithilfe des Gesetzes der grolen Zahlen konnen wir statisti-
sche Interpretationen dieser Grof3en geben. Insbesondere misst die relative Entropie die Unterscheidbarkeit
zweier Wahrscheinlichkeitsmafe durch Folgen von unabhingigen Stichproben. In den nachfolgenden Ab-
schnitten werden wir zeigen, dass daraus allgemeine untere Schranken fiir die exponentielle Abfallrate der
Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse in Produktmodellen folgen.

Entropie und Information

Wir bemerken zunichst, dass die auf [0, o) definierte Funktion

xlogx firx>0
u(x) =
0 firx=0
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6. Entropie und gro3e Abweichungen

stetig und strikt konvex ist mit u’(x) = 1 + log x und u’’(x) = 1/x fiir x > 0. Insbesondere gilt

ux) < 0 fiir alle x € [0, 1],

u(x) = x-1 fiir alle x > 0,

und u(1/e) = —1/e ist das absolute Minimum der Funktion u.

02 T /
1

0.5 1.0

0.2 +

—_—_———— ] =

0.4
0.6 1

0.8 +
1.0

1.4 -+

Abbildung 6.1.: Graph der Funktion u(x) (blau) und ihrer unteren Schranke x — 1 (rot)

Sei nun § eine abzéhlbare Menge, und u = (u(x))res eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

Definition 6.2 (Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Die Grofe

Hp) = - ) w@logu() = =) u(u@) € [0.]
x€S x€eS
H“(x)#0

hei3t Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung .

6.1)
(6.2)

Anschaulich konnen wir — log u(x) interpretieren als MaB fiir die »Uberraschung« bzw. den »Informati-
onsgewinn, falls eine Stichprobe von der Verteilung i den Wert x hat. Die »Uberraschung« ist umso gréBer,
je unwahrscheinlicher x ist. Die Entropie H(u) ist dann die »mittlere Uberraschung« bzw. der »mittlere
Informationsgewinn« beim Ziehen einer Stichprobe von v. Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch

die Wahl des Logarithmus erklart, ist:
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6.1. Entropie und relative Entropie

Satz 6.3 (Faktorisierungseigenschaft). Fiir beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen v und u
gilt:
Hv®u) = H(v)+ H(w).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unabhédngigen Experimenten zusammengesetzten
Zufallsexperiment ist also die Summe der einzelnen mittleren Informationszuwichse.

Beweis. Nach Definition der Entropie gilt:

Hveow = > v(x)u()logv(x)uy))
V(X)Z’(yy)io
= - > v@logvx)— > u(y)log(u(y))
x:v(x)#0 y:u(y)#0
= HW)+ H(u). |

Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzihlbaren Menge S die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
minimaler bzw. maximaler Entropie.

Entropieminima
Nach (6.1) ist die Entropie stets nicht-negativ. Zudem gilt:
Hu=0 < ux)e{0,1} VxeS <= u istein Dirac-MaB.

Die Dirac-Mafle sind also die Entropieminima. Ist das Zufallsexperiment deterministisch, d.h. u ein Di-
racmaB, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe von u keine Uberraschung bzw. kein Informationszuwachs
auf.

Entropiemaximum

Ist S endlich, dann gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen u auf S:
H(u) < log(|S]) = H(Unifs),

wobei Unifg die Gleichverteilung auf § ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ndmlich

= > u(u(x))

xeS

s / u(u(x)) Unifs(dx)

IA

—|S| - u (/ u(x) Unifs(dx))
=|SI-u(1/IS)) = logl|S|

mit Gleichheit genau dann, wenn u die Gleichverteilung ist.

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einem endlichen Zustandsraum. Anschaulich kdnnen
wir die Gleichverteilung als eine »vollig zufillige« Verteilung auffassen — d.h. wir verwenden die Gleich-
verteilung als Modell, wenn wir keinen Grund haben, einen der Zustinde zu bevorzugen. Die Entropie ist in
diesem Sinne ein Ma8 fiir die »Zufdlligkeit« (bzw. » Unordnung «) der Wahrscheinlichkeitsverteilung .

Ist S abzéhlbar unendlich, dann gibt es Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S mit unendlicher Entropie.
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6. Entropie und gro3e Abweichungen

Als néchstes geben wir eine statistische Interpretation der Entropie. Sei y eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf einer abzihlbaren Menge S. Die Wahrscheinlichkeit einer Folge von Ausgingen xi, ..., x, bei
Entnehmen einer Stichprobe aus n unabhingigen Zufallsgrolen mit Verteilung u betrigt

Pn()C], oo xn) = l—[ /l(xi)-
i=1

Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung der Werte xi, . . ., x, ist also
1
——log pu(x1, ..., Xn).
n
Mithilfe des Gesetzes der gro3en Zahlen konnen wir die Asymptotik dieser Groflen fiir n — oo untersuchen:

Satz 6.4 (Entropie als asymptotische Informationszuwachsrate). Seien X, X5,... : Q — S unter P
unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilung u. Dann gilt P-fast sicher :

1
——logpn(Xy,...,.X,) — H(w) fiir n — oo.
n

In der zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrten Notation zur Aquivalenz auf der exponentiellen Skala besagt
die Aussage des Satzes, dass fast sicher

(X1, Xy) = e HW gilt.

Beweis. Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt 0 < u(X;) < 1, also —log u(X;) € [0, o) fiir alle i. Nach Korollar
4.12 folgt, dass fast sicher

1 1 < S0
—r—llogpn(Xl,...,Xn) = —;Zlogy(Xi) by —/log,ud,u =  H(w
i=1

gilt.

Relative Entropie und statistische Unterscheidbarkeit

Die Entropie ist nur fiir diskrete WahrscheinlichkeitsmafBe definiert. Eine Ubertragung der Definition auf
absolutstetige WahrscheinlichkeitsmafBe auf R ist moglich, indem man

H(u) = —/Rdf log f dx mit f =du/dx

setzt. Allerdings kann die so definierte Entropie sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Wir
fiihren jetzt den allgemeineren Begriff der relativen Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem
beliebigen meBbaren Raum (S, B) ein:

Definition 6.5 (Relative Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmafle). Seien p und v Wahrscheinlich-
keitsmaBe auf (S, 8). Die durch

[logwdu = [wlogwdv  falls u < v mit Dichte w,
0o sonst.

H(ulv) = { (6.3)

definierte GroBe H(u | v) € [0, oo] heiBt relative Entropie (oder Kullback-Leibler Information) von u bzgl.
V.
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6.1. Entropie und relative Entropie

Um eine anschauliche Interpretation der relativen Entropie zu geben, nehmen wir an, dass g und v
WahrscheinlichkeitsmaBe auf § = R? oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw. Massenfunktionen)
f,g > 0sind. Die relative Dichte w von u bzgl. v ist dann

fx)

o
W= W= s

fiir v-fast alle x € S,
dv

und

Hulv) = / loggdu - / (~log g(x) — (= log f(x))) u(dx).

Wir konnen —log g(x) und —log f(x) als MaB fiir die Uberraschung (den Informationsgewinn) bei Ein-
treten von x interpretieren, falls v bzw. u das zugrundeliegende Modell ist. Wenn wir also v als Modell
annehmen, aber tatsichlich u die zugrundeliegende Verteilung ist, dann erhoht sich die Uberraschung (der
Informationszuwachs) bei Ziehen einer Stichprobe im Vergleich zum korrekten Modell im Mittel um H(u|v).

Bemerkung (Entropie als Spezialfall der relativen Entropie). Ist v das Zihlmal3 auf einer abzéihlbaren
Menge S, dann gilt

Hplv) = > ux)logu(x) = —H). (6.4)
u(x)#0

Ist S endlich, und v die Gleichverteilung (also das normierte Zahlma@}) auf S, dann folgt entsprechend

H(ulv) = ZM(X)lOg(,u(X)'ISI) = log|S| - H(w).
u(x)#0

Aussagen iiber die relative Entropie liefern also als Spezialfall entsprechende Aussagen fiir die Entropie
(wobei sich aber das Vorzeichen umkehrt!)

Das folgende Lemma fasst elementare Eigenschaften der relativen Entropie zusammen:
Lemma 6.6 (Eigenschaften der relativen Entropie).

(i) Esgilt H(u|v) = 0, mit Gleichheit genau dann, wenn i = v.
n
(i) Hup1 ® .. ®up [ M1 ®...0v,) = ZIH(/Ji [ vi).
=
Beweis. Sei u < v mit relativer Dichte w. Wegen x log x > x — 1 folgt

Hulv) = /wlogwdv > /(w—l)dv = /wdv—l = 0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn w v-fast sicher gleich 1, also u = v ist. Der Beweis der zweiten Aussage ist
eine Ubungsaufgabe. [ |

Die folgenden Beipiele zeigen, dass die relative Entropie im Allgemeinen nicht symmetrisch ist.

Beispiele (Relative Entropie von Bernoulli- und Binomialverteilungen).
(i) Fiir die Bernoulli-Verteilungen mit v, (1) = p und v,(0) = 1 — p gilt:

1—
HWvq|vpy) = alog (f) +(1-a)log (l_a) fiir alle a, p € (0, 1).
p -p
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6. Entropie und gro3e Abweichungen

(ii) Fiir Normalverteilungen mit Mittelwerten m, m € R und Varianzen v,v > 0 gilt

- ~ 0

H(N(m,v) | N(m,v)) = % (log (%) + % -1+ (m vm) , also insbesondere
~ 2
HNG ) [Ny vy = ZV’") .

Wir geben nun eine statistische Interpretation der relativen Entropie. Dazu nehmen wir wieder an, dass u
und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = R¢ oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw. Massen-
funktionen) f, g > 0, und relativer Dichte w = f/g sind. Die Dichte bzw. Massenfunktion

n
Luvixi,..x) = [ ]etx)
i=1

der Verteilung n unabhéngiger Stichproben Xi,..., X, von v bezeichnet man in der Statistik auch als
Likelihood der Verteilung v bzgl. der Daten (xy, . . ., Xx,).

Wie kann man anhand von unabhingigen Stichproben erkennen, welche der beiden Verteilungen v und u in
einem Zufallsexperiment vorliegt? Dazu betrachten wir den Likelihood-Quotienten

La(vixi,...,xn) [T, g(xi)

, xn) = Ln(ﬂ; XLy ev v xn) _ le‘lzl f(xi) _ 1—[ W(X,').

wn(xg, ...
i=1

Analog zu Satz 6.4 erhalten wir die folgende (allgemeinere) Aussage:

Satz 6.7 (Relative Entropie als statistische Unterscheidbarkeit; Shannon-McMillan). Seien
X, Xp,... : Q — § unabhingige Zufallsvariablen unter P, bzw. P, mit Verteilung v bzw. u.
Dann gilt fiir n — oo:

1
—logwn(Xy,....X,) — H(u|v) P,,-fast sicher, und (6.5)
n

1
—logw,(X1,...,Xn) — —-H|w P, -fast sicher. (6.6)
n

Beweis. (i) Fiir n — oo gilt nach dem Gesetz der groBen Zahlen
1 1\ _
—logw,(X1,...,Xn) = - Z logw(X;) — logw du P,,-fast sicher.
" S

Das Gesetz der groflen Zahlen ist anwendbar, da

/(logw)_d,u = /(wlogw)_dv < 1 < oo,

e

(i) Da v absolutstetig bzgl. ¢ mit Dichte 1/w ist, gilt entsprechend

Il

|

|
UQ

1
- logw, (X1, ..., X,)

1
— — [ log " dv. = —-H({|p) P, -fast sicher. ]
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6.1. Entropie und relative Entropie

Der Satz von Shannon-Mc Millan zeigt, dass sich die Produktdichte (der Likelihood-Quotient) asym-
ptotisch auf der exponentiellen Skala (d.h. unter Vernachléssigung subexponentiell wachsender Faktoren)
folgendermaf3en verhalt:

e"Hw 1Y) P,-fast sicher,
M%(Xl“..,Xh)

e MHW (1) P, -fast sicher.

Damit erhalten wir eine statistische Interpretation der relativen Entropie als natiirlichen (nicht-symmetrischen!)
Abstandsbegriff fiir WahrscheinlichkeitsmaBe. Wir werden diese statistische Interpretation in Satz 6.14 noch
weiter prazisieren.

Entropie von Markovketten

Sei p(x, y) (x,y € S) eine stochastische Matrix auf einer endlichen Menge S mit Gleichgewichtsverteilung
v € WV(S), d.h. fiir alle y € S gelte

Dov@py) = (). (6.7)

xeS

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass die relative Entropie H(up™|v) der Verteilung zur Zeit n einer
Markovkette mit Startverteilung u und Ubergangsmatrix p beziiglich des Gleichgewichts v monoton fillt:

Satz 6.8 (Abfall der relativen Entropie). Ist p eine stochastische Matrix auf S und v ein Gleichgewicht
von p, dann gilt fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf S:

H(pplv) < H(uly). (6.8)

Insbesondere ist n — H(up™|v) stets monoton fallend.

Beweis. Ist u nicht absolutstetig beziiglich v, dann ist die Aussage (6.8) automatisch erfiillt. Andernfalls sei
w eine Version der relativen Dichte du/dv. Dann gilt

Wp)(y) = > ux)pley) = > wlx)v(x) plx, y). (6.9)

xeS xeS

Aus der Gleichgewichtsbedingung (6.7) folgt v(x)p(x, y) < v(y) fiir alle x, y € S. Also ist auch up absolut-
stetig bzgl. v, mit relativer Dichte

(up)(y) v(x) p(x, y)
TR IR v (©10

xeS

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt auch, dass x +— v(x)p(x, y)/v(y) die Massenfunktion einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf S ist. Darum konnen wir die Jensensche Ungleichung auf die konvexe Funktion
u(x) = xlog, x anwenden, und erhalten

v(x) p(x,y) v(x) p(x,y)
(;” v ) ;((” YO
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6. Entropie und gro3e Abweichungen

Zusammen mit (6.10) ergibt sich

H(,uplv) = Z u ZW(X) V(x)p(xv )’)/V()’) V(y)
yv(y)#0  \xeS
< D D) V() plx.y)
yeS xeS
= Zu(w(x)) vix) = H(u|v). u
xeS

Bemerkung (Zunahme der Entropie; thermodynamische Irreversibilitit). Als Spezialfall ergibt sich we-
gen H(u) = log|S| — H(u|v) die Aussage, dass die Entropie H(up™) der Verteilung einer Markovkette zur
Zeit n monoton wichst, falls der Zustandsraum endlich und die Gleichverteilung v ein Gleichgewicht ist.
In der Interpretation der statistischen Physik geht die zeitliche Entwicklung auf makroskopischer Ebene
(Thermodynamik) von einem geordneten hin zu einem ungeordneten Zustand mit (lokal) maximaler Entro-
pie (»thermodynamische Irreversibilitit«). Trotzdem ist auf mikroskopischer Ebene die Dynamik rekurrent,
d.h. jeder Zustand x € S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft besucht — dies
dauert nur eventuell astronomisch lange. Die Einfiihrung eines Markov-Modells durch die osterreichischen
Physiker Tatjana und Paul Ehrenfest konnte eine entsprechende Kontroverse von Zermelo (,,Dynamik kehrt
immer wieder zuriick*) und Boltzmann (,,soll solange warten*) 16sen.

Beispiel (Irrfahrten). Ist p die Ubergangsmatrix eines symmetrischen Random Walks auf dem dis-
kreten Kreis Z; = Z/(kZ), der symmetrischen Gruppe S,, (,,Mischen eines Kartenspiels*), oder dem
diskreten Hyperwiirfel {0, 1}" (,,Ehrenfest-Modell), dann ist die Gleichverteilung ein Gleichgewicht,
und die Entropie wichst monoton.

6.2. Exponentielle Familien und der Satz von Cramér

In diesem Abschnitt wollen wir die exponentielle Abfallrate der Wahrscheinlichkeiten groBer Abweichungen
vom Gesetz der groflen Zahlen identifizieren. Um die Chernoff-Abschitzung durch eine asymptotische untere
Schranke zu vervollstindigen, verwenden wir einen MaBBwechsel zu einer Verteilung aus einer exponentiellen
Familie.

Exponentielle Familien
Sei v ein positives MaB} auf (S, 8),U : S — R4 eine messbare Funktion, und
Z(t) = /et'U dv, t € RY,

die momentenerzeugende Funktion von U mit Definitionsbereich
® = {teR%: Z({) < o).

Fiir t € O sei A(t) = log Z(¢) die kumulantenerzeugende Funktion.

Definition 6.9 (Exponentielle Familie). Die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
1
u(dx) = 70 VD y(dx) = VXA (gy), t €0,

heiBt exponentielle Familie zu v und U.
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Bemerkung (Boltzmann-Verteilung). In der statistischen Physik treten exponentielle Familien als Gleich-
gewichsverteilungen auf. Beispielsweise ist die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewicht in einem
abgeschlossenen System bei inverser Temperatur 8 = 1/T gleich ug, wobei v die Gleichverteilung bzw.
das Lebesguemal3 auf dem Zustandsraum, und U(x) = —H(x) die negative Energie des Zustandes x ist. Die
Normierungskonstante Z(3) heift in der statistischen Physik Partitionsfunktion.

Wir betrachten zunéchst einige elementare Beispiele von exponentiellen Familien:

Beispiel. (i) Exponential- und Gammaverteilungen. Ist v die Exponentialverteilung mit Parameter
A > 0,und U(x) = —x, dann ist M(¢) fiir # > —A endlich, und es gilt

ur = Exp(d+1) fiir alle r > —A.

Die exponentielle Familie besteht also aus allen Exponentialverteilungen.
Ist v = I'(a, A) eine Gammaverteilung, dann gilt entsprechend y; = I'(a, A + 1).

(ii) Bernoulli-, Binomial- und Poisson-Verteilungen. Ist v die Bernoulli-Verteilung mit Parameter p

und U(k) = k, dann gilt u,(1) = p; mit

e'p P
pr = TV = <
elp+1-p p+(1=pe

d.h. g, ist die Bernoulliverteilung mit Parameter p,. Entsprechend gilt fiir U(k) =

% Bin(n,p) = u; = Bin(n, p;), und

v Poisson(1) = u; = Poisson(de’).

Die exponentielle Familie besteht also jeweils aus allen Bernoulli-Verteilungen, Binomialvertei-
lungen mit festem n, bzw. Poisson-Verteilungen.

(iii) Normalverteilungen. Istv = N(m, C) eine d-dimensionale Normalverteilung, und U(x) = x, dann
gilt ; = N(m + Ct, C) fiir t € R%. Im nichtdegenerierten Fall enthilt die exponentielle Familie
also alle Normalverteilungen mit fester Kovarianzmatrix C. Fiir d = 1, v = N(m, o%), und

_(=mp?
>

-1
1 1
m,(—+—) ) fiir¢ > 0,
ot

d.h. die exponentielle Familie besteht aus Normalverteilungen mit festem Mittelwert m. Ent-
sprechend kann man die Familie der eindimensionalen Normalverteilungen als zweiparametrige
exponentielle Familie bzgl. einer Referenz-Normalverteilung interpretieren.

Ux) =

erhalt man

e = N

Nach Lemma 6.6 ist die relative Entropie H(u|v) minimal, wenn u = v gilt. Die Verteilungen aus einer
exponentiellen Familie ergeben sich als Minimierer der relativen Entropie unter Nebenbedingungen an y:

Wir beschrinken uns nun auf den Fall d = 1. Sei v ein festes WahrscheinlichkeitsmaB auf (S, $) und
U: S — R eine messbare Funktion mit momentenerzeugender Funktion Z(t) = [exp(tU)dv, t € ©. Ferner

sei G) ® \ 00 der offene Kern des Definitionsbereichs von Z. Fiir ¢ € @ gilt [ Udy, < oo, siehe Lemma
6.11 unten.

Satz 6.10 (Exponentielle Familien als Minimierer der relativen Entropie). Fiir jedes feste € ® mini-
miert das Maf3

pi(dx) = Z( j CXP (tU(x)) v(dx)

A. Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 191



6. Entropie und gro3e Abweichungen

die relative Entropie bzgl. v unter allen WahrscheinlichkeitsmaBen p mit [ U du > m(t), wobei m(t) =
J U du, der Erwartungswert von U bzgl. y, ist. Genauer gilt:

H(p | v) = t-m(t) —logZ(t) < H(u|v) (6.11)

fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaR y auf (S, 8) mit [ U du > m(z).

Beweis. Sei u ein WahrscheinlichkeitsmaB mit H(u | v) < cound [ U du > m(t). Dann gilt 4 < v und

Hulv) = /log%d,u = /10g5—2du+/log%du
= Hulm) + (z [ v -0 zm)
> tm(t) —log Z(1).
Fiir u = p, ergibt sich Gleichheit. |

Bemerkung (Variationsproblem). Seiw = du/dv die relative Dichte von p bzgl. v. Das im Satz betrachtete
Variationsproblem hat dann die Form

Hul|lv) = /wlogwdv 2 min

/Ud,u = /dev > m(t),

und kann auch formal durch klassische Variationsrechnung geldst werden.

unter der Nebenbedingung

Lemma 6.11 (Eigenschaften exponentieller Familien).

(i) Es gilt Z € C*(O). Fiir t € O existieren die Erwartungswerte und Varianzen
m(t) = / U du; bzw. v(t) = Var,[U]
und es gilt m(t) = A'(t) und v(t) = A”(¢).

(ii) Die Funktion m ist auf ® beliebig oft differenzierbar und monoton wachsend. Ist U nicht u-fast iiberall
konstant, dann ist m sogar strikt monoton wachsend. Im Fall ® = R gilt zudem

tlim m(t) = esssupU = inf{aeR : v[U>a]l=0}, und (6.12)
tliI}l m(t) = essinfU = sup{aeR : v[U <a] =0}, (6.13)

d.h. m : R — (essinf U, esssup U) ist bijektiv.

o
Beweis. (i) Seit € ©. Wir betrachten die momentenerzeugende Funktion

M(s) = / e’V dy,
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der Verteilung ;. Wegen ¢ € O gilt

1
M(s) = / %emfﬂf dv = Z(s+0/Z(t) < o (6.14)
fiir alle s in einer Umgebung (—¢, £) der 0, also M € C*(—¢, ). Wegen (6.14) folgt Z € C*(t—¢, t+¢),
Z'(t)
= M AN(t d
Juan = wor = Z& ®.
Var, [U] = (logM)"(0) = A"(1).

(i) Aus (1) folgtm = A" € C*(®) und m’ = A" = v. Also ist m monoton wachsend, und strikt monoton
wachsend, falls Var,, [U] > 0. Diese Bedingung ist immer erfiillt, wenn U nicht v-fast iiberall konstant
ist.

Fiir a € (essinf U, esssup U) folgt mit monotoner Konvergenz:

[U<a] = fer Tw<ay dv < er(U—a) T<ay dv - 0
He [ etV dv T [V Lysgy dy

fiir t — o0, also tlim u:[U > a] = 1. Hieraus folgt

litminf m(t) = a- litminf wlU>al = a fiir alle a < esssup U,
also (6.12). Die Aussage (6.13) zeigt man analog. |

Beispiel (Ising-Modell). Das Ising-Modell wurde 1925 in der Dissertation von Ernst Ising mit der Ab-
sicht eingefiihrt, Phaseniiberginge von ferromagnetischen Materialien in einem vereinfachten mathema-
tischen Modell nachzuweisen. Heute spielt das Modell eine wichtige Rolle als einfach zu formulierendes,
aber schwer zu analysierendes grundlegendes mathematisches Modell, das auch in unterschiedlichen An-
wendungsbereichen wie z.B. der Bildverarbeitung eingesetzt wird.

Sei § = {-1,1}V, wobei V die Knotenmenge eines endlichen Graphen (V, E) ist, z.B.
V = {-k—-k+1,...k-1,k}¥%c7% dkeN.

Ein Element o = (0 : i € V) aus S interpretieren wir physikalisch als Konfiguration von Spins
o; € {—1,1} an den Knoten i € V, wobei o; = +1 fiir einen Spin in Aufwirtsrichtung und o; = -1 fiir
einen Spin in Abwirtsrichtung steht. Die Energie einer Konfiguration o~ durch

H(o) = Z |O-i_0'j|2+h20'i
(i,j)eE i€V

gegeben, wobei die erste Summe iiber alle Kanten des Graphen lduft, und der zweite Term die Wechsel-
wirkung mit einem dufleren Magnetfeld mit Stirke / € R beschreibt. Der erste Term bewirkt, dass sich
benachbarte Spins vorzugsweise gleich ausrichten. Als Gleichgewichtsverteilung bei inverser Temperatur
B = 1/T ergibt sich die Verteilung pgj auf S mit Gewichten

ppn(a) o« expl-B ) lovi—oyF = Bh Y o).

(i,j)eE i€V
Die folgende Grafik zeigt Stichproben von der Verteilung g j, auf einem ?x? Gitter V fiir verschiedene
Werte von 8 und h.
GRAFIK EINFUGEN

Fiir 8 = 0 (d.h. bei unendlicher Temperatur) ergibt sich eine Gleichverteilung. Fiir 8 — oo (Temperatur
— 0) konzentriert sich die Verteilung dagegen auf den energieminimierenden Konfigurationen. Dieses
sind fiir 2 = 0 die beiden konstanten Konfigurationen o; = +1 und o; = —1, fiir 4 # 0 hat dagegen nur
eine dieser Konfigurationen minimale Energie.
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GroBe Abweichungen vom Gesetz der groBen Zahlen

Sei v eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem messbaren Raum (S, 8), U : S — R eine messbare
Funktion, und sei (X;);en eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit Verteilung v. Wir setzen voraus:

Annahmen:

(i) Alle exponentiellen Momente der Zufallsvariablen U(X;) existieren, d.h.

A(t) = log/e’Udv < o fiir alle ¢ € R.

(i) U ist nicht v-fast sicher konstant.

Sei a € R fest. Wir mochten nun die Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten
n
i=1

fiir n — oo genauer untersuchen. Nach dem Gesetz der grolen Zahlen gilt:

S

=z — m= / Udy P-fast sicher.

n

Fiir a > m ist das Ereignis {S,, > an} also eine grole Abweichung vom typischen Verhalten. Der Satz von
Chernoft liefert eine obere Schranke der Wahrscheinlichkeiten 6,,. Um eine asymptotische untere Schranke
zu erhalten, filhren wir eine MaBtransformation durch. Es gilt

0, = v'"[A,] mit A, = {x esS" . ZU(X;) > an}. (6.15)
i=1

Wir wollen zu einer Verteilung iibergehen, bzgl. der das Ereignis A,, nicht mehr selten, sondern typisch ist.
Dazu betrachten wir die ProduktmaBle u, ¢ € R, wobei u; die Verteilung aus der exponentiellen Familie mit

relativer Dichte
dp

—, %)= exp(U(x) - AW)
v
ist. Die relative Dichte von u}' bzgl. v" ist dann
n d/,l n
n _ i, — ) —
wi (X1, .oy Xp) = !._ll . (x;) = exp|t i_gl U(x;) —nA(1)]. (6.16)

Man beachte, dass (u}');cr Wieder eine exponentielle Familie ist. Es gilt
wi( Xy, ..., Xn) = exp(tS, —nA(t)).

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir den Parameter ¢ in angemessener Weise wihlen konnen. Wenn
wir ¢ zu klein wihlen, dann hat das Ereignis A,, fiir groBe n nur eine geringe Wahrscheinlichkeit bzgl. u}'.
Wiihlen wir umgekehrt ¢ sehr gro3, dann liegt die Wahrscheinlichkeit u'[A,] fiir groe n nahe bei 1. In
beiden Fillen sind Abschitzungen fiir 1)'[A,] daher nur bedingt aussagekriftig. Um eine prizisere Aussage
zu erhalten, sollten wir ¢ so grof3 wihlen, dass das Ereignis A, ,.gerade typisch wird“. Der Erwartungswert

m(t) = /Ud,ut, t eR,
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ist nach Lemma 6.11 strikt monoton wachsend und stetig in r. Wihlen wir #* mit
m(t*) = a,

dann gilt nach dem Gesetz der groBen Zahlen

{xeS" : %ZU(xi)e(a—s,a+8)}

und nach dem zentralen Grenzwertsatz

{xeR”:%;U(xi)ZaH = %,

d.h. t* ist gerade der gesuchte ,,.Schwellenwert".

lim g = 1 fiir alle € > 0,

n—oo

lim g

n—oo

Die Umsetzung unserer Uberlegungen fiihrt zu einer ersten Aussage iiber die Asymptotik der Wahrschein-
lichkeiten groer Abweichungen vom Gesetz der groBen Zahlen auf der exponentiellen Skala:

Satz 6.12 (Cramér). Unter den Annahmen von oben gilt

1
lim —log P

S,
L>al = -I) fiir alle a € (m, esssup U),
n—oon n
wobei die Ratenfunktion
I(a) = sup(ta— A(r))
teR

die Legendre-Transformation von A ist.

In der am Anfang dieses Kapitels eingefiihrten Notation besagt der Satz von Cramér, dass
0, = P[S,/n>a] = exp(-n-I(a))

gilt, wobei subexponentiell wachsende Faktoren vernachléssigt werden. Er besagt nicht, dass die Folgen (6,,)
und (exp(—n - I(a))) asymptotisch dquivalent sind!

Zum Beweis einer solchen Aussage zeigt man in der Regel separat eine obere Schranke der Form 6, <
exp(—n - I(a)) und die untere Schranke 8,, > exp(-n - I(a)):

Beweis. Der Beweis setzt sich zusammen aus einer nicht-asymptotischen Abschitzung der Wahrscheinlich-
keiten

n
0, = P[S,>an] = Y'[A,] A, = {xeS” : ZU(xl-) Zan},
i=1

nach oben, und einer asymptotischen Abschitzung der Wahrscheinlichkeiten nach unten.

(i) Obere Schranke. Die nicht-asymptotische obere Schranke

1
—log6, < -I(a) fiirallen e N
n
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(ii)

liefert der Satz von Chernoff (Satz 4.17). Zur Illustration schreiben wir das Hauptargument aus
dem Beweis von oben noch einmal so auf, dass der Zusammenhang mit einer MaBtransformation
verdeutlicht wird: Fiir ¢ > 0 gilt nach (6.16):
1
— du™
/A W Hy

/ exp (—t Zn: U(x;)+ A(t)n
n =1

i=

o)
S
I
<
=
—
s
=
ol
Il

dpy

IA

e—(ta—A(t))n . M;’l [An]
e—(l‘a—A(l))n.

IA

Hieraus folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 4.17 durch Optimieren der Abschédtzung in ¢.

Untere Schranke. Wir zeigen nun die asymptotische untere Schranke

1
liminf —logv"[A,] = —I(a). (6.17)
n—oo n
Zusammen mit der oberen Schranke folgt dann
1
lim —logVv"[A,] = -I(a),

n—oon

d.h. die obere Schranke ist asymptotisch ,,scharf*. Zum Beweis von (6.17) gehen wir zu der Verteilung
My zum Schwellenwert t* = m~!(a) iiber. Nach Lemma 6.11 ist m : R — (essinf U, esssup U) bijektiv,
also existiert m~'(a) > 0 fiir a € (m, esssup U). Fiir & > 0 sei

1 &
An",3 = {XESHIGSZzU(Xi)SCl+8}.

i=1

Ahnlich wie bei der oberen Schranke erhalten wir

n
VALl = V'[Ane] = / exp (—t*ZU(xi)+A(t*)n dug.
An.e i=1
> e—(Z*(a+s)—A(z*))n #:L* [An .9]
> e l@mgtten nia ] (6.18)
Wegen [ U du,» = m(t*) = a gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz:
1 n
pilAnel = W0 — > (U(x) - a) < &Vn
Vn i=1
—00 1
= NO.Va, [UD[[0.0)] = 3, (6.19)

d.h. die groBe Abweichung ist typisch unter .. Fiir die Wahrscheinlichkeiten bzgl. v" ergibt sich
dann nach (6.18):

1
liminf — logv"[A,] = —1(a) — t"¢.
n
Die Behauptung folgt fiir € Y\ 0. |

Bemerkung. Ahnliche Aussagen iiber die Asymptotik von Wahrscheinlichkeiten groBer Abweichungen
wurden auch in vielen Modellen mit Abhiingigkeit bewiesen. Sie spielen unter anderem in der mathematischen
statistischen Mechanik eine wichtige Rolle.
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6.3. Untere Schranken durch MaBwechsel

Wir zeigen nun, dass die relative Entropie eine untere Schranken fiir die exponentielle Abfallrate der Grof3e
typischer Mengen unter einem WahrscheinlichkeitsmaB bei Ubergang zu einem anderen Wahrscheinlich-
keitsmaf liefert. Als Konsequenzen hieraus ergeben sich neben der Aussage des Satzes von Cramér unter
anderem auch eine untere Schranke fiir grole Abweichungen von empirischen Verteilungen (Satz von Sanov)
sowie der Quellenkodierungssatz von Shannon.

Eine allgemeine untere Schranke

Seien Xj, X, ... unter P, bzw. P, unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung v bzw. p.

Definition 6.13 (Wesentliche Mengen in Produktmodellen). Eine Folge von Mengen B,, C S” (n € N)
heil3t wesentlich bzgl. yu, falls

P(Xi,....Xn)€B,] = y'[B)] — 1 fiir n — oo.

Wie wahrscheinlich muss eine bzgl. u wesentliche Folge von Mengen unter v mindestens sein ? Der
folgende Satz beantwortet diese Frage auf der exponentiellen Skala:

Satz 6.14 (Shannon-Mc Millan ITI). (i) Fiir jedes € > 0 ist die Folge
Bn,s = {(xl, cees xn) : en(H(y 1v)-2) < Wn(xla sy xn) < en(H(u lV)+£)} c S"
wesentlich bzgl. y, und

VIBhs]l < e MHWIM=®  fijralle n € N. (6.20)

(i) Fiir beliebige messbare Mengen A,, C S” mit

liminf 4"[A,] > 0 (6.21)
gilt
1
liminf — logv"[A,] > —H(u|v). (6.22)
n

Beweis. (i) Die Mengen B, ., n € N, sind wesentlich bzgl. u nach Satz 6.7. Zudem gilt:

1> Mn[Bn,e] = / Wn av'? > V"[Bn’g] . e"(H(# |V)—8).
Bn,,f;
(ii) Aus
1
V'[An] = / —duy 2 e HW IS AL A B, ]
A, "n
folgt

1 1
liminf — logv"[A,] > —(H(u|v)+¢)+liminf —log y""[A, N By ¢]
n n
= —(H(ulv)+e)
da liminf y*[A, N By, ] = liminf u"[A,] > 0 nach (1) gilt. Die Behauptung folgt fiir ¢ — 0. |
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Die zweite Aussage der Satzes konnen wir als eine allgemeine untere Schranke fiir groBe Abweichungen
interpretieren: Ist A,, € S™ eine Folge von Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeit bzgl. v"* gegen 0 geht, dann
liefert uns (6.22) fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung y mit (6.21) eine asymptotische untere Schranke

fiir die Wahrscheinlichkeiten

auf der exponentiellen Skala. Wir werden dies im Folgenden verwenden, um verschiedene Sitze iiber grof3e

P (X1,....Xn) € Ayl = V'[A,]

Abweichungen zu beweisen.

Beispiel (Cramér revisited). Als erste Anwendung betrachten wir nochmal die Situation aus dem Satz
von Cramér (Satz 6.12): Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf einem mefbaren Raum (S, 8),U : S - R
eine meBbare Funktion mit endlicher momentenerzeugender Funktion Z(z) = [ e’V dv,t € R, und sei

a>m:/Udv.

Um aus (6.22) eine bestmogliche asymptotische untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeiten v"[A,,]
der grolen Abweichungen

1 n
A, = R "= i) >
{()q Xp) €S n;U(x) a}

zu erhalten, miissen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung u finden, die die relative Entropie H(u | v)
unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen p mit (6.21) minimiert. Die Bedingung (6.21) ist aber
genau dann erfiillt, wenn [ U du > a gilt, denn aus dem Gesetz der groBen Zahlen und dem zentralen
Grenzwertsatz folgt:

1 fira < [Udpy,
= 1/2 fira= [Udy, (6.23)
0 fira> [Udu

lim u"

n—oo

| &
Z E Ui = a
i=1

Das sich ergebende Variationsproblem

Hulv) = 2 min unter der Nebenbedingung / Udu > a

wird nach Satz 6.10 durch das WahrscheinlichkeitsmaB 1+~ aus der exponentiellen Familie zu yund U zum
eindeutigen Schwellenwert 7* mit [ U du = a gelost. Wihlt man p = i+, dann gilt lim ML [A] = 1/2
nach (6.23). Damit erhalten wir nach Satz 6.14 (2) die asymptotische untere Schranke

1
liminf —logv"[A,] = -H(ur|v) = t"-a-logZ(") = -I(a),
n

wobei I(a) = sup, g (ta — log Z(t)) die Ratenfunktion aus Satz dem Chernoff ist. Da nach dem Satz von
Chernoff auch —I(a) > % log v"*[A,] gilt, folgt

ViI[An]l = exp(-nl(a)),  und  I(a) = H(u|v).

Das beschriebene Vorgehen liefert nicht nur die untere Schranke im Satz von Cramér. Es demonstriert
auch, dass der MaBwechsel iiber die exponentielle Familie asymptotisch optimal ist, weil y,- die relative
Entropie unter allen WahrscheinlichkeitsmaBen minimiert, beziiglich derer die Ereignisse A,, asympto-
tisch relevant sind.

GroBe Abweichungen fiir empirische Verteilungen

Mithilfe von Satz 6.14 konnen wir noch eine stirkere Form der unteren Schranke fiir groBe Abweichungen
vom Gesetz der grolen Zahlen herleiten. Sei dazu v ein Wahrscheinlichkeitsmalf} auf einem metrischen Raum
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S mit Borelscher o-Algebra 8. Wir nehmen an, dass S separabel ist, also eine abzéhlbare dichte Teilmenge
besitzt. Seien

" BN
v,,(a)) = Z Z 5Xi(w)’ n €N,
i=1

die empirischen Verteilungen einer Folge (X;);en unabhéngiger Zufallsvariablen mit Verteilung v bzgl. P,.
Aus dem Gesetz der grofen Zahlen folgt, dass die Erwartungswerte einer integrierbaren Funktion U € £'(v)
beziiglich der zufilligen MaBe ¥, (w) fiir fast alle w gegen die Erwartungswerte bzgl. v konvergieren:

1 n
/ Udv,(w) = - Z UXi(w) — / Udv fiir P, -fast alle w. (6.24)
i=1

Die Ausnahmemenge kann dabei aber von der Funktion U abhingen. Da der Raum der stetigen beschrinkten
Funktionen U : § — R im Allgemeinen nicht mehr separabel ist, ist die folgende Erweiterung des Gesetzes
der grofBen Zahlen nicht offensichtlich:

Satz 6.15 (GGZ fiir empirische Verteilungen; Varadarajan). Ist S separabel, dann konvergieren die em-
pirischen Verteilungen fast sicher schwach gegen v:

w

w) — v fir P, -fast alle w. (6.25)

Beweis (Beweisskizze.). Wir bezeichnen mit Cp, 1 (S) den Raum aller beschrinkten, Lipschitz-stetigen Funk-
tionen U : § — R. Nach Satz 5.2 geniigt es zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

/ U din(w) — / Udv  firalle U € Cp,1(S) (6.26)

gilt. Man kann beweisen, dass im Raum Cj, 1 (S) eine beziiglich der Supremums-Norm dichte, abzihlbare
Teilmenge {Uy : k € N} existiert, wenn S separabel ist, sieche z.B. [Dudley: Real Analysis and Probability].
Aus (6.24) konnen wir schlieBen, dass (6.26) auBerhalb einer P,-Nullmenge N fiir die Funktionen Uy,
k € N, simultan gilt. Hieraus folgt aber, dass (6.26) fiir w ¢ N sogar fiir alle beschrinkten Lipschitz-stetigen
Funktionen wahr ist: Ist U € Cp, .(S), dann existiert zu jedem & > 0 ein k € N mit sup |U — Ux| < &, und

damit gilt
lim sup /Udﬁn(w)—/Udv < limsup /Uk dﬁn(w)—/Uk dv| + 2¢ < 2¢
n—oo n—oo
fiir alle w ¢ N und € > 0. u

Nach dem Satz konvergiert die Wahrscheinlichkeit P, [V, ¢ U] fiir jede Umgebung U des Wahrschein-
lichkeitsmaBes v bzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz gegen 0. Hierbei ist eine Menge U von
Wabhrscheinlichkeitsmalien offen, wenn ihr Komplement A = WV/(S) \ U abgeschlossen ist, also alle schwa-
chen Limiten von Folgen in A enthilt.

Die Konvergenzgeschwindigkeit auf der exponentiellen Skala lésst sich durch ein Prinzip der groflen
Abweichungen auf dem Raum WV(S) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S, $) mit der Topologie der
schwachen Konvergenz beschreiben:

n
Satz 6.16 (Sanov). Die empirischen Verteilungen v, = % 2, Ox; erfiillen das folgende Prinzip der groen
i=1

Abweichungen:
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6. Entropie und gro3e Abweichungen

(i) Obere Schranke: Fiir jede abgeschlossene Menge A CWV(S) gilt:

1
limsup — log P, [V, € A] < - in; H(u|v).
HE

n—oo N

(ii) Untere Schranke: Fiir jede offene Menge O CWV(S) gilt:

1
liminf —log P, [V, € O] = - ingH(,u | v).
e

n—oo n

Beweis. (ii) Zum Beweis der unteren Schranke wechseln wir wieder das zugrundeliegende Mal, und
wenden Satz 6.14 an. Sei O € WV(S) offen und u € O. Nach (6.25) ist dann die Folge

1 n
A, = {(xl,...,xn)eS":—Z(SxieO}
n
i=1

wesentlich bzgl. u, denn
W'A] = P,u[ﬁn €o] — 1

fiir n — co. Daher folgt nach Korollar 6.14(2):

1 1
liminf —log P,[?,, € O] = liminf —logv"[A,] = —-H(u|v).

n—oo n n—oo n
Die Behauptung ergibt sich, da dies fiir alle u € O gilt.

(i) Die obere Schranke beweisen wir hier nur fiir endliche Zustandsrdume S, s. z.B. [Dembo, Zeitouni:
Large Deviations] fiir den Beweis im allgemeinen Fall. Ist S endlich, und u eine bzgl. v absolutste-
tige Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichte w = du/dv, dann gilt fiir alle (xy,...,x,) € S" mit
empirischer Verteilung % Dy Ox; = M

du” .
dl:n (x17 R xn)

SIS

(x;) = exp (Zlog (%(x,-)))
i=1

n/log (d_,u) du) = exp(nH(u|v)).

i=1

—

= exp o
Damit folgt
1 n
Py[Vp =] = yh |:{(x1>- CXp) D= Zéxi = ’u}
i
1 n
e—nH(.U|V),’un {(xl,---’xn) : _Zéxi :’u} (627)
e
< e HW|Y)
Jeder empirischen Verteilung von n Elementen xi,...,x, € S entspricht ein Histogramm h =
(ha)aes € {0, 1,...,n}S. Fiir die Anzahl der moglichen empirischen Verteilungen gilt daher

< (m+ DS

1 n
{;Zéxi (X1, ..., x0) € S”}
i=1
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6.3. Untere Schranken durch MaB3wechsel

Nach (6.27) erhalten wir nun fiir eine beliebige Menge A C WV(S) die (nicht-asymptotische)

Abschitzung
PV, € A] = Z Popn=pn] < (m+DS.exp (—n inf H(u| v)),
HEA peAt
aus der die asymptotische obere Schranke wegen |S| < oo folgt. |

Bemerkung. Wie der Beweis schon andeutet, gilt auch die obere Schranke in diesem Fall nur noch asym-
ptotisch und modulo subexponentiell wachsender Faktoren. Der Ubergang von endlichen zu allgemeinen
Zustandsrdaumen ist bei der oberen Schranke nicht trivial, s. [Dembo,Zeitouni: Large deviations].

Den Satz von Sanov bezeichnet man gelegentlich auch als ein ,,Prinzip der groBen Abweichungen auf
Level II, d.h. fiir die empirischen Verteilungen. Wir bemerken abschlielend, dass sich eine Version des
Satzes von Cramér, d.h. ein ,,Prinzip der groBen Abweichungen auf Level I*“ als Spezialfall ergibt:

Fiir eine stetige beschrinkte Funktion U : § — R und eine offene Menge B C R gilt nach dem Satz von
Sanov:

1 n
P, |- Z UX)eB| = PJpcO] > exp|—inf Hu|v)
n = pueo

mit O = {u € WV(S) : [U du € B}. Entsprechend ergibt sich eine analoge obere Schranke, falls B
abgeschlossen ist.

Entropie und Kodierung

Als Spezialfall der Aussagen (1) und (2) in Satz 6.14 erhalten wir, wenn S endlich und v die Gleichverteilung
ist, zwei bekannte Aussagen aus der Informationstheorie: die ,,asymptotische Gleichverteilungseigenschaft”
und den Quellenkodierungssatz von Shannon:

Wir betrachten die moglichst effiziente Beschreibung/Kodierung einer Zufallsfolge. Eine unbekannte Si-
gnalfolge mit Werten in einer endlichen Menge S (dem zugrundeliegenden ,,Alphabet) beschreibt man im
einfachsten A-Priori-Modell durch unabhéngige Zufallsvariablen X}, X5, ... mit Verteilung u, wobei u(x) die
relative Haufigkeit des Buchstabens x in der verwendeten Sprache ist. Eine ,,perfekte* Kodierung ordnet je-
dem Wort mit einer vorgegebenen Anzahl n von Buchstaben, also jedem Element des Produktraums S”, eine
Binérfolge zu. Will man alle Worter mit n Buchstaben perfekt kodieren, werden 7 - log, |S| Bits benotigt. Wir
betrachten stattdessen ,.effiziente* Kodierungen, die nur den ,,meisten* Wortern mit » Buchstaben eindeutig
eine Binirfolge zuordnen.

,

{0,1}*

Abbildung 6.2.: Perfekte Kodierung
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6. Entropie und gro3e Abweichungen

irgendwie

{0.1}*

o

Abbildung 6.3.: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge von wesentlichen Mengen B,,.

Sei pu(x1, ..., x,) = [1i, u(x;) die A-Priori-Wahrscheinlichkeit von (xi, . . ., x,) unter dem Produktmaf}
(. Wihlen wir fiir v die Gleichverteilung auf S, dann gilt

ALl = V' AL] - ISI? fiir alle Mengen A,, € S”, n € N.

Damit kénnen wir die Aussage von Satz 6.14 (1) folgendermaB3en umformulieren:

Korollar 6.17 (Asymptotische Gleichverteilungseigenschaft). Fiir jedes & > 0 ist die Folge
Bne = {(xl, Xp) €S g HEERE) < pn(x1, .y xp) < e_”(H(’“‘)_S)}, neN,

wesentlich bzgl. u, und es gilt

|B.s| < e"HW*e) fiir alle n € N.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 6.14 (1) wegen H(u|v) = log |S| — H(u) und dy* /dv"™ = |S|" - p,. W

Die asymptotische Gleichverteilungseigenschaft zeigt, dass Folgen von wesentlichen Mengen existieren,
deren Michtigkeit auf der exponentiellen Skala nicht viel schneller als exp(n - H(u)) wéchst.

Wieviele Elemente enthalten wesentliche Mengen mindestens ? Fiir p € (0, 1) sei
K(n,p) = inf{|A,| : Ay € S" mit P[(X), ... Xn) € An] > p}

die mindestens benétigte Anzahl von Wortern, um den Text (X1, ..., X;;) mit Wahrscheinlichkeit > p korrekt zu
erfassen. Dann ist log, K (n, p) die fiir eine korrekte binidre Kodierung von (Xj, ..., X,;) mit Wahrscheinlichkeit
> p mindestens benotigte Anzahl von Bits. Aus dem zweiten Teil von Satz 6.14 ergibt sich:

Korollar 6.18 (Quellenkodierungssatz von Shannon). Fiir alle p € (0, 1) gilt:

1
lim — logK(n,p) = H(u), bzw.
n—oo n
1
lim ~log, K(np) = Hap) = = ) px)log, u(x).
n—oo n

x:u(x)#0

Insbesondere gilt: Ist A, (n € N) wesentlich bzgl. u, soist |A,| > exp(nH(u)).
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Die Grofle % log, K(n, p) kann als die fiir eine mit Wahrscheinlichkeit > p korrekte Kodierung benétigte
Zahl von Bits pro gesendetem Buchstaben interpretiert werden.

Bemerkung. Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Folge von wesentlichen Mengen gibt, die
auf der exponentiellen Skala deutlich langsamer wichst als die in Korollar 6.17 angegebenen Folgen B, o
(n € N).
Beweis. Die Aussage ergibt sich wieder als Spezialfall von Satz 6.14 wenn wir v = Unifg setzen:

Obere Schranke: lim sup% log K(n, p) < H(u) :

Sei & > 0. Nach Korollar 6.17 erfiillt die dort konstruierte Folge B, . (n € N) die Bedingung

lim P[(Xy,...Xn)€Bre] = 1 > p, |
n—oo

und es gilt %log |Bn.e| < H(u) + €. Damit folgt

n—00 n n—0o0

1 1
limsup — logK(n,p) < limsup; log|Bns| < H(u+e.

Die Behauptung ergibt sich fiir e — 0.
Untere Schranke: liminf % log K(n, p) = H(u) :
Fiir Mengen A,, € §" mit P[(X, ..., X,;) € A,] = p gilt nach Satz 6.14 (2):

1 1
liminf — log |A,| = liminf — log (vV*(Ay) - S™) > log|S| — H(u|v) = H(w).
n—oo n n—oo n

6.4. Likelihood

Praktisch unterscheidet man Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der Schitz- und Testtheorie durch Likelihood-
basierte statistische Verfahren. Der Zusammenhang von relativer Entropie und statistischer Unterscheidbar-
keit kann genutzt werden, um die Qualitét dieser Verfahren asymptotisch zu beurteilen.

Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schatzern

Sei (vg)gco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = R? (oder einem diskreten Raum) mit
Dichten (bzw. Massenfunktionen) fy wobei 6 ein unbekannter Parameter ist. Ferner sei

n

L,(0;x1, ... %) = l_[fe(xi), 6 €0,

i=1

die Likelihoodfunktion zu n unabhingigen Stichproben xi, ..., x,, von vg. Ein wichtiges Ad-hoc-Verfahren
zur Konstruktion eines Schétzers fiir 6 ist das

Maximum-Likelihood-Prinzip: Wihle é(xl, ..., Xp) als den Parameterwert 0, fiir den die Likelihood der
beobachteten Werte xj, . . ., x,, maximal ist.

Definition 6.19. (i) Eine Zufallsvariable vom Typ é(Xl, o Xn), 0 : S" — © messbar, heiBt Statistik
der Daten Xi, ..., X,,.

(ii) Die Statistik heift Maximum-Likelihood-Schéitzer (MLE) fiir den Parameter 6, falls

La(0(X1y 0o X)) X1y oo Xp) = I;la@))( L.(6; x1, ..., X,) fiir alle x, . . ., x, € S gilt.
€

A. Eberle Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (v. 10. Februar 2018) 203



6. Entropie und gro3e Abweichungen

Um einen Maximum-Likelihood-Schétzer zu berechnen, ist es oft giinstig, die log-Likelihood
n
6 — log L,,(6; x1, ..., x5) = Z log fo(x;) Zu maximieren.
i=1
Beispiel. (i) GauBmodell: ® = {(m,v) | m € R,v > 0}, v;p,,,, = N(m, v).

1 _xgmmp?
2

e pAY
V2ry

L,(m,v;X1,..., Xp) = 1_[
i=1
ist maximal fiir A(X) = X, 9(X) = % 2y (X - X,,)?. Dieser Maximum-Likelihood-Schitzer
ist nicht erwartungstreu, da die Stichprobenvarianz mit dem Faktor ,ll statt n+1 gebildet wird.
(i) Doppelexponentialverteilung: © =R, fy(X;) = 1 e7Xi=01,

n
10g Ly(0; X1, ..., Xp) = —nlog2 — Z IX; - 0|
i=1

ist maximal, falls # ein Median von Xy, ..., Xp, ist.

(iii) Zufallszahlen aus [0, ], 8 > 0 unbekannt.

1
fo(Xi) 51 [0,61(Xi),

L Jg(max X)
on [0.0] lrgiasxn v

Ln(e; Xl7 L) Xn)

Der Maximum-Likelihood-Schitzer ist §(Xi, ..., X,) = max;<;<, X;. Dieser Schiitzer ist sicher
nicht optimal, da mit Wahrscheinlichkeit 1 6 > é(X L--es Xp) gilt !

Wie das letzte Beispiel zeigt, sind Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ein festes # nicht immer optimal.
Unter bestimmten Voraussetzungen haben sie aber gute asymptotische Eigenschaften fiir n — co. Sei etwa

vg (6 € ®) eine einparametrige (d.h. ® C R) Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Dichten bzw.
Massenfunktionen fy. Es gelte:

Annahme (Unimodalitiit): Fiir alle n € N und x € S" existiert ein ,,(x1, ..., Xn), sodass

ist monoton wachsend fiir 8 < én(xl, e Xp1).

0 L,(0;x1,...,x,) A
ist monoton fallend fiir 8 > 6,,(xy, ..., x,,).

Bemerkung. (i) Die Annahme ist z.B. erfiillt, falls 8 — log fy(x) fiir jedes x konkav ist - denn dann ist
auch log L,,(6, x1, ..., x,) = 2" log fp(x;) konkav in 6.

(ii) 0.(X), ..., X,) ist im unimodalen Fall eindeutiger Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 6.

Satz 6.20. Es gelte die Annahme, sowie vy # vy fiir 6 # 6. Dann ist én(Xl, ..., X,) (n € N) eine
konsistente Folge von Schitzern fiir 8, d.h. fiir jedes £ > 0 gilt:

P@[lén(xls ceey Xn) - gl < 8] d 1 fﬁrl’l — 00,
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Beweis. Wegen der Unimodalitit gilt 8,,(x1, ..., x,) € (6 — &, 0 + &) falls

L, (0;x1,...x,) > L0 £&;x1,...,x,).

Also:
A L,(0; X1, ..., X»)
Pyl|0.(X1,.... X)) — 6] < &] = P, > 1
o[16, (X n)— 0] <&l > Po Lo X X))
Die rechte Seite konvergiert aber fiir n — oo nach Satz 6.7 fiir jedes 8 gegen 1. |

Bemerkung (Asymptotische Normalitit von Maximum-Likelihood-Schitzern). Unter geeigneten Regu-
laritdtsvoraussetzungen an die Dichten fy gilt fiir die Maximum-Likelihood-Schitzer neben der Konsistenz
(also dem Gesetz der groflen Zahlen) auch ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz (Fisher, Wilkes, Wold). Unter geeigneten Voraussetzungen gilt:

A D 1
‘/ﬁ(gn(Xl’ ) Xl’l) - 9) — N (0’ @) ’
wobei 5
10) = [ |3 108 o] vatd) = i 2 HOel )

die Fisher-Information des statistischen Modells ist.

Da man andererseits unter geeigneten Regularititsbedingungen zeigen kann, daf} die Varianz eines erwar-
tungstreuen Schétzers fiir 6 basierend auf n unabhingigen Stichproben stets grofer als #(9) ist (Informations-
ungleichung von Cramér-Rao), folgt, dal Maximum-Likelihood-Schitzer in gewisser Hinsicht asymptotisch
optimal sind.

Asymptotische Macht von Likelihoodquotiententests

Angenommen, wir haben n unabhingige Stichproben Xi, ..., X;, von einer unbekannten Verteilung vorliegen
und wir gehen davon aus, dafl die zugrundeliegende Verteilung aus einer Familie g (6 € ®) von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen kommt. Sei ®g eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir wollen entscheiden
zwischen der

Nullhypothese Hy: »0 € B«
und der
Alternative Hy: »0 ¢ Op«

Ein Hypothesentest fiir ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbare Teilmenge C € S" (den
Verwerfungsbereich) mit zugehdriger Entscheidungsregel:

akzeptiere Hy — (Xi,...,X,) ¢ C.
Beispiel (t-Test). Seien Xj, X», . . ., X, unabhingige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbe-

kanntem Parameter (m,v) € ® = R x R*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der Verteilung einen
bestimmten Wert my hat:

Nullhypothese Hy: »m = my« , Oy = {mp} xR*.
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Ein solches Problem tritt z.B.in der Qualititskontrolle auf, wenn man tiberpriifen mochte, ob ein Sollwert
mg angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleich zweier Verfahren, wobei X; die Differenz
der mit beiden Verfahren erhaltenen Messwerte ist. Die Nullhypothese mit my = 0 besagt hier, dal kein
signifikanter Unterschied zwischen den Verfahren besteht.

Im r—Test fiir obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptiert, falls der Betrag der Studentschen
t-Statistik unterhalb einer angemessen zu wihlenden Konstanten c liegt, bzw. verworfen, falls

(X, -
|Tn_1| = M > c
VVa
gilt.
Seien nun allgemein Xi, X5, ... unter Py unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung vy. Bei einem

Hypothesentest konnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl wahr. Wahrscheinlichkeit:
Pol(X1, ..., Xn) € C] = uy(C), 0 € Q.
Fehler 2. Art: Hy wird akzeptiert, obwohl falsch. Wahrscheinlichkeit:
Pol(X1, . Xa) € C = 43(CS), 60\ 0y

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetrisch in Hy und H; ist, interpretiert man beide
Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese beschreibt in der Regel den Normalfall, die Alternative
eine Abweichung oder einen zu beobachtenden Effekt. Da ein Test Kritiker {iberzeugen soll, sollte die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art (Effekt prognostiziert, obgleich nicht vorhanden) unterhalb einer
vorgegebenen (kleinen) Schranke « liegen. Die Wahrscheinlichkeit

up(C), €0\,

daB kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraussetzung moglichst grof3 sein.

Definition 6.21. Die Funktion
G(6) = Pol(Xi, ... Xn) € C] = 13(C)
heiBt Giitefunktion des Tests. Der Test hat Niveau «, falls
G(O) < a firalle § € O

gilt. Die Funktion G(6) mit 8 € @ heifit Macht des Tests.

Beispiel. Der Studentsche t-Test hat Niveau « falls ¢ ein (1 — 5)-Quantil der Studentschen t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden ist.

Ein Ziel bei der Konstruktion eines Testverfahrens sollte es sein, die Machtfunktion bei vorgegebenem

Niveau zu maximieren. Dies ist im Allgemeinen nicht simultan fiir alle Parameter 6 € ® \ ®y moglich. Eine
Ausnahme bildet der Fall einer einfachen Hypothese und Alternative, in dem ein optimaler Test existiert:
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a) Einfache Hypothese und Alternative

Angenommen, wir wissen, daf3 die Stichproben von einer der beiden Verteilungen g := v und u; := u
stammen und wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese Hy: »Xi ~ v«
und der
Alternative H;: »X; ~ u«.

Ein solches Problem tritt in Anwendungen zwar selten auf, bildet aber einen ersten Schritt zum Verstindnis
allgemeinerer Testprobleme. Sei

Ln(ﬂ;XI,..., xn) l—[ f(xl

Oon(X1, ..oy Xy) =
" " L,(vix1, ..., xp) g(x)

der Quotient der Likelihoods der Stichproben xy, . . ., x;,, im Produktmodell. Hierbei sind f und g die Dichte
bzw. Massenfunktion der Verteilungen u und v.
Definition 6.22. Ein Test mit Entscheidungsregel

Akzeptiere Hy — 0,(X1, ..., Xn) < ¢,

¢ € (0, ), heifit Likelihoodquotiententest.

Der Verwerfungsbereich eines Likelihoodquotiententests ist also C = {0, > ¢}, die Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler 1. Art betragt

a :=v"(o, > c).
Satz 6.23 (Neyman-Pearson-Lemma). Der Likelihoodquotiententest mit Parameter ¢ ist der beste Test
zum Niveau «, d.h. jeder Test mit
Wahrscheinlichkeit (Fehler 1.Art) < «

hat eine kleinere Macht (d.h. eine hohere Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art).

Beweis. Sei A C S” der Verwerfungsbereich eines Tests mit v"(A) < @, und sei
X=IC_IA =1Ac —ICC.
Zu zeigen ist:
0 < u*(AS) = p"(CC) = /X du”.

Offensichtlich gilt y > 0 auf C = {0, > ¢} und y < 0 auf C¢ = {0, < c},also y - (0, — ¢) > 0.
Durch Integration erhalten wir:

05/X'(Qn—c)d"n:/Xd,un—c'/,\(dvnS/,\(d,u",

da [ xy dv" =v"(C)—v"(A) > 0. [
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Wie gut ist der Likelihoodquotiententest (also der beste Test zur Unterscheidung von v und u) asymptotisch
fiir groBe n? Wir betrachten ein festes Niveau a € (0, 1), und wihlen ¢, € (0, o) (n € N) mit

V' on > cn) <@ <V (on = ) (6.28)

Satz 6.24 (Asymptotische Macht des Likelihoodquotiententests). Es gilt:
@
— logc, — —H(v|w) fiir n — oo.
n
(ii)

1
— log u"(on < ¢n) — —H(|p) fiir n — oo,
n

d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art fillt exponentiell mit Rate H(v|u).

Beweis. (i) Sei e > 0. Fiir groBe n gilt nach dem Satz von Shannon-McMillan:
6.28
v (Qn > e‘"<H(V|“)+‘9)) >a > vV'(on > cp).
Es folgt e HIW+e) < ¢ = Analog zeigt man e "HIW-2) ~ ¢  Die Behauptung folgt dann fiir
e — 0.
(ii) a) Untere Schranke: Wegen
vVion<cy) =2 1—a >0 VneN

folgt nach Korollar 6.14:

1

lim — log u"(0n < cn) = —H(v|p).
n

Obere Schranke: Wegen
1'(on < cp) = / on dV" < ¢y

On<Cn

folgt nach (i)
— 1 — 1
lim — log " (0n < ¢p) < lim — loge, = —H(|u).
n n

Der Satz demonstriert erneut, daf} die relative Entropie ein gutes MaB fiir die Unterscheidbarkeit zweier
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist.

b) Zusammengesetzte Hypothesen und/oder Alternativen

Wenn 0y und/oder ®; aus mehr als einem Element bestehen, kann man den verallgemeinerten Likelihoo-
dquotienten

SUpgee, Ln(0; X1, ..., Xn) max. Lik. von x, falls H; wahr

OnlX1s s Xn) = SUPge@, Ln(0; X1, ...r Xp) = max. Lik. von x, falls Hy wahr

betrachten. Der entsprechende Likelihoodquotiententest ist dhnlich wie der Maximum-Likelihood-Schitzer
ein hiufig verwendetes ad hoc Verfahren. Im Gegensatz zum Fall einer einfachen Hypothese und Alternative
ist der verallgemeinerte Likelihoodquotiententest allerdings nicht immer optimal.

208 Universitit Bonn



6.5. Ubungsaufgaben

Beispiel. Im Beispiel von oben ist der z-Test der Likelihoodquotiententest. Mit einem Neyman-Pearson-
Argument kann man zeigen, daf er im GauB3schen Produktmodell der beste unverfalschte Test zu einem
vorgegebenen Niveau « ist, d.h. der michtigste Test mit

GO <a Y0e® und G@O)>a VYOcO,.

Auch in nicht-GauB3schen Modellen wird hiufig der ¢-Test eingesetzt — eine partielle Rechtfertigung dafiir
liefert der zentrale Grenzwertsatz.

6.5. Ubungsaufgaben

Aufgabe 52 (Hoeffding-Ungleichung). Seien X, X, ... i.i.d. Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit E[X;] =
m. Es gelte
A < Xi(w) <B VweQ 1<i<n.

mit endlichen Konstanten A, B € R. Fiirt € R sei P, die bzgl. P absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung
mit Dichte
or(w) = eX\(w) /E[e’Xl] . Zeigen Sie:

a) Die logarithmische momentenerzeugende Funktion A(r) der X; ist zweimal differenzierbar mit

A'@t) = Ep[Xi] ( Erwartungswert von X; bzgl. P; ), und
A1) Varp, [X]] ( Varianz von X; bzgl. P, ).

b) Fiiralle r € R gilt

B-A

2 A
A1) < (T) und  A@r) < mt+ut2.

8

c) Fiir die groen Abweichungen vom Gesetz der groen Zahlen ergibt sich folgende obere Schranke
(Hoeffding 1963):

_ 2ne?
< e (B-A7 fiir alle n € Nund € > 0.

1 n
P —ZX,-Zm+8

n
i=1

Aufgabe 53 (Entropiemaximierung unter Nebenbedingungen). Sei S ein endlicher Zustandsraum, und
H(p) = = X,x)>0 #(x) log pu(x) das Entropiefunktional auf dem Raum

WV(S) = {MERS ) =1, p(x) ZOVx}

xeS

der Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf S.
a) Zeigen Sie, dass WV(S) konvex und H strikt konkav ist.
b) Sei U : S — R eine Funktion auf S. Zeigen Sie, dass die Boltzmann-Verteilung
Hp(x) = Zlgl AUV (xe8) mit Zg = ers AU

fiir 8 € R die Entropie unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen v auf S mit festem Erwartungswert

E,[U] = E,,[U] =: mg maximiert.
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1

Listings

6.5. Ubungsaufgaben

Listing 6.1: Random Walks mit verschiedenen Inkrementverteilungen

nmax = 10000; )

> x = RandomChoice[{—1, 1}, nmax];

3 z = RandomReal[NormalDistribution[0, 1], nmax];

4 u = RandomReal[{0, 1}, nmax]; y = —Log[u] — 1;

5 $\alpha$ = 3/2; x0 = $\alpha$ — 1;p =
RandomReal[ParetoDistribution[x0, $\alpha$], nmax];
m = Mean[ParetoDistribution[x0, $\alpha$]l; g =p — m;

6

8

9 rwsimple = Accumulate[x]; rwexp = Accumulate[y];
10 rwnormal = Accumulate[z]; rwpareto = Accumulate[q];

11

12

ListLinePlot [{ rwsimple[[1 ;; 3000]], rwexp[[1 ;; 3000]],
13 rwnormal[[1 ;; 3000]], rwpareto[[1 ;; 3000]]}]

Eberle

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
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Cramér-Wold Device, 172

Dichte
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durchschnittsstabil, 14, 15
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Fourier-Transformation, 135
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Alternativ-, 179, 205
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Hypothesentest, 180, 205
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Inverse
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kanonisches Modell, 57
Konfidenzintervall, 54, 55, 177, 181
Konfidenzniveau, 55
Konvergenz

- in Verteilung, 150

fast sicher -, 117

schnelle stochastische -, 118

schwache -, 150

stochastische -, 117
Kopplung, 166
Korrelationskoeffizienten, 103
Kovarianz, 103
Kullback-Leibler Information, 186
Kumulantenerzeugende Funktion, 139

Lévys Inversionsformel, 143
Laplace-Transformation, 135
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Lemma
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1.Teil, 6
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Neyman-Pearson-, 207
Likelihood

Maximum-L.-Schatzer, 203
Lyapunov-Bedingung, 168

Massenfunktion, 21
Matrix
Stochastische -, 87
Median, 38
messbar
-e Abbildung, 18
messbarer Raum, 14
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Modell
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Produktmal3, 57
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QQ-Plot, 132
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INDEX
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Satz
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Schitzer, 54, 176
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