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1. (Zufallsvariablen und ihre Verteilung [32 Punkte])

a) Sind die Verteilungen der folgenden Zufallsvariablen absolutstetig ? Berechnen Sie
die Verteilungsfunktionen und im absolutstetigen Fall die Dichten.

(i) U ~ Unif(—1,1),

(i) X = U],
(i) Y = U2
(iv) Z = U™ . 115]

b) Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen. Wie ist die gemeinsame Verteilung von X
und Y definiert 7 Wann nennt man X und Y unabhéngig ? Wie erkennt man Un-
abhéngigkeit an der Dichte der gemeinsamen Verteilung, wenn diese absolutstetig
ist 7 [6]

¢) Seien nun W und Z unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Zeigen
Sie, dass die Zufallsvariablen X = W + Z und Y = W — Z wieder unabhéngig sind
mit Verteilung X, Y ~ N(0,2). [7]

d) Bestimmen Sie die Verteilung der durch

Vo= W falls Z >0,
| =W falls Z <0,

definierten Zufallsvariable. (4]

Losung.

a) (i) Die Verteilung ist absolutstetig. Die Dichte ist gegeben durch f(x) = %1(_171).

Die Verteilungsfunktion lésst sich entsprechend wie folgt berechnen:
[o Fyde = ¢, o = 152, fiir e e [-1,1),
F(c)=40, firc<-—1,
1, firec>1.
(ii) Fiir c € [0,1] gilt
l+c 1-c
2 2
Da die Betragsfunktion nicht-negativ und F'(1) = 1 gilt insgesamt:

C.

Flo)=P[lU|<d=P[-c<U<d=

0, fire<o,
F(c)=14¢, fircel0,1],
1 fir ¢ > 1.

?



Auflerdem ist die Verteilung absolutstetig mit Dichte
f(z) = F'(x) = 1(o1(x), fir fast alle z.
(iii) Die Verteilungsfunktion lésst sich wie folgt berechnen:

P[0 < = P(|U] < vd = &, fir ce [0,1]
F(c)=10, fiirc<0
1, fir ¢ > 1.

Die Verteilung ist zudem absolutstetig und die Dichte lautet

1
=F'(z)=—=1 .
f(x) = F'(x) N 0.n)(@)
(iv) Die Verteilungsfunktion fiir ¢ > 0 ist mit (i) gegeben durch
1
Fle)=P[U" <d =P <=—F

Insbesondere ist F(0) = 2 und F(c) = 0 fiir ¢ < 0. Somit ist P[UT =0] = 1

und die Verteilung nicht absolutstetig an der Stelle ¢ = 0.
Gemeinsame Verteilung: p : B(R?) — [0, 1]
p[B]=P[(X,Y) € B], BecBR?.
X,Yunabh. <= P[X € A,Y € B|]=P[X € A|P[Y € B] VA, B € B(R)
< u[Ax B]=pn[Alun[B] VA, B € B(R)
1 absolutstetig mit Dichte f:

X,Yunabh. <= f(z,y) = g(x)h(y) mit messbaren Funktionen g,h: R — [0, 1].

_ _ X4y
-6
W —-Z 1 -1 Z VW _ 7 Z:¥
= Ty o) 202 L (e e)]
f(X,Y)(xay)_f(W,Z)( 9 ; 9 )’1/2 _1/2‘—276 9

1 22 _y? 1 1 _z2 2
1 = e 22¢ 2 :(I)N(o,2)($)q)N(0,2)(y)-

= —e
4m V2 - 2:/271 -2
= X,Y unabh. und ~N (0, 2)
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PV<c = PIW<cZ>0P[Z>0+P[—|[W|<c|Z<0]P[Z<0]
Z~N(0,1)

1 1

il < il >
0D Zp(w) < d+ sP(W]>
Fiir ¢ > 0 erhalten wir

PIV<d = Ple<W<d+y = B(Welod+y = BV <d.

Fiir ¢ < 0 folgt entsprechend

PV < = o+%1@[wg[c,—c]] — PW<d.

Also gilt V.~ W ~ N(0,1)



2. (Erwartungswerte und erzeugende Funktionen [24 Punkte])

a) Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable. Wie sind die Varianz, die momentenerzeugende
und die charakteristische Funktion von X definiert ? (Die Definition des Erwar-
tungswerts kann ohne Erlduterung vorausgesetzt werden)

b) Sei X ~ N(m,v)mitm € Rundv € [0, 00). Berechnen Sie die momentenerzeugende
Funktion von X.

c¢) Eine Zufallsvariable Y heisst log-normalverteilt, wenn X = log(Y’) normalverteilt ist
(log bezeichnet hier den natiirlichen Logarithmus). Berechnen Sie den Erwartungs-
wert und die Varianz einer log-normalverteilten Zufallsvariable.

d) Zeigen Sie: Fiir eine Zufallsvariable X : 2 — R gilt X ~ —X genau dann, wenn der
Imaginarteil der charakteristischen Funktion verschwindet.

e) Nennen Sie ein Beispiel einer Folge (i, )nen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
(R, B(R)), deren charakteristische Funktionen punktweise gegen eine Funktion ¢(t)
konvergieren, die selbst keine charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf R ist. (Hier ist kein Beweis verlangt, das Angeben eines Beispiels

gentigt)

Losung.
a)
Var [ X] =E[(X —E[X))’] =E[X?] —-E[X]®  falls X € £".

momenterzeugende Funktion: M(t) = E [¢'X] , t € R.
charakteristische Funktion: ¢(t) = E [¢"X] | t € R.

b)
Ele¥] = —— [ " F e
e = e v edx
V21T J o
1 OO fi(:v272x(m+tv)+m2)
= e 2 dx
V21 J o
1 e 2 1

[6]



d)
X~—X_ <  E[*]=E["0] vteR
Verteilung ist durch
char. Fkt. festgelegt
Weiter ist
E [e7"*] = E [cos(—tX)] + iE [sin(—tX)] = E [cos(tX)] — iE [sin(tX)] .
Also folgt

X~—X «— E}sintX)] =0 WeR

%,—/
=Im(E[ei*X])=Im(¢(t))

e) Fiir p, = N(0,n) gilt ¢,(t) = e /2 "7 L{oy(t). Da der Limes nicht stetig ist,
ist dieser keine charakteristische Funktion einer WV auf R (Die Masse wandert ins
unendliche ab).



3. (Grenzwertsitze [44 Punkte])

a) Seien X,, (n € N) unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvariablen in £2(£2, A, P)
mit F[X,] = 0. Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir die
Summen X; +...+ X,,. Dabei konnen Sie auf grundlegende Satze aus der Vorlesung
verweisen, ohne diese separat zu beweisen. Lésst sich die Aussage auf unabhéngige,
identisch verteilte Zufallsvariablen in £'(€2, A, P) erweitern ?

[16]

b) Seien X, und Y, (n € N) unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen in £2(£2, A, P)

mit Erwartungswert m und Varianz v > 0. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen

1 n n
= 7o (2 2)

=1

in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z konvergieren.

c) Sei A, (n € N) eine Folge von Ereignissen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P). Zeigen Sie

P[A,unendlich oft] > limsup P[A4,].

d) Seien X,, : Q@ — R (n € N) unabhingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P). Beweisen oder widerlegen Sie:

(i) X, — X P-stochastisch = FE[X,]| — F[X],
(i) X, — XinL*P) = X, — X in L(P).
(iii) X, — X schnell stochastisch < X, — X P-fast sicher.

Dabei konnen Sie wieder auf grundlegende Sitze aus der Vorlesung verweisen ohne
diese separat zu beweisen.

e) Sei S eine nichtleere endliche Menge. Wie ist die Entropie einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf S definiert ? Zeigen Sie, dass die Gleichverteilung die Entropie unter
allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S maximiert.

Losung.

a) ZGS: Es sei S, = X; + ... X, und v = Var [X;]. Dann gilt,

d.h.

[6]

[13]



Beweis:
Nach Konvergenzsatz von Lévy reicht es zu zeigen, dass

On(t) = dn(ow)(t) VEER.
Es ist,

On(t) = B [50VT| BE [0VA]" = g (/)"
Nun ist nach Voraussetzung X; € £2, also folgt

1 1er
Ox, (1) =1 +iE[X ]t — 5JE (X 4% + o(t?) = hier 4 _ 2752 + o(t?).

|-|<1 fiir groBe n \ "

da [T, 2 — [T wil <D0y |z — wil, falls |z, |w;| < 1. Insgesamt folgt,
Vert(S,/vn) = N(0,v)

Ist die Voraussetzung X,, € £2 nicht erfiillt, dann kénnen sich andere Skalierungsli-
miten ergeben, siehe zum Beispiel den Grenzwertsatz fiir a-stabile Verteilungen.

b) Zunichst gilt

A= (T -5

=1

{

=Sh

Nach dem Gruppierungssatz sind die Zufallsvariablen X\/;%/ wieder i.i.d. mit

Xi—=Yi| 1 , N
E[ = ]— m(E[&HEM)—o,

Xi =Y, Var | X;
Var { Vo } % (Var [X;] + Var [Y]]) = al"v[ ] _1
Aus dem ZGS folgt daher
Sn
U, = — N(0,1
BN
c)
> sup P[A,]
m>n
Stetigkeit
P [A,, unendlich oft] = ﬂ U A ] =" lim P[] An
TL-}OO
m>n m>n
N—— N——
monoton fallend DA, Vm>n
> limsupP[4,].
n—o0



d) (i) falsch: Betrachte eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit Verteilung
PX,=n]=1/n und PX,=0=1-1/n.

Dann gilt X,, — 0 P-stochastisch, denn P[|X,| > ¢] < P[X,, # 0] = 1/n fur
alle € > 0. Andererseits gilt aber E[X,| = 1 fiir alle n, also konvergieren die
Erwartungswerte nicht gegen 0.

(ii) wahr nach Cauchy-Schwarz:

1/2

E[X, - X|| < E[|X, - X]’]

(ili) wahr: Einerseits gilt nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma:

X, = X schnell stoch. = Y P[|X,, — X| > ¢] < coVe > 0

n=1
S P[] X, — X| > € nur endl. oft] = 1Ve > 0
= PNVeeQidngeNVR>ng:|X,—X|[<¢=1
= X, > X [P-fast sicher.

ee

Umgekehrt folgt nach dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz aus X,, — X fast
sicher, dass X fast sicher konstant ist. Also sind auch X,, — X (n € N) wieder
unabhingige Zufallsvariablen. Damit konnen wir dass zweite Borel-Cantelli-
Lemma anwenden, und so schlieflen, dass die Aussagen oben alle dquivalent
sind.

e) Die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf dem Zustandsraum S ist

H(p)=— Y p(x)log(u(x)).
u(xwe)io

Die Funktion u(t) = tlog(t) ist konvex. Also gilt mit der Jensen’schen Ungleichung:

1) = = 3 plo)oglia)) = 15| | p(o) og(ia) Unif(ae)

zeS
w(@)7#0
Jensen
= 15) [ pla)Unifs(da) log ( / u(w)Unifs(dx)) _ log(IS)).
S S

=1/15]

Insbesondere maximiert die Gleichverteilung auf S die Entropie:

H(Unifs) = ZI log(1/]5]) = log(]S])-

zeS

10



