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1. (Zufallsvariablen und ihre Verteilung [32 Punkte])

a) Sind die Verteilungen der folgenden Zufallsvariablen absolutstetig ? Berechnen Sie
die Verteilungsfunktionen und im absolutstetigen Fall die Dichten.

(i) U ~ Unif(—1,1),

(i) X = |U],
(iii) Y = U?
iv) Z = UT.
(iv) U 115]
b) Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen. Wie ist die gemeinsame Verteilung von X
und Y definiert 7 Wann nennt man X und Y unabhéngig ? Wie erkennt man Un-
abhéngigkeit an der Dichte der gemeinsamen Verteilung, wenn diese absolutstetig
ist ? [6]
¢) Seien nun W und Z unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Zeigen
Sie, dass die Zufallsvariablen X = W + Z und Y = W — Z wieder unabhéngig sind
mit Verteilung X, Y ~ N(0,2). [7]
d) Bestimmen Sie die Verteilung der durch
Vo= (W1 falls Z >0,
| =W falls Z <0,
definierten Zufallsvariable. (4]



2. (Erwartungswerte und erzeugende Funktionen [24 Punkte])

a)

Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable. Wie sind die Varianz, die momentenerzeugende
und die charakteristische Funktion von X definiert ? (Die Definition des Erwar-
tungswerts kann ohne Erlduterung vorausgesetzt werden)

Sei X ~ N(m,v) mitm € Rund v € [0,00). Berechnen Sie die momentenerzeugende
Funktion von X.

Eine Zufallsvariable Y heisst log-normalverteilt, wenn X = log(Y") normalverteilt ist
(log bezeichnet hier den natiirlichen Logarithmus). Berechnen Sie den Erwartungs-
wert und die Varianz einer log-normalverteilten Zufallsvariable.

Zeigen Sie: Fiir eine Zufallsvariable X : 2 — R gilt X ~ —X genau dann, wenn der
Imaginarteil der charakteristischen Funktion verschwindet.

Nennen Sie ein Beispiel einer Folge (11, )nen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
(R, B(R)), deren charakteristische Funktionen punktweise gegen eine Funktion ¢(t)
konvergieren, die selbst keine charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf R ist. (Hier ist kein Beweis verlangt, das Angeben eines Beispiels

gentigt)

[6]



3. (Grenzwertsitze [44 Punkte])

a) Seien X,, (n € N) unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvariablen in £2(Q, A, P)
mit E[X,| = 0. Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir die
Summen X; +...+ X,. Dabei konnen Sie auf grundlegende Séatze aus der Vorlesung
verweisen, ohne diese separat zu beweisen. Lésst sich die Aussage auf unabhéngige,
identisch verteilte Zufallsvariablen in £'(€2, A, P) erweitern ?

[16]

b) Seien X,, und Y, (n € N) unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen in £2(£2, A, P)

mit Erwartungswert m und Varianz v > 0. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen

o= i (5020

=1

in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z konvergieren.

c) Sei A, (n € N) eine Folge von Ereignissen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Zeigen Sie

P[A,unendlich oft] > limsup P[4,].

d) Seien X, : Q@ — R (n € N) unabhdngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, .4, P). Beweisen oder widerlegen Sie:
(i) X, — X P-stochastisch = FE[X,|— E[X],
(i) X, XinL*P) = X, — X in L'(P).
(iii) X, — X schnell stochastisch < X, — X P-fast sicher.

Dabei konnen Sie wieder auf grundlegende Sétze aus der Vorlesung verweisen ohne
diese separat zu beweisen.

e) Sei S eine nichtleere endliche Menge. Wie ist die Entropie einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf S definiert 7 Zeigen Sie, dass die Gleichverteilung die Entropie unter
allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S maximiert.

[6]



