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1. (Zufallsvariablen und ihre Verteilung)

In der Losung dieser Aufgabe brauchen Sie (ausnahmsweise) keine Begrindungen und
Beweise anzugeben !

a) Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable. Wie sind die Verteilung und die Verteilungsfunk-
tion von X definiert 7 Wann nennt man die Verteilung absolutstetig ? Wie héngen
die Verteilungsfunktion und die Dichte in diesem Fall zusammen ? [6 Pkt.]

b) Sind die Verteilungen der folgenden Zufallsvariablen absolutstetig ? Skizzieren Sie
die Graphen der Verteilungsfunktionen, sowie, im absolutstetigen Fall, die Graphen
der Dichten (mit Beschriftung der Koordinatenachsen):

(i) U ~ Unif(—-1,3),
(il) X ~ N(1,0.01),
(ii) Y = B-Z mit B, Z unabhéngig, Z ~ N(0,1), P[B=0] = P[B=1] =1/2,

(iv) W=(2B-1)-Z mit B, Z wie in (iii). 18]

c¢) Sei A der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Radius Exp(1)-verteilt ist. Berechnen
Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte der Verteilung von A. (6]

Losung.

a) Verteilung: u[B] =P[X € B], Be€ B(R).
Verteilungsfunktion: F'(¢c) =P[X <], c € R.

p absolutstetig <= u[N] = 0 fiier jede Lebesgue-Nullmenge
= 3f € L' (R;dx) : u[B] = / f(z)dz VB € B(R).
B

In diesem Fall gilt
F(ec) :/ f(z)dx.

b) (i) Die Verteilung ist absolutstetig.
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(ii) Die Verteilung ist absolutstetig
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(iii) Die Verteilung p ist gegeben durch p = 18y + $N(0,1) und somit nicht abso-
lutstetig, die Verteilungsfunktion ist rechtsstetig und springt bei 0 von 1/4 auf

3/4.



(iv) Sei p = N(0,1) die Standardnormalverteilung, dann ist

1 1
P[WEA]:§P[W€A]B:1]+§P[W€A|B:0]
1 1
:§IP’[Z€A]+§]P’[—Z€A]:IP’[Z€A].

Somit ist die Verteilung der Zufallsvariablen W gleich N (0, 1), also absolutste-
tig.

c) Es bezeichne R ~ Exp(1l) den Radius, dann ist der Flicheninhalt gegeben durch
A = 1mR?. Die Verteilungsfunktion ist dann fiir ¢ > 0

F(C):]P)[ASC] :P|:R§ \/E‘| —1—e" c/m
T
und fiir ¢ < 0 gilt F(c) = 0. Die Dichte ist gegeben durch

f(@) = Fl(z) = ——eVoIm1

o
2/ 7w

z>0-



2. (Erwartungswerte und charakteristische Funktionen)

a) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P).
Wie sind der Erwartungswert, die Varianz und die charakteristische Funktion von
X definiert ? (Die Definition des Lebesgue-Integrals kann ohne Erlauterung voraus-

gesetzt werden) [5 Pkt.]

b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Zufallsvariablen mit den
folgenden Verteilungen:

(i) U ~ Unif(-1,3),
(i) Y = B-Z mit B, Z unabhingig, Z ~ N(0,1), P[B=0]=P[B=1]=1/2.

(iii) W =min(S,T) mit S, T ~ Exp(1) unabhéngig. 115]

¢) Berechnen Sie die charakteristische Funktion einer Bin(n, p)-verteilten Zufallsvaria-
ble. [4]

d) Sei A € (0,00). Beweisen Sie mithilfe von charakteristischen Funktionen, dass die
Verteilungen Bin(n,A\/n) im Grenzwert n — oo schwach gegen eine Poisson(\)-
Verteilung konvergieren. [6]

Losung.

a)
/Xd[P /:L‘ux(dx), X e (P),

Var [X] =E [(X —E[X]))?], X € L' (P),
¢(t)=15:[ X],teR.

b) (i) Die Dichte ist f(z) = 11(_13)(z), also

1 [? 11,., o1
E[X]==> [ ade=-2(3-(-1)})=-4=1,
4/, 4
1 /3 1 [? 1 16 4
X - _12d — 2d _ 32_ — =
Var [X] 4/_1(30 ) dx 4/2x T = 8 =2 =15 =3

E[Y] =E[BZ] "2 E[B]E[Z] = (%-0+%-1> .0=0,

Var[Y] = E [Y?] = E [B22%] = E [BZ?] """ E[B|E [7?]
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(iii) Es gilt

PW>t=P[S>tT>t"> " PS>{P[T>1=(c">
Also,
OO > —2t 1 —2t |00 1
E[W]= P[W > t]dt = e At = ——e H2, = =,
0 0 2 2

o > art.Int. o 1
E [W?] :/ P[W>t]2tdt:/ 2te dt " tz“/ e ?dt = .
0 0 0 2
Folglich gilt

Var (W] =E [W? - E[W]*] = -.

¢) Sei X ~ Bin(n,p), die charakteristische Funktion ist dann gegeben durch

¢(t) —E [eitX} _ Zeitkbn,p(k) _ Zeitkpk<1 _ p)n_k <Z)

= (pe")F (1 —p)n* (Z) = (pe"+(1—-p)" = (1 +p(e" —1)"

k=0

d) Aus c) haben wir

Sul(t) = (1 L A e — 1)>n noge A1),

n

Andererseits gilt fiir die charakteristische Funktionen einer Poisson(\)— Verteilung

Ly ety
Gpoisson(t) = Zeltkyef)\ _ Z (Ae”) e — (DN i dn(t).

k=0 k=0

Nach einem Satz aus der Vorlesung wissen wir, dass die schwache Konvergenz der
Verteilungen folgt, wenn fiir alle ¢ € R die charakteristischen Funktionen konvergie-
ren und der Grenzwert stetig bei t = 0 ist. In diesem Fall ist die Grenzwertverteilung
die eindeutige WV, deren charakteristische Funktion der Grenzwert der charakteri-
stischen Funktionen ist.



3. (Grenzwertsitze)

a) Seien X,, (n € N) unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvariablen in £2(Q, A, P)
mit £[X,] = 0. Formulieren und beweisen Sie ein starkes Gesetz der grofien Zahlen
fir die Mittelwerte (X; +. ..+ X,,)/n. Dabei kénnen Sie auf grundlegende Sétze aus
der Vorlesung verweisen, ohne diese separat zu beweisen.

b) Ein fairer Wiirfel wird 12.000 mal geworfen. Sei S die Anzahl der Sechsen, die dabei
fallen. Bestimmen Sie a und b mit

[
P[1900 < S < 2200] ~ —— [ e */%dz.
\/27T/a

c¢) Fiir jedes n € N sei U, eine auf dem n-dimensionalen Einheitswiirfel [0, 1]" gleichver-
teilte Zufallsvariable, die auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) definiert ist.
Zeigen Sie, dass ||U,||*/n stochastisch gegen 1/3 konvergiert.

Loésung.

a) Starkes Gesetz der groffien Zahlen: Sei

X o+ X
S, — 1+... .+ ’
n
wobei nach Voraussetzung bereits E [X;] = 0 und X; € £? fiir alle ¢ € N gilt. Dann
folgt
S, — 0 P-f.s
Beweis:

Schnelle stochastische Konvergenz entlang Teilfolge n?:

=u€(0,00)

S Chebychev | 2 Var [ X ]

n2 ebychev iid M ar | Aq
v { 2 } S gavarlSs] = gaVarlX = =5 5=

> Sy, S, .
= E P {—; > e} < o0 = —22 — 0 schnell stochastisch
n n

n=0

Borel-Cantelli Sn2
=

5 0 P-fs.
n

[12]

[9]



Fluktuationen:
Sei D,, = maxp2<k<(nt1)2 |Sk — Sp2|. Analog zu vorhin zeigen wir schnelle sto-
chastische Konvergenz:

=(k—n?)u<2nu

Dn n?+2n |Sk — Sn2| Chebychev n +2n/_/\—
P[TZE]SZP{—22€] 62n4ZVarSk— Sy2)

n n
k=n2 k=n?

1 4
< —2n-2nu < v

e2nt e2n?’
- Dn orel-Cantelli Dn
:Zp{ﬁze < oo ol —5 = 0P-s.
n=0
Folgerung:
Fiir gegebenes k € N withle n mit n? < k < (n + 1)%. Dann gilt
Sk Spz| Dy | Spe D
—1 < —/ < — — 0 P-f.
| Sk + E S e + — S.
b) Es seien X7,..., X, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit
1 )

d.h. X; ~ Bernoulli (§) . Insbesondere gilt E[X;] = ¢ und Var[X;] = ¢ - 2 = = Sei
nun S = 37,2 X;. Dann ist

12000
E[S] = _
[5)= Y E[X] = —— = 2000
k=1
sowie
Var [S] = 12000Var [X;] = 12000 - — — 2200,
36 3
Somit gilt
P[S € (1900,2200)] = P S—E[S] _ 1900 —E [S]) 2200 — E [5]
| VVar[S] | Var[S] T y/Var[S]
(S—Els] [ —100 200
=P c ,
Var [S] ~ | 1/5000/3" /5000/3

Mit einer Normalapproximation wie im ZGS folgt

IR
P[1900 < S < 2200] ~ —— [ e " /?du
V2T /

. 100
mit a = — \/W —/2 3undb—\/m V8
(Hierbei kénnte man den Approximationsfehler z.B. mithilfe des Satzes von Berry-
Esseen abschétzen - aufgrund der grofien Anzahl von Wiirfen ist er sehr klein).

9



S U(0,1). Dann ist U, ~ (V4,...,V,) und somit

IUa)* 1 Iq~, e 1
P ——|>€e|l =P||= Ve——|>¢€l.

c¢) Seien Vi, V5, ...

Nun haben wir V2 iid mit

1
E [Vﬂ = / v dr = %x?’ = %
0

Somit gilt nach dem Gesetz der groflen Zahlen
1O 1
=) V?— - PAfs.

also insbesondere P-stochastisch.
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4. (Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariablen)

Seien X, : 2 — R (n € N) integrierbare reelle Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A4, P).

a) Zeigen Sie, dass das Ereignis A = {X,, konvergiert} in der o-Algebra A enthalten
ist, und dass eine Zufallsvariable X mit X,, — X auf A existiert. [5]

b) Wie ist die stochastische Konvergenz von X,, gegen X definiert ? Beweisen oder
widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) X, — X P-stochastisch = X, — X P-fast sicher,
(i) X, — X in L*(P) = FE[X,]— E[X].
(iii) X, unabhéngig und identisch verteilt = (X,,)nen konvergiert nicht P-f.s.

Zeigen Sie, dass die letzte falsche Aussage unter einer kleinen Zusatzvoraussetzung
richtig ist. [13]

c) Seien Y, : @ — R (n € N) reelle Zufallsvariablen mit >~ P[X, # Y,] < ooc.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen. Sie konnen dabei auf grundlegende Sétze aus
der Vorlesung verweisen, ohne diese separat zu beweisen.

(1) >>° (X, —Y,) konvergiert P-fast sicher.

(ii) Konvergieren die Zufallsvariablen X,, in Verteilung gegen eine Zufallsvariable
X, dann konvergieren auch die Y,, in Verteilung gegen X.

(iii) Konvergieren die Mittelwerte £ 3" | X, P-fast sicher gegen einen Grenzwert
m, dann gilt auch

1 n
_E Y, —- m P-fast sicher.
n

i=1

[12]

Losung.

{(X)nen konvergiert} <= (X,,)nen ist Cauchyfolge
< VecQy Ing e N: Vm,n>ng: | X, — X,| <e

Also

A= U N {X.—Xu<e € BR).
€€Q+ noeENm,n>ng E&R)
da (z,y)—~|z—y| stetig

11



Eine Zufallsvariable mit X,, — X auf A ist zum Beispiel durch X = limsup,,_, . X,
gegeben, denn fiir ¢ € R gilt

X<c<= VecQyIngeN: Vn>ng: X, <c+e

und folglich

(x<cp=) U N{Xu<c+e €BR)

e€Q4 npeNn>ng

b) (i) falsch: Zum Beispiel sei (€2, %,P) = ((0, 1], B(0,
die Folge von Zufallsvariablen X; = 11, Xs
L(0,1/4) usw. Es gilt

1),U4(0,1)) und man betrachte
= Lo/, X3 = lajea, X4 =

P[|X,|>e=P[X,=1 -0 Ve>0.

Also, X,, =5 0, obwohl lim sup X,,(w) = 1 fiir alle w € Q.

n—oo
(i) richtig:

monoton 1 /2

E[X] - E[X]] "2 [E[X, - X]| " E|X, - X[ SE[IX, - X]]"” 50
Folglich,
E[X,] — E[X].

(iii) falsch: Es seien X, (w) =1 fir alle n € N und w € Q. Dann sind die Zufallsva-
riablen X, unabhéngig, da

P[X) € AL, Xp € Ay, Xy € Ay = [[ 1 (i) = [[PX: € A

Gleichzeitig gilt offensichtlich X,, — 1 P-f.s.

Falls wir zuséatzlich annehmen, dass die X,, nicht fast sicher deterministisch
sind (also die Verteilung p der X, kein Dirac-Maf ist), dann ist die Aussage
wahr. In diesem Fall existieren reelle Zahlen a, b mit a < b, sodass

PIX, <a] = pu[(—o00,a]] >0 und P[X,, > b] = u[[b, 00)] > 0.

Nach Borel-Cantelli treten dann mit Wahrscheinlichkeit 1 jeweils unendlich
viele der Ereignisse {X,, < a} bzw. {X,, > b} ein. Also gilt

Plliminf X, <a <b <limsup X,,] = 1,

d.h. die Folge (X,,) konvergiert P-fast sicher nicht.

12



(i) Aus der Voraussetzung > P [X,, # Y,] < oo folgt nach Borel-Cantelli:
P[X,, # Y, unendlich oft] = 0.
Also existiert fiir P-fast alle w eine natiirliche Zahl ng(w) mit
Xp(w) =Y, (w) fir alle n > ng(w).

Hieraus folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich viele Summanden in
> (X, —Y,) ungleich 0 sind. Also konvergiert die Reihe P-fast sicher.

(ii) Aus der Voraussetzung folgt P[X,, # Y,] — 0. Sei nun f € Cy(R). Dann gilt
Elf(Yn)] = Ef(X)I+E[f(Yn) = f(Xa)].
Wegen

ELf(Yo) = F(X)I] = [E[f(Ya) = f(Xn); Yo # Xa]| < 2sup[f[P[Yn # X] — 0

folgt
Tm E[f(Y,)] = lm E[f(X,)] = E[f(X)] ¥ /eGR).
also Y, B x.

(i)

i=

LS V=N S x),
i=1 i=1 1
——

Nun ist fiir fast alle w und i > ng(w) Y; — X; = 0, also gilt fiir n > ng(w):

Insgesamt folgt

— Z Yi(w) "= m  fiir P-fast alle w.
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