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Aufgabe 1 (Unabhingigkeit und Verteilungsfunktionen).  Seien X und Y un-
abhéngige reellwertige Zufallsvariablen, und sei U = min(X,Y) und V = max(X,Y).
Zeigen Sie:

a) Die Verteilungsfunktionen von U und V sind gegeben durch:
FU(’LL> =1- (1 — Fx(u)) (1 — Fy(’u)), Fv(v) = Fx(U)Fy<U) .

b) Sind X und Y beide exponentialverteilt zum Parameter 1, so ist U exponentialverteilt
zum Parameter 2. Welche Dichte hat die Verteilung von V' in diesem Fall? Skizzieren
Sie die Dichten und interpretieren Sie die Ergebnisse anschaulich.

Aufgabe 2 (Deterministische Zufallsvariablen).

a) Zeigen Sie : Eine Zufallsvariable X :  — R ist genau dann unabhingig von sich
selbst, wenn eine Zahl ¢ € R existiert mit

P X=c =1.

b) Sei X ein fast sicherer Grenzwert einer beliebigen Folge unabhéngiger Zufallsvaria-
blen. Zeigen Sie, dass X unabhéngig von sich selbst, also fast sicher konstant ist.

Aufgabe 3 (Asymptotische Unabhingigkeit). Jeder von n Punkten werde mit
Wahrscheinlichkeit A\/n griin, und mit Wahrscheinlichkeit p/n rot gefarbt, unabhéngig von
den anderen Punkten. Sei G die Anzahl der griin gefirbten, und R die Anzahl der rot
gefarbten Punkte. Zeigen Sie:

a) Die Zufallsvariable (G, R) hat eine Trinomial-Verteilung mit Parametern n, A/n, u/n
und 1 — (A + u)/n, d.h. es gilt

n! M\ s\ A+ p\" 0
PG =g R=r] = glrl(n—g—r)! (E) <E> (1_ n ) '

Insbesondere sind G und R nicht unabhéingig.
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b) Im Grenzwert n — oo sind G und R asymptotisch unabhéngig und Poisson-verteilt
mit Parametern A und u, d.h. es gilt

lim PlG=g,R=7r] = ... (7) ...

n—oo

Aufgabe 4 (Extrema von exponentialverteilten Zufallsvariablen). Seien 77,75, ...
unabhéngige, Exp(1)-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

a) Zeigen Sie

0 falls ¢ > 1,

P(T,, > logn + clog] dlich oft] =
[T,, > logn + cloglogn unendlich oft] {1 falls ¢ < 1.

b) Folgern Sie, dass P- fast sicher gilt:

. T, —logn
limsup ——— =
n—soo loglogn



