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Aufgabe 1 (Schwache Konvergenz und Konvergenz in Verteilung).

a) Zeigen Sie, dass jede schwach konvergente Folge {1, : n € N} von Wahrscheinlich-
keitsmaBen auf (RY, B(R?)) straff ist.

b) Vervollstindigen Sie den Beweis des Satzes von Cramér-Wold aus der Vorlesung.
Dabei kénnen Sie ohne Beweis voraussetzen, dass jede straffe Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaBien auf R? eine schwach konvergente Teilfolge hat.

Aufgabe 2 (Hoeffding-Ungleichung).
Seien X1, Xy, ... i.i.d. Zufallsvariablen auf (€2, A, P) mit E[X;] = m. Es gelte
A < X;(w) £B Vwe 1<i<n.

mit endlichen Konstanten A, B € R. Fiir ¢t € R sei P, die bzgl. P absolutstetige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit Dichte

prw) = ¥ (w) /E[e™] . Zeigen Sie:

a) Die logarithmische momentenerzeugende Funktion A(t) der X; ist zweimal differen-
zierbar mit

N(t) = Ep[Xi] ( Erwartungswert von X; bzgl. P, ), und
N'(t) = varp[Xi] ( Varianz von X bzgl. P, ).

b) Fiir alle t € R gilt

(B—_A>2 und  A(t) < mt+Mt2.
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c) Fir die groBen Abweichungen vom Gesetz der groBen Zahlen ergibt sich folgende
obere Schranke (Hoeffding 1963):
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P < e B-4)2 fir alle n € N und € > 0.
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Aufgabe 3 (Entropiemaximierung unter Nebenbedingungen). Sei S ein endlicher
Zustandsraum, und H(p) = — )~ #(x) log p(x) das Entropiefunktional auf dem Raum

€S

WV(S) = {pGRS : Zu(m): 1, u(x) ZOVx}

der Wahrscheinlichkeitsmafle auf S.
a) Zeigen Sie, dass WV(S) konvex und H strikt konkav ist.

b) Sei U : S — R eine Funktion auf S. Zeigen Sie, dass die Boltzmann-Verteilung
— 718U : _ BU (z)
pa(z) Zg e (x €5) mit Z3 ers e

fiir 6 € R die Entropie unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen v auf .S mit festem
Erwartungswert £, [U] = E,,[U] =: mg maximiert.

Aufgabe 4 (Zentraler Grenzwertsatz; alte Klausuraufgabe).

a) Formulieren Sie den Zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert m und Varianz o (ohne Beweis).
b) Folgern Sie fir z > 0:

n n [T —u? ..
Zk:|k—n/2|§%x\/ﬁ (k) ~ 20 [0 \/%7r e/ du fiir n — oo.

c¢) Seien Uy, Uy, ... unabhéngige, auf dem Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen.
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable X; := —log U; (mit Beweis) ? Berechnen
Sie den Erwartungswert und die Varianz von Xj.

d) Seien a,b € R mit 0 < a < b. Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit
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P U Uy U™ e G[a,b]]

fiir n — oo konvergiert, und geben Sie einen Ausdruck fiir den Grenzwert an.

Aufgabe 5 (Gesetz der grofien Zahlen; alte Klausuraufgabe).

a) Was versteht man unter P-stochastischer und P-fast-sicherer Konvergenz einer Folge
(Y,) von reellwertigen Zufallsvariablen (Definition) ? Geben Sie ein Beipiel einer
Folge, die stochastisch, aber nicht fast sicher konvergiert.

b) Seien X;, i € N, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (92, .A, P) mit P[X; = 1] = pund P[X; =0l =1—p, p € [0,1].
Zeigen Sie: % S, Xi —p P-fast sicher. Geben Sie alle im Beweis verwendeten
Aussagen vollsténdig inklusive aller Voraussetzungen an.

c) Bei einem Roulettespiel gewinnt ein Spieler in jeder Runde mit Wahrscheinlichkeit
18/37 einen Euro, und verliert mit Wahrscheinlichkeit 19/37 einen Euro. Sei Z,, das
Kapital des Spielers nach n Runden bei Anfangskapital a. Interpretieren Sie das

Ereignis
anschaulich, und zeigen Sie P[A] = 1.



