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Aufgabe 1 (Gesetz der grofien Zahlen fiir korrelierte Zufallsvariablen).
Seien X, : @ — R ( n € N) quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2, A, P) mit festem Erwartungswert E[X,] = m Vn € N. Es gelte

|COV [XZ,X]H S C|ifj\ VZ,] eN

mit endlichen Konstanten ¢, € (0,00), n =0,1,2,.... Beweisen Sie die folgenden Erweite-
rungen der L2-Versionen des schwachen und starken Gesetzes der groen Zahlen :

a) Konvergiert ¢, — 0 fiir n — oo, dann folgt

1 n
— E Xi —m in L?(2, A, P) und P-stochastisch.
n

i=1

b) Gilt sogar Y, ¢, < 0o, dann ist Var[S,,/n] von der Ordnung O(1/n), und es folgt

1 n
- g X, —>m P-fast sicher.
n

i=1

c) Folgern Sie, dass ein starkes Gesetz der groflen Zahlen gilt, wenn die Inkremente
X; durch einen stationdren AR(1)-Prozef (siche Aufgabe 9.1) mit o € (—1,1) und
Xo ~ N(0, %) gegeben sind.

Aufgabe 2 (Ho6lder-Ungleichung). Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen auf (2, .4, P),
und p, g € (1,00) mit i + % = 1. Leiten Sie die Holder-Ungleichung

EHX ’ YH < ||X||LP(Q,A,P) ) ||Y||Lq(Q,A,]P>)

aus der Jensenschen Ungleichung her.

(Hinweis: Uberlegen Sie sich zundchst, dass 0.B.d.A. X,Y >0 und E[|Y|9] = 1 vorausge-
setzt werden kann. Stellen Sie dann E[XY] als Erwartungswert bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmafles Q mit Dichte dQ/dP =Y dar.)



Aufgabe 3 (Bernsteinpolynome).  Fiir eine stetige Funktion f : [0,1] — R ist das
zugehorige Bernstein-Polynom n-ten Grades definiert durch

falp) = ;n%f (%) ( . )pk(l -p)"* firpel0,1].

a) Stellen Sie die Bernstein-Polynome in der Form

1 n
o = el (23]
mit unabhéngigen Zufallsvariablen X, Xs, ... dar.

b) Folgern Sie, dal die Funktionenfolge f, gleichmifiig gegen f konvergiert.



