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15. Ubungsblatt ,,Einfithrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie”

Musterlosungen werden ab 10.2. auf der Vorlesungshomepage bereitgestellt

1. Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y habe die Dichte
flz,y) = ce(y—x)e™, 0<zr<y<oo.
Bestimmen Sie ¢ und zeigen Sie

fxpy (z]y) = 6z(y—x)y?, 0<z<y,
frix(ylz) = (y—a)e"™, 0<a<y<oo.

2. Seien Xj, Xy, ... unabhingige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen.
a) Berechnen Sie die Dichtefunktionen von X; + X5 und X7 + X5 + Xs.

b) Zeigen Sie, dass die Dichte von ', X, auf (0,n) ein Polynom vom Grad n — 1 ist.

3. Esseien X und Y unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass
U:=X+Y und V := X — Y unkorrelliert, aber nicht notwendigerweise unabhéngig sind.
Zeigen Sie, dass U und V unabhéngig sind, falls X und Y N (0, 1)-verteilt sind.

4. Sei X eine Cauchyverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass auch 1/X die Cauchyvertei-
lung besitzt. Finden sie eine andere, nichttriviale Verteilung mit dieser Invarianzeigenschaft.

5. Essei X = (Xj,...X,) ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor. Zeigen Sie, dass
Y :=>""  a;X; mit a; € R die N(m, 0?)-Verteilung besitzt, wobei

m = Z aiE[XZ-], 0% = Z a?Var[Xi] +2 Z aiajCOV[Xiv Xj]
i=1 =1

1<j

6. Seien X und Y unabhingige, I'(\, @) bzw. T'(\, 3)-verteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie,
dass W := X +Y und Z := X/(X 4+Y) unabhéngig sind, und dass Z Beta-verteilt ist mit
Parametern a und (. Dabei ist die Beta-Verteilung gegeben durch die Verteilungsdichte
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7. Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y sei eine bivariate Normal-
verteilung mit der Dichte

flz,y) = mexp <—ﬁ($2 —2/):L'y+y2)> :

Sei Z = min{X,Y}. Zeigen Sie : E[Z] = /(1 —p)/7, E[Z}]=1.

8. Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable. Zeigen Sie :
E[X"] = /rxr_l P[X > z]dz ,
0

fiir jedes r > 1.

9.  Sei X eine integrierbare Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F. Zeigen
Sie : . .
/ F(z)dx = /(1 — F(z))dx  genau dann, wenn a = E[X].

10. Sei X gleichverteilt auf (0,1). Finden Sie eine Funktion ¢ : (0,1) — R, sodass
Y = g(X) exponentialverteilt ist zum Parameter \.

11. Seien XY, 7 unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parametern
A, it, v. Berechnen Sie P[X <Y < Z].

12. Berechnen Sie die charakteristische Funktion einer zum Parameter A > 0 exponenti-
alverteilten Zufallsvariable.



