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1. (Reelle Zufallsvariablen)
a) Wie ist die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R definiert 7 [1 Pkt]
b) Skizzieren Sie die Graphen der Verteilungsfunktionen zu den folgenden Verteilungen: (5 Phkt]

(i) Exp(1) (i) 100+ 261 (i) Up

c) Zeigen Sie, dass die Verteilungsfunktion F' stets monoton wachsend und rechtsstetig [6 Pkt]
ist mit lim,, o F(¢) =0 und lim, ., F'(c) = 1.

d) Wann heisst eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R absolutstetig 7 Geben Sie ein [2 Pkt]
Beispiel einer Verteilung, die weder diskret noch absolutstetig ist (ohne Beweis).

e) Sei @ > 1, und sei X eine nicht-negative absolutstetige Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit Dichte fx(t) = c-t* texp(—t?), t>0,
wobei ¢ eine Konstante ist.

(i) Bestimmen Sie den Wert von c. [2 Pkt.]
(ii) Zeigen Sie: P [X > s+t|X >t] < P [X > 5] fiir alle s,t > 0. [} Pht]

Welche starkere Aussage gilt im Fall a =1 7

2. (Zentraler Grenzwertsatz)
a) Formulieren Sie den Zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen, iden- [3 Pkt]

tisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert m und Varianz o2 (ohne Beweis).
b) Folgern Sie fiir x > 0: [8 Pkt]

Zk:|k—n\§%x\/ﬁ (Z) ~ 2" ffm \/% e w12 du flir n — oo.

c) Seien Uy, Us, . .. unabhéngige, auf dem Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen. [4 Pkt

Welche Verteilung hat die Zufallsvariable X; := —log U; (mit Beweis) 7 Berechnen
Sie den Erwartungswert und die Varianz von Xj.
d) Seien a,b € R mit 0 < a < b. Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit [5 Pkt]

~1/2

e’ € [a, b] ]

fiir n — oo konvergiert, und geben Sie einen Ausdruck fiir den Grenzwert an.

3. (Gesetz der groflen Zahlen)

a) Was versteht man unter P-stochastischer und P-fast-sicherer Konvergenz einer Folge [4 Pkt]
(Y,) von reellwertigen Zufallsvariablen (Definition) ? Geben Sie ein Beipiel einer
Folge, die stochastisch, aber nicht fast sicher konvergiert.

b) Seien X;, i € N, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahr- [9 Pkt
scheinlichkeitsraum (2, A, P) mit P[X; = 1] = p und P[X; =0 =1—p, p € [0, 1].
Zeigen Sie: % S Xi — p P-fast sicher. Geben Sie alle im Beweis verwendeten
Aussagen vollstandig inklusive aller Voraussetzungen an.



c)

Bei einem Roulettespiel gewinnt ein Spieler in jeder Runde mit Wahrscheinlichkeit
18/37 einen Euro, und verliert mit Wahrscheinlichkeit 19/37 einen Euro. Sei Z,, das
Kapital des Spielers nach n Runden bei Anfangskapital a. Interpretieren Sie das
Ereignis

A = Ui Mz {4 <0}
anschaulich, und zeigen Sie P[A] = 1.

4. (Charakteristische Funktionen)

a)

b)

Definieren Sie die charakteristische Funktion einer reellwertigen Zufallsvariable X auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Warum existiert der Erwartungswert, der
in der Definition auftritt ?

Berechnen Sie die charakteristischen Funktionen von Zufallsvariablen mit den folgen-
den Verteilungen:

(i) Exp(1) (ii) Bernoulli(1/2) (iii) Bin(n,1/2).

Zeigen Sie, dass fiir die charakteristische Funktion einer Linearkombination a X + bY
(a,b € R) von unabhéngigen Zufallsvariablen X und Y gilt: ¢ox1py(t) = oéx(at) -
oy (bt) .

Folgern Sie: Sind Xi, X5, ..., X,, unabhéngig und standardnormalverteilt, dann ist
auch die Zufallsvariable S, = LJX” standardnormalverteilt. Nennen Sie alle
Aussagen und Voraussetzungen, die S/i; zum Beweis verwenden.

Sei nun (X,,) eine Folge von beliebigen unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsva-
riablen mit E[X,] = 0 und Var[X,] = 1. Beweisen Sie, dass (S,) in Verteilung gegen
eine standardnormalverteilte Zufallsvariable konvergiert. Geben Sie wieder alle Aus-
sagen, die Sie verwenden, vollstiandig an.

Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Verteilungen von S, im Allgemeinen nicht
in Variationsdistanz konvergieren.

5. (Relative Entropie und grofie Abweichungen) Sei (5,S) ein mefibarer Raum.

a)

b)

c)

Definieren Sie die relative Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S bzgl.
einer weiteren Wahrscheinlichkeitsverteilung v. Berechnen Sie die relative Entropie
in den folgenden Féllen:

(i) p und v sind Bernoulli-Verteilungen.
(ii) p und v sind eindimensionale Normalverteilungen.
(iii) p ist eine Verteilung aus der exponentiellen Familie zu v und einer beschriankten

mef3baren Funktion U : S — R.

Seien A, C S™ (n € N) mefibare Mengen mit liminf y"[A,] > 0. Formulieren und
beweisen Sie eine asymptotische untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeiten v"[A,,]
auf der exponentiellen Skala.

Sei U : S — R beschrinkt und mebar, und m = [ U dv der Erwartungswert bzgl.
v. Zeigen Sie fiir a > m:

liminf, o L logv™ 30, U(x;) > na] > infer(at —log [ eVdv).

Ist die Abschéitzung scharf ?
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