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10. Übungsblatt ,,Einführung in die

Wahrscheinlichkeitstheorie”

Abgabe bis (!!!!) Mi 8.1., 12 Uhr, in der Mathematikbibliothek (MZ)

1. (Autoregressiver Prozeß) Seien ε, α ∈ R. Wir betrachten den durch

Xn := αXn−1 + εZn , n ∈ N,

definierten AR(1)-Prozess, wobei X0 und Zn (n ∈ N) unabhängige reelle Zufallsvariablen
mit Zn ∼ N(0, 1) sind. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Falls Xn−1 ∼ N(m, σ2), so gilt Xn ∼ N(αm, α2σ2 + ε2).

b) Stationäre Verteilung: Für |α| < 1 ist µ := N(0, ε2

1−α2 ) ein Gleichgewicht, d.h.

X0 ∼ µ =⇒ Xn ∼ µ für alle n ∈ N .

c) Abfall der Korrelationen: Falls X0 ∼ µ, so gilt

Cov[Xn, Xn−k] = αk ε2

1− α2
für alle 0 ≤ k ≤ n.

2. (Gesetz der großen Zahlen für korrelierte Zufallsvariablen)
Seien Xn : Ω → R (n ∈ N) quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,A,P) mit festem Erwartungswert E[Xn] = m ∀n ∈ N. Es gelte

|Cov [Xi, Xj]| ≤ ε|i−j| ∀ i, j ∈ N

mit endlichen Konstanten εn ∈ (0,∞), n = 0, 1, 2, . . .. Beweisen Sie die folgenden Erweite-
rungen der L2-Versionen des schwachen und starken Gesetzes der großen Zahlen :

a) Konvergiert εn → 0 für n → ∞, dann folgt

1

n

n
∑

i=1

Xi → m in L2(Ω,A,P) und P-stochastisch.

b) Gilt sogar
∑∞

n=1
εn < ∞, dann ist Var[Sn/n] von der Ordnung O(1/n), und es folgt
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n

n
∑

i=1

Xi → m P-fast sicher.



c) Folgern Sie, dass ein starkes Gesetz der großen Zahlen gilt, wenn die Inkremente
Xi durch einen stationären AR(1)-Prozeß (siehe Aufgabe 1) mit α ∈ (−1, 1) und
X0 ∼ N(0, ε2

1−α2 ) gegeben sind.

3. (Ratenfunktion für große Abweichungen) Seien X1, X2, . . . i.i.d. Zufallsvariablen
mit den unten angegebenen Verteilungen. Berechnen Sie jeweils die momentenerzeugenden
Funktionen M(t), und skizzieren Sie die Graphen von Λ(t) = logM(t) und von der Raten-
funktion I im Satz von Chernoff. Zeigen Sie, daß I die angegebene Form hat. Erklären Sie
den Verlauf von I anschaulich.

a) Bernoulli-Verteilung mit Parameter p ∈ (0, 1):

I(a) = a log
a

p
+ (1− a) log

1− a

1− p
für a ∈ [0, 1], I(a) = ∞ für a 6∈ [0, 1].

b) Exponentialverteilung mit Parameter λ > 0:

I(a) = λa− 1− log(λa) für a > 0, I(a) = ∞ für a ≤ 0.

4. (Normale Zahlen) Eine Zahl u ∈ [0, 1) heißt normal, falls Folgendes gilt: Für alle
q ≥ 2 und k ≥ 1 kommt in der q-adischen Dastellung

u =
∞
∑

i=1

uiq
−i

jede Ziffernfolge a = (a1, . . . , ak) ∈ {0, . . . , q − 1}k mit relativer Häufigkeit q−k vor, d.h.

lim
n→∞

1

n

∣

∣

{

1 ≤ i ≤ n : (ui, ui+1, . . . , ui+k−1) = a
}
∣

∣ = q−k .

Zeigen Sie, dass bezüglich der Gleichverteilung auf [0, 1) fast jede Zahl normal ist.

Wir wünschen Ihnen fröhliche Weihnachten und ein gutes neues Jahr 2014 !


