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1. (Zufallsvariablen und ihre Verteilung)

a) Was ist eine reellwertige Zufallsvariable 7 Wie sind die Verteilung und die Vertei-
lungsfunktion definiert ? [5 Pkt.]

b) Skizzieren Sie die Graphen der Verteilungsfunktionen von Zufallsvariablen mit den
folgenden Verteilungen:

(i) X ~N(3,9), (i) T ~Exp(5), (iii) max(Z,0) mit Z ~ N(0,1).

c) Seien S und T unabhéngige, zum Parameter A = 1 exponentialverteilte Zufallsva-
riablen. Berechnen Sie die Verteilungsfunktionen und Dichten der Zufallsvariablen

() 1 —exp(=T), (i) =T, (i) §—T.
[11]

d) Zeigen Sie: Fiir eine nicht-negative Zufallsvariable X gilt:

E[X] = /000(1 — Fx(c))dc.

e) Die gemeinsame Verteilung der reellwertigen Zufallsvariablen X und Y sei absolut-
stetig mit Dichte
ar fir0<y<ax<l,

Hay) = {O sonst.

Bestimmen Sie die Konstante a, und berechnen Sie die Dichte von X, sowie die
bedingte Dichte von Y gegeben X. Sind X und Y unabhéngig ? [9]



2. (Zentraler Grenzwertsatz)

a)

Was bedeutet Konvergenz in Verteilung einer Folge (X,,),en von reellen Zufallsva-
riablen (Definition) ? Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass aus Konvergenz in
Verteilung nicht die Konvergenz der Verteilungen in Variationsdistanz folgt.

Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir unabhéngige, iden-
tisch verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvariablen. Notige Aussagen aus der Ana-
lysis sowie der Konvergenzsatz von Lévy konnen ohne Beweis vorausgesetzt werden
- die verwendeten Aussagen sollten aber vollstandig mit Voraussetzungen angegeben
werden.

Seien U eine auf (0, 1) gleichverteilte, und Z eine standardnormalverteilte Zufalls-
variable.

(i) Zeigen Sie, dass E[U] = 1/2 und Var[U] = 1/12 gilt.

(ii) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von |Z].

Sei S die Summe von 1200 unabhéngigen, auf (0, 1) gleichverteilten Zufallsvariablen
Ui, i =1,2,...,1200. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P[S > 610] néherungs-

weise.

Hinweis: Fir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt:

P[|Z| > 1]~ 0,317,  P[|Z] >2]~0,046, und P[|Z|> 3]~ 0,0026.

[5 Pkt

[9]



3. (Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariablen)

a) Seien Z, : @ — R (n € N) und Z : Q — R reelle Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Wie sind die fast sichere Konvergenz, die sto-
chastische Konvergenz, und die L?-Konvergenz von (Z,)nen gegen Z definiert ? [8 Pkt.]

b) Sei a € R. Es gelte

Zeigen Sie, dass (Z,,) genau dann in L? gegen 0 konvergiert, wenn o < 1/2 ist.
Wann konvergiert (Z,,) stochastisch gegen 0 ? [6]

c¢) Seien A, (n € N) Ereignisse mit > | P[A,] < co. Zeigen Sie, dass mit Wahrschein-
lichkeit 1 nur endlich viele der Ereignisse eintreten. [5]

d) Folgern Sie: Gilt fiir eine Folge (Z,,) von Zufallsvariablen
ZP[|Z,L—Z|>5] < o0 fiir alle € > 0,
n=1

dann konvergiert (Z,,) fast sicher gegen Z. (4]
e) Seien Uy, U, ... unabhéngige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen, und sei
Zn = min(Uy,...,U,).
Zeigen Sie:
(i) Z, — 0 P-fast sicher. [5]
(ii) Fiir die Zufallsvariablen W,, := nZ, gilt

1—e ¢ fiire>0,

P[W"SC]_){O fiir ¢ < 0.

f) In einem Gliicksspiel verdoppelt bzw. halbiert sich das Kapital des Spielers in jeder
Runde mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1 —p, p € (0,1). Sei Z,, das Kapital nach n
Runden bei Startkapital Z; = 1.

(i) Beschreiben Sie Z,, (n = 0,1,2,...) als Zufallsvariablen in einem geeigneten

Modell. [2
(i) Fiir welche Werte von p konvergiert (Z,,) in L? gegen 0 ? [

SRS

(iii) Zeigen Sie, dass (Z,,) fiir p < 1/2 fast sicher gegen 0 konvergiert. [

)



4. (Entropie)

Seien p und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einer abzéhlbaren Menge S.
a) Wie ist die Entropie H (p) definiert ? Zeigen Sie:
Hp®v) = H(u)+ H(v) und  H(p")=nH(p) fiir n € N,
8 Pkt.]
b) Berechnen Sie die Entropie der folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen:
(i) p=10, (a €9), (i) u = Us, (iii) p = Geom(p) (0 <p < 1).
[9]

c) Seien X, Xo,... unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit Verteilung p. Geben Sie die Massenfunktion p, von (Xi,...,X,) ex-
plizit an, und zeigen Sie

1
—logpn(Xy,...,X,) — —H(p) P-fast sicher.
n

d) Sei € > 0. Folgern Sie, dass die Wahrscheinlichkeiten der Mengen
By = {ze s e <p (), z,) < e H0-9)

unter dem Produktmafl p” fiir n — oo gegen 1 konvergieren. [4]

e) Seien A,, C S™ Mengen mit

lim P[(X1,...,X,) € A,)] = 1.

n—oo

Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ > 0

lm Y paer..) = 1

AnNBn e

gilt, und folgern Sie
1
liminf —log|A,| > H(u).
n—oo N



