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1. (Gesetz der grofien Zahlen via charakteristische Funktionen)

a) Beweisen Sie mithilfe von charakteristischen Funktionen die folgende Version des
schwachen Gesetzes der groflen Zahlen : Sind X7, Xs, ... : Q — R i.i.d. Zufallsvaria-
blen in £1(Q, A,P) mit E[X;] = m, dann konvergiert die Verteilung von + > | X;
schwach gegen das Diracmafl d,,.

b) Folgern Sie hieraus, daf§ % >, X; auch stochastisch gegen m konvergiert.

2. (Ratenfunktionen fiir grofle Abweichungen) Seien X, X, ... i.i.d. Zufallsvaria-
blen mit den unten angegebenen Verteilungen. Berechnen Sie jeweils die momentenerzeu-
genden Funktionen M (t), und skizzieren Sie die Graphen von A(t) = log M (¢), und von
der Ratenfunktion / im Satz von Chernoff. Zeigen Sie, dal I die angegebene Form hat.
Erklédren Sie den Verlauf von I anschaulich.

a) Bernoulliverteilung mit Parameter p € (0,1) :
I(a) = alog 2 + (1 — a)log%g fir a € [0,1], I(a)= oo fira ¢ [0,1] .

b) Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 :
I(a) = Aa—1—log(Xa) fir a >0, I(a)=o00 fira<0.
3. (Konvergenz in Verteilung, Satz von Slutsky) Seien X,,,Y,, X und Y Zufalls-
variablen auf (2, 4,P) mit X,, — X und ¥,, — Y in Verteilung.

a) Demonstrieren Sie anhand eines Beispiels, dal X,, + Y}, nicht notwendig in Verteilung
gegen X + Y konvergiert.

b) Zeigen Sie, dal diese Konvergenz gilt, wenn Y konstant ist.



4. (Brownsche Molekularbewegung) Ein schweres Teilchen erfahre durch zuféllige
StoBe von leichten Teilchen pro Zeiteinheit eine zuféllige Geschwindigkeitsumkehr, d.h. fiir
seine Ortskoordinate (in einer vorgegebenen Richtung) zur Zeit ¢ gelte X; = Z}QI Vi
mit unabhingigen Geschwindigkeiten V;, wobei P[V; = +v] = % fiir ein v > 0. Geht man
zu makroskopischen Skalen iiber, so wird das Teilchen zur Zeit ¢ beschrieben durch die
Zufallsvariable

wobei € > 0. Bestimmen Sie den Verteilungslimes B; von Bt(s) fiir ¢ \, 0 sowie dessen
Dichte p;. Zeigen Sie, dass diese Dichten die Warmeleitungsgleichung
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mit einer geeigneten Diffusionskonstanten D > 0 erfiillen.




