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1. (Charakteristische Funktionen I)

a) Die beidseitige Exponentialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf R
mit Dichte f(x) = 1

2
e−|x|. Zeigen Sie: Die charakteristische Funktion von µ ist ϕ(t) =

1
1+t2

.

b) Folgern Sie, daß ϕ(t) = e−|t| die charakteristische Funktion der Cauchyverteilung ist
( Dichte f(x) = 1

π(1+x2)
).

c) Zeigen Sie: Sind X1, X2, . . . unabhängige Cauchyverteilte Zufallsvariablen, dann sind
die empirischen Mittelwerte 1

n

∑n
i=1 Xi, n ∈ N, auch Cauchyverteilt. Warum ist dies

kein Widerspruch zum Gesetz der großen Zahlen ?

2. (Charakteristische Funktionen II)

a) Zeigen sie mithilfe von charakteristischen Funktionen: Sind X und Y unabhängige
Bin(m, p) bzw. Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariablen, dann ist X + Y Bin(m + n, p)-
verteilt.

b) Sind X und Y unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert
0 und Varianz 1, und stimmt die Verteilung der Zufallsvariablen (X + Y )/

√
2 mit

der von X und Y überein, dann sind X und Y normal verteilt.
Hinweis: Zeigen sie zunächst, dass aus den Voraussetzungen eine Gleichung der Form
ϕ(t) = [ϕ(?)]2 für die charakteristische Funktion folgt. Iterieren Sie die Gleichung,
und verwenden Sie die Taylorentwicklung ϕ(t) = 1− t2/2 + o(t2).

3. (Relative Entropie I) Seien µ und ν Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einer
endlichen Menge S mit µ � ν. Die Größe

H(µ|ν) =
∑

x∈S, ν(x) 6=0

µ(x)

ν(x)
log

(
µ(x)

ν(x)

)
ν(x)

heißt relative Entropie von µ bzgl. ν. Zeigen Sie:
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a) H(µ|ν) ≥ 0, sowie H(µ|ν) = 0 ⇔ µ = ν

b) Ist ν die Gleichverteilung auf S, so gilt

H(µ|ν) = log |S| −H(µ).

c) Für W-Maße µi, νi, i = 1, 2, mit µi � νi gilt

H(µ1 ⊗ µ2|ν1 ⊗ ν2) = H(µ1|ν1) + H(µ2|ν2).

d) Sei µp die Bernoulliverteilung zum Parameter p ∈ (0, 1). Zeigen sie für a, p ∈ (0, 1):

H(µa|µp) = a log(
a

p
) + (1− a) log(

1− a

1− p
)

4. (Relative Entropie II: Satz von Shannon-MacMillan) Seien µ und ν Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf S = Rd (oder einem diskreten Raum S) mit Dichtefunktio-
nen (bzw. Massenfunktionen) f, g > 0, und sei

ρn(x1, . . . xn) :=
dµn

dνn
(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

ρ(xi), ρ(x) :=
dµ

dν
(x) =

f(x)

g(x)

der Quotient der Dichten für n unabhängige Stichproben von µ bzw. ν (“Likelihoodquoti-
ent”). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Sind X1, X2, · · · : Ω → S unabhängige Zufallsvariablen unter Pµ bzw. Pν mit Vertei-
lung µ bzw. ν, dann gilt für n →∞:

1

n
log ρn(X1, . . . , Xn) → H(µ|ν) Pµ-f.s., und

1

n
log ρn(X1, . . . , Xn) → −H(ν|µ) Pν-f.s.,

wobei H(µ|ν) :=
∫

ρ log ρ dν ∈ [0,∞] die relative Entropie von µ bzgl. ν ist.

b) Für jedes ε > 0 ist die Folge

Bn,ε := {(x1, . . . , xn)|en(H(µ|ν)−ε) ≤ ρn(x1, . . . , xn) ≤ en(H(µ|ν)+ε)} ⊆ Sn

wesentlich bzgl. µ, und

νn[Bn,ε] ≤ e−n(H(µ|ν)−ε) ∀ n ∈ N

c) Für beliebige meßbare Mengen An ⊆ Sn mit lim µn[An] > 0 gilt

lim
1

n
log νn[An] ≥ −H(µ|ν).

d) Erläutern Sie, warum der Maßkonzentrationssatz aus der Vorlesung ein Spezialfall
der oben gezeigten Aussage ist.
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