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1. (Charakteristische Funktionen I)

a) Die beidseitige Exponentialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf R
mit Dichte f(z) = Je~I*l. Zeigen Sie: Die charakteristische Funktion von p ist ¢(t) =
1

1+¢2°

b) Folgern Sie, da o(t) = e71* die charakteristische Funktion der Cauchyverteilung ist

c) Zeigen Sie: Sind X;, Xs, ... unabhéngige Cauchyverteilte Zufallsvariablen, dann sind
die empirischen Mittelwerte %Z?:l X;, n € N, auch Cauchyverteilt. Warum ist dies
kein Widerspruch zum Gesetz der groflen Zahlen ?

2. (Charakteristische Funktionen II)

a) Zeigen sie mithilfe von charakteristischen Funktionen: Sind X und Y unabhéngige
Bin(m, p) bzw. Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariablen, dann ist X + Y Bin(m + n, p)-
verteilt.

b) Sind X und Y unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert
0 und Varianz 1, und stimmt die Verteilung der Zufallsvariablen (X -+ Y)/v/2 mit
der von X und Y iiberein, dann sind X und Y normal verteilt.

Hinweis: Zeigen sie zundchst, dass aus den Voraussetzungen eine Gleichung der Form
o(t) = [@(?)]? fiir die charakteristische Funktion folgt. Iterieren Sie die Gleichung,
und verwenden Sie die Taylorentwicklung o(t) =1 —t2/2 + o(t?).

3. (Relative Entropie I) Seien p und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einer
endlichen Menge S mit y < v. Die Gréfe

b = Y Ao (40 v

z€S, v(z)#0 V(.I) I/(l’)

heilt relative Entropie von u bzgl. v. Zeigen Sie:



a) H(u|lv) >0, sowie H(uly) =0< p=v
b) Ist v die Gleichverteilung auf S, so gilt
H(plv) =log|S| = H(p).
c) Fir W-Mafle pu;, v, i = 1,2, mit p; < v; gilt
H(p & polvr ® va) = H(pu|n) + H(po|re).

d) Sei p, die Bernoulliverteilung zum Parameter p € (0, 1). Zeigen sie fiir a,p € (0,1):

a 1—a
Hpq =alog(—)+ (1 —a)log
(altp) (p) (1—-a) (1_p

)

4. (Relative Entropie II: Satz von Shannon-MacMillan) Seien p und v Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf S = R? (oder einem diskreten Raum S) mit Dichtefunktio-
nen (bzw. Massenfunktionen) f, g > 0, und sei

pn(x1,. . xy) = d—y:(xl,...,xn) = gp(%)’ p(x) = 2_5(35) _ %

der Quotient der Dichten fiir n unabhéngige Stichproben von p bzw. v ( “Likelihoodquoti-
ent”). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Sind Xy, Xy, - : Q@ — S unabhéngige Zufallsvariablen unter P, bzw. [P, mit Vertei-
lung i bzw. v, dann gilt fiir n — oo:

1

—log pn(Xy,..., X)) — H(plv) P,fs., und
n

1

—log pn (X1, ..., Xn) = —H(v|p) P,fs.,

n

wobei H(u|v) := [ plogp dv € [0, 00] die relative Entropie von p bzgl. v ist.
b) Fiir jedes € > 0 ist die Folge

B = {(z1,...,2,)]e"HEM=) < p (). x,) < enHEMFL € gn
wesentlich bzgl. p, und

V"[Bpe) < e mHBM=E) v e N
c) Fiir beliebige meBbare Mengen A,, C S™ mit lim p"[A4,] > 0 gilt
1
lim —logv"[A,] > —H (uv).
n

d) Erlautern Sie, warum der MaBkonzentrationssatz aus der Vorlesung ein Spezialfall
der oben gezeigten Aussage ist.



