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Kapitel 1
Diskrete Zufallsvariablen

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die mathematische Modelig vonZufallsvorgdngen Ein-
fache Beispiele fur Zufallsvorgange sind das Werfen einesféé&ioder Munzwurfe. Anhand
dieser Beispiele wollen wir zun&chst einige grundlegendeiBegler Wahrscheinlichkeitstheo-
rie veranschaulichen.

NOTATIONEN:  |A| bezeichnet die Anzahl der Elemente einer Merged® bezeichnet das
Komplement der Mengd innerhalb einer bestimmten Mengg die A enthalt.

Beispiel (Werfen eines Wirfels)

e Modgliche Fallesind 1,2,3,4,5,6. Mit Q = {1,2,3,4,5,6} wird die Menge aller mog-
lichen Falle bezeichnet. EiBlementarereignisist ein moglicher Fall, also ein Element
w e Q.

e Ereignissesind die Objekte, denen man eine Wahrscheinlichkeit zwardkann, zum Bei-

spiel:
»Augenzahl ist 3« {3}
»Augenzahl ist gerade« {2,4,6}
»Augenzahl ishicht gerade« {1,3,5} = {2,4,6}¢
»Augenzahl ist groRer als 3« {4,5,6}

»Augenzahl ist geradend grof3er als 3« {4,6} = {2,4,6} N {4,5,6}
»Augenzahl geradeder groRRer als 3« {2,4,5,6} = {2,4,6} U {4,5,6}

Jede<reignis kann durch eindeilmenge A von 2 dargestellt werden!



e Wahrscheinlichkeiten werden mitP (fur »probability«) bezeichnet. Zum Beispiel sollte

fur einen »fairen« Wurfel gelten:

1
P[»3dq = —,
6
Anzahl gunstige Falle 1{2,4,6}] 3 1
P[»Augenzahl gerad : = -2
»Aug geradg e o ahimogliche Falle [{1,2.3.4.5,6]] 6 2’

4 2
P[»Augenzahl gerade oder groRer al$ 3«6 =3

e Zufallsvariablen sind AbbildungenX : 2 — S, wobeiS eine beliebige Menge ist, zum

Beispiel:
X(w) =w, »Augenzahl des Wurfseder
1 fallsw e {1,2,3,4,5}, , o , ,
X(w) = »Gewinn bei einem fairen Spiel«.
-5 fallsw € 6,

Beispiel(MUnzwulrfe) a) EIN MUNZWURF:
Die Menge der moglichen Féalle it = {0, 1}, wobei0 flr »Kopf« undl fur »Zahl« steht.
Die Wahrscheinlichkeiten sind

P{1}]=p und P[0} =1-p mit0<p< L.

Furp = 5 ist der Minzwurf fair.

b) ENDLICH VIELE FAIRE MUNZWURFE:
Die Menge der mdglichen Falle lautet

Q={w=(21,...,2,) | x; € {0,1}} =: {0, 1}".

Alle Ausgange sind genau dann gleich wahrscheinlich, wedo}] = 27 fur allew €
gilt. Dies wird im folgenden angenommen. Zufallsvariablem Interesse sind beispiels-

weise:

e X;(w) := xz;, das Ergebnis dessten Wurfs. Das Ereignisister Wurf ist Kopf« wird
durch die Menged; = {w € Q| X;(w) = 0} =: {X; = 0} beschrieben, und hat die
Wahrscheinlichkeif’[4;] = 1.

2
o Sy(w) == > X;(w), die Anzahl der Einsen in Minzwiirfen. Das Ereignis »ge-
nauk-mal Zahl« wird durch die Mengd = {w € Q | S, (w) = k} =: {S,, = k} be-
schrieben und hat die Wahrscheinlichkgitd] = (7) 27".
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10 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

¢) UNENDLICH VIELE MUNZWURFE:
Die Menge der mdglichen Falle ist nun

Q={w=(21,29,...) | 2, € {0,1}} = {0, 1}".
Diese Menge ist Uberabzahlbar, da die Abbildung

Q—[0,1]

(x1,22,...) — 0.2922 . ..

surjektiv ist, (wobei das Einheitsintervall binar dargdistwird). Die Definition von Er-
eignissen und Wahrscheinlichkeiten ist daher in dieserh ddlvandiger. Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf Uberabzahlbaren Mengen wesystematisch in der Vorlesung
»Einfuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« betratht

In dieser Vorlesung ist die Menge der méglichen F&llabzahlbar. Solche Zufallsvorgénge wer-
dendiskret genannt.

1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Ereignisse als Mengen

Sei(2 die Menge der moglichen Falle ustlC 2 ein Ereignis. Als Notationen fur die Mengée
werden wir auch verwenden:

A={weQ|we A} ={we A} = { »Atrittein« }.

Wir wollen nunKombinationen von Ereignissenbetrachten.
SeienA, B, A;,i € I, Ereignisse. Was bedeuten Ereignisse Mfig AU B, Nic; Ai anschaulich?
Um dies herauszufinden, betrachten wir einen moglichend~athd untersuchen, wann dieser

eintritt:
e AUB:
weAUB < we Aoderw € B,
»A U B trittein« < »A tritt ein oderB tritt ein«.
o Uies A

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 11

we U Ai & esgibteini € I mitw € A,.
»|J;c; Ai tritt eine < »mindestens eines der Ereignissgtritt ein«.

e WEITERE BEISPIELE

ANB < »A und B treten ein,

Nic; Ai & »jedes derd; tritt ein,

A =Q & »Atritt nicht ein,

A=10 < »unmadgliches Ereignis« (tritt nie ein),
A=Q < »sicheres Ereignis« (tritt immer ein),
A={w} <« »Elementarereignis« (tritt nur im Fall ein).

Sei A die Kollektion aller im Modell zugelassenen bzw. in Betragbzogenen Ereignisse.
A besteht aus Teilmengen véh d.h.

ACP(Q), wobei
PQ) = {A|AC Q)

die Potenzmenge voi, d.h. die Menge aller Teilmengen véhbezeichnet. Die Kollektiomd
sollte unter den obigen Mengenoperationen, also abzambéreinigungen, Durchschnitten und
Komplementbildung abgeschlossen sein. Wir fordern daher:

Axiom. A C P(Q) ist einec-Algebra d.h.
(i) Qe A,
(i) Furalle A € Aqilt: A% e A,
(i) FUr Ay, A, ... € Aqilt: Uiz, 4 € A
Bemerkung. Fir o-Algebren gilt auch:
a) NacH (i) und(ii) isth = Q° € A.
b) SindA, B € A, sogiltnach (i undd): AUB=AUBUDUDU...€ A.
c) SindA;, 4, ... € A, soistnach (i) un@(ii): N2, 4 = (U2, A9)C € A.
Beispiel. Die Potenzmengel = P(12) ist eines-Algebra.

Ublicherweise verwendet madA = P(Q) bei diskreten Modellen, d.h. fur abzahlbare. Bei
nichtdiskreten Modellen kann maicht jede Wahrscheinlichkeitsverteiludgauf einers-Algebra
A C P(Q2) zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung &fS2) erweitern (siehe »Einfuhrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie«).

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



12 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei() eine nichtleere Menge und C P(12) einec-Algebra. Wir wollen nun Ereignisses € A
eine WahrscheinlichkeiP|A] zuordnen. Fur Ereignissé, B € A gilt:

AU B tritt ein < A oder B tritt ein.
Angenommend und B treten nicht gleichzeitig ein d.h.
ANB =1, (A und B sind »disjunkt«).
Dann sollte »endliche Additivitat« gelten:
P[AU B] = P|A] + P[B].
Axiom. Eine Abbildung

P: A—0,00]
A +— P[A]

ist eineWahrscheinlichkeitsverteilunguf (2, A), wenn gilt:
(i) P ist»o-additivs d.h. fur Ereignissel;, As,... € AmitA; N A; = () fir i # j gilt:
P[JA] =) _PlA]
i=1 i=1
(i) P ist»normierts d.h.
PlQ] =1.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum(€2, A, P) besteht aus einer Mengk einero-AlgebraA C P(12),
und einer Wahrscheinlichkeitsverteiluityauf (€2, .A).

Satz 1.1(Elementare Rechenregelr§ei((2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
i) Esgilt P[0] =0,
i) Fir A, B € Amit An B = () gilt endliche Additivitat

P[AU B] = P|A] + P|B].

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 13

i) Fur A,Be Amit A C B gilt:
P[B] = P[A] + P[B\A].

Insbesondere gilt:

P[A] < P[B], »Monotonieg
P[A®] =1 — P[A], »Gegenereignis«
PlA] <1

iv) Fur A, B € Aqilt:

P[AUB] = P|A] + P|B] — P[ANn B] < P|A] + P|B].

Beweis. i) Wegen dew-Additivitat von P gilt

1=P[Q]=PQUOUOU...]=P[Q+ P[0]+ P[0]+...,
— =~ =~
=1 >0 >0
und damit
P[0] = 0.

ii) FUr disjunkte Ereignissel, B folgt aus dew-Additivitat und mitfi):
P[AUB]=P[AUBUQUODU.. ]

[A] + P[B] + P[0] + ...

[A] + P[B].

P
P

i) Falls A C B,istB = AU (B\A). Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt mit]ii):
P[B] = P[A] + P[B\A] > P[A].
Insbesondere ist= P[Q)] = P[A] + P[A°] und somitP[A] < 1.
iv) Nach[iii) gilt:
P[AU B] = P[A] + P[(AU B)\4]

[Al + P[B\(AN B)]
[A] + P[B] — P[AN BJ.

P
P

]

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



14 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Aussage 1)) des Satzes lasst sich fiir endlich viele Eredgnisrallgemeinern. Na¢h jv) gilt fur
die Vereinigung von drei Ereignissen:

P[AUBUC|=P[AUB|+ P[C]— P[(AUB)NC]
= P[AUB|+ P[C] - P[(AnC)uU(BN(C)]
= P[A]+ P|B]+ P|C]— P[ANnB] - P[ANC]—P[BNC]+ P[AnBNC(].

Mit vollstéandiger Induktion folgt:

Korollar (Einschluss-/Ausschlussprinzigyir n € N mit Ereignissem;, ..., A, € A gilt:

Pl AyUA U UA, |=> (D" > P[ AynA,n..n4, |

k=1 1<i1<...<ip <
<1 1SN »A. A

»eines derA; tritt ein« . und A;, treten ein«

119 < ligy

Das Einschluss-/Ausschlussprinzip werden wir auf eingaeitere Weise am Ende dieses Kapi-
tels beweisen (siehe Safz]1.9).

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Als Beispiel fur eine diskrete Wahrscheinlichkeitsvettad haben wir den Minzwurf betrachtet:

Q= {071}’ A= {{@},{0},{1},{0,1}},
PH{1}] =p, P[p] =0,
PI{0}] =1-p, P[] =1.
ALLGEMEIN: Ist die Menge der moglichen Falieé endlich oder abz&hlbar unendlich, dann

setzen wir als zugehdrigeAlgebra. A = P[(2].

Satz1.2. i) Sei0 <p(w) <1,) or(w) = 1eineGewichtung der moglichen FalleDann
ist durch

PA]:=Y pw), (ACQ)

weA
eineWahrscheinlichkeitsverteilungauf (2, A) definiert.
i) Umgekehrt ist jede WahrscheinlichkeitsverteiluR@uf (€2, .4) von dieser Form mit
pw) =PHw}]  (we).

p: Q — [0,1] heiBtMassenfunktion(»probability mass function«) der diskreten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 15

Fur den Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorbereitungen

Bemerkung (Morbemerkung zu Summen mit positiven Summande&gi A eine abzahlbare
Menge,p(w) > 0 flr allew € A. Dann definieren wir

> pw) = p(w),

wEA

wobeiw;, ws, . .. eine beliebige Abzahlung vaA ist.

Lemmal3. i) > .,p(w) € [0,00] und ist wohldefiniert (d.h. unabhangig von der Abzah-

lung). Es gilt:
= 1.1.1
;p(w) sup Zp (1.1.1)
|F|<<>o
Insbesondere gilMonotonie:
> pw) <) pw), (ACB). (1.1.2)
weA w€eB

i) Ist A =J;2, 4; eine disjunkte Zerlegung, dann gilt:

D ) =) pw)

w€eA i=1 weA;

Beweis. i) Seiw;,ws,... eine beliebige Abzahlung voA. Aus p(w;) > 0 fir allei € N
folgt, dass die Partialsummén_, p(w;) monoton wachsend sind. Daraus folgt:

Zp wi) = supr w;).

neN

Falls die Menge der Partialsummen von oben beschranktxistjest dieses Supremum
n [0,00). Andernfalls divergiert die Folge der Partialsummen Imestt gegen+-co. Zu

zeigen bleibt:
sup Zp (wi) = sup Y p(w) istunabhangig von der Abzahlung von A.
nEN FCA wel
|F|<oo

»<«: Fur allen € N qilt:

FCA
\F\<oo

z BEFTIE

da das Supremum auch Ub€ér= {w, ...,w,} gebildet wird. Damit folgt x«.

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



16 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

»>«. DaF C Aendlichist, gibtes eim € N, so dasg” C {wy,...,w,} . Also gilt:

n

> oplw) < D pln) <3 pw)

welF

Damit folgt »>«.

i) e Falls A endlich ist, giltA; # 0 nur fur endlich vieles € N und alleA; sind endlich.
Die Behauptung folgt dann aus dem Kommutativ- und dem Astogesetz.

e Sei andernfallsd abz&hlbar unendlich.

»<«: DaF C Aendlich, istF = [ J;* F' N A;. Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt
mit o-Additivitat und Gleichung[(1.1]2):

P[F] =) P[FNA]<> PlA].
Mit ()] gilt auch:
P[A] = sup P[F] <> P[A]].

FcA ieN
|F|<oo

Damit folgt »<«.
»>«. SeienF; C A; endlich. Da dieF; disjunkt sind, folgt mito-Additivitat und Glei-
chung [(1.1.R) fur alles € N:

zn:P[FZ-] =P OF <P GAZ- = P[A].
i—1 i=1 i=1
Mit (L.1.1) folgt
> PlA] < PLAl
und furn — oo schlief3lich -
i P[A;] < P[A]

Damit folgt »>«.

Beweis von Safz 1.2. i) EsistP[Q] =) _,p(w) = 1 nach Voraussetzung.
Seien4;, (i € N) disjunkt undA := (J;2, A;. Die o-Additivitat von P folgt aus Lemma
[L.3[ii):

PIUAL = PA =3 p(w) =323 plw) = 3 PIA]

weA i=1 weA;

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 17

i) Aus dero-Additivitat von P folgt:

PlA] = P[ | J{w}] = PHw}l.
wEA w€EA

disjunkt

Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Gleichverteilungen / Laplace-Modelle

Sei(2 endlich und nichtleetd = P(2) undp(w) = ﬁ far allew € Q2. Dann ist

_ |Al  Anzahl »gunstiger« Félle
Q] Anzahlaller Falle ’
die Wahrscheinlichkeitsverteilung zuund wird Gleichverteilung genannt.

PlA] (ACQ),

Beispiele. a) n FAIRE MUNZWURFE:
SeiQ2 = {0,1}" und P die Gleichverteilung. Dann ist
1
plw) = on

b) ZUFALLIGE PERMUTATIONEN:
Sei =8, = {w:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektive Abbildungen} und P die

Gleichverteilung. Dann ist

e

ol

Beispiele fur zufallige Permutationen sind das Mischen ®ikartenspiels, Vertauschen

PlA]

von Huten oder Umzug in die LWK, wobeiSchlussel zufallig vertauscht werden. Es gilt:
no1

(n —
n! n

P|»derk-te Schlussel passt auf Schlass= P[{w € S,, | w(i) = k}] =

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Scelissfort passt?

Das Ereignis »Schlissepasst« istd; = {w | w(i) = i} = {»i ist Fixpunkt«}. Die Wahr-
scheinlichkeit fur das Ereignis »ein Schlissel passt«@shmdem Einschluss-/Ausschluss-
prinzip (SatZ_1.9):

P[»es gibt mindestens einen Fixpunkix P[A; U A, U... U A,]

:i(_l)lﬁ—l Z PlA;, NA;,N...NA;]
k=1

1<i1<i2<...<t,<n

D S

n!
k=1 1<i1<i9<...<ip <n

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



18 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

wobei die innere Summe Uber alteelementigen Teilmengen lauft. Es folgt:

S ()

~ (="
Kl

k=1

Fur das Gegenereignis erhalten wir:

P[»kein Schlussel passt« P[»kein Fixpunkt¢«— P[»mindestens ein Fixpunkt«

Die letzte Summe konvergiert fiir — oo gegene~!. Der Grenzwert existiert also und ist
weder(0 noch1! Die Wahrscheinlichkeit hangt fur grofsenur wenig vonn ab.

Empirische Verteilungen

Seienxy, xa,...,x, € ) Beobachtungsdaten oder Merkmalsauspragungen, zum Beigsel
Alter aller Einwohner von Bonn. Sei

N[A]:=|[{ie{l,...,n} |z; € A}|, die Anzahl bzw. Haufigkeit der Werte i, und
—, die relative Haufigkeit der Werte iA.

Dann istP eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ait, P (£2)) mit Massenfunktion

o) M)

n

, der relativen Haufigkeit der Merkmalsauspragungen

Beispiele. a) ABZAHLUNG ALLER MOGLICHEN FALLE:

Seizy, ..., r, eine Abzahlung der Elemente §h Dann stimmt die empirische Verteilung
mit der Gleichverteilung tGberein.

b) EMPIRISCHEVERTEILUNG VON7n ZUFALLSZAHLEN AUS {1,2,3,4,5,6}:

x=RandomChoice[{1,2,3,4,5,6},n];

ListPlot [BinCounts[x[[1 ;; n], {1, 7, 1}]/n,
Filling —> Axis, PlotRange —> {0, 0.3},
PlotStyle —> PointSize[Large]], {n, 1, 100, 1}

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 19
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e n = 100: 0 1 2 3

030
0.25 f
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0.05F

e 1 = 10000: o 1 2 s 4 5 6

Cc) EMPIRISCHEVERTEILUNG DERBUCHSTABEN »A« BIS »Z«:

e in dem Wort »Eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen«:

freq = StringCount["eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen", #] & /@
CharacterRange["a", "z"];

relfreq = freq/Total[freq];

ListPlot[relfreq , Filling —> Axis, PlotStyle —> PointSize[Large]]

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



20 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

0.20 - ®

0.15 - ®
e 'Y

0.10 -

0.05 |-

5 10 15 20 25

e in einem englischen Worterbuch:

freq = Length[DictionaryLookup[# ~~ __ 1] & /@
CharacterRange["a", "z"];

relfreq = freq/Total[freq];

ListPlot[relfreq , Filling —> Axis, PlotStyle —> PointSize[Large]]

0.12 °
0.10 -
0.08 f ®

0.06 f * °
0.04 -

= LA

15 20 25

[&)]

d) BENFORDSCHESGESETZ
Das Benfordsche Gesetz, auch Newcomb-Benford’s Law (NBL)Hre#xt eine Gesetz-
mafiigkeit in der Verteilung der Ziffernstrukturen von Zatin empirischen Datensatzen,
zum Beispiel ihrer ersten Ziffern. Es lasst sich etwa in Dsé¢ren tGber Einwohnerzah-
len von Stadten, Geldbetrage in der Buchhaltung, Naturkoteh etc. beobachten. Kurz
gefasst besagt es:

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 21

»Je niedriger der zahlenmal3ige Wert einer Ziffernsequenz &immter
Lange an einer bestimmten Stelle einer Zahl ist, umso wahrscldicher ist
ihr Auftreten. Fur die Anfangsziffern in Zahlen des Zehnersygems gilt zum
Beispiel: Zahlen mit der Anfangsziffer 1 treten etwa 6,5-mal & haufig auf
wie solche mit der Anfangsziffer 9.«

1881 wurde diese Gesetzmaligkeit von dem MathematikerrShieavcomb entdeckt und
im ,American Journal of Mathematics" publiziert. Er sollrherkt haben, dass in den be-
nutzten Bichern mit Logarithmentafeln, die Seiten mit Timemit Eins als erster Ziffer
deutlich schmutziger waren als die anderen Seiten, wedfsmbar 6fter benutzt worden
seien. Die Abhandlung Newcombs blieb unbeachtet und wamsichVergessenheit gera-
ten, als der Physiker Frank Benford (188348) diese GesetzmalRigkeit wiederentdeckte
und dariber 1938 neu publizierte. Seither war diese Geé@igkeit nach ihm benannt,
in neuerer Zeit wird aber durch die Bezeichnung »Newcomb-&eld Law« (NBL) dem
eigentlichen Urheber wieder Rechnung getragen. Bis vor veendghren war diese Ge-
setzmaRigkeit nicht einmal allen Statistikern bekannit Beit der US-amerikanische Ma-
thematiker Theodore Hill versucht hat, die Benford-Veued zur Losung praktischer Pro-
bleme nutzbar zu machen, ist ihr Bekanntheitsgrad gewacsen | e: »Wikipedia)
HAUFIGKEITSVERTEILUNG DERANFANGSZIFFERN VONZAHLEN:

Ist d die erste Ziffer einer Dezimalzahl, so tritt sie nach dem Besgchen Gesetz in
empirischen Datensétzen nédherungsweise mit folgendativesi Haufigkeitem(d) auf:

1
p(d) =logyy 1+ p = log,, d + 1 — log,, d.

In der Grafik untenQuel | e: »Wolfram Demonstrations Project«) werden die relativen
Haufigkeiten der Anfangszifferih bis 9 in den Anzahlen der Telefonanschlisse in allen
Landern der Erde mit den nach dem Benfordschen Gesetz ptogedsn relativen Hau-
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figkeiten verglichen.

0.10F

0.05 I
0.00L T

1.2 Diskrete Zufallsvariablen und inre Verteilung

Sei(Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition. i) Einediskrete Zufallsvariable (ZV)st eine Abbildung
X: Q-5 S abzahlbar,
so dass fur aller € S gilt:
X a) ={weQ| X(w)=a} € A (1.2.1)
Fur X *(a) (das Urbild vona unter X') schreiben wir im folgendefiX = a}.
i) Die Verteilungvon X ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung, auf S mit Gewichten
px(a) = P{X =a}l,  (a€S).
Fur P[{X = a}| schreiben wir im folgendeR[X = a].
Bemerkung. a) Inder Tat ispx Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilunglgsi
Sat41.2):
) Firallea € Sqilt:  px(a) >0
i) Da die Ereignissd X = a} disjunkt sind, folgt:

S pxla) = S PIX =a = P[|J{X = a}] = Pl0] = L.

a€S a€esS a€esS
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b) FurB C S gilt:

{(XeBl={weQX(w)eB} = J{X=a} €A, sowie
X-1(B) w€B  cy
P[X € Bl = ZP[X =a] = ZPX(G) = px(B).

Die Verteilungyux gibt also an, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die Zufalgable X
Werte in bestimmten Mengen annimmit.

Beispiele(Zweimal wiirfeln) SeiQ? = {w = (w1, wq) | w; € {1,...,6}} und seiP die Gleich-
verteilung.

a)
SeiX;: Q) — S:={1,2,3,4,5,6},
X(w) == w, die Augenzahl desten Wurfs
X; ist eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilung;,. Die Gewichte von:, sind
6 1 .
pxl(a):P[XZ:a]:%zé furalleaES,
d.h. X; ist gleichverteilt.
b)
Seiv: 0 — §:={2,3,...,12}
Y(w) = Xi(w) + Xa(w), die Summe der Augenzahlen
Die Gewichte der Verteilung voH sind
+ fallsa e {2,12},
py(a)=PlY =af=¢2 fallsa € {311},
d.h.Y ist nicht mehr gleichverteilt!
Allgemeiner:
Beispiel. SeiQ2 = {wy, ..., w,} endlich,P die GleichverteilungX : 2 — S eine Zufallsvariable

undz; := X (w;). Dann ist

Hoe Q| X(w)=a}| Hl<i<n|z;=all
2] B n ’
also istyu, die empirische Verteilung vom,, . . ., z,,.

PIX =a] =
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Binomialverteilung

Beispiel (»Ziehen mit Zurticklegen«)Wir betrachten eine endliche Grundgesamtheit (Populati-
on, Zustandsraumy, zum Beispiel Kugeln in einer Urne, Végel im Wald, EinwohnemNRW.
Wir wollen nun die zuféllige Entnahme venEinzelstichproben mit Zuriicklegen atideschrei-
ben und setzen daher

Q=5"={w=(21,...,2,) | x; € S}.
Wir nehmen an, dal3 alle kombinierten Stichproben gleichrgédeinlich sind, d.hP sei die

Gleichverteilung auf?.
RELEVANTE ZUFALLSVARIABLEN UND EREIGNISSE

e j-ter Stichprobenwert:

Xz(w) =,

ol ol :
PIX;,=a] = = =— far all S,
[ a) Q) S 5] urallea €

d.h. X; ist gleichverteilt aufS.

Sei £ C S eine bestimmte Merkmalsauspragung der Stichprobe, diemviblgenden
als »Erfolg« bezeichnen (zum Beispiel schwarze Kugel, Bdahag einer Amsel). Dann
kénnen wir die Ereignisse

{X; € £} »Erfolg beii-ter Stichprobek

betrachten. Es gilt:

E

Wir setzen
E_ . . .
’|S\| ’ »Erfolgswahrscheinlichkeit«

e Haufigkeit von E / »Anzahl der Erfolge«:
Seinun

N:Q—{0,1,2,...,n},
Nw) =|{1<i<n]|X;(w) e E}

die Anzahl der Einzelstichproben mit Merkmalsauspréagbng

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle
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Lemma 1.4.Fur k € {0,1,...,n} qgilt:

Beweis. Es gilt
o 21N =k = (1) IBFIS\EI,

wobei
(Z) =Anzahl der Moglichkeitert Indizes aud1, ..., n} auszuwéhlen
fur die ein Erfolg eintritt,
|E|* =Anzahl der Moglichkeiten fiir jeden Erfolg,
|S\E|"~* =Anzahl der Méglichkeiten fiir jeden MiRerfalg
Also gilt:

PN = k] = () [E[*[S\E"* (n) (@)k (M)n—k

|51 k) \ 9] B

= (Z) P =p)"

Definition. Sein € N undp € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung a{, 1, ..., n} mit

]

Massenfunktion
n _
o) = () 1 (1=
heiRtBinomialverteilung mit Parameterm und p (kurz: Bin(n, p)).

Bemerkung. Dal p,,,, eine Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertgjlist, folgt aus
Lemma 138!

Bemerkung. Ereignissely, . . ., £, heildenunabhangig, falls
PE,NE,N...NE;|=P[E,]-P[E,]-- PlE;]

furallek < nundl <i; <1y < ... <1 <ngil.
Sind £y, ..., E, unabhangig und[E;] = p, dann ist

P[»genau der E; treten eing= (Z) PP (1 =p)F,

d.h. die Anzahl der Ereignisse, die eintreten, ist binoveideilt. Der Beweis folgt weiter unten.
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Poissonverteilung

Beispiel (Warteschlange)Angenommen, die Kunden in einer Warteschlange komuoneatb-
hangig voneinanderzu zufélligen (gleichverteilten) Zeitpunkten. Wie viele Kunden komman i
einer Zeitspanne der Langgan? SeiN die Anzahl dieser Kunden urtg = 1. Wir unterteilen
das Intervall0, 1]:

| l l l l |

[ 1 | | | |

0 L1 2 3 wl p
n n n

n

Wir machen die folgende Annahme (die natirlich in zu modedinden Anwendungsproblemen
zu Uberprifen ist):

»Wennn sehr grof3 ist, dann kommt in einer Zeitspanne der L?%n@ast immer
hdchstens ein Kunde.

E; stehe fur das Ereignis, da® ein Kunde im Zeitintery&alf, | ankommt { < i < n). Wir
nehmen aulRerdem an, dal3 die Wahrscheinlichkeit unabhémgigind ndherungsweise propor-
tional zu2 ist, also:

A

PlE] ~ —, A€ (0,00).

n

Fur das Ereignis, dafl3 genakunden im Zeitintervall0, 1] ankommen, sollte dann gelten, dass
P[N = k] = P[»genauk der E; treten eink~ p, x(k),

wobeip,, (k) das Gewicht vork unter der Binomialverteilung mit Parameternind 2 ist. Diese
Néaherung solltexfiir grof3e n immer genauer werden«

Satz 1.5(Poissonapproximation der Binomialverteilun®ei\ € (0, co). Dann gilt:

)\k
lim p, » (k) —A

= —e
n—00 ’ k! ’

k=0,1,2,....

Beweis.Es qilt:
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Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung a{ff, 1,2, . . .} mit Massenfunktion

)\k
p(k’):ye_)‘, k=0,1,2,...,

heiRtPoissonverteilung mit Parametex.

Aufgrund des Satzes verwendet man die Poissonverteilungdherungsweisen Modellierung
der Haufigkeit seltener Ereignisse (zum Beispiel Tippfehieeinem Buch, Schadensfélle bei
Versicherung, Zusammenbriiche des T-Mobile-Netzes, nd)damit zur »Approximation« von
Binomialverteilungen mit kleiner Erfolgswahrscheinligitkp.

Fur haufigere Ereignisse (zum Beispiel wenn Erfolgswahiatibekeit p unabhangig vom ist)
verwendet man hingegen besser eine Normalverteilung wernégsweisen Modellierung der
(geeignet reskalierten) relativen Héufigk@ides Ereignisses flir grofae Definition und Eigen-
schaften von Normalverteilungen werden wir spater kerarash.

Die folgenden (mit »Maple« erstellten) Graphiken zeigenRbisson- und Normalapproximati-
on (Poisson schwarz, Normalverteilung rot) der Binomidkiging (blau) fir unterschiedliche
Parameterwerte:

n =100, p=0,35 n =100, p = 0,02

0.08-

=
=
T

0.04

002

00191 Tt

25 30 35 40 45 I|IB.OI‘|’IIIIIIIIIIIIIIII‘[IIIITI
-1 0 1 2 3 4 5

Hypergeometrische Verteilung

Beispiel (Ziehen ohne ZurlucklegenWir betrachtenn Kugeln in einer Urne (Wéahler, Fische
im See, ...), davom rote undm — r schwarze. Gezogen wird eine zuféllige Stichprobe »on
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Kugeln, n < min(r, m —r). Sind alle Stichproben gleich wahrscheinlich, dann ispeieignetes
Modell gegeben durch:

Q="P{1,...,m}) = alle Teilmengen vo{1, ..., m} der Kardinalitét,

P = Gleichverteilung auf).
Wir definieren eine Zufallsvariabl&y: Q@ — {1,...,m} durch

N(w) := Anzahl der roten Kugeln in.

Fur das Ereignis, dal3 genauwote Kugeln in der Stichprobe sind, gilt:

_Hoe@Nw =k} _ ()G
it )

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wihypergeometrische Verteilung mit Parameternm,

PN = K] (k=0,1,....n).

r und n genannt.

Bemerkung. Untersucht man die Asymptotik der hypergeometrischenelfartg firm — oo,
r — oo, p = = festundn fest, so gilt:

P[N =k — (Z) p* (1 —p)",

d.h. die hypergeometrische Verteilung nahert sich der Bialwerteilung an. Eine anschauliche
Erklarung dafur ist:

Befinden sich sehr viele Kugeln in der Urne, dann ist der Unkeesl zwischen Ziehen mit und
ohne Zurlcklegen vernachlassigbar, da nur sehr selteelldeeKugel zweimal gezogen wird.

1.3 Simulation von Gleichverteilungen

Ein (Pseudo-) Zufallszahlengeneratorist ein Algorithmus, der eine deterministische Folge
von ganzen Zahlen,, x-, z3, . . .mit Werten zwische® und einem Maximalwert: — 1 erzeugt,
welche durch eine vorgegebene Klasse statistischer Testsvon einer Folge von Stichpro-
ben unabhangiger, ad, 1,2, ..., m — 1} gleichverteilter Zufallsgré3en unterscheidbar ist. Ein
Zufallszahlengenerator erzeugt also nicht wirklich Zigal Zahlen. Die von »guten« Zufalls-
zahlengeneratoren erzeugten Zahlen haben aber stéieskEsgenschaften, die denen von echten
Zufallszahlen in vielerlei (aber nicht in jeder) Hinsiclets ahnlich sind.
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Konkret werden die Pseudozufallszahlen Ublicherweise @ine deterministische Rekurrenzre-
lation vom Typ

Tnt1 :f(xn—k-l-laxn—k-i-%"'axn)? n:k>k+1ak+2>a

ausSaatwertenzy, z», . . ., ) €rzeugt. In vielen Féallen hangt die Funktimur von der letzten
erzeugten Zufallszahl,, ab. Wir betrachten einige Beispiele:

Lineare Kongruenzgeneratoren (LCG)

Bei linearen Kongruenzgeneratoren ist die Rekurrenzrelaton Typ

Tpi1 = (ax, + ¢) mod m, n=0,1,2,....

Hierbei sinda, c undm geeignet zu wahlende positive ganze Zahlen, zum Beispiel:

ZX81-Generator m=2%4+1, a=75, c=0.
RANDU, IBM 360/370: m = 23!, a = 65539, c=10
Marsaglia-Generatar ~ m = 232, a = 69069, c=1.
Langlands-Generator —m = 24, a = 142412240584757, ¢ = 11.

Um einen ersten Eindruck zu erhalten, wie die Qualitat dezuwgten Pseudozufallszahlen vgn
c undm abhéangt, implementieren wir die Generatoren mit »Matheaat

f[x_] := Mod[a x + ¢, m]

Beispiel. Wir beginnen zur Demonstration mit dem Beispiel eines gahlestiten LCG:

a=11; c = 0; m = 63;
pseudorandomdata NestList[f, 1, 300];
ListPlot [pseudorandomdata]
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60;00.00000000000000000.00.00.00000000000000000.00.0
50 |
40
30+
:0000000.00.00000000000000000.00.00.000000000000000
| 0000 0000000000000000000000000000000000000000000000
20
10 é.00000000000000000000000000000000000.000000000000
000 00000000000000000000000000000000000000000000000
£ 00000 00Q0P000000000000000000000000000Q000000000Q0p
50 100 150 200 250 300

Die Folge von Zufallszahlen ist in diesem Fall periodisch emer Periode, die viel kleiner ist
als die maximal mogliche8). Dies rechnet man auch leicht nach.

Periodizitat mit Periode kleiner als m kann man leicht abksBen. Es gilt ndmlich:

Satz(Knuth). Die Periode eines LCG ist gleiol genau dann, wenn

i) cundm teilerfremd sind,

i) jeder Primfaktor vonm ein Teiler voru — 1 ist, und

iii) falls 4 ein Teiler vonm ist, dann auch voa — 1.

Beweis.sieheD. Knut h: »The art of computer programming, Vol. 2.« O

Beispiel (ZX 81-Generator) Hier ergibt sich ein besseres Bild, solange wir nur die \entgj
der einzelnen Zufallszahlen betrachten:

a =175 ¢6=0;,m=2"16 + 1,
pseudorandomdata NestList[f, 1, 30000];
ListPlot[pseudorandomdata]
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5000 10000 15000 20000 25000 30 00C

Fassen wir jedoch Paafe;, ;. 1) von aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen als Koardi
ten eines zweidimensionalen Pseudozufallsvektors adfbatrachten die empirische Verteilung
dieser Vektoren, so ergibt sich keine besonders gute Appaiion einer zweidimensionalen
Gleichverteilung:

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2]ListPlot[blocks]
! i
i

o

. 'f's

10000 20000 30000 40000 50000 60000
Beispiel (RANDU). Hier scheinen sowohl die einzelnen Pseudozufallszah)exls auch die

Vektoren(z;, x;,1) ndherungsweise gleichverteilt zu sein:

10000

a = 65539; ¢ = 0; m= 2731,
pseudorandomdata NestList[f, 1, 30000];
ListPlot [pseudorandomdata]
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2.0x10°§
1.5x10°
1.0x10° &8

5.0% 108 |

500 10000 15000 20000 25000 30000

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2]ListPlot[blocks]

Fassen wir aber jeweils drei aufeinanderfolgende Pset@atszahlen als Koordinaten eines Vek-
tors

(w5, i1, Ti12) iIm Z3auf, dann ist die empirische Verteilung dieser Pseudoswtgttoren keine
Gleichverteilung mehr, sondern konzentriert sich aufiduzweidimensionalen Hyperebenen:

blocks3 = Partition [pseudorandomdata, 3]; ListPointPlot3D[blocks3]
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Beispiel (Marsaglia-Generatar)Der von Marsaglia 1972 vorgeschlagene LCG besteht dagegen

alle obigen Tests (und einige weitere):

a = 60069; c = 1; m = 2732;
pseudorandomdata NestList[f, 1, 30000];
ListPlot [pseudorandomdata]

4x10°¢

3% 10° §

2% 10° 4§

1x10°§

5000 10000 15000 20000 25000 30 00C

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2];
ListPlot[blocks]
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o o L PR P Y Aoy S ~5n 3
1x10° 2x10° 3x10° 4% 10°

blocks3 = Partition [pseudorandomdata, 3];
ListPointPlot3D[blocks3]

Dies bedeutet nattrlich nicht, dal3 die vom Marsaglia-Gaoererzeugte Folge eine fiale
Zwecke akzeptable Approximation einer Folge von unablgamgStichproben von der Gleich-
verteilung ist. Da die Folge in Wirklichkeit determinigtisist, kann man einen Test konstruieren,
der sie von einer echten Zufallsfolge unterscheidet.

Shift-Register-Generatoren

Bei Shift-Register-Generatoren interpretiert man eine Zal {0,1,... 2~ — 1} zunachst als
Binarzahl bzw. als Vektor auf), 1}*, und wendet dann eine gegebene Mafridarauf an, um
Z,41 ZU erhalten:

Tpr1 = Txy,, n=20,1,2,....
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Kombination von Zufallszahlengeneratoren

Zufallszahlengeneratoren lassen sich kombinieren, zurspBgiindem man die von mehreren
Zufallszahlengeneratoren erzeugten Folgen von Pseualtsashlen aug0,1,...m — 1} mo-
dulom addiert. Auf diese Weise erhalt man sehr leistungsfahigalldaahlengeneratoren, zum
Beispiel den Kiss-Generator von Marsaglia, der einen LCG wal 3hift-Register-Generatoren
kombiniert, Period@” hat, und umfangreiche statistische Tests besteht.

Zufallszahlen aus [0,1)

Ein Zufallszahlengenerator kann naturlich nicht wirklieelle Pseudozufallszahlen erzeugen,
die die Gleichverteilung auf dem Intervall, 1) simulieren, denn dazu wirden unendlich vie-
le »zufallige« Nachkommastellen bendtigt. Stattdessexevelblicherweise (pseudo-)zufallige

Dezimalzahlen vom Typ

n— n 0717"'7 _17
un = — z, €4 m— 1}

erzeugt, wobein vorgegeben ist (zum Beispiel Darstellungsgenauigkeit despiters), und:,
eine Folge ganzzahliger Pseudozufallszahlen{@u4, ..., m - 1 ist. In »Mathematica« kann
man mit

RandomReaﬁspecWorkingPrecisiom kz}

L 1

pseudozufallige Dezimalzahlen mit einer beliebigen vgeipenen Anzaht von Nachkommas-
tellen erzeugen.

Zufallspermutationen

Der folgende Algorithmus erzeugt eine (pseudo-)zuféalkgemutation aus,, :

Algorithmus 1.6 (RPERM)

roerm[n_] :=
Module[{x = Range[n], k, a}, BeginnmitListe1,2,...,n
Do[
k = Randomlinteger[{i, n}];
a = x[[i]]; x[[i]] = x[[k]]; x[[k]] = a; (Vertausche z[[i]] undz[[k]])
, {i, n — 1}]; (Schleife,ilauftvonl bisn — 1)
X (Ausgabe vorx) ]
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rperm[17]
{12, 5, 13, 8, 17, 9, 10, 6, 1, 7, 16, 15, 14, 4, 2, 3, 11}

UBUNG:
SeiQ, ={1,2,...,n} x{2,3,...,n} x--- x {n—1,n}.

a) Zeigen Sie, daR die Abbildung(w) = 7,—1,4,_, 0+ © T, © T1.., €ine Bijektion vort2,,
nachsS, ist (7; ; bezeichnet die Transposition von i und j).

b) Folgern Sie, dal3 der Algorithmus oben tatsachlich einghf@tobe einer gleichverteilten
Zufallspermutation aus,, simuliert.

1.4 Erwartungswert

Sei(£2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraun$, C R abzahlbar und(: 2 — S eine Zufallsvaria-
ble auf(Q2, A, P).

Definition. Der Erwartungswertvon X bzgl. P ist definiert als

E[X] := Za-P[X =al = Za-px(a),

a€sS a€S

sofern die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert istddabhéngig von der Abzahlung von
S).

Bemerkung. a) FallsX(w) > 0 fur allew € € gilt, sind alle Summanden der Reihe nichtne-
gativ und der Erwartungsweff[ X | € [0, oo] wohldefiniert.

b) Falls die Reihe absolut konvergiert, d.h. fall3, ¢ |a| - P[X = «] endlich ist, ist der
Erwartungswer' [ X| € R wohldefiniert.
E[X] kann als dePrognosewertoder(gewichteter) Mittelwert fur X (w) interpretiert werden.

Beispiel (Indikatorfunktion eines Ereignissesc A). Sei

1 fallsw € A,
0 fallsw e A°.

Dann ist der Erwartungswert

E[X]=1-P[X =1]+0- P[X = 0] = P[A].
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Ein Beispiel dafir ist ein elementarer Versicherungskaatnat Leistung

c fallsw e A, »Schadensfall«

0 sonst
Dann gilt:
Y=c-I4 und E[Y]=c- P[A].

Beispiel (Poissonverteilung)Sei X Poisson-verteilt mit Parametar Dann ist der Erwartungs-

wert
& /\k 1

> XN =D LI
:;k.p[)(:k]:kz;k.k Z A:)\.;@e A\

Wir kbnnen daher den Parameteals Erwartungswert oder die mittlere Haufigkeit des Eresigni
ses interpretieren.

Transformationssatz

Sei nunS eine beliebige abzéhlbare Menge, S — R eine Funktion undX : 2 — S eine
Zufallsvariable. Wir definieren
9(X): @ =R,
w = g(X(w)).
g(X) ist einereellwertige Zufallsvariable.

Satz 1.7(TransformationssatzEs gilt

=) gla)- PIX =d],

a€sS
falls die Summe wohldefiniert ist (zum Beispiel fallsichtnegativ ist oder die Summe absolut

konvergiert).

Beweis.Es gilt mit Verwendung des-Additivitat

Elg(X)]= Y _ b-PlgX)=0b]=> b-P[ |J {X=a}

beg(S) beg(S) acg—1(b)

:Zb'z X =g

beg(S)  acg=1(b)

=Y Y gl PiX =

beg(S) acg=1(b)

:Zga- X =a.

a€sS

]
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Bemerkung. a) Insbesondere gilt:
E[X|=) la|-P
a€s

Ist E£[| X |] endlich, dann konvergied[X] = > a - P[X = a] absolut.

b) Ist() abzahlbar, dann folgt fiuk : Q2 — R:
E[X]=E[Xoidg] = Y X(w)-P{{w}] =) _ X(w)
weld weN

wobeiidy, die identische Abbildung au? bezeichnet. Der Erwartungswert ist dgeswvich-
tete Mittel. Ist P die Gleichverteilung auf?, folgt weiter:

Der Erwartungswert ist in diesem Spezialfall daghmetische Mittel .

Beispiel (Sankt-Petersburg-Paradoxoiyir betrachten ein Glucksspiel mit fairen Minzwirfen
X1, X5, ..., wobei sich der Gewinn in jeder Runde verdoppelt bis zum erstal »Kopf« fallt,
dann ist das Spiel beendet.Wie hoch ware eine faire Teilegkbtihr flr dieses Spiel?

Der Gewinn ist

G(w) = 2T, mit
T'(w) :=min{n € N| X, (w) =1}, der Wartezeit auf »Kopf«.

Fur den erwarteten Gewinn ergibt sich

=> 2. PT=k=) 2" PX;=- =X, =1, X, =0 =) 227"
k=1 k=1 k=1
= OQ.

Das Spiel sollte also auf den ersten Blick bei beliebig holeindhmegebtihr attraktiv sein —
dennoch wéare wohl kaum jemand bereit, einen sehr hohentgingaahlen.

Eine angemessenere Beschreibung — vom Blickwinkel des &pels betrachtet — erhalt man,
wenn man eine (Ublicherweise als monoton wachsend und kordtausgesetzte) Nutzenfunk-
tion u(x) einfihrt, die den Nutzen beschreibt, den der Spieler vomitlap hat. Fur kleiner
konnte etwau(z) = = gelten, aber fir grol3e ware plausiblen(z) < x. Dann istc ein fairer
Einsatz aus Sicht des Spielers, werin) = E[u(G)] gilt.
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Linearitdt und Monotonie des Erwartungswertes

Satz 1.8(Linearitat des ErwartungswertspeienX : 2 — Sx C RundY : Q@ — Sy C R
diskrete reellwertige Zufallsvariablen auf2, A, P), fur die E[|X|] und E[|Y|] endlich sind,
dann gilt:

EANX 4+ uY]=AE[X]+pEY] furalle A, u € R.

Beweis.Wir definiereng: Sx x Sy — R, (z,y) — Ax+py. Dannistg(X,Y) = A X +pY
eine Zufallsvariable mit Werten iy x Sy. Mit dem Transformationssatz folgt:

ENX +pY] = Elg(X,Y)]

=) ) g(a,b) PIX =a,Y =] (1.4.1)
ac€Sx beSy
=Y ) (Na+ub)P[X =aY =0
a€eSx beSy
=AY a) PX=aY=b+p) b)Y PX=0aY=0
a€Sx beSy beSy a€Sx
=AY aP[X=a]+p > bPY =10
a€Sx beSy
= AE[X] + p E[Y].

Hierbei konvergiert die Reihe il (1.4.1) absolut, da

S Mt bl PIX =0, =5 < A 3 Jal PIX =] + ] 3 o P =1
a€Sx beSy a€Sx beSy
= [\ B[ X[} + [ul E[Y]]

nach Voraussetzung endlich ist. ]

Korollar (Monotonie des Erwartungswertsyeien die Voraussetzungen von $atz 1.8 erfillt. Sei
zusatzlichX (w) < Y (w) fur alle w € Q, dann gilt:

E[X] < E]Y].

Beweis.Nach Voraussetzung gilt” — X )(w) > 0 fur allew € 2, weshalb der Erwartungswert
E[Y — X] nichtnegativ ist. Aufgrund der Linearitat des Erwartungsw folgt:

0 < E[Y — X] = E[Y] - E[X].

]
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Beispiele(Unabhangigé-1-Experimente) SeienA;, A,, ..., A, € A unabhangige Ereignisse
mit Wahrscheinlichkeip, und sei

Xi =14, die Indikatorfunktion des Ereignissels, i =0, ..., n.
a) Die ZufallsvariablenX; sind Bernoulli-verteilt mit Parameter p, d.h.

¥ 1 mit Wahrscheinlichkeip,

0 mit Wahrscheinlichkeil — p.

Also gilt:
E[Xi] = Ella] = P[A] = p,

analog zu Beispié[1l4.

b) Die Anzahl

der Ereignisse, die eintreten, ist binomialverteilt mitataetern: und p (siehe Ubung),
d.h.

n _
P[S, =k] = (k) (1 —p)"*.
Den Erwartungswert kann man daher wie folgt berechnen:

s Sk 15, 4- S 4(2) 0

=...=np.

Einfacher benutzt man aber die Linearitat des Erwartungsywend erhalt

ZXi] = ZE[XJ =np,

sogarohne Verwendung der Unabh&ngigkeit

E[S,] = E

Beispiel (Abhangige0-1-Experimente) Wir betrachten eine Population ausObjekten, davon
r rote, aus der eine Zufallsstichprobe au®bjekten ohne Zurticklegen entnommen witdg
min(r,m — r). SeiA; das Ereignis, dafl} dage Objekt in der Stichprobe rot ist, und;, = 14,.
Die Anzahl

Sp=X1+--+ X,
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der roten Objekte in der Zufallsstichprobe ist dann hypemgetrisch verteilt mit Parametern,
r undn. Als Erwartungswert dieser Verteilung erhalten wir anatag letzten Beispiel:

E[S,] = Z E[X)] = ZP[Ai] —n %

Beispiel (Inversionen von Zufallspermutationer§eien(2 = S,, die Menge aller Permutationen
w:{1,...,n} — {1,...,n}, P die Gleichverteilung auf?, und

N(w) = [{(i,7) | i < jundw(i) > w(j)}|,
die Anzahl der Inversionen einer Permutatior €2. Dann gilt

N = Z Ly, wobei

1<i<j<n

Aij =A{w e S [wi) >w(j)}

das Ereignis ist, dal3 eine Inversion viound j auftritt. Es folgt:

BIN] =3 Elly,) = > Pllw e Su|w(i) >} =35 = % (Z) -- (n4_ 2

ANWENDUNG: Beim Sortieralgorithmus »Insertion Sort« wird der Weiri) einer Liste
{w(1),w(2),...,w(n)} beim Einflgen vonu(j) genau dann verschoben, wen(y) < w(i)
gilt. Ist die Anfangsanordnung eine Zufallspermutation kierrekten Anordnung, dann ist die
mittlere Anzahl der Verschiebungen, die der Algorithmugwomt, also gleicH“"T‘”.

Satz 1.9(Einschluss-/Ausschlussprinzigyir n € N und Ereignissed,, ..., A, € A qilt:

PlAjUA U UA]=) (D" Y P[A,NA,N...NA4,].

k=1 1<ii<...<ig<n
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Beweis.Wir betrachten zunéchst das Gegenereignis, und driickewalescheinlichkeiten als
Erwartungswerte von Indikatorfunktionen aus. Unter Ausang der Linearitat des Erwartungs-
werts erhalten wir:

Pl(AU---UA)] = P[AT N N AJ] = E[Lion.nac]

n

= E[ﬁ[Af} = E[H(l —14,)]

=1

3

= (_1)k Z E[IAil""']AiJ

k=0 1<i1<...<ip<n
=> (1" > E[lsnna,]
k=0 1<ii<..<ix<n
=> (=" > PlA, N4,
k=0 1<i1 <...<ip<n

Es folgt:
PAU---UA]=1-P[(4U---UA,)"]

=> (=D Y PlA, N4, N NA]

k=1 1<i1<...<ip<n
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A Ereignisse. Was ist die Wahrschein-
lichkeit dafur, dalA eintritt, wenn wir schon wissen, ddR eintritt?

Relevante Falle: weB
Davon gunstige Falle:w € AN B

Definition. SeiP[B] # 0. Dann heif3t
P[A|B] :=

die bedingte Wahrscheinlichkeit vorl gegebenB.

Bemerkung. a) P[e |B]: A+— P[A|B]ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ait, A),
die bedingte Verteilung gegeberB . Der Erwartungswert

E[X|B] =) a-P[X =a|B]
a€sS
einer diskreten Zufallsvariabl& : 2 — S bzgl. der bedingten Verteilung heiBedingte
Erwartung von X gegebenB.

b) Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Merigedann gilt:

AN B|/|Q  |ANB|

PAIBL= =570 = )

furalle A, B C Q.

43



44 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Beispiele. a) Wir betrachten eine Familie mit 2 Kindern, und stellen Brage nach dem

Geschlecht der Kinder. Sei daher

Q={JJ, JM,MJ, MM}

Angenommen, alle Falle waren gleich wahrscheinlich. Daln g
{MM}| 1

RV _
[»beide Madchentoeines Madeherke oy = = 5

{ MM} 1

P[»beide Mé_dchenfo)das erste ist |\/|adChe}’1<c W 97

In Wirklichkeit sind die Kombinatione J und M M wahrscheinlicher.

b) Bei 20 fairen Mlnzwirfen fallt 15-mal »Zahl«. Wie grof3 i dVahrscheinlichkeit, dald

die ersten 5 Wiirfe »Zahl« ergeben haben? Sei

Q= {UJ = (,Il, .. .IQQ) | x; € {0, 1}}, und

Xi(w) = ay, der Ausgang desten Wurfs.
Es qilt:
20
20 P[X;=...=X;=1und} X, = 10]
P[X,=...=X;=1] > X;=15] = - =
=1 P[> X; = 15]
=1
27 () 1514 11 1
—90(20 - ~
920 (15> 20-19----- 16 5
Dagegen isP[X; = ... = X5 = 1] = .

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Fallunterscheidag
SeiQ) = |J H; eine disjunkte Zerlegung vdn in abzahlbar viele Falle (»Hypotheseri) , i €
1.

Satz 2.1(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). Fir alle A € A gilt:

P[A] = Z P[A|H;] - P[H,}]
PlHI40
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Beweis.Es istA = AN (|JH:;) = U(A N H;) eine disjunkte Vereinigung, also gilt naeh
i€l el
Additivitat: ) )
P[A]=Y PANH]=> P[AnNH] = Y  P[AH]- P[H].

i€l iel —0, falls P[H;]=0 iel,
P[H;]#0

]

Beispiel. Urne 1 enthalt@ rote und3 schwarze Kugeln, Urne 2 enthallegote und4 schwarze
Kugeln. Wir legen eine Kugek; von Urne 1 in Urne 2 und ziehen eine Kuge&} aus Urne 2.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit isk, rot?

P[K,rot] = P[K,rot| K, rot] - P[K, rot] + P|[K, rot| K, schwarZz- P[K; schwarz
_ 42 33 17
8 5 8 5 40

Beispiel (Simpson-ParadoxonBewerbungen in Berkeley:

BEWERBUNGEN INBERKELEY

Statistik 1: | Manner angenommem) Frauen angenommeni)
2083 996 1067 349

EMPINSChe| oy ~ 0,48 PIAIF] ~ 0,33

Verteilung:

GENAUERE ANALYSE DURCH UNTERTEILUNG IN 4 FACHBEREICHE
Statistik 2: | Manner angenommem) Frauen angenommenn)
Bereich 1 825 511 62% 108 89 82%
Bereich 2 560 353 63% 25 17 68%
Bereich 3 325 110 34% 593 219 37%
Bereich 4 373 22 6% 341 24 7%

Sei Py[A] := P[A|M] die empirische Verteilung unter Mannern uit#[A] := P[A|F] die
empirische Verteilung unter Frauen, angenommen zu weienAufgliederung nach Fachbe-
reichen ergibt folgende Zerlegung in Hypothesen:

4 4
Py[Al =Y PylA|H| PylH)),  Pw[A]=)_ Py[A|H,] Pp[H,.
i=1 i=1
Im Beispiel istPp[A|H;| > Py |A|H;] fur alle i, aberdennoch Pr[A] < Py[A]. Die erste Statis-
tik vermischt verschiedene Populationen und legt deshalbtaell eine falsche Schlussfolgerung
nahe.

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



46 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Bayessche Regel

Wie wahrscheinlich sind die Hypotheséh? Ohne zusétzliche Information i8{ /;] die Wahr-
scheinlichkeit vonH;. In der Bayesschen Statistik interpretiert n¥ait;| als unsere subjektive
Einschatzung (aufgrund von vorhandenem oder nicht vodtagr Vorwissen) tber die vorlie-
gende Situation (»a priori degree of belief«).

Angenommen, wir wissen nun zusatzlich, daR ein Ereignis. A mit P[A] # 0 eintritt, und wir
kennen die bedingte Wahrscheinlichkeit (»likelihood¥W|H;] fir das Eintreten vom\ unter

der Hypothesdd; fir jedesi € I mit P[H;] # 0. Wie sieht dann unsere neue Einschéatzung der
Wabhrscheinlichkeiten def; (»a posteriori degree of belief«) aus?

Korollar (Bayessche RegelfFir A € A mit P[A] # 0 qilt:

_ P[A|H|] - P[H]] N _ :
P[H;|A] = S~ P[A|H,] - P, fur alle i € I mit P[H;] # 0, d.h.
Jel
P[H;]#0

P[H;|A] = c- P[H;] - P[A|H}],

wobei ¢ eine von unabhéangige Konstante ist.

Beweis.Es qilt:

_ P[AnH] _ P[AH,|- P[H)]
PUHIAl = =5 = > PIA|H;]- P[H,]’
P[jHej]I#()

]

Beispiel. Von 10.000 Personen eines Alters habe einer die Krankhelfin Test sei positiv-{)
bei 96% der Kranken und 0,1% der Gesunden.

A priori: PIK] = . PIK9 = 2%
Likelihood: P[+|K] = 0,96. P[+|K° = 0,001.
A posteriori:
Pl 4] = PLt|K] - PK]
P[+|K]- P[K]+ P[+|K¢] - P[KY]
0,96 - 104 1

T 10,9610 +102-0,9999 11"
Daraus folgt insbesonderB{K“|+| ~ 12, d.h. ohne zusatzliche Informationen muss man davon

ausgehen, daﬁ der positiv getesteten Personen in Wirklichkeit gesund!sin
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2.2 Mehrstufige diskrete Modelle

Wir betrachten eim-stufiges Zufallsexperiment. Sifd, . . ., 2,, abzahlbare Stichprobenrdume
der Teilexperimente, dann kénnen wir

Qlex...XQn:{(wl,...,wnHwieQi}

als Stichprobenraum des Gesamtexperiments auffasseretrehsl = P(Q2). Firw € Q und
k=1,...,nsei

Xi(w) = wy, der Ausgang dek-ten Teilexperiments.
Angenommen, wir kennen
P[X) = x1] = p1(xy), furaller; € Q, (2.2.1)
die Verteilung (Massenfunktion) val, sowie
PIX), =ap| Xi=w1,...,Xpo1 = xp-1] = pp@p | @1, ..., me1), (2.2.2)

die bedingte Verteilung voiX;, gegebenXy,..., X ; furk = 2,...n, z; € Q; mit P[X; =
L1y 7Xk—1 = ZL’k_l] 7& 0.
Wie sieht die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteiléthguf (2 aus?

Satz 2.2.Seienp; undpi( ® | z1,...,x,_1) fUr jedesk = 2,...,nundx; € Qy,..., 251 €
Q,._1 die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilanff2,. Dann existiert genau eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, .A) mit (2.2.1)und (2.2.2) Diese ist bestimmt durch die
Massenfunktion

p(fﬁh e wrn) = p1($1)p2($2 | $1)p3($3 | 1’1@2) o 'pn($n | L1y ;xn—1)-

Beweis.

e EINDEUTIGKEIT:
Wir behaupten, dass fur eine Verteilufgmit (2.2.1) und[(2.212) gilt:

PXi=z1,...,Xg =2k = p1(x1)-pa(a | 1) - pr(@p | 21, -0y Tp—1), k=1,...,n.
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Der Induktionsanfang folgt aus Bedinguihg (212.1). Sei dikiktionsbehauptung fikr— 1
wabhr, dann folgt nach Induktionsannahme Und(2.2.2):

P[Xl = xl,...,Xk = J,’k] :P[Xl = xl,...,Xk_l = xk—l]
-P[Xlle,...,Xk:xk|X1:x1,...,Xk,1:xk,1]
=p1(21) - p2(22 [ 21) - pr1(Tpr [ 215 Tp2)

pk(xk | Tiyenn 71;14:—1)7

falls P X, = 21,..., Xs—1 = x1_1] # 0. Andernfalls verschwinden beide Seiten und die
Behauptung folgt. FUk = n erhalten wir als Massenfunktion vad

p(T1,.. o xn) = PXy =21, , Xp =x,) =p1(x1) - pu(@n | 21,00, 201).

e EXISTENZ:
p ist Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteiluhguf2; x - - - x Q,,, denn:

Z Z p(ry,. .., x,) = Z p1(z1) Z po(za | 1) ... Z Po(Tn | 21, .., 2p)

r1€Q Tn€Qn r1€Q x2€€Q02 Tn€Qn
NS

~~

=1
=1.

Far P qilt:

PXi=x,.. Xy =x) = Z Z p(T1, ..., x,)

$k+1€Qk+1 Tn€Qn
=pi(x1) po(xe | 1) - pr(Tk | 1, ..oy Tp21), k=1,...,n.
Damit folgen [2.2.11) und (2.2.2).

Beispiel. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 beim Skat jedeelgpigenau einen der vier
Buben erhélt? Sei

Q= {(wl,w2,w3) | w; € {O, 1,2,3,4}},

X;(w) = w; = Anzahl der Buben von Spieler
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pa(ala) el

pi(a) pa(bla) ab —_

pi(c) prlale) e =——

\ w cba

pa(blc) cb —_
ps(b|cb)

Abbildung 2.1: Baumdarstellung der Fallunterscheidungen

Es qgilt:
(o) Goy) . .
pilay) =~ hypergeometrische Verteilung,
(10)
(4—:51) (18+x1)
To 10—zo
p2(z2 | 1) = T
(10)
(47z17z2)(18+a:1+r2)
=8 10-z3 falls 2 <x1+ 29 +123 < 4,
p3(I3 | $17$2) = (10)
0 sonst.
Damit folgt:

p(L,L1) =pi(D)pa(1 [ 1) ps(1] 1,1) = 5, 56%.

Im folgenden betrachten wir zwei fundamentale Klassen vehnstufigen Modellen, Produkt-
modelle und Markov-Ketten.
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Produktmodelle

Angenommen, der Ausgang degen Experiments hangt nicht van, ..., z;_; ab. Dann sollte
gelten:

pil; | w1, 2m) = pi()

mit einer vonzy, . . ., r;_; unabhangigen Massenfunktippeiner Wahrscheinlichkeitsverteilung
P; auf(2;. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {2 hat dann die Massenfunktion

p(x1,...,x,) = Hpi(xi), x € . (2.2.3)
i=1

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ) = Q; x ... x €, mit Massenfunktion
(2.2.3)heilRtProduktvon Py, ..., P, und wird mitP, ® ... ® P, notiert.

Beispiel(n-dimensionale Bernoulli-VerteilungWir betrachtem unabhéangigé-1-Experimente
mit Erfolgswahrscheinlichkei:

Q=...=Q,={0,1}, pi(1l) =p, pi(0) =1—np, i=1,...,n.

Seik = ), z; die Anzahl der Einsen. Dann ist

p(l’h R ,(I,‘n) = le(xz) — pk: (1 _ p)n_k

die n-dimensionale Bernoulli-Verteilung.

Bemerkung. Sind die Mengeni2;, i = 1,...,n endlich, und istP; die Gleichverteilung auf;,
dannistP, ® ... ® P, die Gleichverteilung auf2; x ... x €Q,.

Die Multiplikativitat im Produktmodell gilt nicht nur fur i@ Massenfunktion, sondern allgemei-
ner fur die Wahrscheinlichkeiten, daf3 in den Teilexperitapiestimmte Ereignissé, ..., A,
eintreten:

Satz 2.3.Im Produktmodell gilt fir beliebige Ereignissge C Q;,i =1,...,n:

P[X; € Ay,.... X, € A)] = [[PIXi€ A4 (2.2.4)

PlA x...x A []PlA]

(d.h. Xy, ..., X, sindunabhangigeZufallsvariablen, siehe nachsten Abschnitt).
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Beweis.Es qilt:

P[XlEAl,...7Xn€An]:P[(Xl,...,Xn)EAIX"'XAn]:P[A1X"'XAn]

= Z p(x) = Z Z ﬁpl(a:l)

TEAI XX Ap r1EA, Tn€Ay, =1
n n
=TI > pi(zs) = [ PilA.
=1 xiGAi =1

Insbesondere gilt:

PX;e A]=P[X;€Q,...X; 1€, X, € 4, X1 €Q,....X, € Q] = F[A4]

Markov-Ketten

Zur Modellierung einer zufélligen zeitlichen Entwicklungt abz&hlbarem Zustandsrausrbe-
trachten wir den Stichprobenraum

Q:Sn+1 = {($07x17"'7$n)‘$i € S}

Oft ist es naheliegend anzunehmen, dal die Weiterentwigldes Systems nur vom gegenwar-
tigen Zustand, aber nicht vom vorherigen Verlauf abhangei( Gedachtnis«), d.h. es sollte
gelten:

pk(ﬁﬁk | Lo, - - - 7$k—1) = pk(xk—hxk) ) (2.2.5)
N—_———
»Bewegungsgesetz«

wobeip; : S x S — [0, 1] folgende Bedingungen erfiillt:

i) pr(z,y) >0 furallex,y € S

i) > cspr(z,y) =1 farallex € S
d.h.pi(z, e) ist fr jedesz € S die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilangs.

Definition. Eine Matrix px(z,y) (z,y € S) mit[i)] und[ii) hei3tstochastische Matrix(oder
stochastischer Kerpauf S.

Im Mehrstufenmodell folgt aus Gleichund(Z2.2].5):

p(xo; 21, ) = po(zo)  p1(To, 71) P21, %2) -+ pul(Tn1, ),  fUraze,...,z, €8S
N——
»Startverteilung«
Den Fall, in dem der Ubergangsmechanismpis:, y) = p(z,y) unabhangig vork ist, nennt
manzeitlich homogen
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Beispiele. a) PRODUKTMODELL (siehe oben):

pr(x,y) = pr(y) ist unabhangig von.

b) ABHANGIGE MUNZWURFE:

S={0,1}, e« [——é].

C) SELBSTBEFRUCHTUNG VONPFLANZEN:

2
L L
1 — — 1

i

Il
O A= =
O = O
i )

d) RANDOM WALK AUF S = Z¢, (d € N):

J

T
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5 falls|z —y| =1,
p(r,y) =

0 sonst.

e) URNENMODELL VON P.UND T. EHRENFEST(Austausch von Gasmolekilen in zwei Be-

haltern):
[ ] ° ../V o o o

Es seienN Kugeln auf zwei Urnen verteilt. Zu jedem Zeitpunkte N wechselt eine
zufallig ausgewahlte Kugel die Urne.

MAKROSKOPISCHESMODELL:

S={0,1,2,...,n}.

x € S beschreibt die Anzahl Kugeln in der ersten Urne.

z fallsy = x — 1,
plz,y) = =2 fallsy =z +1,
0  sonst.

MIKROSKOPISCHESM ODELL:
S=A{0,1}"={(o1,...,00) | 0s € {0,1}}.
Es isto; = 1 genau dann, wenn sich dige Kugel in Urne 1 befindet.

~ falls 30 |os — ol =1,

0 sonst.

plo,0) =

Die resultierende Markov-Kette ist ein Random Walk auf denpétwirfel {0,1}", d.h.
sie springt in jedem Schritt von einer Ecke des Hyperwudelsiner zuféllig ausgewéhlten
benachbarten Ecke.
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Satz 2.4(Markov-Eigenschaft)Fur alle 0 < k£ < I < nundxz,...,z; € S mit P[X, =
ilj'o,...,Xk :xk] 7é Ogllt

PXi=x | Xo=uw0,....,. X, =23] = P[X;=uax| Xy =]
= (Pr+1 Dot ) (Th, 1),

wobei

(pa)(z,y) = > p(z,2)q(z,y)

z€S
das Produkt der Matrizep undg ist.

Bemerkung. a) MARKOV-EIGENSCHAFT.

Die Weiterentwicklung hangt jeweils nur vom gegenwartigestandz; ab, und nicht vom
vorherigen Verlauf:y, z1, ..., ;1.

b) n-SCHRITT-UBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN

PiXy=y|Xo=2] = (p1p2---pn)(z,y)

= p"(x,y) falls zeitlich homogen d.h.p; = p.
Beweis.

P[Xy=z0,...,Xp =25, X; = 1]
P[Xy=z0,..., X = xy]

_ Zxkﬂ ..... Ty po(xo) p1(wo, x1) -+ - pu(w1-1, 1)

N po(xo) p1(o, 1) + - - Pr(Tp—1, T)

= Z i, Z Pr+1 ($k7 $k+1) pk+2($k+1, $k+2) T pl($l—1, $z)

Th+1 Zy—1

P[Xl:$l|X0:$0,...,Xk:ZL‘k]:

= (pk+1 Pk+2 'pz)(xk, xl)~
P[Xy =z, X; = 2]
P[Xy = ]
i 2aapgrsan Po(@0) Pr(o, 1) - pu(ia, 1)
- Dt any Po(T0) P10, 21) - - pro(Th—1, Tk

P[Xl:xl|Xk:CEk]:

= (Prt1 Pt - - 01) Tk, 21).

]
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Beispiel.
S ={0,1}, 0<af<l.
v ')777\\\\ y TN
o [0 | R U R B
\;\ o \\ /'/ 1[}7 \\ // \ S / .
S P g Fir allen € N gilt:

pn(0,0) = pn_1(070) -p(0,0) +pn_1(0’ 1) -p(l,O)
= p"70,0) - (1 —a)+ (1-p"7'(0,0))- 8
= (1-a—p)-p"71(0,0) + 5.

Daraus folgt mit Induktion:

n B a o
p"(0,0) = a+5+a+6(1 a—pF)",  und

p0,1) = 1—p™0,0).

Analoge Formeln erhalt man fif'(1,0) undp”(1, 1) durch Vertauschung vom und 3. Fir die
n-Schritt-Ubergangsmatrix ergibt sich:

B o _a o
no__ a+8  a+p _ o n | a+B a+p
p - /8 a + (1 a ﬁ) ,B 5
at+p  a+p at+pB  a+p
————— N - v
Gleiche Zeilen — 0 exponentiell schnell,

fallsa < 1 oderg < 1

Insbesondere gilt" (0, -) ~ p"(1,-) fur groBen € N. Die Kette »vergisst« also ihren Startwert
exponentiell schnell (»Exponentieller Gedachtnisved)is

2.3 Unabhéangigkeit von Ereignissen

Sei(£2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Hangen zwei Ereignids& < .4 nicht voneinan-
der ab, dann sollte gelten:

P[A|B] = P[4],  fallsP[B] # 0,

sowie
P[B|A] = P|B], fallsP[A] # 0,
N——
P[BNA]
PTA]
also insgesamt
P[AN B] = P[A] - P[B]. (2.3.2)
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Definition. i) Zwei Ereignissed, B € A heiBenunabhangig(bzgl. P), falls(2.3.1)gilt.
i) Eine beliebige Kollektiom4;, i € I, von Ereignissen heildinabhangig(bzgl. P), falls
P[A,NA,N...NA;]= ﬁ P[A;,]
fur alle n € N und alle paarweise verschiedengn. .. i, € I gilt.
Beispiele. a) FallsP[A] € {0, 1} gilt, ist A unabhangig vorB fir alle B € A.

b) Wir betrachten das Modell filawel FAIRE MUNZWURFE, also2 = {0, 1}? und P sei die
Gleichverteilung. Die Ereignisse

A; ={(1,0),(1,1)}, »erster Wurf Zahl«
Ay ={(0,1),(1,1)}, »zweiter Wurf Zahlg
As ={(0,0),(1,1)}, »beide Wurfe gleich«
sind paarweise unabhéngigdenn es gilt:
PIA;MA] =~ = PlA]- P[4, furallei + .

4
Allerdings ist die KollektionA,, A5, A3 nicht unabhangig, denn es gilt

PA; N Ay N Ag] = i £ PlAy] - P[Ay] - P[As].

Lemma 2.5. Seien die Ereignissg;, ..., A, € A unabhangigB; = A; oderB; = Ajc fur alle
j =1,...,n.Dann sind die EreignissBs, . .., B,, unabhangig.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit:
Bi=A, ..., Bi=Ay, Bya=A, ..., B,=AY

. Dann gilt unter Verwendung der Linearitat des Erwarturgrgsvund der Unabhangigkeit von

A, AL
P[BiN...NB,)=P[AiN...0nANA, N.. AS]

= E[fAl'“fAk (1= TIap,,) (1 _]An)}
E

(Lo La D0 (DY L]

JC{k+1,...n} jeJ
= Z (—1)|J‘P[Alm...mAkmﬂAj]
JC{k+1,...n} jeJ
= > (=pMPlA]--PA] - [ PLA)]
JC{k+1,...n} jeJ

= PIA))-- P[4 - (1 = PlAgya)) ... (1 = PIA,)) = P[Bi]--- P[B,].
]
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Verteilungen fur unabhangige Ereignisse
SeienAy, A,,... € A unabhangige Ereignisse (bzd!) mit P[A;] = p € [0, 1]. Die Existenz
von unendlich vielen unabhangigen Ereignissen auf einaiggeten Wahrscheinlichkeitsraum
setzen wir hier voraus — ein Beweis wird erst in der VorlesuBm#tihrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie« gegeben.
Geometrische Verteilung
Die Wartezeit auf das erste Eintreten eines der Ereignissest

Tw)=inf{neN|we A,}, wobei min () := co.
Mit Lemmal2.5 folgt:

P[T =n]=P[ASNASN...nAY NA,]
n—1
— PlA,]- ] PIA]
=1

=p-(1-p)"".
Definition. Seip € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aNfmit Massenfunktion
p(n)=p-(1—=p)"~!
heiRtgeometrische Verteilung zum Parametgr

Bemerkung. a) Furp # 0 gilt:

Yop-(-pt=1,
n=1

d.h. die geometrische Verteilung ist eine Wahrscheinkitskerteilung auf den natirlichen
Zahlen, und
P[T = o] = 0.

b) Allgemein gilt:
P[T>n]=P[A{N...NAJ] = (1—p)"

c) Esqgilt:

E[T]:ZP[T>n]:ﬁ:%,

(siehe Ubung).
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Binomialverteilung

Die Anzahl der Ereignisse unterA,, ..., A,, die eintreten, ist
Spw)=H{1<i<n|we A} =D IsWw)
=1

Es qilt:

PlS,=k= > P[[1Aan (] A7

IC{1,...,n} i€l 1€{1,...,n}\I
=k
= > 1Ir@a- ]I P
IC{1,..,n} iel i€l
|I|=Fk

- 3 I T10-

IC{1,...;n} i€l  icIC
[7]=k

:Zp II\

IC{1,...,n}
\I|=k

= () a-or,

d.h. S, ist Binomialverteilt mit Parametern n und p.

Satz 2.6(»Law of Averages«, Bernstein-Ungleichung)ir alle ¢ > 0 undn € N gilt:

P {& >p+ €:| < 6725271, und
n

P {& <p- g] < e 2,
n

Insbesondere gilt:

>e| <%

Y

[
n

d.h. die Wahrscheinlichkeit fir eine Abweichung des Mittetlsrv%1 vom Erwartungswerp um
mehr alse fallt exponentiell inn.

Bemerkung. a) SatZ 2. ist eine erste Version des »Gesetzes der groREmZa

b) Der Satz liefert eine nachtragliche Rechtfertigung degdentistischen Interpretation der
Wahrscheinlichkeit als asymptotische relative Haufigkeit
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c) Anwendung auf Schatzen ven

PR % = relative Haufigkeit des Ereignisses beiinabhéngigen Stichproben.

d) Anwendung auf ndaherungsweise Monte Carlo-Berechnungvon
Simulieren unabhangige Stichproben~ relative Haufigkeit.

Beweis.Seiq := 1 — p, S,, ~ Bin(n, p). Dann gilt fir\ > 0:

n _
PS,>n(p+e)]= > (k> prg"*
k>np+ne

k>np+ne
= n
< Z (k> (p 6)\)]6 qnfk ef)mp ef)\ns
k=0
— pe/\ +q)n ef)mp ef)\ns < (pe)\q _i_qef)\p) e Ang
Wir behaupten:
Aq —Ap A2
pe™t+qe <es.
Damit folgt:

P[S,>n(p+e)] < en (5 —2e),

Der Exponent ist minimal fUkh = 4<. Fur diese Wahl von folgt schlief3lich
P[S, >n(p+e)] <e 2.

Beweis der Behauptung:

f(A) = log (pe’\q + qe_’\p) = log (e‘Ap (pet + q)) = —-Ap+log (pe)‘ + q) )

Zu zeigen ist nun

fn) < %2 far alle A > 0.
Es qilt:
f(0) =0,
F'O) = —p pgiq - - p+ze—w £(0) =0,
A 1
f") = (piq;e_w <7
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Die letzte Ungleichung folgt aus::
(a+b)?=a>+b>+2ab>4ab

Damit folgt
A
£ = £(0) + / f'(@) de

A Ax A2
—/ / f”(y)dyd:cs/ Sde<Z- faralle) > 0.
0 0 0 4 8

Beispiel. Im letzten Satz wurde gezeigt:

Sy = ZIAN A; unabhéngig mi? [A;] =p = P H& —p' > 5] — 0 firn — co.

n
=1

Zur Demonstration simulieren wir den Verlauf vép und Sn—” mehrfach {z-mal):

VERLAUF VON S,

m = 30; nmax = 1000; p = 0.7;
(Wir erzeugenn x nmazx Bernoulli-Stichproben mit Wahrscheinlichkeit p)
x = RandomChoice[{1— p, p} — {0, 1}, {nmax, m}]; s = Accumulate[x];

Das Feld s enthdlt m Verlaufeven =z + ... + z,,n =1,... ,nmazx
Manipulate [Show|
ListLinePlot[Transpose[s[[1 ;; n]]l],

ListLinePlot[p«xRange[n], PlotStyle —> {Black, Thick}]]
, {{n, 50}, 1, nmax, 1}]
(Vergleich demn Verlaufe vons,, mit np)

e n = 50:

40!
30!
20

10!

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



2.3. UNABHANGIGKEIT VON EREIGNISSEN
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e n = 500:

350
300
250
200
150 -
100 -

50 |

VERLAUF VON %

100 200 300

400

500

mean = sRange[nmax];

(Das Feld mean enthalt m Verlaufe der Werte voi

Manipulate [Show|
ListLinePlot[Transpose[mean[[1l ;;

n]lll,

ListLinePlot[ConstantArray[p, n],PlotStyle —> {Black,

50}, 1, nmax, 1}]

Thick}] T, {{n,

e n = H0:
1.0 —
0.9 f
’ “““"“
L e
allifesiee=sr

o7

"

i

( TRX > NN — S S<

S S

S
‘“‘0‘0“‘&&.::‘“.:.\« =

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
7
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‘ "‘ ,'u‘
i
M }‘.l | W‘ ‘t. um
‘q W‘

}' "' i *'
I ”W M*/
I ’““‘h, W'W /'

M
H

VERTEILUNG VON S,,

Manipulate [

ListPlot[Table[{k, PDF[BinomialDistribution|[n,
PlotRange —> All ,
, {{n, 50}, 1, nmax,

Filling —> AXxis]
1}]

pl. Kk}, {k,

0, n}],

012
0.10 f
0.08 f
0.06 —
0.04 —

0.02}
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e n = 500:
0.04 -

0.03 |
0.02

0.01 |

100 200 300 400 500

2.4 Unabhangige Zufallsvariablen und Random Walk

Unabhangigkeit von diskreten Zufallsvariablen

SeienX;: Q — S;,1 = 1,...,n, diskrete Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsn
(Q, A, P). Dannist(X1, ..., X, ) eine Zufallsvariable mit Werten im Produktrauimx - - - x S,,.

Definition. Die Verteilunguy, .. x, des Zufallsvektor§Xy,. .., X,,) heiBtgemeinsame Vertei-

-----

lung der ZufallsvariablenX, . .., X,,. Die Massenfunktion der gemeinsamen Verteilung lautet
pxi X (A an) = PIXy = ar,. ., Xy = ay].

Definition. Die diskreten ZufallsvariableX, . .., X,, heilBenunabh&ngig falls gilt:

P[Xlzal,...,Xn:an]:HP[XZ-:a,-] fUralleaZ—GSi, Zzl,,n

=1
Die gemeinsame Verteilung enthélt Informationen Utber desafhmenhang zwischen den Zu-
fallsgrof3eny;.

Satz 2.7.Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
() Xi,...,X, sind unabhangig.
(i) px,,..x.(a1,...,a,) = H?:1 px; (@)

(i) pxy,x, = @iy pix,-
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(iv) Die Ereignisse{X; € A}, ..., {X, € A,} sind unabhangig fur alled; C S;, i =

1,...,n.

(v) Die Ereigniss€ X; = a;},...,{X, = a,} sind unabhéngig fir alle; € S;,i = 1,...,n.

Beweis.
e [(i)] < [(iJnach Definition vorpy, _ x,
e [(i)] < [(ii))Jnach Definition von®?"_, /ix;,.

o [()]= [V}t
Seienl <iy <iy <...<iy, <nundA; C S, (k=1,...,m). Wir setzend, := Q fur
i ¢ {i1,..., 1} Mit[il) folgt dann nach Satz 2]2:

PX;, €A;,....X;, €A, ]|=PX €A, . . ,X,eA]
:P[(Xl,...,Xn)EAlx...xAn]
= Ux,..., Xn<A1 X XAn>

n

I
=
=
=
>
Il
—
3
<
m
ES

o (V)] = [V) = [[]ist klar.
O

Definition. Eine beliebige KollektionX;: Q2 — S;, i € I, von diskreten Zufallsvariablen heif3t
unabhangig falls die Ereignissé X; = a;}, i € I, fur alle a; € S; unabhéngig sind.

Der Random Walk auf Z

SeienX, X, ... unabhangige identisch verteilte (»i.i.d.« — independadtidentically distribu-
ted) Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsra@im.A, P) mit

PIX; = +1] = p, P[X;=-1]=1-p, p € (0,1).
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Die Existenz von unendlich vielen unabhangigen identisateten Zufallsvariablen auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (unendliches Produdiell) wird in der Vorlesung »Ein-
fuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« gezeigt.5eiZ ein fester Startwert. Wir betrachten
die durch

S(] = a,
Sn+1 = Sn + Xn+17

definierte zuféallige Bewegung (»Irrfahrt« oder »Random Whtk¢ Z. Als Position zur Zeit
ergibt sich:

Sn :CL+X1+X2+"'+Xn.
Irrfahrten werden unter anderem in primitiven Modellendi@ Kapitalentwicklung beim Glicks-

spiel oder an der Bérse (Aktienkurs), sowie die Brownsche kdebewegung (im Skalierungs-
limes Schrittweite— 0) eingesetzt.

Beispiel (Symmetrischer Random Walk,= %).x

zufall = RandomChoice[{1, 1}, 10000];

randomwalk = FoldList[Plus, 0, zufall];

Manipulate[

ListLinePlot[randomwalk[[1 ;; nmax]]], {nmax, 10, 1000010}]

o nmax = 50:

10 20 30
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e nmax = 500:

30+

20 -

\\/\fﬂ 100 200 300 400 500

e nmax = 5000:

100 |
80
60
40

20

1000 2000 3000 4000 5000

Lemma 2.8(Verteilung vons,,). Fur k € Z qilt

falls n + k ungerade odefk| > n,
P[S, =a+ k| = -
(uix)p® (1—p)'z sonst.

Beweis.Es gilt:

X;=1 genau*tt-mal,
S,=a+keXi+--+X,=k&
X;=-1 genau’;*-mal

Beispiel (Ruckkehrwahrscheinlichkeit zum Startpunktjithilfe der Stirlingschen Formel

n\"» .
n!l ~ V2mn (—) fur n — oo.
e
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folgt:

P[So, = d] <2n> P ( = ((i:l)); pt(1—p)"
-, Y (f)% P = g o,

wobei zwei Folgern,, undb,, asymptotisch aquivalentheiRen(a,, ~ b,), falls lim,, g—: =1
gilt.

e Fallsp # 1 gilt 4p (1 — p) < 1und P[S,, = a] konvergiert exponentiell schnell gegén

e Fallsp = ] konvergiertP[S,, = a] ~ \/Lﬁ nur langsam gegeh

Symmetrischer Random Walk

Ab jetzt betrachten wir desymmetrischenRandom Walk, d.hp = =
Sei\ € Z. Wir wollen die Verteilung der Zufallsvariable

Ty(w) :=1inf{n € N| S,(w) = A}, (min ) := 00),

bestimmen. FUA # a ist T, die erstéelrefferzeit von )\, fir A = a ist es die erst®uckkehrzeit
nach a. Beschreibt der Random Walk beispielsweise die Kapitalekiwng in einem Glicks-
spiel, dann kann mafy als Ruinzeitpunkt interpretieren.

Sein € N. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit

r|Utsi -]

berechnen. Da das Ereignfg) < n} von mehreren Positionen des Random Walks abh&ngt

P[T,\<n

(51,5, ...,S,), bendtigen wir digemeinsameéverteilung dieser Zufallsvariablen. Sei also

S(w) = (So(w), S1(w), ..., Sp(w))

derBewegungsverlauf bis zur Zeitn . Dann istS eine Zufallsvariable mit Werten im Raum

Q0 = {(s0,51,...,50) | S0 = a,s; € Z, sodassls; — s;_1| = 1 furallei € {1,...,n}}

der mdglichen Pfade des Random Walk. Bedie gemeinsame Verteilung vahunter P.

Lemma 2.9. u, ist die Gleichverteilungauf dem Pfadraurf2”
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Beweis.Es qilt

ta({(s0,---,80)}) = P[So=50,---,5 = Sn]
= P[So =50, X1 =51 —S0,---,Xpn = Sp — Sn_1]
0 falls so # a oder|s; — s;_1| # 1fureini e {1,...,n},
= (d.h. (s, ..., 50) ¢ Q).
2-"  sonst, d.h. fall§so, ..., s,) € Q.

[]

Satz 2.10(Reflektionsprinzip) Seien\,b € Z. Es gelte entwedefa < A undb < X), oder
(a > Aundb > \). Dann gilt:

P[T\ <n,S,=0b] = P[S, =b],
wobeib* := X\ + (A — b) = 2\ — b die Spiegelungvonb an \ ist.

Beweis.Es qilt:

=:A

A

7 N

PIT\<n,S,=b = w{(so,-..,5n)| sn="0,s;, =Afureini € {1,...,n}}|,
P[S, =0 = pa{(s0y---,5n)

Die im Bild dargestellte Transformation (Reflektion des P&agigch Treffen von\) definiert eine
Bijektion von A nachB. Also gilt |A| = |B|. Day, die Gleichverteilung aufl(™ ist, folgt:

A B
R )]
Qg

Korollar (Verteilung der Trefferzeiten)Es gilt:
)
P[S, > A+ P[S, > )], falls\ > aq,

P[S, < A+ P[S, < ], falls\ < a.
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-2 4
Abbildung 2.2: Spiegelung des Random Walks\aa 3
i)
iplS, i=Xx-1-LiP[S,_s =X+1], falls) > aq,
P[T\=n]={" [Sn1 I = 3PS ) ¢
tP[Sp1 =A+1] = 3P[S,.i =X —1], fallsA <a.

)27 falls A > q,

)27 falls A < a.

Il
—_——
IS} >
3| 3|l
> S|
—~
3 3
+ +
T TE
° °

Beweis.Wir beweisen die Aussagen fiir> a, der andere Fall wird jeweils analog gezeigt.

)

P[T\ <n] =Y P[T\ <n,S, =D
beZ\ e g

) PlS.=0b] fallsb> A,

P[S, =b*] fallsb < A

I
g
~
h
Il
=
+
g
)
=
I

b = P[S, > A + P[S, > .
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ii)
P[TA:TL]:P[T/\STL]—P[T/\STL—”
Mit [) folgt
! =
= PS> A = PlSu1 > N +P[Se > At 1] — P[Sp1 > A+ 1]
=:A =:B
Wegen

P[A] — P|B] = P]|A\B| + P|[An B] — P[B\A] — P[BN A] = P[A\B] — P[B\A]
erhalten wir flr den ersten Term:

| = P[S, >\ Sp 1 <A —P[Sp1>\S, <A
- P[Sn_IZA—l,Sn:)\]—P[Sn_lz)\,sn:/\—].]
1

1
= SPSui=A—1]= SPSia =l

Hierbei haben wir benutzt, dass
{(s0, .-, 82) € QM | 5,1 =A— 1}
= K(so,---,8n) | Sn_1 = A —1unds, = \}|
+{(s0,-,5n) | Sn—1 = A—1unds, =\ — 2}|
= 2-{(so,.--,Sn)|Sn1 = A— 1,8, = A}

gilt. Mit einer analogen Berechnung fur den zweiten Term kehawir insgesamt:

P[ly=n] = I+l
- % (PSy 1 = A—1] — P[Sy1 = A
FPSh 1= (A1) —1] = P[Su 1 = A+ 1])
_ % (P[Sh 1= A —1] = P[S, 1 = A+ 1)).

SeiM,, := max(Sp, S1,...,S).
Korollar (Verteilung des Maximums)Fur A > a gilt:

P[M, > N = P[Ty < n] = P[S, > A] + P[S, > A].
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2.5 Simulationsverfahren

Die Simulation von Stichproben verschiedener Wahrsclosikéitsverteilungen geht von auf
0, 1] gleichverteilten Pseudo-Zufallszahlen aus. In Wirkliettlsimuliert ein Zufallszahlengene-
rator naturlich nur aufkm=" |k =0,1,...,m — 1} gleichverteilte Zufallszahlen, wobei !
die Darstellungsgenauigkeit des Computers ist. Dieser idspied im folgenden ignoriert. Um
Simulationsverfahren zu analysieren, benétigen wir n@hBegriff einer aufo, 1] gleichverteil-
ten reellwertigen Zufallsvariablen. Die Existenz solcBefallsvariablen auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum wird hier vorausgesetzt, unchkanst in der Vorlesung »Analysis 11«
bzw. in der »Einflihrung in die Wahrscheinlichkeitstheemgzeigt werden.

Sei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, urd: ©2 — [0, 1] eine Abbildung.

Definition. 1) U ist einereellwertige Zufallsvariablefalls gilt:

{we|Uw)<yte A furalley e R.

ii) Eine reellwertige Zufallsvariablé/: 2 — [0, 1] ist gleichverteilt auf|0, 1], falls
PU<yl=y furalleye[0,1].
Wir notieren dies im folgenden a(§’ ~ Unif[0, 1]).

iii) Reellwertige Zufallsvariable/;: 2 — R, i € I, heillerunabhangig falls die Ereignisse
{U; <wy;},1 € 1, furalley; € R unabhéngig sind.

Ein Zufallszahlengeneratorsimuliert Stichproben; = U;(w), us = Us(w), ...von auf|0, 1]
gleichverteilten unabhangigen Zufallsvariablen. Wieeeigt man daraus Stichproben von diskre-
ten Verteilungen?

Das direkte Verfahren

SeiS = {a1, as, ...} endlich oder abzéhlbar unendlich, undine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf S mit Gewichterp; = p(a;). Wir setzen

n
$n:=Y p, neN,  »kumulative Verteilungsfunktion«
=1

SeiU: Q2 — [0, 1) eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wir setzen

X(w) = a,, falls s;_1 < U(w) < sy, i€ N.
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Lemma 2.11.Falls U ~ Unif[0, 1), gilt X ~ p.
Beweis.Fur alle; € N qilt:

P[X:(Zi]:P[Si_l<U§Si]:P[USSZ']—P[USSi_l]:Si—Si_lzpi.

Algorithmus 2.12 (Direkte Simulation einer diskreten Verteilung)
INPUT: Gewichtepy, po, .. .,
OuTPUT: Pseudozufallsstichprobevon .
n:=1
S=DN
erzeuge Zufallszahl ~ Unif|0, 1)
while v > s do

n:=n-+1
S:= S+ pn
end while

return z := a,

Bemerkung. a) Die mittlere Anzahl von Schritten des Algorithmus ist

> np, = Erwartungswert von Wahrscheinlichkeitsverteilpg) aufN.

n=1

b) Fur groRe Zustandsraunsest das direkte Verfahren oft nicht praktikabel, siehe Upun

Acceptance-Rejection-Verfahren

Sei S eine endliche oder abzahlbare Mengeeine Wahrscheinlichkeitsverteilung asf mit
Massenfunktiop(z), undv eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atiimit Massenfunktiory(z).
Angenommen, wir kbnnen unabhéngige Stichproben warzeugen. Wie kénnen wir daraus
Stichproben von: erhalten? beEe:  Erzeuge Stichprobe von v, akzeptiere diese mit Wahr-
scheinlichkeit proportional 29%, sonst verwerfe die Stichprobe und wiederhole.

ANNAHME:
es gibt einc € [1,00) : p(z) < cq(z) furallex € S.
Aus der Annahme folgt:
p(z) <1 furallex € S,
cq(x)

d.h. wir kt‘)nnen% als Akzeptanzwahrscheinlichkeitwéhlen.
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Algorithmus 2.13 (Acceptance-Rejection-Verfahren)
INPUT:  Gewichtep(y), q(y), € (y € 9),
OuTPUT. Stichprober von .

repeat

erzeuge Stichprobe ~ v

erzeuge Stichprobe ~ Unif|0, 1]
until % > u {akzeptiere mit Wahrscheinlichkeﬁ%}
return x

ANALYSE DESALGORITHMUS
Fur die verwendeten Zufallsvariablen gilt:

X, Xo,...~v, (Vorschlage,
Uy, Us, ... ~ Unif[0, 1].

Es gilt Unabh&ngigkeit, d.h.
PXi=a1,.., Xy = an,Us <y, Un < gu] = [[ PIXG = @] - [ PIU < il

furallen € N, a; € Sundy; € R.
Seien
T = min {n eN \ % > Un} die »Akzeptanzzeit«, und

Xr(w) = Xpw)(w) die ausgegebene Stichprobe.

des Acceptance-Rejection-Verfahrens. Wir erhalten:
Satz 2.14. i) T istgeometrisch verteiliit Parameterl /c,
i) X~ p.

Bemerkung. Insbesondere ist die mittlere Anzahl von Schritten bis Akagz:

Beweis. i) Sei
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Aus der Unabhangigkeit der Zufallsvariabl&n, U, X5, Us, . . . folgt, daf3 auch die Ereig-

nisseA;, A, ... unabhéngig sind. Dies wird in der Vorlesung »Einfuhrung ig \&/ahr-
scheinlichkeitstheorie« bewiesen. Zudem gilt wegen dextibéangigkeit vonX,, undU,,:

- elfes 2 ors -]

o s ) v
WoRCRE

Also ist
T(w)=min{n e N|w e A,}

geometrisch verteilt mit Parametefc.

P[Xr =a] =Y P{Xy=a}n{T =n}]

n=1

=Y PH{X,=a}nA,nA N AT ]
n=1

:iP[{Xn:a}m{p(a) ZUn}mA?ﬂ---ASJ
S (-2
@ 1

T 1—(1—%):70(&)'

i~
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Kapitel 3

Konvergenzsatze und Monte Carlo
Verfahren

Sei . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzahibadengeS, und f: S — R eine
reellwertige Zufallsvariable. Angenommen, wir wollen demvartungswert

0:=E,[f] =) f(x)p(z)

€S

berechnen, aber die Menggist zu grol3, um die Summe direkt auszufuhren. In eifdomte
Carlo-Verfahren simuliert man eine grof3e Anzahl unabhéngiger Stichprobgw), . .., X,,(w)
von u, und approximiert den Erwartungswérdurch derMonte Carlo-Schéatzer

Oule) = 3 FXilw).

Wir wollen nun Methoden entwickeln, mit denen der Approxiimlasfehler@ — 0| abgeschatzt
werden kann, und die Asymptotik des Approximationsfehférsn — oo untersuchen. Nach
dem Transformationssaiz_(1.7) und der Linearitat des Eangswerts[(118) gilt:

B = B0 = 5 S5 f) nl{e)) = Bulf) =0,

i=1 z€S

d.h.0, ist einerwartungstreuer Schatzer fig. Der mittlere quadratische Fehler (»"MSE« —mean
squared error) des Schatzers ist daher:

MSE = E[|9, — 0|*] = E[|6, — E[0,]]*].
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3.1 Varianz und Kovarianz

Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und :  — S eine Zufallsvariable auf(?, A, P),
so das<Z[| X|] endlich ist.

Definition.
Var(X) := E [(X — E[X])?]

heif3tVarianz von X und liegt in[0, co].
o(X) :=+/Var(X)
hei3tStandardabweichungon X.

Die Varianz bzw. Standardabweichung kann als Kennzahli@&dol3e der Fluktuationen (Streu-
ung) der ZufallsvariableX um den Erwartungsweft| X | und damit als MaR fur das Risiko bei
Prognose des Ausgang§w) durch E[X] interpretiert werden.

Bemerkung. (a) Die Varianz hangt nur von der Verteilung vahab:

Var(X) = Z(a —m)?px(a), wobei m = E[X] = Zapx(a).

a€sS a€sS

(b) Esgilt
Var(X) =0 genau dann, wenn P[X = E[X]] =1.

Bemerkung (Rechenregeln) i)
Var(X) = E [X?] — E[X]*.

Insbesondere ist die Varianz von X genau dann endlich, w&ii¥] endlich ist.

Var(aX +b) = Var(aX) = a* Var(X) furallea,b € R.
Beweis. i) Nach der Linearitat des Erwartungswerts gilt
Var(X)=F [X2 —2X - FX]+ E[X]Q} =F [XQ] — E[X]?.
i) Wiederholte Anwendung der Linearitat des Erwartungdsvbefert
Var(aX +b) = E [(aX +b— E[aX +b])?] = E [(aX — E[aX])*] = a® Var(X).

]
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Beispiele. a) SeiX = 1 mit Wahrscheinlichkeip und X = 0 mit Wahrscheinlichkeit — p.
Dann ist der Erwartungswert voxi:

E[X?] = E[X] = p,

und die Varianz vonX;
Var(X) =p—p* =p(1 —p).

b) SeiT geometrisch verteiltll ~ Geom(p)) mit Parametep € (0, 1]. Der Erwartungswert
vonT betragt:

k=1
G k—2 R k 2
sz(k—l)(l—p)‘pzpd— (1-p)"=—.
p
k=1 k=0

Die Varianz vonT ist somit:

Var(T) = E[T?] - E[T)? = 5 — - — — = —
Definition.

L£(Q, A, P) = {X:Q— R| X istdiskrete Zufallsvariable mi¥ [ X*] < oo}

Lemma3.1. i) Fur ZufallsvariablenX,Y € £2 gilt:

E[IXY|] < VE[X]VE[Y?] < oc.
ii)y L£? ist ein Vektorraum, und
(X,Y)p2 = E[XY]
ist einepositiv semidefinite symmetrische Bilinearfor(mSkalarproduktg auf £2.

Bemerkung. i) Insbesondere gilt di€auchy-Schwarz-Ungleichung

EXYP<E[|XY[|<E[X?| E[Y?] firalle X, Y € £
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i) Fur eine ZufallsvariableX € £? gilt

E|X|) < VEXTVE[T < <.
Beweis. i) Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

E|XY[]= Y |ab|P[X =a,Y =}
aceX ()
beY ()

— Z la| VPIX =a,Y =b]|b|\/P[X =a,Y =]

aceX(Q)
bey (2)

< \/ZaQP[X:a,Y:b] \/szp[xza,yzb]

:\/ZaQP[X:a]\/ZbZP[Y:b]
_ JETX% ET.

i) SeienX,Y € L2, a € R. Dann istaX + Y eine diskrete Zufallsvariable, fur die nach
Monotonie und der Linearitat des Erwartungswerts gilt:

E[(aX +Y)?] = E[a®X? + 20X Y +Y?] < 2a°E [X?] + 2E [Y?] < 0.

(X,Y)2 = E[X Y] istbilinear, dakE| e | linear und symmetrisch ist, und positiv semide-
finit, aufgrund von:

(X, X)z=E[X?’] >0 furalleX e £*.

Definition. SeienX,Y ¢ £2.
)
Cov(X,Y) := E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] = E[XY]| — E[X| E[Y]
hei3tKovarianzvon X undY'.
i) Gilt o(X),0(Y) # 0, so heil3t

Cov(X,Y)

oY) = SRy e)

Korrelationskoeffizientvon X undY'.
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i) X undY heienunkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0, d.h.

E[XY] = E[X]-E[Y].

Bemerkung. Cov : £? x £? — R ist eine symmetrische Bilinearform mit:
Cov(X,X) = Var(X) >0 furalle X € £%

Satz 3.2(Zusammenhang von Unabhéangigkeit und Unkorrelierth&gienX : 2 — S und
Y': Q — T diskrete Zufallsvariablen auf?, A, P). Dann sind aquivalent:

(i) X undY sind unabhangig, d.h.

PX € A)Y € Bl=P[X € A]P[Y € B] furalle A, B € A.

(i) f(X) undg(Y) sind unkorreliert fur alle Funktionerf : S — Rundg: T — R mit
F(X),9(Y) € L2,

Beweis. e ()= [(i)] Seien X undY unabhangig, dann gilt:

E[f(X)g(Y)] =Y fla)g(b) P[X = a,Y =]

acS beT
=Y @) PIX = o] 3 g(8) PIY = 6] = B[f(X)] Elg(¥)
a€S beT

Somit folgt:
Cov(f(X),9(Y)) = 0.

o [(iN}=[(} Aus((ii)folgt fur allea € S,b € T"

PIX =a,Y =b] = E[I{o)(X) L1y (Y)]
= Bl (X)] Ellpy(Y)] = PIX = o] P[Y = 1].

Beispiel. Sei X = +1,0, —1 jeweils mit Wahrscheinlichkei%, undY = X?2. Dann sindX und
Y nicht unabhangig, aber unkorreliert:

E[XY]=0= E[X]E[Y].
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Satz 3.3(Varianz von Summen)Fir X1, ..., X, € £2qilt:

Var(X; + -+ X,) = Y _Var(X;) +2 ) Cov(X;, X;).
i=1 i,j=1
z’j<j

Falls X1, ..., X, unkorreliert sind, folgt insbesondere:
Var(X;+ -+ X,,) = iVar(Xi).
=1
Beweis.Nach Bilinearitat der Kovarianz gilt:
Var(X;+ -+ X,,) = Cov(i X, in)
i=1 j=1

= i COV(XZ',X]'> = iV&I‘(Xl) + 2 i COV(XZ',X]‘).
=1

i,j=1 i,j=1

1<J

Beispiel (Varianz der Binomialverteilung)Sei

1 mit Wahrscheinlichkeip,

mit unabhangigen ZufallsvariableXy;. Mit Satz[3.2 folgt:

0 mit Wahrscheinlichkeil — p,

Var(S,,) = ZVar(XZ-) =np(l—p).

Analog gilt fir den Random Walk:

3.2 Das schwache Gesetz der grof3en Zahlen

SeienXy, X, ... : @ — R Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrsclobikdiits-
raum (2, A, P) definiert sind (z.B. wiederholte Ausfuhrungen desselberalisgxperiments),
und sei

Sp(w) = Xij(w)+- 4+ Xp(w).
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Wir betrachten die empirischen Mittelwerte

Sp(w) Xi(w) + ...+ X, (w)

Y

n n

d.h. die arithmetischen Mittel der ersterBeobachtungswert&’; (w), ..., X, (w). Gesetze der
grol3en Zahlen besagen, dass sich unter geeigneten Vdarauggen die zufélligen ,Fluktuatio-
nen® derX; fur grol3en wegmitteln, d.h. in einem noch zu prazisierenden Sinn gilt

Snlw) ~ E[&} flr grof3en,
n

bzw.

Ist insbesonder&’[X;] = m fur alle i, dann sollten die empirischen Mittelwertg /n gegenm
konvergieren. Das folgende einfache Beispiel zeigt, das®kne weitere Voraussetzungen an
die ZufallsvariablenX; kein Gesetz der grol3en Zahlen erwarten konnen.

Beispiel. Sind die ZufallsvariablerX; alle gleich, d.h.X; = X, = ..., so gilt& = X, fur alle
n
n. Es gibt also kein Wegmitteln des Zufalls, somit kein Gegetfder Zahlen.

Andererseits erwartet man ein Wegmitteln des Zufallsus&ibhéngigerwiederholungen des-
selben Zufallsexperiments.

Wir werden nun zeigen, dass sogar Unkorreliertheit undvés&te Varianzen der Zufallsva-
riablen X; genliigen, um ein Gesetz der gro3en Zahlen zu erhalten. Danwenewir an, dass
X1, Xo, ... diskrete Zufallsvariablen au&*(Q2, A, P) sind, die folgende Voraussetzungen erftil-
len:

ANNAHMEN:

(i) Die Zufallsvariablen sind unkorreliert:

Cov(X;, X;) =0 fur alle: # j.

(i) Die Varianzen sind beschréankt:

v := sup Var(X;) < oo.
ieN

Es wirdkeine Unabhé&ngigkeit vorausgesetzt
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Satz 3.4(Schwaches Gesetz der grol3en Zahlémter den Voraussetzungen (i) und(ii) gilt fur
alles > 0:
d

Gilt auRerdemZ[X;] = m fur allei € N, folgt 2221 =y und = konvergiert stochastischegen

S, EIS,
n n

v .
28} < 5——0 fur n — oo.
e2n

m.
Zum Beweis bendtigen wir:

Lemma 3.5(Ceby3ev-Ungleichung)Fir X € £2 unde > 0 gilt:
1
P X - E[X]| > < C—ZVar(X).
Beweis.Es gilt

1
Lix-pxze < 5 (X = E[X])?

(X — E[X])? ist uberall nichtnegativ und- 1 auf {|X — E[X]| > c}. Durch Bilden des
Erwartungswerts folgt:

1

2

PIIX - EIX]| 2 d = B [Iyx_pixse) < Blg(X — EIX]) =

c2

E[(X - B[X])*]
0

Beweis von Safz 3.4lach deiCeby3ev-Ungleichung und den Annahrfieh (i) (i) gilt£e

S, 1 - 1 O v
> 5] < g\/ar (;) = o Var(z X;) = 2 g2 ;Var<xi) < oy

i=1

O

Bemerkung (Starkes Gesetz der grof3en Zahlen)

Sp(w)

n

— m mit Wahrscheinlichkeit .

Dies wird in der Vorlesung »Einfuhrung in die Wahrscheinkeitstheorie« bewiesen.

3.3 Monte Carlo-Verfahren

Sei S eine abzahlbare Menge undeine Wahrscheinlichkeitsverteilung afif Wir bezeichnen
im folgenden die Massenfunktion ebenfalls majtd.h.

p(x) == p({}).
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Seif: S — R eine reellwertige Funktion mit:
Ef*) = f(x)’ u(x) < oc.
€S
Wir wollen den Erwartungswert
0:=EJf] =) f(o)p)
z€eS

naherungsweise berechnen bzw. schatzen. Dazu approgimier ¢ durch dieMonte Carlo-
Schatzer

—~ 1 <&
‘gn = — Xi, N7
n;f( ), ne

wobei X, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlitbi@m (2, A, P)
mit Verteilungy sind. Nach der Abschatzung aus dem Gesetz der groRen Zaglbhséch:
Korollar. .
P[0, — 0] > ¢] < ?Varu[f] — 0 flrn — oo,
n

d.h. @l ist einekonsistente Schatzfolgkir 6.

Beweis. Da die ZufallsvariableX; unabhéngig sind, sinfl( X;), i € N, unkorreliert. Zudem gilt

E[f(X)] =Y f(x)u(z) = E,[f] =6,  und

€S
Var[f(Xi)] = ) _(f(x) = ) u(x) = Var,[f] < o
€S
nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nun aus[Sadtz 3.4. ]

Bemerkung. a) 9, ist ein erwartungstreuer Schatzerfir 6:

b) Fur den mittleren quadratischen Fehler des Schéatzeis sigh nach a):
~ ) I 1
E [wn 9 } = Var(8,) = ~ Var,[{].

Insbesondere gilt:

o~

16, — 0l c2 = \/ Bl|6, — 012] = O(1//n).
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Beispiele. a) MONTE CARLO-SCHATZUNG VON 6 = f[o n f(x)dx:
Das mehrdimensionale Integral ist folgendermal3en definier

1 1
f(z)dx ::/ / flxy, ... xq)dxy ... dx,.
[0,1]¢ 0 0

Der Wert vor¥ kann mit dem folgenden Algorithmus geschatzt werden.

erzeuge Pseudozufallszahlen us, . . ., u,q € (0,1)
oW = (uyg, ..., ug)

@ = (Uds1y - - -5 Ug)

x(n) : (u(n—l)d—&-l’ s 7u’nd)

0, =1 3" f(«)ist Schatzwert fue.

T n
b) MONTE CARLO-SCHATZUNG VON WAHRSCHEINLICHKEITEN:
SeiS abzahlbarB C S. Wir suchen:

p::M(B)::ELUB]
Ein Monte Carlo-Schéatzer ist
PO RS T :
Pn=—)Y Is(X;),  X;unabhangig mit Verteilung.
n i=1

FEHLERKONTROLLE:

e Mithilfe der Cebyev-Ungleichung (LemraB.5) ergibt sich:

p(l-p) _ 1
ne?2 T 4neg?

~ 1 N 1
PHpn _p‘ 2 5] S 6_2 Var(pn) = @ Varu([B) =
Gilt beispielsweise: > 5, dann erhalten wir:
Plp ¢ (P —€,pn +¢)] <5%,  unabh&ngig vom,

d.h. das zufallige Intervallp,, — ¢, p,, + ) ist ein 95%-Konfidenzintervall fir den
gesuchten Werg.

¢ Mithilfe der Bernstein-Ungleichung (Chernoff-Abschatzyieghalten wir fir§ > 0
unds,, :=>"" | Ip(X;):

log(2/0)

g2

Plp & (Pn—¢,pnte)] = P[\%Sn—p\ >e] <27 <5, fallsn >
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Fur kleine) ist die erhaltene Bedingung anwesentlich schwacher als eine entspre-
chende Bedingung, die man durch Anwenden@ebysev-Ungleichung erhélt. Fir
denrelativen Schatzfehler(p,, — p)/p ergibt sich:

log(2/9)
e2p?

P[|pn —p| > ep] <2727 <5, fallsn >

Die bendtigte Anzahl von Stichproben fir eife ¢)-Approximation vonp ist al-
so polynomiell ing, log(1/6) und 1/p. Mit einer etwas modizifierten Abschatzung
kann man statt der Ordnunﬁj%) sogarO(i) erhalten, sieh# t zenmacher und

Upf al : »Probability and Computing«.

Beispiel. Wie viele Stichproben sind nétig, damit dedative Fehler mit 95% Wahrscheinlich-
keit unterhalb vor10% liegt? Mithilfe derCebySev-Ungleichung (LemriaB.5) ergibt sich:

p—p) 1000 -P) o5 falsn > 200 —p)

Plp, —p| >0,1p| <
[pn — p| > p]_n(O,lp)z . ’

So sind zum Beispiel fip = 1075 ungefahrn ~ 2108 Stichproben ausreichend. Dies ist nur
eine obere Schranke, aber man kann zeigen, daf3 die tattéiobhotigte Stichprobenzahl immer
noch sehr grol3 ist. Fur solch kleine Wahrscheinlichkegedas einfache Monte Carlo-Verfahren
ineffektiv, da die meisten Summanden \,@ndann gleichD sind. Wir brauchen daher ein alter-
natives Schétzverfahren mit geringerer Varianz.

Varianzreduktion durch Importance Sampling

Seiv eine weitere Wahrscheinlichkeitsverteilung &umit Massenfunktion/(z) = v({z}). Es
gelter(z) > 0 fur allex € S. Dann kdnnen wir den gesuchten Weruch als Erwartungswert
bzgl. v ausdricken:

= Bf) = 3 f(o)ute) = X 50) 200ute) = Bulf o]

zeSs zeSs [E)

wobei

_ )
der Quotient der beiden Massenfunktionen ist. Ein altereaMonte Carlo-Schatzer fi#t ist
daher

=13 r0 0,
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€1

UV e— €2 ® ® o W

€3

Abbildung 3.1: kleiner Beispielgraph fir Perkolation

wobei dieY; unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilungind. Auchd,, ist erwartungstreu:

Eu[gn} =E,[fo=0.

Fur die Varianz erhalten wir:
Var, (6,,) = —Varl, (fo) Z f(z (z) — 6°).
zeS

Bei geeigneter Wahl von kann die Varianz von,, deutlich kleiner sein als die des Schatzers
Faustregel fur eine gute Wahl ven: v(x) sollte grof3 sein, wenfy (x)| groR3 ist.
»Importance Sampling«: Mehr Gewicht fur die wichtigen

Beispiel(Zuverlassigkeit von Netzwerken; Perkolatio®egeben sei ein endlicher Graph E),
wobei V" die Menge der Knoten unfl die Menge der Kanten bezeichnet. Wir nehmen an, dass
die Kanten unabhéangig voneinander mit Wahrscheinlichke& 1 ausfallen. Seiem,w € E
vorgegebene Knoten. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit

p = P]»v nicht verbunden mitv durch intakte Kanterj«
approximativ berechnen. Sei
S = {Oa 1}E - {(xe)eeE | Te € {Ov 1}}

die Menge der Konfigurationen von intaktéry = 0) bzw. defektenz; = 1) Kanten undu die
Wahrscheinlichkeitsverteilung agfmit Massenfunktion

p(x) = F@(1 — ¢)lBI=k@) k(z) = er.

ecE
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Sei
A = {x € S| v,w nicht verbunden durch Kantemmit z, = 0}.

Dann ist
p=p(A) = E,[14].

Der »klassische Monte Carlo-Schatzer«flst
I o .
Dn = — E I4(X;), X, unabh&ngig mit Verteilung.
n
=1

Fordern wir nun zum Beispiel

~ pd—p) L p
e < =—
7 (Pn) n — 10’
dann bendtigen wir eine Stichprobenanzahl
n> 100 (1 — p)7

p
um diese Bedingung zu erflllen. Die Grol3enordnungvéiir das in der obigen Graphik darge-

stellte Netzwerk mit = 1% lasst sich wie folgt abschatzen:

107% = u(»eq, eq, €3 vVersagenk < p < p(»mindestens 3 Kanten versagen«
22
= (3) 21075~ 1,5-1073.

Es sind also eventuell mehrere Millionen Stichproben rétig
Um die bendtigte Stichprobenanzahl zu reduzieren, wendegimimportance Sampling-Verfahren
an. Sei

v(z) =50 (1= )P k(@) = " a,

die Verteilung bei Ausfallwahrscheinlichkeit= 2. Da unter im Schnitt 3 Kanten defekt sind,
ist der Ausfall der Verbindung bzgk. nicht mehr selten. Fir den Schéatzer

1 ; : : .
Dy = — E ]A(Yi)u( D Y; unabhangig mit Verteilung,
1%
=1

erhalten wir im Beispiel von oben:

Var () = (3 140

@ )

22 k |E|—k

1 |E|\ (& (1—¢)? p
<=5 £ < P
_nkzg(k)<t) (1—75 _07005371

Diese Abschatzung ist etwa um den Faktor 200 besser als daefueinfachen Monte Carlo-

2

Schatzer erhaltene Abschatzung der Varianz.
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3.4 Gleichgewichte von Markov-Ketten

SeiS eine abzahlbare Menge,eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atif undp(x,y), (z,y €
S), einestochastische Matrixbzw. Ubergangsmatrix, d.h.p(z,y) erfullt die folgenden Bedin-
gungen:

() p(z,y) >0 furallex,y € S,

(i) S,coplz,y)=1 firalles e s.

Hier und im folgenden bezeichnen wir diskrete Wahrschehkieitsverteilungen und die entspre-
chenden Massenfunktionen mit demselben Buchstaben;@:h:= v({z}).

Definition. Eine FolgeXy, X1,...:  — S von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P) heiRtzeitlich homogene Markov-Kettmit Startverteilung’ und Ubergangsma-
trix p, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Faralle zq € S qilt:
P[XQ = Io] = V(Io)

(i) Furalle n € Nundxy,...,z,1 € Smit P[Xy = o, ..., X, = x,] # 0qilt:

P[Xn+1 = Tpt1 ‘ XU = To,- .- 7Xn = {En] = p(xn7$n+1>'

Bemerkung. Die Bedingungef (j) und (ji) sind aquivalent zu:

P[Xo=x0,..., X, = z,) = v(xg) p(xo, 1) -+ p(20_1, Tp) frallen € N,z; € S.

Gleichgewichte und Stationaritat

Far eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgmit Massenfunktion:(z) = u({x}) und eine stochas-
tische Matrixp auf S setzen wir

(up)(y) =D wx)p(z,y),  (yeS)

€S

d.h.p pist der Zeilenvektor, den wir erhalten, wenn wir den Zeikektor (1.(x)).,es von links an
die Matrix p multiplizieren.

Lemma3.6. i) Die Verteilung zur Zeit einer Markov-Kette mit Startverteilungund Uber-
gangsmatrixp ist v p".
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i) Gilt vp = v, dann folgtX,, ~ v fur alle n € N. (»Stationaritatq
Beweis. i) Wie im Beweis von Satz 214 erhalten wir
PIX, =y [ Xo =] = p"(z,y)
furallen € Nundz,y € S mit P[X, = z| # 0, und damit:

PIX, =y|= Z PIX, =y | Xo= 2] P[Xo = 7]

z€S
P[Xo=x]#0

= Z p"(x,y)v(z) = (vp™)(y).

TES
v(x)#0

i) Ausvp = v folgtvp™ = vflrallen € N.

O
Definition. i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S heil3t Gleichgewichtsverteilung
(oderstationare Verteilung der Ubergangsmatriy, falls z.p = 1, d.h. falls:
> @) p(r,y) =ply) furalley e S.
zeSs
ii) p erfiillt die Detailed Balance-Bedingungzgl. der Ubergangsmatrix, falls gilt:
w(x) p(z,y) = ply)p(y,z)  furallez,y e S (3.4.1)

Satz 3.7.Erfullt i die Detailed Balance-Bedingur@.4.1) dann istu eine Gleichgewichtsver-
teilung vonp.

Beweis.Aus der Detailed Balance-Bedingung folgt:

> @) plzy) =Y uy) ply. x) = uly).

zeS zesS

Bemerkung. Bei Startverteilung: gilt:

w(z) p(r,y) = P[Xo =2,X, =y],  »Fluss vonr nachy«.
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Beispiele.

b)

DETAILED BALANCE: w(y) p(y, )

»Fluss vony nachz«

> ves MY) p(y, )
»Gesamter Fluss vayx.

() p(z,y)
»Fluss vonr nachy«

D wes @) p(,y)
»Gesamter Fluss nagh

GLEICHGEWICHT:

a) MARKOV-KETTE AUF S = {0, 1}:
Seiena, 3 € [0,1] und
11—«
p =
g

— ‘-.\\\ // B \\\\‘ ’///,

Dann ist die Gleichgewichtsbedingupg = 1 aquivalent zu den folgenden Gleichungen:
1(0) = p(0) (1 — @) + (1) B,
(1) = p(0) v+ (1) (1 = 3).
Da . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sind beide Glaiegen aquivalent zu
B (1= p(0)) = ap0).

Die letzte Gleichung ist aquivalent zur Detailed BalanceiBguaing [3.4.11). Falla+3 > 0
gilt, ist u = (aLjﬁ, ﬁg) die eindeutige Gleichgewichtsverteilung und erfullt diet&led

Balance-Bedingung. Falls = 5 = 0 qilt, ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilungeine
Gleichgewichtsverteilung mit Detailed Balance-Bedingung.

ZYKLISCHER RANDOM WALK: SeiS = Z/nZ ein diskreter Kreis, und

plk,k—1)=1—p.

Die Gleichverteilung:(x) = % ist ein Gleichgewicht. Die Detailed Balance-Bedingung ist

p(k,k+1) =p,

dagegen nur fup = % d.h. im symmetrischen Fall, erftllt.

EHRENFESTMODELL:
[ ) ° ../y. ..
SeiS ={0,1,...,n},
k n—=k
kk—1)=— k.k+1) = .
p(k, ) = p(k,k+1) "

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
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Man kann erwarten, dal3 sich im Gleichgewicht jede Kugel rrEthcheinIichkei% in
jeder der beiden Urnen befindet. Tatsachlich erfiillt die Birdverteilungu (k) = (}) 27"
mit Parametep = % die Detailed Balance-Bedingung:

wk — 1) p(k —1,k) = p(k)p(k, k —1) k=1,...,n

ist &quivalent zu

n! 71—(/@—1)_2_n n! k
n

2 D=y H(n — )l

d) RANDOM WALKS AUF GRAPHEN:
Sei(V, E) ein endlicher Graph§ = V' die Menge der Knoten.

e Sei

m fa||S {.T,y} & E,

0 sonst.

p(z,y) =
Die Detailed Balance-Bedingung lautet in diesem Fall:

() p(z,y) = u(y) p(y, ).

Sie ist erfillt, falls

p(z) = ¢ deg(x)
gilt, wobeic eine Konstante ist. Damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss
¢ So gewahlt werden, dass gilt:

Zdeg(m) =2|E]|.

zeB

Somit ist die Gleichgewichtsverteilung:

 deg(x)
e SeiA := max,cy deg(x),
1 falls {z,y} € F,
p(z,y) = .
1 — de8@  gongt.

Es giltp(z,y) = p(y, ) und somit ist die Gleichverteilung alif die stationare Ver-
teilung.
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Ist deg(z) konstant, dann stimmen die Random Walks in beiden Beispidderein, und
die Gleichverteilung ist ein Gleichgewicht.

Im nachsten Abschnitt zeigen wir:

Satz(Konvergenzsatz fir Markov-Kettenlst S endlich, und eine irreduzible und aperiodische
stochastische Matrix mit Gleichgewicht dann gilt fur alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf.s:

lim (v p")(z) = p(z) far alle z € S.

n—oo

Aufgrund des Konvergenzsatzes kénnen wir Stichproben vioer &Vahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1 ndherungsweise erzeugen, indem wir eine Markov-K&ttanit Gleichgewichtu simu-
lieren, und fur grofRes auswerten. Wie findet man eine Markov-Kette mit einer voedpemen
stationaren Verteilung?

Metropolis-Algorithmus und Gibbs-Sampler
Die Metropolis-Kette

Seiq(z,y) eine symmetrische stochastische Matrix, difx,y) = q(y,x) fur alle z,y € S.
Dann erfillt die Gleichverteilung die Detailed Balance-Begling [3.4.11). Sei nup eine be-
liebige Wahrscheinlichkeitsverteilung atfmit u(x) > 0 fur alle z € S. Wie kénnen wir die
Ubergangsmatriy so modifizieren, dass die Detailed Balance-Bedingung bzetfillt ist?

Algorithmus 3.8 (Metropolis-Algorithmus (Update — y)).  schlage Ubergang — y mit
Wahrscheinlichkeit(x, y) vor
akzeptiere Ubergang mit Wahrscheinlichkeit:, y) € [0, 1]
sonst verwerfe Vorschlag und bleibe bei

UBERGANGSMATRIX:

a(r,y) q(z,y) fary # «,
p(x,y) =
]‘_Zy;égja(x?y) Q(':E7y) fl”lry:'r

Die Detailed Balance-Bedingung lautet:

w(x) alz,y) = puly) a(y, x) furallez,y € S.

Sie ist aquivalent dazu, dass
b(x,y) == p(x) a(z,y)

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



3.4. GLEICHGEWICHTE VON MARKOV-KETTEN 93

symmetrisch inc undy ist. Was ist die gro3tmogliche Wahl vot, y)?
Ausa(z,y) < 1 folgen

b(z,y) < p(x),
b(w,y) = by, z) < u(y),

und somit

b(x,y) < min(p(z), u(y)).
Der gro3tmogliche Wei(z, y) = min(u(z), u(y)) entspricht gerade

{1 falls u(y) >

LU falls pu(x) >

w(x)

Definition. Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

p(z,y) = min (1, %) ~q(z,y) firy # x

heil3tMetropolis-Kettemit Vorschlagsverteilung(z, y) und Gleichgewicht..
Satz 3.9. 4 erflllt die Detailed Balance-Bedingung bzgl.

Beweis.siehe oben. ]

Der Gibbs-Sampler

SeiS = S x --- x Sy ein endlicher Produktraum(z4, . . ., z4) eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung aufS und

M('xla s ,.Z'd)
sy Li 15, 2y gy - - 7xd)

m(% | Tiyee s Tim1, Tig1, - - - 7$d) =
Zzesi M([El,
die bedingte Verteilung deérten Komponente gegeben die Gibrigen Komponenten.

Algorithmus 3.10 (Gibbs-Sampler (Update — y)). y:==x
fori:=1,...ddo
updatey; ~ (@ | y1, .. Yio1, Yir1, - - Ya)
end for
return y
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UBERGANGSMATRIXZ
P = PdPd-1"" " D1,

wobei

wi(yi | v1, - Yic1s Vi, - -, yq)  fallsyy = xy fur alle k # 4,
0 sonst.

Satz 3.11. i) p erflllt die Detailed Balance-Bedingung bzg).firalle: =1,...,d.
i) ist ein Gleichgewicht vop.
Beweis. i) Der Beweis der ersten Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

i) Nach der ersten Aussage jsiein Gleichgewicht vom; fur allei. Also gilt auch

WP = WUpapd—1---P1 = K.
L]

Bemerkung. Zur Simulation vonY,,, n > 0, genugt es, die Massenfunktigriz) bis auf eine
multiplikative Konstante zu kennen:
ausu(z) = C f(X) folgt

f(y))

—L unabhéangig void'.
f() 99

a(z,y) = min (1,

Beispiel (Rucksackproblem)Gegeben:

wi,...,wg € R, »Gewichte«
v1,...,0q € R, »Werte«

Rucksack mit maximalem Gewicht> 0, packe soviel Wert wie méglich ein.

S =1{0,1}1, alle Konfigurationen
Sy ={(z1,...,24) € S: % zw; < b}, zulassige Konfigurationen
z; = 1 : i-ter Gegenstand im Rucksack

RUCKSACKPROBLEM

maximierel/ (z) = 3¢, 2 v; unter Nebenbedingunge .
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Das Rucksackproblem istP-vollstandig, insbesondere ist keine Losung@id*) Schritten fur
eink € N bekannt.

STOCHASTISCHERZUGANG: SIMULATED ANNEALING

Fir 3 > 0 betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Z%; ePVE) fiirz € Sy,

0 fur 2 € S\Sp,

pp(z) =

aufS, wobeiZs = 3 ¢ e’ V(=) eine Konstante ist, dig zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
normiert. Fr3 = 0 ist pg die Gleichverteilung au$,. Fur 3 — oo konvergiertiz gegen die
Gleichverteilung auf der Menge der globalen Maxima ¥grdenn:

BV (2) 1 0 falls V(z) # maxV,

Mﬂ(z) = - V(y)—V
7 el (V(y)=V(z)) 1 — 1%
B ZyGSb T V(g =max V] falls V(z) = max V.

IDEE:  Simuliere Stichprobe von pg fur 5 gro3 (3 — o). Dann istV/(z) wahrscheinlich
nahe dem Maximalwert.

METROPOLISALGORITHMUS:  Seiz™ := max(x,0) der Positivteil vonz. Wir wéhlen als
Vorschlagsmatrix die Ubergangsmatrix

falls z; # w; fir genau ein € {1,...,d},
q(z,w) :=

S alr

sonst

des Random Walks ayf), 1}¢. Fur die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ergibt sich

,uﬁ(w)) e PVEVW) fir 2, w € Sy,

ag(z,w) = min <1,
fs(2) 0 fiir z € Sy, w ¢ S,

Der Vorschlage wir also mit Wahrscheinlichkeit akzeptiert, weniv’ (w) > V(z) gilt — andern-
falls wird der Vorschlag nur mit Wahrscheinlichkeitp —3 (V(z) — V (w)) akzeptiert.

Algorithmus 3.12 (Simulation einer Markov-Kette mit Gleichgewicht). initialisierez(®) €
Sh
forn=1,2,...do
2 = = 2D
erzeuge ~ Unif{l,...,d}
w; =1 —w;

if w e Sy, then
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erzeuge: ~ Unif(0, 1)
if u < ag(z,w) then
2 =
end if
end if

end for

Algorithmus 3.13 (Simulated Annealing)Wie Algorithmus 3.1P aber mijf = 5(n) — oo flr

n — oQ.

Bemerkung. @) PHYSIKALISCHE INTERPRETATIONEN
s ist die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewichii@r Energiefunktion? (z) =
—V (z) bei der Temperatuf = 1/3. Der Grenzwertl — oo entsprichtl’ — 0 (»simulier-
tes Abkihlen).

b) Die beim Simulated Annealing-Verfahren simulierte [t inhomogene Markov-Kette
findet im allgemeinen nicht das globale Maximum Jdnsondern kann in lokalen Maxi-
ma »steckenbleiben«. Man kann zeigen, dal3 die Verteilund/idekov-Kette zur Zeitn
gegen die Gleichverteilung auf den Maximalstellen konieetgfalls 5(n) nur sehr lang-
sam (logarithmisch) gegenco geht. In praktischen Anwendungen wird der Algorithmus
aber in der Regel mit einem schnelleren »Cooling schedd(eg verwendet. Das Auf-
finden eines globalen Maximums ist dann nicht garantierbtzéiem erhalt man ein oft
nutzlichesheuristischesVerfahren.

3.5 Konvergenz ins Gleichgewicht

SeiS = {x,...,z,} eine endliche Menge, und

m

WV(S) = {p = (1), ..., (@) | plx:) =0, > pla) =1} CR™

i=1

die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen 8uGeometrisch istVV(S) ein Simplex im
R™. Wir fiihren nun einen Abstandsbegriff aafV (.S) ein:

Definition. Die Variationsdistanzzweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen- auf S ist:

drv (o) = glln— v = 5 3 () — v(a)].

zeSs
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Bemerkung. a) Furalleu, v € WV(S) qilt:

drv () < 5 3 () + (@) = 1.

€S

b) Seienu, v Wahrscheinlichkeitsverteilungen und:= {z € S | u(z) > v(z)}. Dann gilt:

drv(pv) = 3 (ule) — v(x)) = max [u(A) - v(A).

ACS
z€A
Der Beweis dieser Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

Wir betrachten im folgenden eine stochastische Maifix y), (x,y € S), mit Gleichgewicht
. Die Verteilung einer Markov-Kette mit Startverteilungind Ubergangsmatrix zur Zeitn ist
v p". Um Konvergenz ins Gleichgewicht zu zeigen, verwenden weifalgende Annahme:
MINORISIERUNGSBEDINGUNG  Esgibteins € (0,1]und einr € N, sodass fur alle,y € S
gilt:

p(zy) >0 p(y). (3.5.1)

Satz 3.14.Gilt die Minorisierungsbedingun@.5.1) dann konvergiert p™ fur jede Startvertei-
lung v exponentiell schnell geggn Genauer gilt fir allen € Nundv € WV (S):

dry (vp", p) < (1—0),

Bemerkung. Insbesondere igi daseindeutige Gleichgewicht: Betrachte eine beliebige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit v p = v. Dann folgt firn — oc:

dry (v, ) = dry(vp", u) — 0,
alsodzy (i, v) = 0, und somity = v.
Beweis. 1. Durch die Zerlegung
Pz, y) =6 uly) + (1 —0) q(x,y)

der r-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten wird estechastischeMatrix ¢ definiert,
denn

(i) Aus der Minorisierungsbedingung (3.5.1) folgtr, y) > 0 fur allex,y € S.

(i) Aus > sp"(z,y) =1, > conly) =1folgt > o q(x,y) = 1furallex € S.
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Wir setzen im folgenden := 1 — §. Dann gilt fur aller € WV(.5):

vp ' =(1-Np+Avg. (3.5.2)

2. Wir wollen mit vollstandiger Induktion zeigen:
vp" =1 =X+ Nvgt  furallek >0, ve WV(9). (3.5.3)

Firk = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr. Gilt (3.5.3) fur &i> 0, dann erhalten wir
durch Anwenden von Gleichung (3.5.2) ayf” mit 7 = v ¢*:

= (1= pp" +(1 =X N+ 2 vgtq
=p

— (1 o )‘k—H)N + /\k+1 qu-i-l'

3. Furne Nyn=kr+i, (ke N,0 <i<r),folgt:

vp" =vpp = (1= pp' X vty
=u

also
vp" — =N (v p — ) furaller € WV(S),

und damit
1 .
drv(vp",p) = 5 llvp" —ulli = Nodpy (v " p's p) < A

nach der letzten Bemerkung.

Welche Ubergangsmatrizen erfiillen die Minorisierungsahguahg?

Definition. i) Die stochastische Matriy heil3tirreduzibel falls es fur allex,y € S ein
n € N gibt, so das®"(x,y) > 0 gilt.

i) Die Periodevonzx € S ist definiert als

Periode(z) := ggT({n € N |p"(z,z) > 0}).
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Lemma 3.15. i) Falls pirreduzibel ist, giltPeriode(z) = Periode(y) fur alle z,y € S.

ii) Falls p irreduzibel und aperiodisch (d.RReriode(z) = 1 fur alle x € S) ist, gibt es ein
r > 0,s0dasy’(z,y) > 0furalle z,y € S gilt.

Beweis.Seienz,y € S.

i) Seip irreduzibel. Dann gibt es eifiund eint € N, so dass gilt:
p*(z,y) >0 und  pi(y,z) > 0.
Flra := s + t folgt:

o p*(z,z) = p*(z,y) p'(y,z) > 0, alsoa € R(z).

o p"t(x,x) > p*(x,y) p"(y,y) p'(y,x) > 0 furallen € R(y), alson + a € R(zx) fur
allen € R(y).

Periode(z) ist ein gemeinsamer Teiler vaR(z), somit Teiler vorna undn + a, also auch
vonn fur allen € R(y). Daher istPeriode(z) ein gemeinsamer Teiler vaR(y) und somit

gilt:
Periode(x) < Periode(y).

»>« wird analog gezeigt. Es folgt:

Periode(z) = Periode(y).

i) R(z) ist abgeschlossen unter Addition, denn falls € R(x) ist, gilt:
px,x) > p*(z,2) p(x, 1) > 0,

und somits + ¢t € R(x). Dap aperiodisch ist, folgggT(R(x)) = 1 fur allexz € S. Nach
einem Satz der Zahlentheorie gilt:

Da R(z) additiv abgeschlossen, gibt es fir alleein r(z) € N mit n € R(z) fur alle
n > r(x).

n € R(x) impliziert p™(xz,z) > 0. Dap irreduzibel ist, folgt, dass es fur alle y ein
r(z,y) € N gibt, so dass gilt:

p"(x,y) >0 far allen > r(z,y).

Furr > max, g 7(x,y) folgt dannp”(z,y) > 0 furallez,y € S.
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[]

Satz 3.16(Konvergenzsatz fuendliche Markov-Ketten) Ist p irreduzibel und aperiodisch mit
Gleichgewichiu, dann gilt:

lim dyy(vp",p) =0 firaller e WV(S).
Beweis.Dap irreduzibel und aperiodisch ist, gibt es eire N mit:
p(z,y) >0 furallez,y € S.
Daher gibt es eim € N und eind > 0, so dass gilt:
p(z,y) > 6 uy) furallex,y € S,

(z.B.0 := min, 4esp"(x,y)). Mit Satz[3.14 folgt die Behauptung. O

Beispiel (Metropolis-Kette) SeiS endlich,u(x) > 0 fur allex € S, nicht konstant, und(x, y)
irreduzibel. Dann isp(zx, y) irreduzibel und aperiodisch. Somit folgt die Konvergerz @leich-
gewicht nach Safz_3.16, allerdings evtl. sehr langsam!

ANWENDUNG: MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-VERFAHREN
Seip e WV(S), f: S — R.
GESUCHT.

0= Eu[fL

MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-SCHATZER:

b+n

é\n,b - % Z f(Xk)a

k=b+1

wobeib € N eine feste Konstante (»burn-in-Zeit«) udy ).cn irreduzible Markov-Ketten mit
Gleichgewichtu sind.

Satz(Ergodensatz / Gesetz der grof3en Zahlen fir Markov-KetteR)ir alle b € N gilt:

lim 5,171, =# mit Wahrscheinlichkeit,

n—oo

Beweis.siehe Vorlesung »Stochastische Prozesse«. O

Die Analyse des Schatzfehler ist im Allgemeinen diffizil!
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Kapitel 4

Stetige und Allgemeine Modelle

4.1 Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. I§#,,),.cn €ine Folge von bzglP unabhéngigen
Ereignissend,, € A mit fester Wahrscheinlichkeit

P[A,] =p€0,1]

und
Sulw) = In(w)={1<i<n:we A}
=1

die Anzahl der Ereignisse unter den erstemie eintreten, dann ist,, binomialverteilt mit den
Parameterm undp. Fur die relative Haufigkeif;f der Ereignissed; gilt die Bernstein-Chernoff-

g

d.h. die Verteilung voni—” konzentriert sich fin — oo sehr rasch in der Nahe vgn siehe Ab-
schnit{2.8. Insbesondere ergibt sich ein Spezialfall dasvachen Gesetzes der groRen Zahlen:
die Folge der Zufalls.variableﬁgl konvergiertP-stochastisch gegen d.h.

Ungleichung

& _p‘ Z €:| S 2 . 6_28271’ (4.1.1)
n

Sn n—oo ..
__p‘ > 5:| — Ofuralles > 0.

r||%

Definition. (1). EineP-Nullmengeist ein EreignisA € A mit P[A] = 0.

(2). Ein EreignisA € A tritt P-fast sicherbzw. fir P-fast allew € Q ein, falls P[A] = 1 qilt,
d.h. fallsA¢ eine P-Nullmenge ist.
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102 KAPITEL 4. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Wir wollen nun Methoden entwickeln, die es uns erméglictmrnzeigen, dass aus (4.11.1) sogar

lim M =p fur P-fast allew € Q2 4.1.2)

n—oo n
folgt. Das relevante Ereignis
L= {wEQ: lim M:p}
n—oo n

lasst sich offensichtlich nicht durch endlich viele derbeschreiben.

Seien nun allgemeid, A,, ... € A beliebige Ereignisse. Uns interessieren zusammengesetzt
Ereignisse wie z.B.

Ej A, (,Eines derA,, tritt ein“)
n=1

N An (,Alle der A, treten ein®)
n=1

ﬁ Ej A, ={weQ:Ym In>m:weA,} (,Unendlich viele derA, treten ein“ oder

m=1n=m

» A, tritt immer mal wieder ein®)

U N A={weQ:Im Yn>m:we A} (A, tritt schlieRlich ein®)

m=1n=m
Aufgrund der Eigenschaften einerAlgebra liegen alle diese Mengen wiedetdnDas Ereignis
L laf3t sich wie folgt als abz&ahlbare Kombination dgrausdrticken:

welL <+ lim&:p
Sn -
= VseQ+:’——p‘§aschlleBI|ch
n
Sn
— VeeQ, dmeN Van:‘z—p‘ge
Somit gilt

& — p’ <e schlieBIich}

n
CRCEY
— —p|<ep.
n

L:m{

e€Q4

- NUN{

e€Q4+ meNn>m

Um Wahrscheinlichkeiten von solchen Ereignissen berathnednnen, ist es wesentlich, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilunig nicht nur endlich additiv, sondern sogafadditiv ist. Der
folgende Satz gibt eine alternative Charakterisierungrdadditivitat:
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Satz 4.1(c-Additivitat und monotone Stetigkeit). Sei.A einecs-Algebraund P : A — [0, 0]
additiv, d.h.
ANB=0 = P[AUB] = P[A] + P[B].

(i) P isto-additivgenau dann, wenn:

A CAC. = PIJA.| = lim P[A,]
n=1
(i) Gilt P[Q] =1, dann ist dies auch &quivalent zu:
A124,2... = P|[)A.| = lim P[A,]
n=1

Beweis. (i) Sei P g-additiv undA; C A, C .... Die MengenB; := A;, By 1= A)\ Ay,
Bs := A3\ Ay, ... sind disjunkt mit

) ] i=1 i=1

Also qilt:

= P

U
i=1

a—édd. iP[BZ]
i=1

= lim iP[BZ-]
=1

U
i=1

= lim P[A4,].

n—oo

= lim P

n—oo

Der Beweis der umgekehrten Implikation wird dem Leser alsndisaufgabe lberlassen.

(0r)
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(i) Gilt P[] =1, dann folgt

N
i=1

Die Behauptung folgt nun aus (i).

P =P =1-P

4
=1

]
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Ab jetzt setzen wir wieder voraus, daBseine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Eine weitere
Folgerung aus der-Additivitat ist:

Satz 4.2(o-Subadditivitat). Fir beliebige Ereignissel;, A,, ... € A qgilt:

U,

n=1

P

<> P[A,)]
n=1

LXK

[ |
b 4 el \\ |

Abbildung 4.1: Darstellung von drei Mengen. Das Mal3 der Megeng von Mengen ist stets

kleiner gleich als die Summe der Mal3e der einzelnen Mengen.

Beweis.Die Mengen
B,=A,\ (A,1U---UA)

sind disjunkt mit|J B, = ) A,. Also gil:
n=1

n=1

e}

U

e}

=P

B,
1

-3 P[B .
;Jvfl < ;P [An]
<P[a,]

n=

[]

Bemerkung. Insbesondere ist eine Vereinigung von abzahlbar vieletnudgen wieder eine
Nullmenge.

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim Beweis vomvEimenzaussagen fur Zufalls-
variablen:

Satz 4.3(1. Borel - Cantelli - Lemma). Fur EreignisseA;, A,, ... € A mit

iP[An] < 0
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gilt:

Pl,unendlich viele derA,, treten ein‘| = P = 0.

U4,

m n>m

Beweis.Da die Folge | J A, =: B,, von Ereignissen aud monoton fallend ist, ergibt sich nach
n>m
Satd 4.1 und 4]2:

P

N5,

m

I3

lim P[B,,]

U 4.

n>m

lim P

m—00

225 Plag

n=m

IN

liminf >~ P[A,] =0,

m— 00
—

0

da die Summé_ P[A,] nach Voraussetzung konvergiert. O

n=1
Das erste Borel-Cantelli-Lemma besagt, dal? mit Wahrschbkdit 1 nur endlich viele der Er-
eignisseA,,,n € N eintreten, falls) P[A,] < oo gilt. Die Unabhangigkeit der Ereignisse er-
maoglicht die Umkehrung dieser Aussage. Es gilt sogar:

Satz 4.4(2. Borel - Cantelli - Lemma). Fur unabhangige Ereignissé;, A, ... € A mit

> Pl4,] =00

gilt:
P[A,, unendlich oft= P

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich édrl Gesetz

Sind A4, As, ... € A unabhangige Ereignisse, dann betragt die Wahrscheislicitdass unend-
lich viele derA,,,n € N, eintreten, entwedey oder1 - je nachdem ob die Summyg P[A,]
endlich oder unendlich ist.
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Wir zeigen nun das zweite Borel-Cantelli-Lemma:

Beweis.Sind die Ereignissel,,,n € N unabhangig, so auch die Ereignissg, siehe Lemma
[2.3. Zu zeigen ist:

P[A,, nur endlich off = P

U4

m n>m
Nach Satz 411 gilt:
PIJ () AS| = lim P| ) AS (4.1.3)
m n>m meee n>m
Wegen der Unabhéangigkeit der Ereignisig erhalten wir zudem
Stetigkeit F
C mon. _e IgKel . C
P O A, = ]CILIEOP O A,
- k
N i P[AS]
k—oo - N———
=M 1 P[A,]<exp(—P[An])
k
< li;n inf ¢~ FPlAn]
nmﬁ Pl
= liminfe = Y =0, (4.1.4)
k )
daklim > P[A,] = > P[A,] = oo nach Voraussetzung.
Ausmnﬁnmm%ﬁt die Behauptung. O

Mithilfe des 1. Borel-Cantelli-Lemmas kdnnen wir nun eingeigersion eines starken Gesetzes
groRer Zahlen beweisen. Sek [0, 1].

Satz 4.5(Starkes Gesetz grofRer Zahlen I, Borel 1909, Hausdorff 1914, @éelli 1917). Sind
Ay, As, ... € Aunabhangige Ereignisse mit Wahrscheinlichiefitl, | = p fur alle n € N, dann

giltfur S, = > I4;:
=1

(2

Sh, .

lim (@) = fur P-fast allew € Q
n—00 n S~~~
N———— R

asymptotische Wkeit

relative Haufig-
keit des Ereig-
nisses
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Beweis.Sei X
L= {w €N 'ESn(w) — pfiurn — oo}

Zu zeigen ist, dass® € A mit P[L] = 0.

Wegen
we Ll — %#}9 — JeQ,: S"(w)—p > ¢ unendlich oft
gilt:
Sp(w) . Sp(w)
c _ _ — —
L _U{ = —p| > e unendllchoﬂ} UﬂU{ S op|zer €A

ecQ4 eeQy m n>m

Zudem folgt aus der Bernstein-Chernoff-Abschatzung:
>r|
n=1

fur alles > 0, also nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:

Sn
|

— - p‘ > ¢ unendlich of] =0.
n

Also ist L¢ eine Vereinigung von abzahlbar vielen Nullmengen, und taach Satz 4]2 selbst

eine Nullmenge. n

S ad 2
2L _pl>el < 272" < 0
e <%

Das starke Gesetz grol3er Zahlen in obigem Sinn rechtfexigiimals im Nachhinein die empiri-
sche Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ersggs als asymptotische relative Haufigkeit
bei unabhéngigen Wiederholungen.

Beispiel(Random Walk/Irrfahrt ). Wir betrachten einen Random Walk
Zp=X1+Xo+Xs+...+X, (neN)
mit unabhangigen identisch verteilten Inkremenién: € N, mit
PX;=1=p und P[X;=-1=1-p, pe(0,1)fest.
Die Ereignissed; := {X; = 1} sind unabhangig miP[A4;] = p und es gilt:
Xi=1Iy —Iyo =214 — 1,

also .
Z,=2S,—n, wobei S, = Z Iy,
=1
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Nach Satz 4I5 folgt:

Zn n .
lim — =2 lim S— —1=2p—1 P-fast sicher.

n—oo M n—oo M,
Furp # 5 wachst (bzw. fallt)z, also mit Wahrscheinlichkeit asymptotisch linear (siehe Abbil-
dung4.2):

Zn~(2p—1)-n P-fastsicher

Abbildung 4.2: Random Walk mit Driftp = 0.55,n = 500

Furp = % dagegen wéchst der Random Walk sublinear, gf’h.—> 0 P-fast sicher. In diesem
n

Fall liegt fur hinreichend grofRe der Graph einer typischen Trajektotig (w) in einem beliebig

kleinen Sektor um die-Achse (siehe Abbildung4.3).

Abbildung 4.3: Random Walk ohne Drift:= 0.5, n = 500

Eine viel prazisere Beschreibung der Asymptotik des Randoik Meéfert der Satz vom iterier-
ten Logarithmus:
: Sn(w)
lim sup

n—oo /nloglogn
Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle
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S A C)
iminf ———
n—oo y/nloglogn

Mehr dazu: siehe Vorlesung ,Stochastische Prozesse.”

= —1 P-fast sicher

4.2 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, ob @bethein Wahrscheinlichkeits-

raum existiert, auf dem unendlich viele unabhangige Eissgnbzw. Zufallsvariablen realisiert
werden kénnen. Auch die Realisierung einer auf einem engliicbellen Intervall gleichverteil-

ten Zufallsvariable auf einem geeigneten Wahrscheingtbkaum haben wir noch nicht gezeigt.
Die Existenz solcher RAume wurde stillschweigend voraetges

Tatsachlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde liegenWahrscheinlichkeitsraum expli-
zit zu kennen - die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungksn e¢levanten Zufallsvariablen
genugt, um Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte zadbmen. Dennoch ist es an dieser
Stelle hilfreich, die grundlegenden Existenzfragen zuddaund unsere Modelle auf ein sicheres
Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten Begriffshilgen werden sich beim Umgang mit
stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverbiaherweisen.

Beispiele von Wahrscheinlichkeitsrdumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahegdithkeitsraumen(2, A, P), die
wir gerne konstruieren wirden:

Dirac-Maf}

Sei() beliebig,a € 2 fest, A = P(Q?), P = §,, wobei

1 fallsae A
da[A] =
0 sonst

Dies ist eine deterministische Verteilung mit:
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Ist Q2 eine abz&hlbare Menge und: @ — |0, 1] eine Gewichtsfunktion mity " p(w) = 1,

wef
dann haben wir bereits gezeigt, dass eine eindeutige WagirdichkeitsverteilungP auf der
Potenzmengel = P(Q2) existiert mit

P[A] = p(a) =) pla)s.[A] VACQ.

acA a€eN

Jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist einevégkombination von Diracmalien:

P = Zp<a>5a

a€e

Endliche Produktmodelle

Auch die Konstruktion mehrstufiger diskreter Modelle ist diese Weise madglich: Ist beispiels-
weise
Q:{(wl,...,wn) :wiEQi}:Ql X ... xQ,

eine Produktmenge, und sipsl, . . ., p, Gewichtsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
genpP,..., P, aufy,...,,, dannist

p(w) = [ pi(ws)
=1
die Gewichtsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertegl® = P, ® ... ® P, auf(2. Unter dieser
Wahrscheinlichkeitsverteilung sind die Zufallsvariablé;(w) = w; unabhéangig.
Unendliches Produktmodell (z.B. Minzwurffolge)

Es stellt sich die Frage, ob wir auch unendlich viele unaglgiZufallsvariablen auf einem ahn-
lichen Produktraum realisieren kénnen. Im einfachstehmk@thten wir eine Folge unabhangiger
fairer Minzwurfe (0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Q={w=(w,wy,...):w €{0,1}} ={0,1}"

modellieren(2 ist uberabzahlbar, denn die Abbildung: (0,1) — 2, die einer reellen Zahl die
Ziffernfolge ihrer Binardarstellung zuordnet, ist injektGenauer ist eine injektive Abbildung
X :(0,1) — Q definiert durch

X(w) = (Xi1(w), Xa(w), X3(w), ...), (4.2.1)
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Xi(w) Xa(w) X3(w)
——0 1 o——0 ———0 1 o o @ o @ o e o
© © ¢ © 1 0—¢—O0—¢—0—¢—0——
05 1.0 0.25 0.50 0.75 1.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 4.4: Darstellung der ersten degj(w).

2n71

wobei X, (w) = Ip, (w), D, = |J [(20 —1)-27",2i-27").

=1

Wir suchen eine WahrscheinlichkeitsverteiluRguf Q2 mit
PlweQ:w =aj,ws =ag,...,w, =ap}] =27" (4.2.2)
Gibt es einer-Algebra.A, die alle diese Ereignisse enthalt, und eine eindeutiger$tabkinlich-
keitsverteilungP auf. A mit (4.2.2)?
Wir werden in Abschnitt 513 zeigen, dass dies der Fall isteiaber
(1). A#P(Q) und
(2). P{w}] =0 firallew € Q

gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterstis&ti in dieser Hinsicht grundlegend
von diskreten Modellen.

Kontinuierliche Gleichverteilung

Fir die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Vaér2 = [a,b], —00 < a < b < 0,

sollte gelten:

Pl(c,d)] = Pl[e, d]] = Z_ © Va<e<d<h. (4.2.3)
—a
Gibt es einer-Algebra#, die alle Teilintervalle vorja, b] enthalt, und eine Wahrscheinlichkeits-

verteilungP auf 2 mit (4.2.3)?

Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigeise# # P(Q2) und P[{w}] = 0
far allew € Q.

Tatséachlich sind die Probleme in den letzten beiden Absigmiveitgehend aquivalent: die durch
die Binardarstellund (4.2.1) definierte Abbilduigist eine Bijektion vorj0, 1) nach{0, 1}™\ 4,
wobei A = {w € Q : w, = 1 schliellich eine abz&hlbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung
auf [0, 1) wird durch X auf eine Munzwurffolge aufo0, 1} abgebildet, und umgekehrt.
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Brownsche Bewegung

Simuliert man einen Random Walk, so ergibt sich in einem gesten Skalierungslimes mit
Schrittweite— 0 anscheinend eine irregulare, aber stetige zufallige Bemgpopkontinuierlicher
Zeit. Der entsprechende, 1923 von N. Wiener konstruiedehststische Prozess helBiown-

Abbildung 4.5: Graph einer Stichprobe der eindimensian&8mwnschen Bewegung

sche Bewegungund kann durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilih@as Wienermal3) auf dem
Raum
Q=C(0,1,R) = {w: [0,1] — R|w stetig}

beschrieben werden. Fir diese, als Modell fur Aktienkuze&llige Bewegungen, etc. in diver-
sen Anwendungsbereichen fundamentale Wahrscheinlisivkeieilung gilt unter anderem:

1
\ 27t

siehe zum Beispiel die Vorlesung ,Stochastische Prozess&ammersemester.

b
PlweQ:w(t) € [a,b)}] = /e—éf dr  furallet > 0,

Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzterdbeiBeispielen zu konstruieren, beno-
tigen wir zunachst geeigneteAlgebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervatlénalten.
Dazu verwenden wir die folgende Konstruktion:

Konstruktion von o-Algebren

Sei(2 eine beliebige Menge, ungZ C P(Q2) eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden Fall
in der zu konstruierendestAlgebra enthalten sein sollen (z.B. die Mengen aus den Beespi
zu unendlichen Produktmodellen und kontinuierlichen Gleerteilungen auf Seite 110f).
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Definition. Die Kollektion

o= N Z
FOF
F o-Algebra auf2

von Teilmengen vof? heil3t die von 7 -erzeugter-Algebra.

Bemerkung. Wie man leicht nachpruft (Ubung), is{_# ) tatséchlich eine-Algebra, und damit
die kleinstes-Algebra, die_# enthalt.

Beispiel (Borel'scheo-Algebra auf R). SeiQ? = Rund _¢ = {(s,t)] —oo < s <t < oo} die
Kollektion aller offenen Intervalle. Die von? erzeugter-Algebra

BR):=a(7)

heiRtBorel'sche o-Algebra. Man priift leicht nach, das8(R) auch alle abgeschlossenen und
halboffenen Intervalle enthélt. Die Borel'scheAlgebra wird auch erzeugt von der Kollektion
aller abgeschlossenen bzw. aller kompakten IntervallnEbejilt:

B(R) = o({(—00,d]|c € R})
Allgemeiner definieren wir:

Definition. Sei{2 ein topologischer Raum (also z.B. ein metrischer RaumRAtie” ([0, 1], R)
etc.), und set die Kollektion aller offenen Teilmengen v@r(die Topologig. Die vonr erzeugte
o-Algebra

B(Q):=o(1)

heiRtBorel'scheo-Algebra auf).

Wieder verifiziert man, das8((2) auch von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt wird. Im
Fall ©2 = R ergibt sich die oben definierte, von den Intervallen erzeugilgebra.

Bemerkung. Nicht jede Teilmenge voR ist in der Borelschen-Algebra3(R) enthalten - ein
Beispiel wird in den Ubungen gegeben.

Trotzdem enthal3(R) so gut wie alle Teilmengen voR, die in Anwendungsproblemen auf-
treten; z.B. alle offenen und abgeschlossenen TeilmengeiRysowie alle Mengen, die durch
Bildung von abzahlbar vielen Vereinigungen, Durchschnitted Komplementbildungen daraus
entstehen.
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Beispiel (Produkt o-Algebra auf {0, 1}Y). EineZylindermenge auf dem Folgenraum
Q={0,1}" = {(w1,wa,...) s w; € {0,1}}
ist eine Teilmengel von ) von der Form
A={w e w =a,wy=ay,...,w, =a,}, neNay,...,a, €{0,1}.

In Beispiel4.2 von oben betrachten wir die von der Kollektmller Zylindermengen erzeugte
o-AlgebraA = o(%) auf{0, 1}"V. A hei3tProdukt- o-Algebra auf ).
Allgemeiner seil eine beliebige Menge, und = [] €2; eine Produktmenge (mit endlich, ab-
i€l

zahlbar, oder sogar Uberabzahlbar vielen Faktoxene I).
Definition. Sind.A;,i € I o-Algebren auf?;, dann heil3t die von der Kollektic# aller Zylin-
dermengen

{w=(wi)ier €N :wy, € Ajj,wiy, € Aiy, ... wi, € Ait,

neNi,...,ip €A, € Ay,..., A, €A,  erzeugter-Algebra

A=A =0(%)

el

Produkt o-Algebra auf(.

Man kann nachprifen, dass die etwas anders definierte Rroddilgebra aus Beispi¢l[ 4.2 ein
Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion ist.

Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilurgen

Sei (©,.A) ein messbarer Raum d.h. Q) ist eine nichtleere Menge und C P(9) eineo-
Algebra. In der Regel sind die Wahrscheinlichkeitefy] zunéchst fur Ereignissé aus einer
Teilmenge7 C A mit A = o(J) gegeben, z.B. fur Intervalle bei Wahrscheinlichkeitsuknte
gen aufR. Es stellt sich die Frage, ob hierdurch bereits die Wahistibekeiten aller Ereignisse
in A eindeutig festgelegt sind, und ob si€tzu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung adffort-
setzen lasst. Diese Fragen beantworten die folgendenrbiddamentalen Satze.

Definition. (1). Ein Mengensyste C A heil3tdurchschnittsstabil falls

A BegJ = AnBeJ.

(2). J heil3tAlgebra, falls
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(@ QeJ
b)yAcg = A%ecJg
(c) A, Beg = AuBeJ.

Eine Algebra ist stabil unter endlichen Mengenoperatiggéden von endlichen Vereinigungen,
Durchschnitten und Komplementen). Insbesondere ist jégeba durchschnittsstabil.

Beispiel. (1). Die Kollektion aller offenen Intervalle ist eine dusdhnittsstabile Teilmenge
vonB(RR), aber keine Algebra. Dasselbe gilt flir das Mengensysfem { (—oo, ¢||c € R}.

(2). Die Kollektion aller endlichen Vereinigungen von ledligen Teilintervallen voiR ist eine
Algebra.

Satz 4.6 (Eindeutigkeitssatd. Stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungerund P auf
(2, A) Uberein auf einerdurchschnittsstabilen Mengensystefh C A, so auch aub (7).

Den Satz werden wir am Ende dieses Abschnittes beweisen.

Beispiel. (1). Eine Wahrscheinlichkeitsverteiludgauf B(R) ist eindeutig festgelegt durch die
Wahrscheinlichkeite®[(—oo, c]], ¢ € R.

(2). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Modell der unendlich vielen Minzwirfe ist ein-
deutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Angg der ersten Wirfe fur alle
n € N.

Nach dem Eindeutigkeitssdfz 4.6 ist eine Wahrscheinlitéd@rteilung durch die Wahrschein-
lichkeiten der Ereignisse aus einem durchschnittsstalitlzeugendensystem festgelegt. Um-
gekehrt zeigt der folgende Satz, dass sich eine auf einesugendensysten’ gegebener-
additive Abbildung zu einem Mal} auf defAlgebra fortsetzen lasst, fallg eine Algebra ist.

Satz 4.7(Fortsetzungssatz von Carathéodory Ist 7 eine Algebra, und® : 7 — [0, o] eine
o-additive Abbildung, dann besitzt eine Fortsetzung zu einem Maf auf7 ).

Den Beweis dieses klassischen Resultats findet man in viel&thdarie-, Analysis- bzw. Wahr-
scheinlichkeitstheorie-Blchern (siehe z. B. Williams: Jrability with martingales”, Appendix
Al). Wir verweisen hier auf die Analysisvorlesung, da fie eieitere Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie in dieser Vorlesung der Existatzgwar fundamental ist, das Beweisver-
fahren aber keine Rolle mehr spielen wird.
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Bemerkung. Ist P[Q)] = 1, bzw. allgemeineP[(2] < oo, dann ist die Mal3fortsetzung nach Satz
[4.8 eindeutig, denn eine Algebra ist durchschnittsstabil.

Als Konsequenz aus dem Fortsetzungssatz erhalt man:

Korollar 4.8 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung). Es exis-
tiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteiludg ., auf 5((0, 1)) mit

Uol(a,b)] =b—a firalle0 <a <b < 1. (4.2.4)

Zum Beweis ist noch zu zeigen, dass die dutch (4.2.4) defni@bbildungi{(, ) sich zu ei-
ner o-additiven Abbildung auf die von den offenen Intervallemeargte Algebrad, aller endli-
chen Vereinigungen von beliebigen (offenen, abgeschhesgehalboffenen) Teilintervallen von
(0,1) fortsetzen lasst. Wie die Fortsetzung adif aussieht, ist offensichtlich - der Beweis der
o-Additivitat ist etwas aufwandiger. Wir verweisen dazu eee auf die Analysisvorlesung, bzw.
den Appendix Al in Williams: ,Probability with martingalés

Bemerkung. (1). Auf &hnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutidldas durch

d
)\[(al, bl) X ... X (CLd, bd)] = H(bl — CLi) fur alle a;, b, e R mit a; < b;
=1
eindeutig festgelegten LebesguemaResif B(R?), siehe Analysis Ill. Man beachte, dass
wegen\|[R?] = oo eine Reihe von Aussagen, die wir fur Wahrscheinlichkeiteileingen
beweisen werden, nicht fir das Lebesguemaf®R4ufelten!

(2). Auch die Existenz der Wahrscheinlichkeitsverteilengn Modell fir unendlich viele faire
Munzwurfe kann man mithilfe des Satzes von CarathéodoryereigVir werden diese
Wabhrscheinlichkeitsverteilung stattdessen unmittedhsrder Gleichverteilunyy, ;) kon-
struieren.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun den Etigl@itssatz. Dazu betrachten wir
das Mengensystem
D:={Aec A|P[A] = P[A]} D J.

Zu zeigenist:D D o(J).

Dazu stellen wir fest, da® folgende Eigenschaften hat:

() Qe D
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(i) AcD = A°€D

(iii) Aq, As,... € D paarweise disjunkt= (JA; € D
Definition. Ein Mengensyste® C P(£2) mit (i) - (iii) heiRt Dynkinsystem

Bemerkung. Fir ein DynkinsystenD qilt:

ABeED, ACB = B\A=BnA°=(B°UA)“ €D

disjunkt

Lemma 4.9. Jedes) - stabile Dynkinsyster® ist einec - Algebra.

Beweis.Fiur A, B € D gilt:
€D falls N—stabil
—~
AUB = A LTJ (B\(AnB)) €D.

disjunkt €D nach Bem.

Hieraus folgt flrA;, A,, ... € D durch Induktion
B, = U A, €D,
=1

und damit

o0

HAi:Ban U (B,\Bn-1) €D.

nTzl €D nach Bem.

disjunkt

]

Lemma4.10.Ist 7 einN - stabiles Mengensystem, so stinai&s$ von7 erzeugte Dynkinsystem

D(J) = N D

D Dynkinsystem
DoJ

mit der vonJ erzeugteno - Algebrac(J) Uberein.

Aus Lemmal[(4.10) folgt der Eindeutigkeitssatz, ddahec A |P[A] = P[A]} ist ein Dynkin-

system, dag/ enthalt, und somit gilt nach dem Lemma

{Ae AIP[A]=PA]} 2 D(T) =a(T),

falls 7 durchschnittsstabil ist.
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Beweis. (von Lemmal(4.10))

Jeder - Algebra ist ein Dynkinsystem, also git(.7) C o(J).

Es bleibt zu zeigen, dasB(7) eineos - Algebra ist (hieraus folgt dan®(7) = o(J)). Nach
dem ersten Lemma ist dies der Fall, weRQ17) durchschnittsstabil ist. Dies zeigen wir nun in
zwei Schritten:

Schrittl: Be J,Ae D(J) = ANB € D(J)
Beweis: Dy = {A €A |ANB €D(J)} 2 J istein Dynkinsystem. Z.B. gilt

AecDg = ANBeDJ)
Bem.

C _
= A°NB= 1; \(ANB) € D)
ED(J) ED(j)
= A € Dy usw.

Also gilt Dp O D(J),unddamitAN B € D(J) furalle A € D(J).
Schritt2: A,BeD(J) = ANB €D(J)

Beweis: Dy = {Be€ A |ANB € D(J)} 2 J nach Schritt 1. Zudem istD, ein
Dynkinsystem (Beweis analog zu Schritt 1), also §ilt © D(7). O

4.3 Allgemeine Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun Zufallsvéten X : Q@ — S mit
Werten in einem allgemeinen messbaren Ra6n®) betrachten. Beispielsweise ist= R oder
S = R? undS ist die Borelscher-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeitem
Ereignissen der Form

{(XeB}={weQXw)eB=X1B),
.Der Wert der ZufallsgroR& liegt in B*

wobei B C S eine Menge aus der-AlgebraS auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder
eine allgemeinere Borelmenge, fafls= R qgilt.

Wir erweitern dementsprechend die zuvor eingefuhrten Kptezeiner Zufallsvariablen und ihrer
Verteilung.
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Allgemeine Zufallsvariablen

Definition. Eine AbbildungX : 2 — S heil3tmessbar bzgl4/S, falls
(M) X' B)eA furalle B € S.

EineZufallsvariableist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte bassAbbildung.

Bemerkung. (1). IstQ abzahlbar undd = P(Q2), dann ist jede Abbildund(l : @ — S eine
Zufallsvariable.

(2). IstS abzahlbar und = P(S), dann istX genau dann eine Zufallsvariable, falls
(X=a}=X""{a}) € A furallea € S
gilt. Dies ist gerade die Definition einer diskreten Zufadsable von oben.

Stimmt dies-AlgebraS nicht mit der Potenzmeng@(S) Uberein, dann ist es meist schwierig,
eine Bedingund M) fur alle MengenB € S explizit zu zeigen. Die folgenden Aussagen liefern
handhabbare Kriterien, mit denen man in fast allen praktistevanten Féllen sehr leicht zeigen
kann, dass die zugrunde liegenden Abbildungen messbar\&indemerken zunachst, dass es
genugt die Bedingung)/) fur alle Mengen aus einem Erzeugendensystémer o-AlgebrasS

zu Uberprufen:

Lemma4.11.SeiJ C P(S) mitS = o(J). Dann gilt (M) bereits, falls
X B eA furalle B € J.

Beweis.Das MengensystefiB € S|X'(B) € A} ist eines-Algebra, wie man leicht nach-
pruft. Diese enthélt7 nach Voraussetzung, also enthalt sie auch die ¥a@rzeugter-Algebra
S. O

Korollar (Reellwertige Zufallsvariablen). Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung X : © — R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelscheflgebra,
wenn

{X<c}={we|X(w)<c}e A VceR, bzw. wenn
{X<et={weQ|X(w)<cte A VceR

Beweis.Es gilt { X < ¢} = X7!((—o0,c]). Die Intervalle(—oo, ¢], ¢ € R, erzeugerB(R), also
folgt die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog n
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Beispiel(Indikatorfunktionen ). Fir eine Menged C 2 gilt:
1, ist Zufallsvariable< A € A,

denn
1] fallsc < 0

{Ia<c}=<¢0 fallsc>1 ;
A€ fallso<c< 1

und A® ist genau dann itd enthalten, wennl in A enthalten ist.

Korollar (Stetige Abbildungen sind messbar Seien(2 und S topologische Raume, und, S
die Borelschemr-Algebren. Dann gilt:

X :Q — Sstetig = X messbar.

Beweis.Sei 7 die Topologie vonS, d.h. die Kollektion aller offenen Teilmengen véh Nach
Definition der Borelschen-Algebra giltS = o(J). Wegen

BeJ = Boffen =%° x-1(B)offen = X '(B) € A

folgt die Behauptung. O
Kompositionen von messbaren Abbildungen sind wieder nagssb

Lemma 4.12. Sind (21, A;), (2, A5) und (23, .A3) messbare Raume, und i&4 : Q; — Q,
messbar bzgld, /A, und X, : Q; — Q3 messbar bzgld, /A3, dann istX, o X; messbar bzgl.
A/ As.

X X
QO =5 2 =5 Q4

Ay As As
Beweis.Fir B € A; gilt (X, 0 X,)"}(B) = X; Y(X, 1(B)) € A,. O
A
€A2

Beispiel. (1). IstX : 2 — R eine reellwertige Zufallsvariable unfl: R — R eine messbare
(z.B. stetige) Funktion, dann ist auch

f(X)=foX:Q—R

wieder eine reellwertige Zufallsvariable. Beispielsweisel | X |, | X |7, e* usw. Zufallsva-
riablen.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



4.3. ALLGEMEINE ZUFALLSVARIABLEN UND IHRE VERTEILUNG 121

(2). SindX,Y : Q — R reellwertige Zufallsvariablen, dann igX,Y) : w — (X (w), Y (w))
eine messbare Abbildung in d&t mit Borelscherr-Algebra.
Da die Abbildung(z, y) — x + y stetig ist, istX + Y wieder eine reellwertige Zufallsva-
riable. Dies sieht man auch direkt wie folgt: Riie R gilt:

X+Y<c <<= drseQ:r+s<c¢, X <rundY <s,

also
{(X+Y <= J{X<rn{yr<sheA

r,s€Q
r+s<c

Verteilungen von Zufallsvariablen

Um Zufallsexperimente zu analysieren, missen wir wissenhyelchen Wahrscheinlichkeiten
die relevanten Zufallsvariablen Werte in bestimmten Bémicannehmen. Dies wird durch die
Verteilung beschrieben. Sei¢f?, A) und (.S, S) messbare Raume.

Satz 4.13(Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer ZV). Ist P eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf(2, .A), und X : Q2 — S messbar bzgld/S, dann ist durch

px(B):=PIX € B]=PIX"'(B)] (B€S)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung guf, S) definiert.
Beweis. (1). ux(S)=P[X (S =P[O =1

(2). SindB,, € S, n € N, paarweise disjunkte Mengen, dann sind auch die Urbilet(B,,),
n € N, paarweise disjunkt. Also gilt wegen derAdditivitat von P:

o ol (us)

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungx auf (S,S) hei3tBild von P unter X oder

UX(B.)

= Z P[X_I(Bn)] = ZMX[Bn]~

]

Verteilung (law) vonX unter P.
Fur ux werden haufig auch die folgenden Notationen verwendet:

px =PoX ' =Lx=Px=X(P)
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Charakterisierung der Verteilung

e Diskrete Zufallsvariablen:
Die Verteilungu y einer diskreten Zufallsvariablen ist eindeutig durchMessenfunktion

px(a) = P[X =d] = ux[{a}], a€S,
festgelegt.

e Reelle Zufallsvariablen
Die Verteilungu x einer reellwertigen Zufallsvariablel : 2 — R ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auB3( R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlictekei

px|[(—o0, ] = P[X <], c € R,

da die Intervallg —oo, ¢], ¢ € R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borel-
schens-Algebra bilden.

Definition. Die FunktionFx : R — [0, 1],
Fx(c) := P[X < o = px[(=00,¢]]

heil3t Verteilungsfunktion (distribution function) der ZufallsvariableX : Q@ — R bzw. der
Wahrscheinlichkeitsverteilungy auf (R, B(R)).

Beispiel (Kontinuierliche Gleichverteilung)Seiena,b € R mit a < b. Eine Zufallsvariable
X : Q — Rist gleichverteilt auf dem Intervall, b), falls

c—a

Fx(e) = PIX < o =Uap)(a,¢)] = 37—

furallec € (a,b)
gilt. Eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die |di¢it
Ulw)=w

auf dem Wahrscheinlichkeitsrauff, A, P) = ((0, 1), B((0,1)),Uo,1))- IstU gleichverteilt auf
(0,1), dann ist die Zufallsvariable

gleichverteilt auf(a, b).
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Beispiel(Exponentialverteilung)Angenommen, wir wollen die Wartezeit auf das erste Eintrete
eines unvorhersehbaren Ereignisses (radioaktiver Zetfalbeben, . . .) mithilfe einer Zufallsva-
riableT : Q — (0, 00) beschreiben. Wir Uberlegen uns zunéchst, welche Verteidtun Model-
lierung einer solchen Situation angemessen sein konntedigdiahrscheinlichkeiP[T" > t] zu
approximieren, unterteilen wir das Intervéll, ¢ in eine groRe Anzaht € N von gleich gro3en
Intervallen(=1 k) < <,

([ ¥ i i 1 1 ¥ ¥ ]

\ A A A N N A A ]

0 (k—1t Kt t
n

Abbildung 4.6: Unterteilung des Intervall8, t] in n Teile.

Sei A, das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen muﬂe(ﬁ%ﬂ K1 eintritt. Ein
nahe liegender Modellierungsansatz ist anzunehmen, aaBsalgnissed,, unabhangig sind mit
Wahrscheinlichkeit

P[A;] = /\%,

wobei A > 0 die ,Intensitat®, d.h. die mittlere Haufigkeit des Geschehero Zeiteinheit, be-
schreibt, und die Approximation fiir — oo immer genauer wird. Damit erhalten wir:

PIT >t]=P[AYN...NnAY] ~ <1 — &) fur groResn.
n

Furn — oo konvergiert die rechte Seite gegen.
Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition. Eine Zufallsvariablel’ : 2 — [0, oo) heiltexponentialverteilt zum Parametey>0,
falls
P[T >t]=e™ furallet > 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parametek ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungp = Exp(\) auf (R, B(R)) mit

pl(t,00)] = e M fur allet > 0,
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bzw. mit Verteilungsfunktion

1—e ™ fart>0
P(t) = pl(—o, 1] = (43.0)
0 furt < 0.

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist diep(\)-Verteilung durch[(4.3]11) eindeutig festgelegt.

Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteiltgfalisvariable. Dazu bemerken wir, dass
T : Q) — R genau dann exponentialverteilt mit Parametést, wenn

1
PleM <u=P [T > —Xlogu] — exlosu —y

fur alleu € (0,1) gilt, d.h. wenne=*T auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also konnen wir eine expo-
nentialverteilte Zufallsvariable konstruieren, indenn wingekehrt

1
T := —X logU U~ M(O,l)

setzen. Insbesondere ergibt sich die folgende Methodeimwi&ion einer exponentialverteilten
Zufallsvariable:

Algorithmus 4.14 (Simulation einer exponentialverteilten Stichprobg.
Input: Intensitat\ > 0
Output: Stichprober von Exp())

(1). Simuliereu ~ U 1)

(2). Setzer := —% log u

Wir werden in Abschniti 415 zeigen, dass mit einem entsgedbn Verfahren beliebige reel-
le Zufallsvariablen konstruiert und simuliert werden kénnZum Abschluss dieses Abschnitts
zeigen wir noch eine bemerkenswerte Eigenschaft expatestieilter Zufallsvariablen:

Satz 4.15GedAachtnislosigkeit der Exponentialverteilung. Ist 7" exponentialverteilt, dann gilt
furalle s,t > 0:
P[T — s> t|T > s] = P[T > t].

Hierbei istT — s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten degiissies. Also:

Auch wenn man schon sehr lange vergeblich gewartet hat,
liegt das néchste Ereignis nicht ndher als am Anfang!

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



4.4. WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN AURR 125

Beweis.

P[T —s>tundT >s] P[T>s+t] e+ -
P[T—s>tT > s] = P> o = =7, - % =eM=P[T>t.

]

4.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR

In diesem und im nachsten Abschnitt beschaftigen wir untesyatischer mit der Beschreibung,
Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariab. Wir notieren dazu zunachst einige
grundlegende Eigenschaften der Verteilungsfunktion

F(c) = P[X <

einer auf einem Wahrscheinlichkeitsraufa, A, P) definierten ZufallsvariableX : Q — R.
Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dass umgekehrtHedktion mit den Eigenschaften
(1)-(3) aus Satz 4.16 die Verteilungsfunktion einer reelefallsvariable ist.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Satz 4.16.Fur die Verteilungsfunktiod” : R — [0, 1] einer reellwertigen Zufallsvariabl& gilt:

(1). F istmonoton wachsend

(2). lim F(c¢)=0undlim F(c) =1,

C——00 Cc— 00

(3). Fistrechtsstetigd.h. F'(c¢) = lim F'(y) fur alle ¢ € R,

y\c
(4). Fe) = lim F(y) + px[{c}].
Insbesondere isk' stetig beic, falls ux [{c}] = 0 gilt.

Beweis.Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkel Normiertheit der
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteildhd>er Beweis der Eigenschaften (1)-(3) wird
dem Leser als Ubung tiberlassen. Zum Beweis von (4) bemerkedass finy < c gilt:

Fle) = Fly)=PX < -PX <y|=Ply<X <.

Fir eine monoton wachsende Folge ~ ¢ erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit
von P:

F(c)— lim F(y,) = lim Ply, <X < =P

n—oo n—oo

ﬂ{yn <X < C}]

= PIX =d=px[{c}]
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Da dies fur alle Folgen,, .~ ¢ gilt, folgt die Behauptung. O]

Im Folgenden betrachten wir einige Beispiele von eindin@raen Verteilungen und ihren Ver-
teilungsfunktionen.

Diskrete Verteilungen

Die Verteilungu einer reellen Zufallsvariabl& heif3t diskret, wenp[S] = 1 fUr eine abzahlbare
MengesS qilt.

Beispiele. (1). BERNOULLI-VERTEILUNG MIT PARAMETER p € [0, 1]:
p{1=p,  wp[{0}=1-p
Als Verteilungsfunktion ergibt sich

0 firc <0

Fle)=<S1—p furcelo,1)

1 fure > 1.
1x F
1+ 1 + ——
1—p+ 1—p o
\ T 1
1 1

Abbildung 4.7: Massen- und Verteilungsfunktion eidgrr(p)-verteilten Zufallsvariablen.

(2). GEOMETRISCHEVERTEILUNG MIT PARAMETER p € [0, 1]:
pl{k}] = (1 —=p)*t-p furkeN
Fur eine geometrisch verteilte Zufallsvariafleyilt:

Fle)=PT<c=1-PT>c=1-(1-p)¥ fire>0,

=P[T>|c]]

wobei |c| := max{n € Z | n < ¢} der ganzzahlige Anteil voaist.
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1 .
‘ I ! 1 ¥ 1 1
1 2 3 4 > 6 7
F
LT — 8§ — &

Abbildung 4.8: Massen- und Verteilungsfunktion eid&tormn (1 )-verteilten Zufallsvariablen.

(3). BINOMIALVERTEILUNG MIT PARAMETERN 1 UND p:

ul{k}] = (Z)pk(l —pE fur k=0,1,...,n

Somit ist die Verteilungsfunktion voBin(n, p):

0.15
0.10 +
0.05

|
T

‘ | ..|||” HH“IH. ‘
3 40

_o00s 1 10 20 0 50

—0.10 +

Abbildung 4.9: Massenfunktion ein®in (55, 0.6)-verteilten Zufallsvariable.
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1.0 + .sewmou-o—

0.9 +
0.8 T
0.7
0.6
0.5 T
04 +
03 +
0.2 +
0.1 +

Teesessssoporssssesetoseatt® | |

-0.1 - 10 20 30 40 50

-0
[ o]
-0
[ 2]
[ 2]
[ o]
®-0
[ 2]
-0
[ 2

Abbildung 4.10: Verteilungsfunktion voRin (55, 0.6)

Allgemein sind die Unstetigkeitsstellen der Verteilungs{tion F' einer reellwertigen Zufallsva-
riable X nach Satz 4.16 (4) gerade domeder Verteilung, d.h. die € R mit ux[{c}] > 0.
Nimmt X nur endlich viele Werte in einem Intervdllan, dann ist” auf I stiickweise konstant,
und springt nur bei diesen Werten.

Stetige Verteilungen
Die Verteilungyu einer reellen Zufallsvariabl& heil3tstetig, bzw. absolutstetig falls eine inte-
grierbare Funktiory : R — [0, co) existiert mit

F(c) = PIX < ¢| = p[(—o0,c]] = / f(z) dzx fur allec € R. (4.4.1)

Das Integral ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueintegmahterpretieren. Ist die Funktiofi
stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral Ubeban. eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ist, folgt, dasg eineWahrscheinlichkeitsdichteist, d.h.f > 0 und

/f(x) — 1.

Definition. Eine Lebesgue-integrierbare Funktigh R — [0, co) mit (4.4.1) heil3Dichtefunk-
tion der ZufallsvariableX bzw. der Verteilung:.

Bemerkung. (1). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralresty gilt

F'(z) = f(x) (4.4.2)
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fur alle z € R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gilt(4.412) fux-fast allex, wobei\ das
Lebesguemall al ist.

(2). Aus [4.4.1) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lgbemtegrals (s. Kapitél 6 unten):

P[X € B] = /f (4.4.3)

fur alle MengenB € B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten Yon (4.4.3) Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen definieren, und wendet dewl&itigkeitssatz an.

Beispiele. (1). GLEICHVERTEILUNG AUF (a,b) (—oo < a < b < o0).

0 firc<a
1
flz) = b—a [(a,b)(x)> F(c) = % fira<ce<b
1 flire>b
1 i
® °
1 2 3

Abbildung 4.11: Dichtef (x) = 1}, 35(«) einer uniform aufl, 3] verteilten Zufallsvariable (blau),
und deren Verteilungsfunktiof(c) (rot)

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablandwieder gleichverteilt.

(2). EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER A > 0.
F(2) = AT ()
F(¢) = ul(—o0,d]] = (1 — e / fa

Ist T' eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Paramgtaernda > 0, dann istaT
exponentialverteilt zum Paramet;érdenn

PlaT > =P[T > S| =e3¢  furallec > 0.
a
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Abbildung 4.12: Dichtef(z) = 1j)(z) - e* einer zum Parameter exponentialverteilten
Zufallsvariable (blau) und deren Verteilungsfunktibiic) (rot)

(3). NORMALVERTEILUNGEN
Wegen [ e */2dz = /27 ist die ,GauRsche Glockenkurve*

1 2
f(z)= e /2, z € R,
V2T

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige Zufallake Z mit Dichtefunktionf heif3t
standardnormalverteilt. Die Verteilungsfunktion

1
@(c):/ e zdz

Vo
der Standardnormalverteilung ist i.A. nicht explizit belvenbar. IstZ standardnormalver-
teilt, und

X(w)=0Z(w)+m

mit o > 0, m € R, dann istX eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

FX(c):P[ch]:P{ZSC_m} :cp(c_m).

o g

Mithilfe der Substitutionz = = erhalten wir:

h 1 _i / 1 _1 z—m 2
Fx(c):/\/%e 2dz:/\/me 2 (") de

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteiluny(m, o?) auf R mit Dichtefunktion

fm,g(QZ) = 1 . 6_%(1"77”)2

vV 2ro?

o

heilRtNormalverteilung mit Mittelm und Varianz 2. Die VerteilungN (0, 1) heiRtStan-
dardnormalverteilung
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Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dass die Binomi@iheng (also die Verteilung
der Anzahl der Erfolge bei unabhéangigen 0-1-Experimentéirfolgswahrscheinlichkeit
p) fur grof3en nédherungsweise durch eine Normalverteilung beschrieleedem kann.
Entsprechendes gilt viel allgemeiner fir die Verteilungen Summen vieler kleiner un-
abhéangiger Zufallsvariable@Zéntraler Grenzwertsats.u.).

Abfall um Faktore™2

m — 30 m— 20 m—o m m+4 o m + 20 m + 30

Abbildung 4.13: Dichte einer normalverteilten Zufallsizdnle mit Mittelwertrm und Varianzo?.

m — 30 m — 20 m-—ao m m-+o m + 20 m + 30

Abbildung 4.14: Verteilungsfunktion einer normalverter Zufallsvariable mit Mittelwerit» und
Varianzo?.

Die Dichte der Normalverteilung ist an der Stettemaximal, und klingt auRerhalb einer
o-Umgebung vonn rasch ab. Beispielsweise gilt

fmoe(m=xo)= fm,\a/(gm)
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fm,a
fmo(mx20) = 62(m)

Jmo
fmo(m£30) = —69/(;%)

Fur die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteiltealis¥ariable Werte aufRerhalb der
o-, 20- und3c-Umgebungen annimmt, erhalt man:

PlX —m| > ko] = P{X_m‘>k}

ag
= P[|Z| > k]| =2P[Z > k] =2(1 — ®(k))
31.7% furk=1
= 4.6% furk =2

0.26% furk =3

Eine Abweichung der Grof¥evom Mittelwertm ist also fur eine normalverteilte Zufalls-
variable relativ typisch, eine Abweichung der Griféedagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschatzungen fir die Wahrsdighkeiten grof3er Werte sind oft niitz-
lich:

Lemma 4.17. Fir eine standardnormalverteilte Zufallsvariabtegilt:

11 1
<2ﬂ>‘”2-(———3)-e‘y2/2 < PlZzy < @7 Wyso0
y oy y

Beweis.Es gilt:

P|Z > y| = (27r)1/2/ezz/2 dz
Y
Um das Integral abzuschéatzen, versuchen wir approxim&igenmfunktionen zu finden. Zu-

nachst gilt:
i _16*22/2 =(1+ i . e*ZQ/Q > eiZQ/Q Vz >0,
dz z 22
also o 0
16—22/2 = / (16—22/2) dz > /e_z2/2 dz,
Yy Yy
y y

woraus die obere Schranke fBfZ > y] folgt.

Fur die untere Schranke approximieren wir die Stammfunktioch etwas genauer. Es gilt:

d 1 1 2 1 1 3 2 2
el - - 222\ _ (1. - _ - <2 —22/2 —22/2
dz(( 2—1—23)@ )_(1+22 22 24)6 se ’
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und damit

O

Fur eineN (m, o?)-verteilte ZufallsvariableX mit o > 0 ist Z = ¥ standardnormalverteilt.
Also erhalten wir flry > m:

— — y—m)2
PiX >y = P2 5 U o L o) o5
o o y—m

sowie eine entsprechende Abschatzung nach unten.

Transformation von absolutstetigen Zufallsvariablen

Wir haben in Beispielen bereits mehrfach die Verteilung vamk&ionen von absolutstetigen
Zufallsvariablen berechnet. Sei nun allgemeéift R ein offenes Intervall, un : 2 — I eine
Zufallsvariable mit stetiger Verteilung.

Satz 4.18(Eindimensionaler Dichtetransformationssats. Ist ® : I — J einmal stetig diffe-
renzierbar mit®’(z) # 0 fur alle x € I, dann ist die Verteilung vo®(X') absolutstetig mit
Dichte

fx(@7H(y)) - [(@7H) ()| fury € (1)

fcb(X)(y) = . (4.4.4)

0 sonst
Beweis.Nach der Voraussetzung gilt entweder> 0 auf I oder®’ < 0 auf /. Wir betrachten
nur den ersten Fall. Au$’ > 0 folgt, dass® streng monoton wachsend ist, also eine Bijektion
von I nach® (7). Daher erhalten wir

Fyx)(c) = POX)<d = PX<® )] = Fx(®'(c)

fir allec € (7). Nach der Kettenregel ist darfyx) fiir fast allec € ®(7) differenzierbar, und
es gilt

Fyxy(e) = fx(@7H(c) - (271 (o).
Die Behauptung folgt hieraus nach dem Hauptsatz der Diffedenind Integralrechnung, da

P[®(x) & ®(I)] = 0.

]
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Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeite. Seid : Q — [0, 27) ein zufalliger, auf0, 27)
gleichverteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung vatos # berechnen. Da die Kosinusfunktion
auf [0, 27) nicht streng monoton ist, ist (4.4.4) nicht direkt anwerdhdir konnen aber das
Intervall [0, 27) in die Teile[0, 7) und[r, 27) zerlegen, und dann die Verteilung &hnlich wie im
Beweis von Satz 4.18 berechnen. Wegen

Plcos > ¢c] = Plcosf >c und 6e€[0,7)]+ Plcosf® >c¢ und 6 € [r,2n)]
= P[0 € [0,arccosc)| + P[0 € [r — arccosc, )]
2
= 5 arccosc

erhalten wir, dassos ¢ eine sogenannte ,Halbkreisverteilung” mit Dichte

1
V1— 22

fcose(x) = Fc,ose(ff) = % ' LS [_1’ 1)

hat.

Abbildung 4.15: Abbildung der Dichtefunktiofi.s

Anstelle von[(4.414) gilt in diesem Fall

feoso(z) = fx(¥1(@)) - [ (2)] + fx (@a(2)) - [¥5(2)],

wobei ) (x) = arccosz und iy (z) = 2m — arccos z die Umkehrfunktionen auf den Teilinter-
vallen sind. Entsprechende Formeln erhéalt man auch alloemenn die Transformation nur
stiickweise bijektiv ist. Auf ahnliche Weise zeigt man i 0 (Ubung):

1 1

I S R.
ma 1+ (z/a)?’ ve

fatan@(x)

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



4.5. QUANTILE UND INVERSIONSVERFAHREN 135

-2 -1 1 2

Abbildung 4.16: Abbildung der Dichtefunktiof), ;.. ¢

Die Verteilung mit dieser Dichte hei@auchyverteilungzum Parametet. Sie beschreibt unter
anderem die Intensitatsverteilung auf einer Geraden atieiner in alle Richtungen gleichmaliig
strahlenden Lichtquelle im Abstanadbestrahlt wird.

02

9

\a

a-tan6

4.5 Quantile und Inversionsverfahren

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktiareribestimmten Wert Gberschreitet.
Mithilfe von Quantilen kann man daher verallgemeinerte @hrkunktionen der im Allgemeinen
nicht bijektiven Verteilungsfunktion definieren. Diese kehrabbildungen werden wir nutzen,
um reellwertige Zufallsvariablen mit einer gegebenena&ikmgsfunktion explizit zu konstruie-
ren.

Quantile

In praktischen Anwendungen (z.B. Qualitatskontrolle) reiisssaufig Werte berechnet werden,
sodass ein vorgegebener Anteil der Gesamtmasse einerahahmigchkeitsverteilung auR un-
terhalb dieses Wertes liegt. SEi: (2 — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(£2, A, P) mit VerteilungsfunktionF'.

Definition. Seiu € [0, 1]. Dann heil3 € R einu-Quantil der Verteilung vonX,, falls

PX <q <u und PIX>¢q <1-u
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gilt. Ein 1-Quantil heiRtMedian.

Ist die Verteilungsfunktion nicht streng monoton wachsetahn kann es mehrereQuantile zu
einem Wertu geben.

Beispiel (Stichprobenquantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die auseellwertigen Daten
| Messwertenc,...,x, mit z; < o < ... < x, besteht. Dieempirische Verteilung der
Stichprobe ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

auf(R, P(R)), d.h. furB C Rist
1
plBl = —{zi € B,1 <i < nj
n
die relative Haufigkeit des Bereiclisunter den Messwerter). Die empirische Verteilung ergibt

sich, wenn wir zuféllig eiri € {1, ...,n} wahlen, und den entsprechenden Messwert betrachten.

Die Quantile der empirischen Verteilung bezeichnet mastthprobenquantile. Firu € [0, 1]
sei
ky:=14(n—1)u € [1,n].

Ist k, ganzzahlig, dann ist;, das eindeutige-Quantil der Stichprobe. Allgemein ist jedese
[T k) > T1k,7) €INu-Quantil der Stichprobe, d.h. fiir, ¢ Z gibt es mehrera-Quantile.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer &ferhgsfunktionF’, die ja im Allge-
meinen nicht bijektiv ist. Fir € (0,1) sei

G(u) :=inf{z € R|F(z) > u} = sup{z € R|F(z) < u}

und
G(u) := inf{zx € R|F(x) > u} = sup{z € R|F(z) < u}.

Offensichtlich giltG(u) < G(u). Ist die FunktionF" stetig und streng monoton wachsend, also
eine Bijektion vonR nach(0, 1), dann giltG (u) = G(u) = F~!(u). Die FunktionG hei3t daher
auch dielinksstetige verallgemeinerte Inversevon F'. Der folgende Satz zeigt, daggu) das
kleinste und=(u) das groRte-Quantil ist:

Satz 4.19.Fur u € (0,1) undq € R sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(2). g ist einu-Quantil.
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(2). F(¢—) <u< F(q).
(3). G(u) < ¢ < G(u),
Hierbei ist F'(¢—) := 1111}1}1 F(y) der linksseitige Limes voR an der Stelle;.
Beweis.Nach Definition isty genau dann ein-Quantil, wenn
PIX <q|<u<1-P[X >q|=P[X <(]
gilt. Hieraus folgt die Aquivalenz von (1) und (2).

Um zu beweisen, dass (3) dquivalent zu diesen Bedingunganiissen wir zeigen, dags(u)
das kleinste und(u) das groRte:-Quantil ist. Wir bemerken zunéchst, d&s&:) ein u-Quantil

ist, da
F(Gu)—)= lim F(z) <u,
(Gw-) = tm  Flr) <
<u
fir x<G(u)
und
F(Gu))= lim F(z) > u.
G = i, ) 2
fUrx;Q(u)
Andererseits gilt firr < G(u):
F(z) < u,

d.h. z ist keinu-Quantil. Somit istG(u) das kleinste:-Quantil. Auf ahnliche Weise folgt, dass
G(u) das groRte-Quantil ist (Ubung!). O

Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von &ufl) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von ande-
ren Verteilungen: auf R'?

Endlicher Fall:  Gilt 4(S) = 1 fur eine endliche Teilmeng€ C R, dann kénnen wir die Frage
leicht beantworten: Seb = {z1,...,2,} C Rmitn € Nundz; < 23 < ... < z,. Die
Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertady: auf.S ist

F(c) = pl(—oo, ] = Y pl{ai}).

ix; <c

Ist U eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch

X(w) =g falls Fl(xp_1) < U(w) < F(xg), xp:=—00
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eine Zufallsvariable mit Verteilung definiert, denn

P[X = z] = F(xy) — F(2-1) = p[{zi}]-

F(z)

® 1

o £ 1

>

@ —23
@ Up=——m—m—mmmmmmmmm—m——— - >

o —=

2 < ——o :

C —0 |

=3 —o0 1

=N I
i = |

o Q< 1
.:. \ ;. o’ : : 1 1 W 1
——
Ty X2 X3 Xy Ts Te Ty

Abbildung 4.17: Wir generieren eine uniform g0t 1) verteilte Pseudozufallszahl Suche nun

k

das minimalet € N, fur das)_ u(z;) > u. Dann istr = x; eine Pseudozufallsstichprobe von
=1

der Verteilungu.

Allgemeiner Fall:  Wir wollen das Vorgehen nun verallgemeinern. $ei R — [0, 1] eine
Funktion mit den Eigenschaften

(1). monoton wachsend: F(z) < F(y) Vaz <y

(2). rechtsstetig: 1;?3 F(z)=F(c) VceR

(3). normiert:  lim F(z)=0 , lim F(z)=1.

T\, —00 z /oo

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktiomee Zufallsvariable mit Verteilungs-
funktion F":

Satz 4.20.Ist F' : R — [0, 1] eine Funktion mit (1)-(3), und

G(u) =inf{z e R|F(z) > ¢}, wue€(0,1),
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die linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist dég Bi
p=Ug,1) © G!

der Gleichverteilung auf0, 1) unterG eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aifnit Verteilungs-
funktion F'.

Insbesondere gilt: Ist/ : & — (0, 1) eine unterP gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die
Zufallsvariable

X(w) :

|
[
=
&

unter P die Verteilungsfunktior’.

Beweis.Da G(u) einu-Quantil ist, gilt (G (u)) > u, also
G(u) = min{z € R|F(x) > u},

und somit furc € R :

Gu) <c < F(z)>ufireinz <c¢ < F(c)> u.

Es folgt:
PIGU) = = Uonl{ue (0,1)]G(u) < c}]
——
<~ F(c)>u
= U0, F(c))] = F(e).
Also ist F' die Verteilungsfunktion void:(U) bzw. vong.. O

Bemerkung. (1). IstF eine Bijektion vonR nach(0, 1) (also stetig und streng monoton wach-
send), dannisty = F'—!,

(2). NimmtX nur endlich viele Werte; < x5 < ... < z,, an, dann is¥’ stiickweise konstant,
und es gilt:

G(u) = xp fir F(xp_q1) <u < F(zy), x:= —00,

d.h.G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transfoomat

Das Resultat liefert einen
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Existenzsatz: Zu jeder FunktionF” mit (1)-(3) existiert eine reelle Zufallsvariablé bzw. eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf R mit Verteilungsfunktion/.

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Sintidla einer Stichprobe von:
Algorithmus 4.21 (Inversionsverfahren zur Simulation einer Stichprobex von ).
(1). Erzeuge (Pseudo)-ZufallszahkE (0,1).
(2). Setzer := G(u).

Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er aer oft nicht praktikabel, da mas
nicht immer berechnen kann, oder da das Anwenden der TramsfionG (zunachst unwesent-
liche) Schwachstellen des verwendeten Zufallsgeneratostarkt. Man greift daher oft selbst
im eindimensionalen Fall auf andere Simulationsverfalierz.B. ,Acceptance Rejection“ Me-
thoden zurtck.

Beispiel. (1). BERNOULLI(p)-VERTEILUNG AUF {0, 1}. Hier gilt:
F = (1 —p) -I[O,l) + 1-[[1’00)

undG = 1(;_,,1), sieche Abbildung4.18.
Also ist die Zufallsvariables (U) = Ijy<i—p flr U ~ U o 1) Bernoulli(p)-verteilt.

F
Qzllf,l
It - 1L - (1-p,1)
1-]’) o 4+
: | |
1 1

Abbildung 4.18:G(U) = Iy>1-p ist Bernoullip)-verteilt.

(2). GLEICHVERTEILUNG AUF (a,b):

F(c):Z:Z fur c € [a, b],

G(u) =a+ (b—a)u,

siehe Abbildun@ 4.19. Also ist+ (b — a)U fur U ~ U o) gleichverteilt auf(a, b).
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bt G=a+(b—a)u

Abbildung 4.19:G(u) = a + (b — a)u ist (fir u ~ unif{(0, 1)}) uniform auf(a, b) verteilt.

(3). EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER A > 0:

Fla)=1—e™, Gu) = F\(u) = —§ log(1 — u).

Anwenden des Logarithmus transformiert also die gleideée Zufallsvariablel — w in
eine exponentialverteilte Zufallsvariable.
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142 KAPITEL 4. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

4.6 Normalapproximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parameternund p beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen
untern unabhangigen Ereignissen mit Wahrscheinlichkedtie in einem Zufallsexperiment ein-
treten. Viele Anwendungsprobleme flihren daher auf die Benareg von Wahrscheinlichkeiten
bzgl. der Binomialverteilung. Fir grof3eist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkei-
ten aber in der Regel nicht mehr moglich. Bei seltenen Eresgnikann man die Poissonappro-
ximation zur naherungsweisen Berechnung nutzen:

Konvergiertn — oo, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswertp,, gegen eine positive
reelle ZahlA > 0, dann néhern sich die Gewichig,, (k) der Binomialverteilung denen einer
Poissonverteilung mit Parametean:

by, (k) = (Z);ﬁgu — ) %ke—A (k=0,1,2,...),
siehe Satz 115. Geht die Wahrscheinlichkgifir n — oo nicht gegen 0, sondern hat zum Bei-
spiel einen festen Wert € (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werde
Stattdessen scheinen sich die Gewichte der Binomialvengieiner Gaul3schen Glockenkurve
anzunéhern, wie z.B. die folgende mit Mathematica erstélitgik zeigt:

Manipulate [
ListPlot |
Table[{k, PDF[BinomialDistribution[n, Min[1, lambda /n]], kl1}, {k, O,
IntegerPart[4 lambdal}],
Filling —> Axis, PlotRange —> All ,
PlotMarkers —> {Automatic, Medium}, Axes —> {True, False}] , {{n, 10,
"n"}, 3, 300,1},
{{lambda, 5, "Erwartungswert:np=Lambda"}, 2, 20}]

"%
s o
b *
’ ®
’ ®
. .
¢ .
¢ o
. ]
[ ®
' i.
..--!".. i ...\-’
—4 — : 2 4

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle
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Wir wollen diese Aussage nun mathematisch prézisieren angisen.

Der Satz von De Moivre - Laplace

Wir analysieren zunéchst das asymptotische Verhalten voorBialkoeffizienten mithilfe der
Stirlingschen Formel.

Definition. Zwei Folgera,,, b, € R, n € N, heiBemasymptotisch aquivalenta,, ~ b,), falls

gilt.

Bemerkung.

1). ap~b, <= F,—0:a,=b,(1+e,) <= loga,—logh, —0
2).a,~b, <= b,~a, <= —~

3). a, ~by,cpn~d, = a,-c,~b,-d,

Satz 4.22(Stirlingsche Formel).

n! ~V2mn - (E)
e

Zum Beweis nimmt man den Logarithmus, und schéatzt die siokbenrgde Summe mithilfe eines
Integrals ab, siehe z.B. Forster: ,Analysis I*.

Mithilfe der Stirlingschen Formel kdnnen wir die Gewichte
n _
buatl) = (1)1 =

der Binomialverteilung fur gro3e und k& approximieren. Sei dazfi,, eine Bin(n, p)-verteilte
Zufallsvariable auf(2, A, P). Fur den Erwartungswert und die StandardabweichungSyagilt:

E[S,)=np und o(S,) =/ Var[S,] = /np(1 —p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomialitertefir grof3en Gberwiegend in
einer Umgebung der GréRenordnufi¢,/n) umnp konzentriert.
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144 KAPITEL 4. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

v
O(v/n)

Abbildung 4.20: Die Gewichte der Binomialverteilung liegém grol3en n&herungsweise auf
einer Glockenkurve mit Mittehp und Standardabweichungnp(1 — p).

Wir werden nun mithilfe der Stirlingschen Formel die Geweh

byy(k) = P[S, = K] = (Z) (1

der Binomialverteilung fiir groe und & in einer Umgebung der Gréenordnu@ig,/n) von
np ausgehend von der Stirlingschen Formel approximieren,di@d/ermutete asymptotische
Darstellung prazisieren und beweisen.

Dazu fuhren wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an (k) = by (k) (,lokal gleichmafig asymptotisch aquivalept"

falls )
an(k
21— 0 furaller € R, gilt,
S 15, (h) wﬁ rets
wobei
Ur = {0<k<n:|k—np|<r-vn}

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog fir didséeAllokal gleichm&Rigen
asymptotischen Aquivalenz van (k) undb, (k).

Satz 4.23(de Moivre 1733, Laplace 181R Seip € (0,1) undo? = p(1 — p). Dann gilt:

@ PIS, =1 = bl x = ( ‘”ﬂ) = byl
2. P {a < Sn\;ﬁnp < b} /e j We;; dx

GauBsche Glockenkurve
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Beweis. (1). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(a) Wir zeigen zunéchst mithilfe d&tirlingschen Formel:

k n—Fk
1 P 1—p -
TN — - = n n

Es gilt

li n! 1

Fuark e U, gilt

also folgt
k!

Vark (£)"

sup
keUp,»

d.h.
k!

2

)

3

o~
VRS
o |
~
=

Analog erhalt man

und damit

n!

bup(k) = mﬁk(l—P)”_k

V2mn -t pt- (1—p)"
2m\/k(n — k) - kk - (n — k)n—k
o () (2=2)

b p (k).

(b) Wir zeigen nun mithilfe einefaylorapproximation:

Fuark e U, gilt

IA
<
3
N[

(4.6.1)

(4.6.2)
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woraus folgt:

\/QW'H'E'<1—E) ~ V2r-n-p-(1—p) = V2r-n-o2 (4.6.3)

n n

Um die Asymptotik der tibrigen Faktoren vép, (k) zu erhalten, verwenden wir eine
Taylorapproximation fur den Logarithmus :
Wegen .
T
rlog= = x—p+—(x—p)?*+0(z—pP
; 5 (@ =) + Ol =)
gilt:

= (-n) Slog (%) + (1—%) 1og(1:§)

N / NS ~~ >
Taylor j, 1k 9 k 3 — ,E+;( ,£)2+O(‘£, 13)
Bk p o (E-p2+0(E—pp) =P aty (P )T O PR
1 ) 1 ko, .k
= — — - — O(l— — 3
(p—w (1 1
2 p 1—p
__ 1
“p(1-p)
1 ko, koo
= ———(p--)+0(-—p
ot ) O, —l)
Furk € U,, gilt:
kf 3 3 _3
— =D S re°.-n- 2
n

Also folgt:

» k 1_p n—k 1 2 9
1 p S R,
=((¢) (=) o () o1

wobei| Ry .| < const. r3n "z fur allek € U,,.,, d.h.

k 1 n—k 1 I 9
(%) <1 :’Z) X~ exp <_ﬁ (ﬁ —p> ) . (4.6.4)

Aussagel(4.612) folgt dann auls (416.3) und (4.6.4).
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(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (1).
(2). Aufgrund von (1) erhalten wir fii, b € R mit a < b:
S, —np
Pla< <bl = > PlS.=k
\/ﬁ ) ———
€{0,1,....,n} ~
k—np =bn,p(k)~bn,p(k)
agﬁgb
= > bap(R)(L+ ey (R)),
ke{0,1,...,n}
ag’“\—/gpgb
wobei
Enp = sup |enp(k)] — 0O flr n — oo. (4.6.5)
a<k=ne <y
NG
Wir zeigen nun
b
im Y k) = / L G P8 (4.6.6)
oo n,p - 27‘(’0‘2 P 20_2 .0.

ke{0,1,....,n}
k—np
as=2sb

Aus (4.6.5) und[(4.616) folgt dann die Behauptung, da

Z bnvp(k) ’ 6”7P(k) S gn’p ’ Z bnvp(k) nTmee —

ke{0,1,...,n} N ke{0,1,n}
k—np k—np
as=o-<b as=o-<b
~ Vv
—>f;...dac<oo

Zum Beweis von[(4.6]6) sei

k—np
I, =
v

Dann istl’,, ein &quidistantes Gitter mit Maschenwefte= in und es gilt

k:O,l,...,n}gR.

-~ 1 T 202
g bop(k) = g Azx
7p °
A/ 2
ke{0,1,....,n} zely, 2o
a< k\—/%p <b a<z<b

Firn — oo folgt (4.6.6), da die rechte Seite eine Riemannsummenappabion des

Integrals ist.

]
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Der Satz von de Moivre/Laplace besagt, dass die Verteilurigps Zufallsvariablengnf—n’”j far

n — oo schwachgegen die Normalverteilund (0, 2) mit Varianze? = p(1—p) konvergieren.
Die allgemeine Definition der schwachen Konvergenz eingd=eon Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen wird in Abschnitt 813 unten gegeben. Iseine standardnormalverteilte Zufallsvariable,

dann gilt:
S, —np D
NG — 0,
bzw.
Sn — E[Sn] . Sn —np D
(50 = o~ Z, (4.6.7)

wobei , 2 fiir schwache Konvergenz der Verteilungen der Zufallsafalen stehti{onvergenz
in Verteilung, s.u.).

Bemerkung. (1). Die Aussage[(4.6.7) ist ein Spezialfall eines viel efigeineren zentralen
Grenzwertsatzes:

Sind X1, X, ... unabhangige, identisch verteilte Zufallsvariablen mitlemer Varianz,
und istS, = X; + ... + X, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten

Summen
Sn — E[S,]

o(Sy)
schwach gegen eine Standardnormalverteilung, s.u.
Die Normalverteilung tritt also als universeller Skaliegslimes von Summen unabhangi-
ger Zufallsvariablen auf.

(2). Heuristisch gilt fir groBe nach [4.6.77)
w  Sn 2 np+/np(l—p)- 2, * (4.6.8)

wobei ng daflr steht, dass sich die Verteilungen der Zufallsvdeakeinander in einem
gewissen Sinn anndhern. In diesem Sinne ware fur guol3e

,Bin(n,p) X  N(np,np(1—p)).

Entsprechende ,,Approximationen” werden haufig in Anwerggmbenutzt, sollten aber
hinterfragt werden, da beim Ubergang vbn (4.6.7)[zu_(%.&8)em divergierende Fak-
tor \/n multipliziert wird. Die mathematische Prazisierung enéghender heuristischer
Argumentationen erfolgt tblicherweise Uber den Satz vokldre/Laplace.
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Beispiel (Faire Minzwirfe). SeienXy, X5, ... unabhéangige Zufallsvariablen nft{ X; = 0] =
PX;,=1] = % und seiS,, = X; + ... + X, (z.B. Haufigkeit von ,Zahl* ber fairen Munzwdr-
fen). In diesem Fall istalsp = ; undo = \/p(1 — p) = 3.

(1). 100 faire Munzwdirfe:

S100 — E[S100] 10

P|Si00 >60] = P|Sip0— FE|S >10 = P >
[ 100 } [ 100 [ 100] ] 0_(5100) U\/m

Da‘g“’(j(;—]fo[os)”’o] nach [46.7) naherungsweid&0, 1)-verteilt ist, und—2- — 2, folgt
P[Sio>60] ~ PZ>2 = 1-®(2) =~ 00227 = 227%

(2). 16 faire Munzwiirfe:

P[Sis=8] = P[7.5< Sis < 8.5] = P[|Sis — E[Ss]| < 0.5]
516 — E[Slg] 0.5 :|
= P <
[ o(Si) |~ oV16
Mit % = 1 folgt:
PlSs=8 ~ P[Z|<14 = 0.1974..

Der exakte Wert betrag®[S;s = 8] = 0.1964.... Bei geschickter Anwendung ist die Nor-
malapproximation oft schon fur eine kleine Anzahl von Sumden relativ genau!

Approximative Konfidenzintervalle

Angenommen, wir wollen den Anteil der Wéhler einer Partei durch Befragung volvahlern
schatzen. SeieX, ..., X,, unter P, unabhéangige und Bernoulti)-verteilte Zufallsvariablen,
wobei X; = 1 daflr steht, dass dette Wahler fur die Partedl stimmen wird. Ein nahe liegen-
der Schatzwert fip ist X,, := % Wie viele Stichproben braucht man, damit der tatsachliche
Stimmenanteil mid5% Wahrscheinlichkeit um héchstens= 1% von Schatzwert abweicht?

Definition. Seia € (0,1). Das zufallige Interval[X,, — ¢, X,, + ¢] hei’t Konfidenzintervall zum
Konfidenznivead — o (bzw. zum Irrtumsniveaal) fur den unbekannten Parameigrfalls

Bpg[X,—eX,+el] < a

fur alle moglichen Parameterwertec [0, 1] gilt.
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Im Prinzip lassen sich Konfidenzintervalle aus den Quantiler zugrundeliegenden Verteilung
gewinnen. In der Situation von oben gilt beispielsweise:

peEX,—e,X,+e] = |X,—pl <ec <= X, €p—e,p+eg
<~ Sp,enlp—e),nlp+e)

Diese Bedingung ist fup € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit> 1 — « erfillt, falls z.B.n(p — ¢)
oberhalb des;-Quantils undn(p + <) unterhalb degl — §)-Quantils der Binomialverteilung
Bin(n, p) liegt.

Praktikablere Methoden, um in unserem Modell Konfidenzuate zu bestimmen, sind zum
Beispiel:

Abschatzung mithilfe der Ceby3ev-Ungleichung:
PP[S &) _ p(d—p) 1

- 1
— —p|>c€ < —=Var
g2 n ne?
Dies ist erfillt firn > ——, also im Beispiel fiin > 50.000.

n
- 4€2a)

Abschatzung Uber die exponentielle Ungleichung:

Sh
b HTP

> a} < 2.¢F" < a Ypelod]
ist erfullt fir n > 555 log(2), also im Beispiel fiin > 18445.

Die exponentielle Abschatzung ist genauer - sie zeigt, daits weniger als 20.000 Stichpro-
ben gentigen. Kénnen wir mit noch weniger Stichproben auskem? Dazu berechnen wir die
Wahrscheinlichkeit, dal3 der Parameter im Intervall liegherungsweise mithilfe des zentralen
Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximatio n:

n|

n

S, —np ne
i ”\/np(l —p) = \/np(l—p)]

_ ne Vne
N@1) ( (=7 Vol —p>)

)
p(l1—p)) 2

1
P(l—P)SZ

> 20(2y/ne) =1 > 1—a  Vpel0,1],

CRCEY
— =D Sg =

Q
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falls

vz (g (-9)

P! (1—%) ~ 196

und die Bedingung ist fin > 9604 erfullt. Also sollten bereits cal.0.000 Stichproben ausrei-

Im Beispiel gilt

chen! Exakte(also ohne Verwendung einer Naherung hergeleitete) Kamfideervalle sind in
vielen Féallen zu konservativ. In Anwendungen werden dahsstansapproximativekonfidenz-
intervalle angegeben, die mithilfe einer Normalapproxtiorahergeleitet wurden. Dabei ist aber
folgendes zu beachten:

Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approxtima Konfidenzintervalle
erfullen die Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzwr ndherungsweise). Da die Qualitat
der Normalapproximation fiw — 0 bzw.p — 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im All-
gemeinen selbst fitr — oo nicht erflllt. Beispielsweise betragt das Niveau von appnativen
99% Konfidenzintervallen asymptotisch tatsachlich 618%!
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Kapitel 5

Unabhangigkeit und Produktmodelle

5.1 Unabhangigkeit in allgemeinen Modellen

Unabhangigkeit von Ereignissen

In Abschnitt[2.8 haben wir einen Unabhangigkeitsbegriff Hieignisse eingefuhrt: Eine Kol-
lektion A;,i € I, von Ereignissen aus derselberAlgebra. A heil3tunabhangig bzgl. einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, falls

P[A;)] (5.1.1)

1

n
k=

fur allen € N und alle paarweise verschiedenen . . i, € I gilt.

Beispiel. Ein EreignisA ist genau dann unabhangig von sich selbst, wepf) = P[AN A] =
P[A]? gilt, also wenn die Wahrscheinlichkeit vohgleich0 oder1 ist. Solche Ereignisse nennt
man auch deterministisch.

Wir wollen den obigen Unabh&ngigkeitsbegriff nun auf Engsgysteme erweitern.

Definition. Eine KollektionA; (i € I) von Mengensysteme#; C A heil3tunabhéngig (bzgl.
P), falls jede Kollektion4; (i € I) von Ereignissem; € A; unabhangig ist, d.h.

furallen € N,4y,...,14, € I paarweise verschieden, unt, € A;, (1 <k <n).

Sind zum Beispield und B unabhangige Ereignisse, dann sind4) = {0, A, A°,Q} und
o(B) = {0, B, B¢, Q} unabhangige Mengensysteme. Allgemeiner:
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Satz 5.1.SeienA4; (i € I) unabhangige Mengensysteme. Jedesei durchschnittsstabil. Dann
gilt:

(1). Dieo-Algebrens(A;) (i € I) sind unabhéngige Mengensysteme.

(2). IstI = |J I eine disjunkte Zerlegung vah dann sind auch die-Algebrens( | A;)

keK i€l
(k € K) unabhangige Mengensysteme.

Beispiel. Sind A4, ..., A, unabhangige Ereignisse, dann sind die Mengensysteme
A = {A}, ... A, = {A.}
unabhéngig und durchschnittsstabil, also sind auclrdMgebren
o(A) = {0,4,AY.Qy  (i=1,...,n)

unabhangige Mengensysteme, d.h es gilt
PBin...NnB, = [[PIB] VB €{0 A, AL Q}.
=1

Dies kann man auch direkt beweisen, siehe Lemma 2.5 oben.

Ein Beispiel zum zweiten Teil der Aussage von $atz 5.1 werdemwAnschluss an den Beweis
des Satzes betrachten.

Beweis. (1). Seieny,...,i, € I (n € N) paarweise verschieden. Wir mussen zeigen, dass
PByNn...nB;,] = P[B;]-...-PB;] (5.1.2)
furalle B, € o(A;,), ..., B;, € o(A,,) gilt. Dazu verfahren wir schrittweise:

(a) Die Aussagd (5.1.2) gilt nach VoraussetzungBijre A;,,...,B; € A, .

(b) FurB;, € A,,,...,B;, € A; betrachten wir das Mengensystémaller B;, €
A, fur die (5.1.2) gilt.D ist ein Dynkinsystem, dasgl;, nach (a) enthalt. Dad;,
durchschnittsstabil ist, folgt

D 2 D(AH) = U(Ail)'

Also gilt (5.1.2) fur alleB;, € o(A;,).
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(c) FurB;, € o(A;,) und B;, € o(Ai),..., B,
Mengensystem alleB;, € A, fur die (5.1.2) gilt. Wiederum isD ein Dynkinsystem,
das.A;, nach (b) enthalt. Wie im letzten Schritt folgt daher

€ o(A;,) betrachten wir nun das

D DO DA, = odA,),

d.h. (5.1.2) ist fur alleB;, € o(A;,) erfilllt.
Anschlie3end verfahren wir auf entsprechende Weise wé&lwshn-facher Anwen-
dung eines analogen Arguments folgt die Behauptung.
(2). Furk € K qilt: o(J A;) = o(Cr) mit
ie]k

C. = A{ByNn...NBj|ne€N,i,... i, € I paarw. verschiedens; € A; }.

Die Mengensystemé,, k € K, sind durchschnittsstabil und unabhé&ngig, da jede Kollek-
tion von EreignisseB; € A;, i € I, nach Voraussetzung unabhéngig ist. Also sind nach

Teil (1) der Aussage auch dieAlgebrenc(Cy.), k € K, unabhangig.
0

Beispiel (Affe tippt Shakespearg. Wir betrachten unabhéngigel-Experimente mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeip. Sei X;(w) € {0,1} der Ausgang desten Experiments. Fur ein binares
Wort (ay, ..., a,) € {0,1}", n € N, gilt:

P[Xlzal,...,Xn:an] = P

- bh. "

ﬂ{Xi = ai}] = pr- (1—p) ",

=1

wobeik = a; + ... + a, die Anzahl der Einsen in dem Wort ist. Wir zeigen nun:
Behauptung: P[Wort kommt unendlich oft in der Folg&,, X, ... vor] = 1, fallsp ¢ {0, 1}.
Zum Beweis bemerken wir, dass die Ereignisse

E, = {an+1 = al;an+2 = az,... 7an+n = an}: m &€ N7

»1ext steht imm-ten Block*
unabhangig sind. Nach Safz 5.1 sind namlich«diglgebren
o({Xmmi1 = 1} {Xong2 = 1}, {Xonn = 1}3}),  m €N,
unabhéangig, also auch die darin enthaltenen Ereigdissd-urp # 0 gilt:

PE,]=p"-(1—p)" " >0,
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also

Y P[E, = oo

m=1

Damit folgt nach Borel-Cantelli:

1 = P[E,unendlichoft < P[Wort kommtunendlich oft vdr

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
Wir betrachten nun Zufallsvariablen mit Werten in einem shasen Rauns, S).
Definition. SeienX, X; : 2 — S, € I, Abbildungen.
(1). Das Mengensystem
o(X) = {(X'(BIBeS} < PO
heil3tdie von X erzeugter-Algebraauf 2.

(2). Allgemeiner heif3t
o(Xiliel) = o (Ua(XQ) = o({X;YB)|BeS,icl})
i€l

die von den Abbildungeq;, : € I, erzeugter-Algebra.

Bemerkung. (1). Man pruft leicht nach, dasg X ) tatsachlich eine-Algebra ist.

(2). Eine AbbildungX : Q — S ist messbar bzgld/S genau dann, wena(X) C A qilt.
Somit isto(X) die kleinste o-Algebra auf(2, bzgl. derX messbar ist.

(3). Entsprechend ist(X;,: € I) die kleinstes-Algebra auf(2, bzgl. der alle AbbildungerX;
messbar sind.
Beispiel (Produkt-o-Algebra). SeiQ) = {0, 1} = {w = (21, 22,...)|z; € {0,1}}, oder ein
allgemeiner Produktraum, und skj(w) = z; die Projektion auf dié-te Komponente. Dann ist
die Produkts-Algebra.A auf() gerade die von den Abbildungety erzeugter-Algebra:
A = o{Xi=ay,...,X,=a,}n €Nyay,...,a, € {0,1})
= o{X;=1}lieN)
= O'(Xl,XQ, .. )
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Messbare Abbildungen agf?, A) sind z.B.

Spw) = Xj(w)+...+ Xp(w),
- : 1 ... 1
Lw) = limsup—5,(w), Lw) = liminf-5,(w), etc.
n—00 n—oo N

Wir kdnnen nun einen Unabhangigkeitsbegriff flr allgeneekufallsvariablen einfihren, der
kompatibel mit dem oben definierten Unabh&ngigkeitsbiefgnifMengensysteme ist.

Definition. Sei(f2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(1). Eine endliche Kollektiotk, ..., X,, :  — S von Zufallsvariablen auff2, A, P) heif3t
unabhangig falls

P[X, € B,...,X,€B,] = [][PXieB] VBeS (1<i<n) (513)
=1

(2). Eine beliebige KollektiotX;,i € I, von Zufallsvariablen auf(2, A, P) heiRtunabhan-
gig, falls jede endliche TeilkollektioX; , ..., X; (i1,...,i, € I paarweise verschieden)
unabhangig ist.

Bemerkung. (1). Die Definition istkonsistent Jede endliche Teilkollektion einer unabhangi-
gen endlichen Kollektion von Zufallsvariablen ist wiedaeabhéngig im Sinne voa(5.1.3).

(2). Die ZufallsvariablenX;, i € I, sind genau dann unabhéngig, wenn®halgebren
o(X;) = {{X;e B}BeB(S)}, iel,
unabhangige Mengensysteme sind.

Sei (S‘, S’) ein weiterer messbarer Raum. Eine sehr wichtige KonsequemBemerkung (2) ist:

Satz 5.2(Funktionen von unabhangigen Zufallsvariablen sind unabhagig). SindX; : Q@ —
S, i € I, unabhéngige Zufallsvariablen a(f®, A, P), und sindh; : S — S messbare Abbildun-
gen, dann sind auch die Zufallsvariabl&h:= h;(X;), ¢ € I, unabhangig bzglP.

Beweis.
oY) = {Y7'B) | BeSh
——
X, (hN(B))
Da dies-Algebrens(X;), i € I, unabhangig sind, sind auettY;), i € I, unabhéngige Mengen-
systeme. O
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Aufgrund von SatZ 5]1 kann man allgemeiner eine Kollektion i € I, von unabhangigen

Zufallsvariablen in disjunkte GruppeXy;, i € I, [ = Ulk, einteilen, und messbare Funktionen
k

Y., = hk(XZ|Z S [k), ke K

von den Zufallsvariablen der verschiedenen Gruppen deeacAuch diey;, sind dann wieder
unabhangige Zufallsvariablen.

Fur unabhangige reellwertige Zufallsvariabl®n(: € I) gilt insbesondere

n

PXiy<ep,.o Xy, <ca] = [[PIXi <l (5.1.4)
k=1
furallen € N,iy,...,i, € I paarweise verschieden, undc; € R.

Tatsachlich werden wir im nachsten Abschnitt zeigen, dastingeng [(5.1.4) aquivalent zur
Unabhangigkeit dek; ist. Als erste Anwendung betrachten wir Extrema von unagigem ex-
ponentialverteilten Zufallsvariablen.

Beispiel(Maxima von exponentialverteilten Zufallsvariablen). SeienT}, Ts, . .. unabhéangige
Exp(1)-verteilte Zufallsvariablen. Wir wollen uns tberlegenewich die Extremwerte (Rekorde)

M, = max{Ti,...,T,}
asymptotisch fin — oo verhalten. Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor:

(1). Wir zeigen zun&chst mithilfe des Borel-Cantelli-Lemmas

lim sup

=1 P-fast sicher. (5.1.5)
n—oo lOgmn

Zum Beweis berechnen wir fire R:

T,
P{ Z 20] = P[T, > c-logn]
logn

—clogn —c

= € =N

Firc > 1 gilt Y n=° < oco. Nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt daher

n=1

T,
P [lim sup

n—oo 108 T

>c1 < P[T” > unendlichof] = 0.
logn

Furc ™\, 1 erhalten wir dann wegen der monotonen Stetigkeit #on

T, T,
P [lim sup > 1] = limP [lim sup

n—oo 108T eNd n—oo 108T

>c} = 0. (5.1.6)
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Fiurc < 1 gilt Y n=¢ = co. Da die Ereigniss€T,, > clogn},n € N, unabhéngig sind,

n=1
folgt nach dem 2. Borel-Cantelli Lemma:

P {limsup In > c] > P [ In > ¢ unendlich Of] = 1.
n—oo lOgMN logn
Furc 7 1 erhalten wir mithilfe der monotonen Stetigkeit:
: Ty . : T
P {hm sup > 1] = limP [hm sup > c} = 1 (5.1.7)
n—oo ogn c/1 n—oo ogn
Aus (5.1.6) und[(5.1]7) folgt die Behauptuhg (511.5).
(2). Als néachstes folgern wir:
. M,
M, ~logn, d.h. lim =1 P-f.s. (5.1.8)
n—oo logn

Zum Beweis zeigen wir:

M,
(@) limsup—— <1 P-f.s.,und
ogn

n—oo

M,
(b) liminf —*~ >1 P-fs.

n—oo logn

Aussage (a) folgt aus (1), denn féie R gilt:

lim sup c
n—oo logmn
= max{Ty,...,T,} =M, > c-logn unendlich oft
= Timy > c-logn furk(n) < nflroco vielen
= T, > c-logk unendlich oft
= limsup >c

logk —
Nach (1) hat das letztere Ereignis féir> 1 Wahrscheinlichkeit O, also gilt wegen der
monotonen Stetigkeit VOR:

M, M,
P [lim sup —— > 1] = limP [lim sup—— >¢| = 0.
Zum Beweis von (b) genligt es wegen der monotonen Stetigkeeigen, dass fir < 1
M, . M, .
P " > ¢ schlieBlic = P < ¢ nurendlicho = 1
logn logn
gilt. Nach Borel-Cantelli | ist dies der Fall, wenn
M,
»or { < c} < (5.1.9)
= logn
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gilt. Fur ¢ € R gilt aber wegen der Unabhé&ngigkeit der

M,
P[ gc} = P[T;<c-logn V1<i<n)]
logn

= P[Ty <c-logn]" = (1—eclen)n

— (1 — nic>n S e*TL-TL—’ — e "

und diese Folge ist fir < 1 summierbar. Also gilt(5.1]9) fir alle < 1, und damit (b).

(3). AbschlieRend untersuchen wir die Fluktuationen derdewwerte)M,, um log n noch ge-

nauer. Wir zeigen, dass die Zufallsvariable — log n in Verteilung konvergiert:

P[M, —logn < ¢ "=Z e " furallec € R. (5.1.10)
Beweis.Wegen
PM,<¢ = PT;<c Vi=1,...,n]
P <

folgt

1 n—soo _,—c¢
PM, —logn<¢ = P[M,<c+logn] = (1—-——-e9" —e°
n

O

Aussage[(5.1.10) besagt, da&s — logn in Verteilung gegen eine Gumbel-verteilte Zu-
fallsvariableX, d.h. eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktidn (c) = e~ ° konver-
giert. Fur gro3e: gilt also naherungsweise

M, R logn+X, X~ Gumbel

wobeilog n die Asymptotik undX die Fluktuationen beschreibt.

Konfidenzintervalle fir Quantile

Sei(zy,...,z,) einen-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrsatiekelitsver-
teilung . auf (R, B(R)). Wir nehmen an, dass,, .. ., z,, Realisierungen von unabhangigen Zu-
fallsvariablen mit stetiger Verteilung sind:
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Annahme: Xj,..., X, unabhangig unteP, mit stetiger Verteilung..

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrundgtieden Verteilung auf der Ba-
sis der Stichprobe schatzen. Eine FunktiofX,, ..., X,),7 : R" — R messbar, nennt man
in diesem Zusammenhang auch Siratistikder Stichprobé X, ..., X,,). Eine Statistik, deren
Wert als Schatzwert fur eine Kenngréfe:) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt
man auch eine(Punkt-) Schatzetir ¢q. Nahe liegende Schétzer fur die Quantile yosind die
entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist eskamfidenzintervalléir die Quantile
anzugeben, d.h. von den Wertéf, . . ., X,, abhdngende Intervalle, in denen die Quantihe
abhangig von der tatsachlichen Verteilungt hoher Wahrscheinlichkeit enthalten sind. Seien
dazu

Xy < Xp < ... < X

die der Grol3e nach geordneten WeXte . . ., X, — diese nennt man au€rdnungsstatistiken
der Stichprobe. Die Verteilung der Ordnungsstatistikemnian wir explizit berechnen:

Satz 5.3(Verteilung der Ordnungsstatistiken). Ist i eine absolutstetige Wahrscheinlichkeits-
verteilung mit Verteilungsfunktioft, dann hatX;, die Verteilungsfunktion

Fuy(c) = Bin(n, F(c))[{k,k+1,...,n}]

n

= ) (n> F(c)?-(1—F(c))" . (5.1.11)
=
Beweis.Da die Ereigniss¢ X; < c},1 < i < n, unabhéngig sind mit Wahrscheinlichkéitc),
gilt
Fuy(c) = Pu[Xw) < ¢ = P,[X; <c flrmindesteng verschiedenec {1,...,n}]
= Bin(n, F(c¢))[{k,k+1,...,n}]
- Z (@)F(c)j (1= F(c))" .
=k N

O

Nach Satz 513 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der WertXgsm unterhalb eines-Quantils der
zugrundeliegenden Verteilungliegt, fur alle stetigen Verteilungen gleich! Damit folgtmittel-
bar:

Korollar 5.4 (Ordnungsintervalle). Seiu € (0,1) und0 < k& < | < n. Dann ist das zuféllige
Intervall (X, X)) einKonfidenzintervall fur dasu-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung
1 zum Konfidenzniveau

B = Bin(n k)[{kk+1,....01—1}],
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d.h. fur jede absolutstetige Wahrscheinlichkeitsvartejl,, auf R, und fur jedes:-Quantil ¢, (1)
gilt:
PuXa < qulp < X)) > B

Beweis.Da die Verteilungen stetig sind, gift, (¢, (1)) = u fir jedesu-Quantil, und damit nach
SatZ5.8:

P Xw < qu(p) < X(1)] = Bin(n,u)[{k,k+1,...,n}] = Bin(n,u)[{l,l +1,...,n}]
= Bin(n,u)[{k,k+1,...,1 —1}].

O

Fur grol3en kann man die Quantile der Binomialverteilung ndherungssveighilfe der Norma-
lapproximation berechnen, und erhalt daraus entspreehi€ofidenzintervalle fir die Quantile
von stetigen Verteilungen. Bemerkenswert ist, dass dieséidnzintervalle nicht nur fur Vertei-
lungen aus einer bestimmten Familie (z.B. der Familie demiddwverteilungen) gelten, sondern
fur alle stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen &ufnichtparametrisches Modéll

5.2 Gemeinsame Verteilungen und endliche Produktmodelle

Um Aussagen uber den Zusammenhang mehrerer Zufallsvemiahl . . . , X,, zu treffen, beno-
tigen wir Kenntnisse tber deren gemeinsame Verteilung, iblr die Verteilung des Zufalls-
vektors X = (X3,...,X,). Diese ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf demdiBko der
Wertebereiche der einzelnen Zufallsvariablen.

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf endlichen Produktraumen

Seien(S;, S;), 1 < i < n, messbare Raume. Die ProdukAlgebraS; ®...®S, aufS; x...x.S,
wird von den endlichen Produkten von Mengen ausdéigebrens; erzeugt:

Bezeichnen wir mitr; : S x ... x S, — S;, mi(x1, ..., z,) := x;, die kanonische Projektion auf
die i-te Komponente, so gilt

S$1®...08, = o(m,...,m).
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Beispiel. Fur die Borelsche-Algebra aufR™ gilt:

BR") = BR)®..@BR) = (K)BR),

d
n mal

dennB(R™) wird zum Beispiel von den offenen Quadern, also Produkteroff@men Intervallen,
erzeugt. Ein anderes ErzeugendensystemB3{(@) bilden die Produktmengen

(—00, 1] X (=00, 9] X ... X (=00, ¢, Cly-. s €ER. (5.2.1)

Ist . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung alf; x ... x S,,§; ® ... ® §,), dann hei3en die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Mo, = /J,Oﬂ';l, 1< <n,

auf S; (eindimensionale) Randverteilungen (marginalsyon .. Wir werden in Kapitel B allge-
meine Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Produktrauk@nstruieren und systematisch unter-
suchen. Im Moment beschranken wir uns meist auf eine sjpeKikdsse von solchen Verteilun-
gen: die endlichen Produktmodelle.

Definition (Endliches Produktmafd. Seien(S;, S;, ;) Wahrscheinlichkeitsraumeé, < i < n.
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilungauf (S; x ... x 5,,81 ® ... ® S,,) heifdt Produkt deg;,
falls

pBix...x B, = [[wlB] VBieS,1<i<n, (5.2.2)
=1
gilt.

Bemerkung. Das Produktmafg ist durch [5.2.Rpindeutigfestgelegt, denn die Produktmengen
bilden einen durchschnittsstabilen ErzeugeradéigebraS; ® ... ® S,. Die Existenavon Pro-
duktmafen folgt aus dem Satz von Fubini, den wir in Absc@niitbeweisen. Fir Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auR zeigen wir die Existenz von Produktmal3en im n&chsten Abtchn

Das nach der Bemerkung eindeutige Produktmalf3 der Wahréich&aitsverteilungem, . . .,
bezeichnen wir mif; ® ... ® u,. Die eindimensionalen Randverteilungen eines Produktmalie
sind gerade die Faktoren.

Lemmab5.5.Untery = 11 ® ... ® u, sind die Projektionen
TS X XS, — S, mi(ry,. ., 1) = T, 1<i<n,

unabhangig mit Verteilung,.
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Beweis.Fur B; € S;,1 <i < n, gilt:

/L[?TZ'EBZ‘] = [Sl XS,‘IXBiXSi+1X...XSn]
= HMJ = ilBil,
iF
und
plm € Bi,...,m € B,] = pBix...xB,] = []wlBl H J[mi € Bi.
i=1 =1

]

Sind die MengenSy, ..., .S, abzéahlbar, dann gilt = 3 ® ... ® u, genau dann, wenn die
Massenfunktion vom, das Produkt der einzelnen Massenfunktionen ist, d.h.

ey, ..., x,) = Hul(xz) furalle z; € S;,1 <i <n.

Im Fall S; = ... = S, = R mit Borelschers-Algebra bilden die Mengen aus_(5.2.1) einen
durchschnittsstabilen Erzeuger der Prodwi&dgebraB(R™). Also isty = 1y ® ... ® p, genau
dann, wenn

pl(—o0,c1] x ... x (=o0,cnl] = [ mil(—o0,cil] firalle ¢i,...,c, €R
i=1
gilt. Die linke Seite ist die VerteilungsfunktioR),(cy, . . ., ¢,) der multivariaten Verteilung, die
rechte Seite das Produkt der Verteilungsfunktionernger

Beispiel (Gleichverteilung auf n-dimensionalem Quadey). Ist ji; = U, 5,) die Gleichvertei-
lung auf einem endlichen Intervaly;, b;), —oco < a; < b; < oo, dannisty = u; ® ... ® p, die
Gleichverteilung auf dem Quadsr= [] (a;, b;), denn furey, ..., ¢, € S gilt:

i=1

|| = [T e

=1

n
C; — Q;

, bi_ai
1=
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Absolutstetigkeit von multivariaten Verteilungen
Absolutstetigkeit von endlichen Produktmodellen

Der Satz von Fubini, den wir in Abschniif 9.1 in gréRerer Ahgeinheit beweisen werden, be-
sagt unter anderem, dass dadimensionale Lebesgueintegral einer beliebigen Boredstoaren
nicht-negativen Funktiori : R” — R existiert, und als Hintereinanderausfiihrung von eindimen
sionalen Integralen nach den Koordinaten. . ., x,, berechnet werden kann:

/f(w) dx / /f L1y @) dy, - day.
i

Hierbei kdnnen die eindimensionalen Integrationen indiégjer Reihenfolge ausgefihrt werden.
Fur den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung bzvAdoschnitf9.1 unten.

In Analogie zum eindimensionalen Fall heif3t eine Wahrsuietikeitsverteilung: auf(R™, B(R"))
stetigoderabsolutstetigfalls eine3(R")-messbar®ichtefunktionf : R" — [0, co) existiert mit

/ fa)de = / In(@)f(x) da

fur jeden Quader, bzw. allgemeiner fur jede Borelmefge R". Endliche Produkte von eindi-
mensionalen absolutstetigen Verteilungen sind wiedeolatstetig, und die Dichte ist das Pro-
dukt der einzelnen Dichten:

Lemma 5.6. Sind 4, . . ., i, absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen @if3(R)) mit
Dichtefunktionenyfi, ..., f., dann ist das Produkt = ;1; ® ... ® u, eine absolutstetige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ayR”, B(R™)) mit Dichtefunktion

flzy,...,x,) = Hfz(x
i=1

Beweis.Fur jede ProduktmengB = B; x ... x B, B; € B(R), gilt nach dem Satz von Fubini:

n

ulB] = lljul[Bz] lf[/ (x;)dx; = /-~-/IB(xl,...,xn)Hfi(xi)dxl---da:n.

i=1
[

Die Dichtefunktion der Gleichverteilung auf dem Quader (a;,b;) X ... X (a,,b,) ist bei-
spielsweise

n 1
flan, .. x) Hbz L (i) = mfs(l’)‘

=1
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Ein anderes Produktmal’ von fundamentaler Bedeutung fur d@iestheinlichkeitstheorie ist die
mehrdimensionale Standardnormalverteilung:

Beispiel(Standardnormalverteilung im R™). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

noo= ®N(O, 1)

auf(R”, B(R™)) hei3tn-dimensionale Standardnormalverteilung Die mehrdimensionale Stan-
dardnormalverteilung ist absolutstetig mit Dichte

“ 1 $2 2
flzy,. ... x,) = - exp (——l) = (2m) /2 Il"/2, x e R".
- V2m 2

()

Abbildung 5.1: Dichte der Standardnormalverteilundrin

Gemeinsame Verteilungen

SindX; : Q — S;,1 < i < n, beliebige Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Raumen
(S:, Si), welche auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsi@um, P) definiert sind, dann

ISt

(Xl,...,Xn)i Q — Slx...XSn
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eine Zufallsvariable mit Werten im Produktrauisy x ... x S,,S1 ® ... ® S,,), denn furB; €
S;, 1 <1 <n,qilt:

{(X1,....X,)€Bix...xB,} = (){XieB} €A
=1

Wie zuvor im diskreten Fall (s. Abschniitt 2.4) definieren:wir

Definition. Die Verteilungux,... x, des ZufallsvektoréX,..., X,,) auf (S} x ... X 5,51 ®

... ® 8,) heiBtgemeinsame Verteilunger ZufallsvariablenXy, ..., X,,.

-----

Der folgende Satz gilt analog zum diskreten Fall:
Satz 5.7.Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(1). Die ZufallsvariablenXy, ..., X,, sind unabhangig.

x,, Ist ein Produktmal?.

.....

(3). Uxy,. . X, = HUx;®...Q lx,.
Beweis., (1) = (3) “: folgt direkt aus der Definition der Unabhangigkeit uhel gemeinsamen
Verteilung: SindX7y, . .., X,, unabhangig, dann gilt
Hxy,..., X"[le"-XBn] - P[(Xl,...,Xn>€B1X...XBn]

— ﬁP[XZ- € Bi]

i=1

= H px; [ Bi]

furalleB; € S;,1 < < n.

» (3) = (2) “: Die Implikation ist offensichtlich, und ,, (2)= (1) “ folgt aus Lemma35]5: Ist
Lix,....x, €in Produktmalf3, dann sind die kanonischen Projektianen ., m,, unabhéngig unter
x5 ix, . Also gilt fir B; € §;:

P[X1€Bl,...,Xn€Bn] = Ux,

,,,,,

]
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Wir wenden die Aussage von Satz]5.7 nun speziell auf diskaedereellwertige Zufallsvariablen
an:

Diskrete Zufallsvariablen

Sind die Wertebereiché,, ..., S, der ZufallsvariablenXy, ..., X,, abzahlbar, dann wird die
gemeinsame Verteilung vollstandig durch die gemeinsamgsktagunktion

Pxy,..., Xn(al,...,an) = P[Xlzal,...,Xn:an], (al,...,an)eslx...xSn

beschrieben. Die Zufallsvariablety, . . ., X, sind genau dann unabhangig, wenn die gemeinsa-
me Massenfunktion das Produkt der einzelnen Massenfurddicst, s. Safz 2.7. Als Konsequenz
aus Satz 5]7 ergibt sich zudem:

Korollar 5.8. SindX; : 2 — S;, 1 < i < n, diskrete Zufallsvariablen, und hat die gemeinsame
Massenfunktion eine Darstellung

n

DPxi,..., Xn(al,...,an) = Cng(a'L> V(al,...,an)ESlx...xSn

=1
in Produktform mit einer Konstanten € R, und Funktionery; : S; — [0,00), dann sind
X1, ..., X, unabhangig mit Massenfunktion
gi(a;)
px.(@) = <<~
> gi(a)

a€S;
Beweis.Die Werte ()
~ gi\a;
gi(ai) = = a; € st
> gia)

a€S;
sind die Gewichte eine Wahrscheinlichkeitsverteilunguf S;. Nach Voraussetzung gilt

Hxy,..., Xn[{al} XX {an}] = PXxi,.., Xn(alv"wan)

= ¢ [[Axl{a})  Va,...,a,) € Six... x £5.2.3)

mit einer reellen Konstant& Da auf beiden Seiten von (5.2.3) bis auf den Faktdie Massen-
funktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen stelggib ¢ = 1, und damit

n
HXq,.... Xn = ®m-
i=1

Also sind dieX; unabhéngig mit Verteilung;, d.h. mit Massenfunktiog;. ]
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Beispiel(Zwei Wurfel). SeienX,Y : Q — {1,2, 3,4, 5,6} gleichverteilte Zufallsvariablen. Fur
die Gewichte der gemeinsamen Verteilung vBrund Y gibt es dann beispielsweise folgende
Maglichkeiten:

(1). X, Y unabhéngig.

Y
69—~ -—e-——e-——9
| | | | | |
| | | | | |
B R AR SR
| | | | | |
| | | | | |
i e e e . il
| | | | | |
| | | | | |
R S e P B
| | | | | |
A IS S S B O N
o
S S SN SN S N
o
f f f f f f
1 2 3 4 5 6%

Abbildung 5.2:X, Y unabhangigj.x y = px ® uy. Gewichte der Punkte sind jewei£-§

(2). X,Y deterministisch korreliert, z.B, = (X 4+ 1) mod 6.

Y
6 +-——1-——"T1-— 7 —-¢-—7
| | | | | |
| | | | | |
e S M e R
| | | | | |
| | | | | |
4 +-—-4-—-——-t+—-——-——4———r—-—4
| | | | | |
| | | | | |
C R SRR EEEIEES
| | | | | |
| | | | | |
2 +-——@———4+——————d———b——
| | | | | |
| | | | | |
T
| | | | | |
| | | | | |
! ! ! ! ! !
1 2 3 4 5 66X

Abbildung 5.3:Y = (X +1) mod 6. Das Gewicht eines einzelnen Punktesiist

(3). Y = (X 4+ Z) mod 6, Z unabhangig vorX, Z = 0, +1 mit Wahrscheinlichkeit.
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Y
6+ -——9 Tt e
| | | | | |
| | | | | |
Sy Tt e
| | | | | |
| | | | | |
4 4 ——A-——t—— @ ——0———0 ——
| | | | | |
| | | | | |
R R S e T
| | | | | |
| | | | | |
24+ ————6—— @ ——d———b——
| | | | | |
| | | | | |
14+ 91—
| | | | | |
| | | | | |
! ! ! ! ! !
1 2 3 4 5 66X

Abbildung 5.4 = (X+Z2) mod 6; Z ~ unif{—1,0, 1}. Das Gewicht eines einzelnen Punktes
ist &
18

Reelle Zufallsvariablen

Die gemeinsame Verteilung reellwertiger Zufallsvarialg , . . ., X, : @ — R auf der Produkt-
o-AlgebraB(R") = Q) B(R) ist vollstandig durch die Werte
=1

Fx,. . x,(C1y...,¢n) = pxy. x,[(—00,c1] X ... X (=00, ¢

= P[XlgCh...,XnSCn], (Cl,...,0n>€Rn,

beschrieben. Die Funktiofi, x, : R* — [0, 1] heildtgemeinsame Verteilungsfunktion
Insbesondere sind4, .. ., X,, genau dann unabhangig, wenn

gilt. In Analogie zu Korollaf 5.B erhalten wir zudem:
Korollar 5.9. SeienXy,..., X, : Q — R reellwertige Zufallsvariablen.

(2). SindXy, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen mit absolutstetigen Vartegen mit Dich-

tenfx,,..., fx,, dann ist die gemeinsame Verteilung absolutstetig mitt@ich
fxixa (@ x) = [ fx(m)  VzeR"
=1
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(2). Umgekehrt gilt: Ist die gemeinsame Verteilung absbéiig, und hat die Dichte eine Dar-
stellung

n

Ixix (@1, @) = C'ng’(fm) VreR"

=1
in Produktform mit einer Konstantec R und integrierbaren Funktioneg : R — [0, c0),
dann sindX4, ..., X,, unabhangig, und die Verteilungen sind absolutstetig mithin

gz(l’z)
S gi(t)dt

R

fxl(:L‘,) =

Der Beweis verlauft ahnlich wie der von Korollarb.8, und witem Leser zur Ubung tGberlassen.

Beispiel(Zufallige Punkte in der Ebené). SeienX undY unabhangige Zufallsvariablei,(0, o?)-
verteilte auf(2, A, P) mit ¢ > 0. Dann ist die gemeinsame Verteilupg y absolutstetig mit

Dichte
1 % + 92

fxy(zy) = 55 -exp(=

), (z,y) € R%

esgilt(X,Y’) # (0,0) P-fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil
R : Q— (0,00), o Q—[0,27)

durch
X = R-cos?d und Y = R-sin9,

dh.R=vX2+Y2und® = arg(X +:Y) falls (X,Y") # (0,0). Auf der Nullmenge{(X,Y) =
(0,0)} definieren wir(R, ®) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionenemgeir
berechnen nun die gemeinsame Verteilung %omnd &:

PR <1y, ® < ¢y = P[(X,Y) e ,Kuchenstick" mit Winkelp, und Radius-]

= // fX,Y(%y) dx dy
Kuchenstiick
ro $0

= //fxy(rcos@rsin(,b)\?”/ do dr

0 0 Jacobideterminante
der Koordinatentrans.

0 rdo
r 2 2
= /) dg dr.
//0 oma2C ¢ dr
0
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Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatzgfitutionsregel) fir mehrdimensio-
nale Integrale verwendet - der Faktast die Jacobideterminante der Koordinatentransformatio
(s. Analysis). Es folgt, dass die gemeinsame Verteilupg absolutstetig ist mit Dichte

1

fralr.6) = oo loemeR,
’ 21 o2

Da die Dichte Produktform hat, sind und ® unabhangig. Die Randverteilung, ist absolutste-
tig mit Dichte
1
fol¢) = const. = —  (0<¢<2m)

d.h.® ist gleichverteilt auf0, 27). Somit istur absolutstetig mit Dichte

T 2 o2
Or(r) = 2 ¢ /(2e%) (r>0).

Die Berechnung kdnnen wir verwenden, um Stichproben von tierdardnormalverteilung zu
simulieren:

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer
N(0, 1)-verteilten ZufallsvariableX ist

1 * 2
Fx(z) = \/_2_7r / e at.

Das Integral ist nicht explizit I6sbar und die Inver8g' ist dementsprechend nur approximativ
berechenbar. Daher ist die Simulation einer Standardrivemtailung durch Inversion der Ver-
teilungsfunktion relativ aufwendig. Ein einfacheres Slatiwnsverfahren ergibt sich, wenn wir
eine zweidimensionale Standardnormalverteilung beteschnd auf Polarkoordinaten transfor-
mieren. Dann gilt fir den Radialanteil:

Fr(x) = / e Prdr = 1—e "2,

0

Das Integral ist also explizit berechenbar, und

Fil(u) = /—2log(1—u), wue(0,1).

Der Winkelanteil® ist unabhangig vork und gleichverteilt aufo, 27). Wir kdnnen Zufallsva-
riablen mit der entsprechenden gemeinsamen Verteiluregigen, indem wir

¢ = 27TU17

R = +/—2log(1—Uy) (bZW. =+/—2log U2> :
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172 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

setzen, wobel/; und U, unabhangige, au, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichpro-
ben vonU; und U, kénnen durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. diallBuariablen

X = Rcosd und Y = R-sin®

sind dann unabhé&ngig und(0, 1)-verteilt. Firm € Runde > 0sinde X +m undoY +m
unabhéangigeV (m, o?)-verteilte Zufallsvariable.

Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulation Stichproben einer Normalver-
teilung:

Algorithmus 5.10 (Box-Muller-Verfahren). Input: m € R0 > 0
Output: unabhangige Stichprobeny von N (m, o?).

1. Erzeuge unabhangige Zufallszahlenu, ~ U 1)

2. 1= /—2logu; cos(2musy), y := /—2log u; sin(27us)

3. T:=0x+m,y=o0y+m

Beispiel (Ordnungsstatistiken). Fir die gesamte Verteilung der OrdnungsstatistiRgn <
... < X(»), unabhangiger, identisch verteilter, stetiger ZufallmldenX,..., X, : O — R gilt
aus Symmetriegriinden und wegBfX, = X;| = 0 fur i # j:

PXqy<ci,.... Xy < e = Z PXzy <ty Xaw) < 6y Xy < -0 < Xamy)

TFGSn

= n!P[XlScl,...,Xngcn,Xl<X2<...<Xn]

= nl /"'/]{y1<y2<...<yn}f(y1)'"f(yn) dyy -+ - dyn.

Also ist die gemeinsame Verteilung vog,), . . ., X(,,) absolutstetig mit Dichte

fX(1) ,,,,, Xn) (yh o 7yn) = nl- ]{y1<y2<-.-<yn}f(y1) T f(yn)

Durch Aufintegrieren erhalt man daraus mithilfe des SateesRubini und einer erneuten Sym-
metrietiberlegung die Dichten der Verteilungen der eireel@rdnungsstatistiken:

PlXg < = nl / e / Ly cypercyy F 1) -+ F(Un) - Typze dyn - dy,

R R
= / Ty (k) dyie

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



5.3. UNENDLICHE PRODUKTMODELLE 173

mit
n!

fwly) = (k_1)!(n_k)!F(y)’“‘1(1—F(y))(n—k‘)f(y)-

Dasselbe Resultat hatte man auch mit etwas Rechnen aus $hexlgien konnen.

Bemerkung (Beta-Verteilungen). Sind die ZufallsvariablenX; auf (0, 1) gleichverteilt, dann
hat X ;) die Dichte

Ix (w) = Blkn—k+1)"" " (1 —uw) k. To,1y(u)
mit Normierungskonstante
' (
B(a,b) = / w1 — u)" ! du (:
0

Die entsprechende Verteilung heBé¢ta-Verteilung mit Parametern a, b > 0, die FunktionB

a—1)(b—1)!
(a+b—1)!

fUra,beN).

ist die Euler'sche Beta-Funktian

9 | \

Abbildung 5.5: Abbildung der Dichtefunktionen der zugebén Verteilungen von
Xy, ..., X5 bein = 5in (rot, gelb, griin, blau, magenta).

5.3 Unendliche Produktmodelle

Konstruktion von unabhéngigen Zufallsvariablen

Seienuy, po, . .. vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen @ufB3(R)). Wir werden nun
explizit unabhangige ZufallsvariableXy,, £ € N, mit Verteilungeny,, konstruieren. Als Konse-
guenz ergibt sich die Existenz des unendlichen Produktm@m als gemeinsame Verteilung
der ZufallsvariablenX,. Die ZufallsvariablenX; konnen wir skgéar auf den Raum= (0, 1) mit

Gleichverteilung realisieren:
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174 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

Satz 5.11.Auf dem Wahrscheinlichkeitsrauff, B3((0,1)), U 1)) existieren unabhangige Zu-
fallsvariablenX, : Q2 — R, k£ € N, mit Verteilungen

PoX, ' = |y furallel <i <n.
Beweis.Wir verfahren in drei Schritten:

(2). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
1
wr = Bernoulli (5) = Uoy VEkeN,

d.h. im fairen Mianzwurfmodell. Dazu verwenden wir die schiorAbschnitt[4.2 einge-
fuhrte TransformationY : (0,1) — {0, 1}, die einer reellen Zahl die Ziffernfolge ihrer
Binardarstellung zuordnet, d.h. wir setzen

2k—1

Xpw) = Ip(w), Dp = [JI@i—1)-27%2 27%)

=1

siehe Abbildung 4l4. Die AbbildungeX,. : (0,1) — {0, 1} sind messbar, und es gilt
PXi=ay,...,.X,=qa,] = 2" Vn € Nyay,...,a, € {0,1}, (5.3.1)

da die Mengglw € Q : Xj(w) = a1,...,X,(w) = a,} gerade aus den Zahlen (0, 1)
besteht, deren Binardarstellung mit den Ziffern. . ., a, beginnt, und damit ein Inter-
vall der Lange2~™ ist. Nach [5.3.11) sind\y, ..., X, fur alle X, k£ € N, unabhangig mit
Verteilung .

(2). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
te = u(O,l) VEkeN.

Dazu zerlegen wir die gerade konstruierte Falggw) € {0,1},k € N, in unendlich
viele Teilfolgen, und konstruieren aus jeder Teilfolge dée eine Zahl au®), 1] mit den
entsprechenden Binarziffern. Genauer setzen wir in Binatreléung:

U1 = 0.X1X3X5X7"' s
Uy = 0.XoXeX0X04-"",
U3 = 0.X4X12X20X28 tet USW7

also allgemein fuk € N:

Uk(w) = ZXIM(W) . 271 mit Xk,i = X(gi_l).gk—l.
=1
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Da die ZufallsvariablenX, ;, i,k € N, unabhangig sind, sind nach dem Zerlegungssatz
auch dies-Algebren

Ay = o(Xpii €N), k€N,
unabhangig, und damit auch dig-messbaren Zufallsvariablén,, £ € N. Zudem gilt flr
n € Nund .
r=>a;-27" € {0,1,...,2"—1}:
=1
PlU.€(r-27"(r+1)-27"] = PXpi=a1,...,Xppn=0a, = 27"

Da die dyadischen Intervalle ein durchschnittsstabilege&gendensystem der Borelschen
o-Algebra bilden, folgt, dass die Zufallsvariabl&p auf |0, 1] gleichverteilt sind.

(3). Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Zufallsvdnlien aus den gerade konstruierten un-

abhangigen gleichverteilten ZufallsvariablEép, £ € N, mithilfe des Inversionsverfahrens
aus Satz 4.19: Sind,, k € N, beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen &&f B(R)),
und

Gi(u) = inf{zeR: F(x) > u}

die linksstetigen verallgemeinerten Inversen der Vertgjsfunktionen
Fi(e) = pel(—o0, ],

dann setzen wir
Vilw) = GiUr(w)), keNwe

Da die Zufallsvariable®,,, k£ € N, unabhangig sind, sind nach Saiz5.2 auchglié: € N,
wieder unabhangig. Zudem gilt nach Saiz 4.19:

PoY, ' = 4 fur allek € N.

O

Bemerkung. (1). Der Beweis von Safz 5.111 ist konstruktiv. Fir numerisehevendungen ist

allerdings zumindest der erste Schritt des beschriebenastkuktionsverfahrens ungeeig-
net, da Defizite des verwendeten Zufallszahlengeneratatsli¢ Darstellungsungenauig-
keit im Rechner durch die Transformation verstarkt werden.

(2). Mithilfe des Satzes kann man auch die Existenz eineggd=ohabhangiger Zufallsvariablen

X, k € N, mit Werten imR¢, oder allgemeiner in vollstandigen, separablen, metgisch
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RaumenSy, k£ € N, und vorgegebenen Verteilungen auf den Borelschea-Algebren
B(Sy) zeigen. Sind beispielsweigg : R — S, Bijektionen, sodasg,, und ¢, ' messbar
sind, und sindX}, : © — R unabhangige reellwertige Zufallsvariablen mit Vertegen

P[X} € B] = ux|ér(B)], dann sind die transformierten Zufallsvariablen

X, = gbk(Xk) Q= 5, Vk € N,

unabhé&ngig mit Verteilungen.

Beispiel (Random Walks im R¢). Seiu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a(®?, B(R?)),
und seienX;, i € N, unabhangige Zufallsvariablen mit identischer Verteilufg~ .. Der durch

Sn = CL—FiXZ‘,
=1

definierte stochastische Prozess h&&hdom Walk mit Startwett € R? und Inkrementvertei-

lung .
Im Fall d = 1 kdnnen wir Stichproben von den Zufallsvariabl&n, und damit vom Random

n=0,1,2,...,

Walk, beispielsweise mithilfe der Inversionsmethode dienen.
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Abbildung 5.6: Grafiken von Trajektorien des Random Walksvaischiedenen Inkrementver-

teilungen.

Abbildung’.6 zeigt Grafiken von Trajektorien des Random \&atkt den Inkrementverteilungen

[j/ =

ILL =

1
5(51 +0_1)

N(0,1)

(klassischer Random Walk (SSRW))

(diskrete Brownsche Bewegung),
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177

4 mit Dichte

(zentrierteExp(1)-Verteilung)

3 . . . 3
flz) = 3-2*5/2~(m+§)*5/2 Iy (x—|—§) (zentrierte Pareta(— 1, a)-Verteilung mita = 5).
-3 1 2 3

Abbildung 5.7: Dichten der drei stetigen Verteilungen ausbitdung[5.6: fx (1) in Blau,

fexp)—1 IN Magenta undfparetga—1,0) iN ROL.

Im Gegensatz zu den anderen Verteilungen fallt die DichtePdeeto-Verteilung fir — oo
nur sehr langsam ab (,heavy tails“). Insbesondere hat dieeMeng unendliche Varianz. Die
Trajektorien der Random Walks werden mit der folgenden Mattea-Routine simuliert:

nmax = 10000; )

RandomChoice[{1, 1}, nmax];
RandomReal[NormalDistribution [0,
RandomReal [{0, 1}, nmax];

$\alpha$ = 3/2; x0 =$\alpha$—- 1; p =

X

V4
u =

rwsimple = Accumulate[x]; rwexp =

rwnormal Accumulate[z];

ListLinePlot[{rwsimple[[1
rwnormal [[1 300017,

3000]],
rwpareto[[1

y =Log[u] — 1;

RandomReal[ ParetoDistribution[x0$\alpha$],
m = Mean[ParetoDistribution[x0, $\alpha$]];

Accumulate[y];
rwpareto = Accumulate[q];

rwexp [[1

1], nmax];

nmax];

q=p—m;

3000]],
30001]]}]
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Die Trajektorien des klassischen Random Walks, und der Ranlalks mit exponential- und
normalverteilten Inkrementen sehen in gro3eren Zeitrauémnlich aus. Die Trajektorien des
Pareto-Random Walks (gruin) verhalten sich dagegen anchetsyerden auch in langeren Zeitrau-
men von einzelnen grof3en Springen beeinflusst. Tatsadaimihman zeigen, dass alle obigen
Random Walks mit Ausnahme des Pareto-Random Walks in eineigngéen Skalierungslimes
mit Schrittweite gegen 0 in Verteilung gegen eine Brownschedgging konvergieren (funktio-
naler zentraler Grenzwertsatz).

Unendliche Produktmafie

Als Konsequenz aus dem Satz kdnnen wir die Existenz von Uiced Produktmalien als ge-
meinsame Verteilung von unendlich vielen unabhangigeali&yariablen zeigen. Dazu versehen
wir den Folgenraum

RY = {(zy,2,...)|zx € R,V Kk € N}

mit der Produkts-Algebra

QBR) = o€) = o(mlkeN),

keN

die von der KollektiorC aller Zylindermengen
{meB,....,meB,} = {x=(r;)eRVa,€By,...,2,€B,},
n €N, By,...,B, € B(R), von den Koordinatenabbildungen : RY — R, m(z) = 2.

Korollar 5.12 (Existenz von unendlichen Produktmal3eh Zu beliebigen Wahrscheinlichkeits-
verteilungenu, auf(R, B(R)) existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsvertajlun= @) 1ux

keN
auf(RY, @ B(R)) mit
keN

plm € By, ...,m € Byl = u[Bi] ... By (5.3.2)
firallen € NundBy,..., B, € B(R).

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungmit (5.3.2) heil3Produkt der Wahrscheinlich-
keitsverteilungenuy, k € N.

Beweis.Die Eindeutigkeit folgt, da die Zylindermengen dusinN-stabiles Erzeugendensystem
der Produkis-Algebra bilden.
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Zum Beweis der Existenz: betrachten wir die Abbilduxig Q — RY mit

X(w) = (Xi(w),Xs(w),...),
wobei X, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg sind. X ist messbar bzgl) B(R),
keN
denn ©
X 'z eR(zy,...,2,) € B} = {weQ(Xi(w),...,X,(w)eB}Y € A

fur allen € Nund B € B(R"). Seiu = P o X! die Verteilung vonX aufRY. Dann gilt

plm € By,...,mm € B,] = pl{z e R¥a2y € By, ..., 1z, € B,}]
= P[X; € By,...,X, € B,

= [ m[Bd

furallen € NundBy, ..., B, € B(R). Also istu das gesuchte Produktmal3. O

Bemerkung. Auf analoge Weise folgt nach Bemerkung 2. von oben die Exastiexs Produkt-

maRes) . von beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen £ € N, auf vollstédndigen, se-
keN
parablen, messbaren Raumgnmit Borelschens-AlgebrensS,.. Das Produktmal? sitzt auf dem

Produktraum
( % 5. @sk) |

keN keN
Der Satz von Carathéodory impliziert sogar die Existenz varebigen (auch tGberabzahlbaren)
Produkten von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsrautgns;, 1), € I.
Sind(.S;, S;, i;) beliebige Wahrscheinlichkeitsrdume, dann sind die Keatinabbildungen,, :
X S; — Sk unter dem Produktma®) ; unabhangig undg.,-verteilt. Man nennt den Produk-

1€N i€l

traum
(Q,A,P) = ( X Si, ®Si,®ﬂi>

daher auch dasanonische Modellfur unabhéngige:;-verteilte Zufallsvariablen.

5.4 Asymptotische Ereignisse

Sei X; (i € I) eine unendliche Kollektion von Zufallsvariablen, die aideam gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraurtf2, A, P) definiert sind.
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Definition. Ein EreignisA € o(X; |i € I) heildstasymptotisches Ereignis (tail eventalls
A€ o(X; i€\l fur jedeendlicheTeilmengel, C I gilt.

Die Menge
ro= (| o(Xilie\L)

IoCI endlich

aller asymptotischen Ereignisse ist einelgebra. heiRtasymptotischer-Algebra (tail field).

Beispiel. (1). DYNAMISCH: Ist X,,,n € N eine Folge von Zufallsvariablen (welche beispiels-
weise eine zufallige zeitliche Entwicklung beschreib@nd gilt fir ein EreignisA €
o(X,,n € N):

A asymptotisch & A € o(X,11, Xogo, ) far alle n.
Zukunft abn

Beispiele fur asymptotische Ereignisse von reellwertigefallsvariablen sind

n—oo

. 1
{X,, > 5n unendlich of}, {lim sup X, < c} , {3 lim X,}, {Hlim -5, = m} ,
n—oo n
wobeiS,, = X; + ...+ X,,. Die Ereignisse

{sup X,, = 3} und {lim S, =5}

neN
sind dagegenichtasymptotisch.

(2). SrATISCH: Eine Kollektion X;,i € Z4, von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) heif3t stochastisches Feldrandom field). Beispielsweise basieren
verschiedene grundlegende Modelle der statistischen diclauf stochastischen Feldern
X;: Q — {0,1}, wobei X; = 1 dafur steht, dass

e sich ein Teilchen am Gitterpunkbefindet,
e ein Atom am Gitterpunkt angeregt ist,
e der Gitterpunki durchlassig ist (Perkolationsmodell),

e efc.

Asymptotische Ereignisse beschreiben in diesem Fall ,osapische” Effekte.
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Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Satz 5.13( 0-1-Gesetz von Kolmogoro\). Sind X; (i € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf
(Q, A, P), dann gilt
P[A] € {0,1} furalle A € 7.

»YAsymptotische Ereignisse sind deterministisch.”

Beweis.Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis im FAl= N - der Beweis im
allgemeinen Fall verlauft ahnlich. Es gilk;, X5, ... unabhéangige Zufallsvariablen

= 0(X1),0(X2),...,0(X,),0(Xnt1),0(Xni2), ... unabhéngige Mengensysteme
—=0(X1,..., Xpn),0(Xpns1, Xpyo2, ...) sind unabhéngig fir aller € N

— o(X1,...,X,) und 7 sind unabhangig fur alle € N

—>7 unabhangig vomr (X1, Xs,...) 2 7

— Ereignissed € 7 sind unabhangig von sich selbst

— P[A] € {0,1} VAer.

Hierbei gilt die zweite Implikation nach Sdiz 5.1 (2), uneé dierte nach Safz 5.1 (1) O

Anwendungen auf Random Walks und Perkolationsmodelle

Beispiel (Ruckkehr zum Startpunkt von Random Walks, Rekurrenz). Wir betrachten einen
eindimensionalen klassischen Random Walk mit Startpurk? und unabhéngigen Inkremen-
ten X; mit Verteilung

Fiurn € N erhalt man die Ruckkehrwahrscheinlichkeiten

P[Sgn+1 = CL] =0

2n " n @)t "

P[Sy, = a] = <n> -t (1=p)" = oz P ~(1=p)".
Wir betrachten nun die Asymptotik fiur — oo dieser Wahrscheinlichkeiten. Aus dgtirlings-
chen Formel

n n
I~ (2
n 2mn <€)
folgt
Vamn (2 N 1 S
P[Sy, =a] ~ o (=) pt-(l—-p)" = \/ﬁ(élp(l —p))" furn — oco.
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Furp # % fallen die Wahrscheinlichkeiten also exponentiell schalel Insbesondere gilt dann

iP[Sm:a] io: P[Ss, = a] < o0,
n=0

m=0

d.h. der asymmetrische Random Walk kehrt nach dem 1. Borek{idrgmma mit Wahrschein-
lichkeit 1 nur endlich oft zum Startpunkt zurlick§ANSIENZ). Nach dem starken Gesetz grol3er
Zahl gilt sogar

S~ (2p—1)n P-fast sicher.

Furp = 3 gilt dagegenP[S,,, = a] ~ 1/y/7n, und damit

io:P[Sm:a} i P[Sy, =a] = oo.
n=0

m=0

Dies legt nahe, dass der Startpunkt mit Wahrscheinliclikertendlich oft besucht wird.

Ein Beweis dieser Aussage uber das Borel-Cantelli-Lemma estrabht direkt moglich, da die
Ereignisse{.S,, = 0} nicht unabhéngig sind. Wir beweisen nun eine starkere Ayessathilfe
des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes:

Satz 5.14(Rekurrenz und unbeschrankte Oszillationen des symmetrideen Random Walks.
Fur p = ; gilt
P[lim S, = +ooundlim S, = —00] = 1.

Insbesondere ist der eindimensionale Random \édirrent, d.h.
PIS,, = aunendlich oft= 1.

Tatsachlich wird nach dem Satz mit Wahrscheinlichkesbgar jeder Punkt € Z unendlich oft
getroffen.

Beweis.Fir allek € N gilt:
P[Sn+r — Sy, = k unendlich off = 1,

denn nach dem Beispiel zu Satzl5.1 (,Affe tippt Shakespeajibt)es P-fast sicher unendlich
viele Blocke der Langé mit X,,,; = X,,.o = ... = X, = 1. Esfolgt

Plim S, —lim S, =oc] > P [ JH{Snsr—Su =k} = 1,

k
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und damit

1 = Pllim§S, =+ocoderlim S, = —oc] < Pllim S,, = +o0] + P[lim S,, = —o0].

Also ist eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der mtiSteite groRer als, und damit nach
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz gleickAus Symmetriegriinden folgt

Pllim S, = —oc] = PllimS, =400 = 1L
U

Das vorangehende Beispiel zeigt eine typische Anwendunéalesogorovscher-1-Gesetzes
auf stochastische Prozesse. Um die Anwendbarkeit in rébhemi Modellen zu demonstrieren,
betrachten wir ein einfaches Perkolationsmodell:

Beispiel (Perkolation im Z9). Seip € (0,1) fest, und seielX; (i € Z%) unabhangige Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsrayfn .A, P) mit

Ein Gitterpunkti € Z¢ heiRtdurchlassig, falls X; = 1 gilt. Wir verbinden Gitterpunkte, j € Z4

mit | — j| = 1 durch eine Kante. Seil das Ereignis, da’ bzgl. dieser Graphenstruktur ei-
ne unendliche Zusammenhangskomponente (Cluster) ausl@ksigfen Gitterpunkten existiert
(Eine Flussigkeit konnte in diesem Fall durch ein makrogiapes Modellstlick, das aus mi-
kroskopischen Gitterpunkten aufgebaut ist, durchsickelaher der Name ,Perkolation“) ist
asymptotisch, also gilt nach dem Satz von Kolmogorov

P[A] € {0,1}.

Hingegen ist es im Allgemeinen nicht trivial, zu entscheideelcher der beiden Félle eintritt.
Im Fall d = 1 zeigt man leicht (Ubung):

P[A] =0 furallep < 1.

Fird = 2 gilt:
1
PAl=1 <= p> 3

s. z.B. die MonografigPercolation” von Grimmett Furd > 3 ist nur bekannt, daf3 ein kritischer
Parametep. € (0, 1) existiert mit
1 farp > p..

PlA] =
0 farp<pe.
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Man kann obere und untere Schrankeniftinerleiten (z.B. giltﬁ <p. < %), aber der genaue
Wert ist nicht bekannt. Man vermutet, d&f3A| = 0 fur p = p. gilt, aber auch diese Aussage
konnte bisher nur in Dimensiah> 19 (sowie furd = 2) bewiesen werden, siehe das Buch von
Grimmett.

Definition. Eine ZufallsvariableY” : Q@ — [—o0, oo] heiRtasymptotisch wenn die bzgl. der
asymptotischen-Algebrar messbar ist.

Das Perkolationsmodell ist ein Beispiel fur ein sehr einfeimulierbares stochastisches Mo-
dell, das zu tiefgehenden mathematischen Problemstelfufighrt. Es ist von grof3er Bedeu-

tung, da ein enger Zusammenhang zu anderen Modellen dististditen Mechanik und dabei

auftretenden Phaseniubergangen besteht. Einige eleméntasagen tber Perkolationsmodelle
werden in den Wahrscheinlichkeitstheorie-LehrbiichemY:dSinaiund A. Klenkehergeleitet.

Korollar 5.15. SindX; (¢ € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlithke
raum (€2, A, P), dann ist jede asymptotische Zufallsvariable 2 — [—oo, 00| P - fast sicher
konstant, d.h.

deg € [—o0,00] © PlY =¢) = 1.

Beweis.Ist Y 7 - messbar, dann sind die Ereignigd¢ < ¢}, ¢ € R, in 7 enthalten. Aus
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz folgt:

Fy(¢) = Py <d € {01} VeceR

Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, exisg@rc, € [—oo, co] mit

0 fir ¢ < ¢
PlY < = )
1 far ¢ > ¢

und damitP[Y = ¢o] = hﬂ)l(Fy(Co)—Fy(Co—€>) = 1l.=1 O

Beispiele fur asymptotische Zufallsvariablen im Hal N sind etwa

— 1 & . M,
lim X,,, lim X,, lim — E X;, sowie lim —E X;.
n—oo M
=1 =1

n—00 n—00 n—oo 10~

Insbesondere sind fur unabhangige ZufallsvariablgnXs, ... : 2 — R sowohl

1 — 1<
lim - ZZI X; alsauch Tim - ; X; P -f.s. konstant.
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Hieraus ergibt sich die folgend@ichotomie Sind X;,i € N, unabhangige reellwertige Zufalls-
variablen, dann gilentwederin Gesetz grol3er Zahlen, d.h.

1 o« : o
— E X; konvergiertP - f.s., und der Limes isP - f.s. konstant
n

=1

(falls der Limes inferior und Limes superidt-fast sicher Ubereinstimmergger

P

1 < .
=) X konvergler} = 0.
n

1=1
Es ist bemerkenswert, dass fiur die Gultigkeit der Dichotokaine Annahmen Uber die Vertei-
lung derX; bendétigt werden. Insbesondere missendiaicht identisch verteilt sein!
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Kapitel 6
Erwartungswert und Varianz

In diesem Kapitel definieren wir den Erwartungswert, diedfax und die Kovarianz allgemeiner
reellwertiger Zufallsvariablen, und beweisen grundlelge&igenschaften und Abschatzungen.
Da wir auch Grenzubergange durchfiihren wollen, erweisiasas glnstig, die Werte-oo
und —oo zuzulassen. Wir setzen dahRr= [—oo, oc]. Der RaumR ist ein topologischer Raum
bzgl. des iiblichen Konvergenzbegriffs. Die Borelsehélgebra aufR wird u.a. erzeugt von
den Intervallen—oo, ¢], ¢ € R. Die meisten Aussagen Uber reellwertige Zufallsvarialzlaa
den vorangegangenen Abschnitten tibertragen sich unipaittelif ZufallsvariableX : Q — R,
wenn wir die Verteilungsfunktiod’y : R — [0, 1] definieren durch

Fx(e) = pxl[-oo,d] = PX <d.

6.1 Erwartungswert

Sei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und : Q — R eine Zufallsvariable. Wir wollen den
Erwartungswert (Mittelwert, Prognosewert) vahbeziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P in sinnvoller Weise definieren. Dazu gehen wir schrittweise

Definition des Erwartungswerts
Elementare Zufallsvariablen

Nimmt X nur endlich viele Werte,, ..., ¢, € R an, dann soll gelten:

n

i=1

186
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d.h. der Erwartungswert ist das Mittel der Wettegewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten der
Ereignissed; := {X = ¢;}.

Definition. Eine Zufallsvariable von der Form
X=> cli, (neEN, ¢€ER, A €A
=1
heiRtelementar Ihr Erwartungswertbzgl. P ist

E[X] = Z ¢; - PlA;].

Diese Definition ist ein Spezialfall der Definition des Ertwaigswerts diskreter Zufallsvariablen
aus Kapitel 1. Insbesondere ist der Erwartungswe | wohldefiniert d.h. unabhéangig von der
gewahlten Darstellung der Zufallsvariahlé als Linearkombination von Indikatorfunktionen,
und die AbbildungX — E[X] istlinear undmonoton

ElaX +bY] = a-E[X]+0b-E[Y] furallea,b € R,

X<Y = EX]<EJY]

Die Definition des Erwartungswerts einer elementaren Byfatiable stimmt genau mit der des
Lebesgueintegrals der Elementarfunkti§rbzgl. des Mal3e#® Uberein:

E[X] = /XdP = /X(w)P(dw)

Fur allgemeine Zufallsvariablen liegt es nahe, den Erwayswert ebenfalls als Lebesgueintegral
bzgl. des MaRRe# zu definieren. Wir skizzieren hier die weiteren Schritte Kanstruktion des
Lebesgueintegrals bzw. des Erwartungswerts einer alloppameZufallsvariable, siehe auch die
Analysisvorlesung.

Nichtnegative Zufallsvariablen

Die Definition des Erwartungswerts einer nichtnegativefallsvariable beruht auf der monoto-
nen Approximation durch elementare Zufallsvariablen:

Lemma6.1.SeiX : 2 — [0, co] eine nichtnegative Zufallsvariable ai?, A, P). Dann existiert
eine monoton wachsende Folge elementarer ZufallsvarigblenX; < X, < ... mit

X = lmX, = suplX,.

n—oo neN
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188 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Beweis.Furn € N sei

X, () k-27" falls k- 27" < X(w)<(k+1)-27"fireink=0,1,...,n-27"
nlw = .
(n4+1)-27" falls X(w)>(n+1)-27"

Abbildung 6.1: Approximation durch Elementarfunktionétier ist die Anndherung in rot in
zwei verschiedenen Feinheiten dargestellt.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



6.1. ERWARTUNGSWERT 189

Dann istX,, eine elementare Zufallsvariable, denn es gilt

n2™—1
k
Xn = 227]{2%§X<%}+”]{X2n}'

k=0

Die FolgeX,, (w) ist fur jedesv monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wird un

sgan(w) = 7}1_{20 Xp(w) = X(w) fur allew € Q.
]
Definition. SeiX : Q — [0, co] eine nicht-negative Zufallsvariable.
Der Erwartungswert(bzw. dad_ebesgueintegrglvon X bzgl. P ist definiert als
E[X] := lim EF[X,] = sup E[X,] € [0, 0], (6.1.1)

n—oo n—oo

wobei X,, eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen elemenfarfallsvariablen mit
X =sup X, ist.

Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert wohldefiniert[(ino)):

Lemma 6.2. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl einer monoton waokien FolgeX,,

von nichtnegativen Zufallsvariablen nit = sup X,,.
neN

Fur den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung odéde Literatur, siehe z.B. Ap-
pendix 5 in WILLIAMS ,Probability with martingales.”

Bemerkung. Sind X,, = 4, und X = I, Indikatorfunktionen, dann folgk(6.1.1) aus der mono-
tonen Stetigkeit vorP. In diesem Fall gilt nAmlich:

X, X — A, M A (d.h. A,, monoton wachsend und = UA")'
Aus der monotonen Stetigkeit vanfolgt dann
E[X] = P[A] = IlmP[4,] = IlimFE[X,]
Aus der Definition des Erwartungswerts folgt unmittelbar:
Lemma 6.3. Fur nichtnegative ZufallsvariableX, Y mit X <Y gilt £[X]| < E[Y].

Beweis.Ist X < Y, dann gilt auchX,, <Y, fUr die approximierenden elementaren Zufallsva-
riablen aus Lemmia 6.1, also

E[X] = sukF[X,| < suklY,] = E[Y].

neN neN

]
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Allgemeine Zufallsvariablen

Eine allgemeine Zufallsvariabl& : Q — R kdénnen wir in ihren positiven und negativen Anteil
zerlegen:

X = Xt-X" mit Xt = max(X,0), X~ = —min(X,0).

X" und X~ sind nichtnegative Zufallsvariablen. Ist mindestenseilee beiden Erwartungswer-
te E[X ] bzw. E[X ] endlich, dann kénnen wir (&hnlich wie in Kapitel 1 fir diste@ufallsva-
riablen) definieren:

Definition. Der Erwartungswert einer Zufallsvariablgd : Q — R mit E[X*] < oo oder
E[X™| < ocoist
E[X] = E[XT|-E[X] € [~00,00].

Notation: Der Erwartungswerts[X]| ist das Lebesgueintegral der messbaren Funkkon
Q) — R bzgl. des MaRe®. Daher verwenden wir auch folgende Notation:

ElX] = /XdP _ /X(w)P(dw).

Eigenschaften des Erwartungswerts

Nachdem wir den Erwartungswert einer allgemeinen Zufatisble X : Q — R definiert ha-
ben, fassen wir nun einige grundlegende Eigenschaften dearfangswerts zusammen. Dazu
bezeichnen wir mit

L= LYP) =LY, A, P):={X:Q— R Zufallsvariable | FE[|X|] < oo}

die Menge aller bzglP integrierbaren Zufallsvariablen. Fir Zufallsvariabl&ne £'($2, A, P)
ist nach Lemma_613 sowol#[ X *] als auchE[X | endlich. Also ist der Erwartungswef| X]
definiert und endlich.

Satz 6.4.Fur ZufallsvariablenX,Y € £1(Q, A, P) unda, b € R gilt:
(1). X > 0 P-fast siche—= E[X]| >0
(2). Die Zufallsvariablez X + bY ist bzgl. P integrierbar, und

ElaX +bY] = a-E[X]+0b-E[Y].
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Insbesondere ist der Erwartungswert monoton:
(3). X <Y P-fastsiche= E[X] < E[Y].
Zum Beweis der Eigenschaften (1) und (2) verweisen wir aufAdialysisvorlesung oder die
Literatur. Eigenschatft (3) folgt unmittelbar aus (1) ungl (2
Nach Aussage (2) des Satzesds((2, A, P) ein Vektorraum. Durch

X~Y 1< PX=Y]=1

wird eine Aquivalenzrelation auf diesem Raum definiert. E{loesequenz von Aussage (3) des
Satzes ist, dass zwei aquivalente (alsdast sicher identische= Zufallsvariablen denselben Er-
wartungswert haben:

X~Y = E[X] = E[Y].
Daher ist der Erwartungswert einer Aquivalenzklasse Refast sicher gleichen Zufallsvariablen
eindeutig definiert. In Zukunft verwenden wir haufig dieseotation fiir die Aquivalenzklassen
und Reprasentanten aus den Aquivalenzklassen.[Satz 6.4t besss der Erwartungswert ein
positives lineares Funktionaluf dem Raum

LYQ,AP) = LYQ,AP) ~
aller Aquivalenzklassen von integrierbaren Zufallsvalea definiert. Aus dem Satz folgt zudem:

Korollar 6.5. Durch
X @ur = E[X]]

wird eine Norm auf.!(Q2, A, P) definiert. Insbesondere gilt fiir Zufallsvariablén: Q@ — R :
E[|X|]=0 — X =0 P-fastsicher.

Beweis. Fiir eine Zufallsvariablél : Q — R mit E[|X|] = 0 unde > 0 gilt wegen der Monoto-
nie und Linearitat des Erwartungswerts:
RS 1
PIXIzd = Blipeal < B[] = IEx)-0
Fure X\, 0 folgt
P[|X] > 0] =lim P[|X| > €] =0,
e\.0
alsoX = (0 P-fast sicher.
Zudem folgt aus der Monotonie und Linearitat des Erwartwayts die Dreiecksungleichung:

EIX+Y]l < EIX[+Y] = E[IX[]+E]Y]].

]
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In der Analysis wird gezeigt, dass der Ral{<, A, P) bzgl. der im Korollar definierten Norm
ein Banachraum ist.

Konvergenzsatze

Ein Vorteil des Lebesgueintegrals gegentber anderenrhttegsbegriffen ist die Gultigkeit von
sehr allgemeinen Konvergenzsétzen. Diese lassen sickkiiinien auf den folgenden funda-
mentalen Konvergenzsatz, der sich aus der oben skizzikdestruktion des Lebesgueintegrals
ergibt:

Satz 6.6(Satz von der monotonen Konvergenz, B. Leyi Ist X,,,n € N, eine monoton wach-

sende Folge von Zufallsvariablen niif X | < oo (z.B.X; > 0), dann gilt:

Elsup X,] = FE[lim X,,] = lim E[X,] = supFE[X,]

TLEN n—oo n—oo ’VLEN
Der Beweis findet sich in zahlreichen Lehrbiichern der Intemgra- oder Warscheinlichkeits-
theorie, siehe z.B. WWLIAMS : PROBABILITY WITH MARTINGALES , APPENDIX 5.

Eine erste wichtige Konsequenz des Satzes von der monokmmemergenz ist:

Korollar 6.7. FUr nichtnegative ZufallsvariableX;, i € N, gilt:

E f:XZ] = iE[Xi].
=1 =1
Beweis.
=1 =1 -
= ,}LIEOE zn:Xi (wegen monotoner Konvergenz)
=1 |

= lim Y E[X;]  (wegen Linearitét)
=1

= ZE[XZ-].
O

Bemerkung (Abzahlbare Wahrscheinlichkeitsraume, Summation als Spealfall von Inte-
gration). Falls 2 abzahlbar ist, konnen wir jede Zufallsvariabte: 2 — R auf die folgende
Weise als abzahlbare Linearkombination von Indikatorfiomen darstellen:

X = ) X(w) Iy

we
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Ist X > 0, dann gilt nach Korollar 6]7:

EX] = ) X(w)-P{w}l.

weN

Dieselbe Darstellung des Erwartungswerts gilt auch figreaieine reellwertige Zufallsvariablen
auf(2, falls der Erwartungswert definiert ist, d.B[X "] oder E[X ] endlich ist.

Insbesondere sehen wir, d&smmation ein Spezialfall von Integratimt: Ist 2 abzahlbar und
p(w) > 0 fur allew € €2, dann gilt

S X@ pe) = [xap

weN

wobei P das Mal3 mit Massenfunktignist. Beispielsweise gilt also

/Xdy

wobeir das durch/[A] = |A|, A C ©, definierte Zahlmal? ist.
Konvergenzsatze wie der Satz von der monotonen Konvergaenlaich also auch auf Summen

weﬂ

anwenden!

Beispiel. Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Merg@gedann ist

dasarithmetische Mittel von X.

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Konvergenzsatze, die sus dem Satz von der monoto-
nen Konvergenz ergeben:

Korollar 6.8 (Lemma von Fatou). SeienX;, X,,--- : Q — R Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraurf2, A, P) und seiY € £'(Q, A, P) (z.B.Y =0).

(). Gilt X,, > Y fur allen € N, dann folgt

Elliminf X,,] <liminf E[X,].

(2). Gilt X,, <Y furallen € N, dann folgt

E[limsup X,,| > limsup E[X,,].
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Beweis.Die Aussagen folgen aus dem Satz Gber monotone Konvergeispi@sweise gilt:

Eliminf X,,] = E {lim inf Xk} = lim F {inf Xk}

n—oo k>n n—00 k>n

< lim inf E[X;] = liminf E[X,,],

T n—oocok>n

da die Folge der Infima monoton wachsend ist und durch digrietdare Zufallsvariabl® nach
unten beschréankt ist. Die zweite Aussage zeigt man analog. O

Korollar 6.9 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue SeiX,, : Q@ — R,n €
N, eine P-fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen. &sis eine MajoranteY €
LY, A, P)mit|X,| <Y furallen € N, dann gilt

EfimX,] = lim E[X,]. (6.1.2)
Beweis.Nach dem Lemma von Fatou gilt:
Elliminf X,,] < liminf E[X,] < limsup E[X,] < E[limsupX,,],

daX, > -Y € £tundX, <Y ¢ £!furallen € N gilt. KonvergiertX, P-fast sicher, dann
stimmen die linke und rechte Seite der obigen Ungleichueitskiberein. O

Beispiel. Wir betrachten Setzen mit Verdoppeln auf »Null« fur einegéolon fairen Minz-
waurfen. Bei Anfangseinsatzbetragt das Kapital des Spielers nacNlinzwirfen

X, = 2" Ignery,
wobeiT die Wartezeit auf die erste »Eins« ist. Es folgt
E[X,) = 2"P[I'>n| = 2"-27" =1 flirallen € N,
das Spiel ist also fair. Andererseits fallt aliéffast sicher irgendwann eine »Eins, d.h. es gilt:
lim X,, = 0 P-fastsicher.

n—od

Die Aussagel(6.112) des Satzes von Lebesgue ist in diesgtiBit nicht erfillt!

6.2 Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Sei(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In diesem Abschnitt zeigenwie man in verschie-
denen Fallen den Erwartungswert einer Zufallsvariable 2 — [0, co] aus der Verteilung von
X berechnen kann.
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Diskrete Zufallsvariablen

Falls X nur abz&hlbar viele Werte annimmt, konnen wir die Zufaltedge X auf folgende Weise
als abzahlbare Linearkombination von Indikatorfunktiog@rstellen:

X = a - [{X:a}-
aeX(Q)

Es folgt:
EX] = Y Ela-Iix—g) = Y a-PX=ad

acX(Q) aeX ()
Dieselbe Aussage gilt allgemeiner fir diskrete reellvgerufallsvariablenX” mit

E[X"] < oo oder E[X7]< oo.

Fur ZufallsvariablenX : 2 — S, mit Werten in einer beliebigen abzahlbaren Mesgend eine
Borel-messbare Funktion: S — R erhalten wir entsprechend

Eh(X)] = Y h(a)- PIX =ad, (6.2.1)

aeX(Q)
falls E[h(X)] definiertist, also z.B. fallé > 0 oderh(X) € L1(, A, P) gilt.

Die allgemeine Definition des Erwartungswerts als Lebeisgegral stimmt also fir diskrete
Zufallsvariablen mit der in Kapitell 1 gegebenen Definitidoetein.

Allgemeine Zufallsvariablen

Die Berechnungsmethode (6.2.1) fur den ErwartungswertetiskZufallsvariablen 1a3t sich auf
Zufallsvariablen mit beliebigen Verteilungen erweiteBei dazu(2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum,(S, S) ein messbarer Raunk : Q2 — S eine Zufallsvariable, und : S — [0, 0]
eine messbare Abbildung.

Satz 6.10(Transformationssatz). Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
Belb(X)] = [X@)IP@) = [h@)udn) = B,

wobeiy = Po X ! die Verteilung vorX unter P ist, undEp bzw.E,, den Erwartungswert unter
P bzw.;, bezeichnet.

Die Erwartungswerte hangen somit nur von der Verteilung von ab!

Beweis.Der Beweis erfolgt in drei Schritten:
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(1). Isth = I die Indikatorfunktion einer melRbaren Mengez S, dann gilt:
EIHX)) = [ Ia(X(@)P(w) = PX(B)) = ulB] = [ Tndn
da[B(X(w)) = [X—I(B) (w) gllt

(2). FurLinearkombinationeh = Y"" | a;/5, von Indikatorfunktionen mit € N, ¢; € R, und
B; € S gilt die Aussage auch, da das Lebesgueintegral linear veegrianden abhangt.

(3). Fur eine allgemeine messbare Funktior 0 existiert schlief3lich eine monoton wachsen-
de Folgeh,, von Elementarfunktionen mit, ()  h(x) fur allex € S. Durch zweimalige
Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz erhattemeut:

EIh(X)] = Ellim hy (X)] = lim Elhy(X)] = lim / hy djt = / hdp.

]

Das hier verwendetBeweisverfahren der »maf3theoretischen Induktiom&d noch sehr haufig
auftreten: Wir zeigen eine Aussage

(2). far Indikatorfunktionen,

(2). fur Elementarfunktionen,

(3). fur nichtnegative messbare Funktionen,
(4). fur allgemeine integrierbare Funktionen.

Mit maf3theoretischer Induktion zeigt man auch:

Ubung: Jedes(X)-messbare Zufallsvariablg :  — R ist vom TypY = A(X) mit einer
mefRbaren Funktioh : S — R.

Nach Satz 6.70 ist der Erwartungsweiitl’] einer reellwertigen Zufallsvariablg : @ — [0, o]
eindeutig bestimmt durch die Verteilupg = P o T

BT) = [ turtdr).
also auch durch die Verteilungsfunktion
Fr(t) = P[T <t] = ur[[0,t]], teR.

Der folgende Satz zeigt, wie man den Erwartungswert kordust’ berechnet:
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Satz 6.11.Fur eine Zufallsvariable : Q@ — [0, oo gilt

Emzi/FW>ﬂﬁ:/nﬂ—H®Mt
0 0
Beweis.Wegen
T(w) 9)
ﬂ@:/ ﬁ:/<mm@m
0 0
erhalten wir

E[T|=E UOOO ]{T>t}dt] = /OOO E [Iipsy] dt = /OOO P[T > t] dt.

Hierbei haben wir im Vorgriff auf Kapitél]9 deSatz von Fubinbenutzt, der gewahrleistet, dass
man zwei Lebesgueintegrale (das Integral (thard den Erwartungswert) unter geeigneten \Vor-
aussetzungen (Produktmessbarkeit) vertauschen kahe,Saz 9]1. ]

Bemerkung (Stieltjesintegral) Das Lebesgue-Stieltjes-Integrfh dF' einer messbaren Funkti-
onh : R — [0, 00| bzgl. der Verteilungsfunktiod™ einer Wahrscheinlichkeitsverteilungauf R
ist definiert als das Lebesgueintegral

/mﬂﬁw>:: /mwmmy

Ist h stetig, dann laf3t sich das Integral als Limes von Riemannsamutarstellen. Nach dem
Transformationssatz gilt fur eine Zufallsvariatile 2 — [0, co:

Die Aussage von Salz 6]11 folgt hieraus formal durch p#etlategration.

Beispiel(Exponentialverteilung). Fur eine exponentialverteilte Zufallsvariatilenit Parameter
A > 0 erhalten wir:

Es gilt also

Mittlere Wartezeit =

Mittlere relative Haufigkeit pro Zeiteinheit
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Beispiel(Heavy tails). Seia > 0. Fur eine Zufallsvariabl@ : Q — [0, co) mit
PT >t ~ ¢ frt — oo

gilt

E[T] - /Pw>ﬂm < o
0
genau dann, wenn > 1. Allgemeiner ist dag-te Moment

E[T?] = /P[T” >t]dt = /P[T > t1/P] dt
0 0 ~ta/p

nur firp < a endlich.

Zufallsvariablen mit Dichten

Die Verteilungen vieler Zufallsvariablen haben eine Dichigl. des Lebesguemalies, oder bzgl.
eines anderen geeigneten Referenzmal3es. Wir wollen unsedegen, wie man in diesem Fall
den Erwartungswert berechnet.

Sei (S,S) ein messbarer Raum undein MaR3 auf(S,S) (z.B. das Lebesguemal oder eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Definition. Eine Wahrscheinlichkeitsdichteauf (S, S, v) ist eine messbare Funktian: S —
[0, oo mit

/Sg(x) v(dr) = 1.
Satz 6.12. (1). Istp eine Wahrscheinlichkeitsdichte auff, S, v), dann wird durch
ulB) = /B o) vlds) = [ Inla)ofo) vido (62.2)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf (S, S) definiert.
(2). Fur eine messbare Funktidn: S — [0, oo] gilt
/h(m) u(dr) = /h(:}:)g(x) v(dx). (6.2.3)
Insbesondere folgt nach dem Transformationssatz:
BHX)) = [ b)) vido)

fur jede ZufallsvariableX mit Verteilungp.
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Beweis.Wir zeigen zunachst, dagseine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist: SiB, B,, ... € S
disjunkt, so folgt

s
i=1

— [ 1z 50) - ole) vlde)

I
= lim [ Iy» ,(7)-o(x)v(dr) (wegeng > 0und monotoner Konvergenz)
= lim Z/ o(x)v(de) = lim Z/L[Bi]
TS VB [
= > u[Bi.
i=1
Zudem gilt:

pulS] = /Q dv = 1.
Die Aussagel(6.213) Uiber den Erwartungswert beweisen wihdmalf3theoretische Induktion:

(1). Die Aussage folgt unmittelbar, wern= Iz fur B € S gilt.

(2). Fur Linearkombinationeh = > | ¢;I, folgt die Aussage aus der Linearitat beider Sei-

ten von [(6.2.B) irh.

(3). Fur allgemeiné > 0 existiert eine Teilfolgé:,, aus Elementarfunktionen miit, ,~* k. Mit
monotoner Konvergenz folgt

/hd,u = lim/hndu = lim/hngdl/ = /hgdl/.

Bemerkung. Durch (6.2.2) wird die Dichte(z) der Wahrscheinlichkeitsverteilungbzgl. des
MaResv fur v-fast allex eindeutig festgelegt: Existiegte £!(S, S, v) mit

/gdu = u[B] = /@dl/ faralle B € S,
B B

]

dann folgt:
/ (0—0)dv = / (o—0)dv = 0, also
{o>0} {eo<s}

/(Q—§)+dl/ = /(g—@)‘du = 0.

Somit erhalten wir:
(0—0)" =(0—0)" =0 v-fast liberall,

und damitp = o  v-fast Uberall.
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Notation: Die Aussagel(6.2]13) rechtfertigt die folgende Notationdiine Wahrscheinlichkeits-
verteilungp mit Dichte p bzgl. v:

pldx) = o(x) v(dr) bzw. du = odv bzw. wo= o-v.
Fir die nach der Bemerkungfast tGberall eindeutig bestimmte Dichte vemzgl. » verwenden
wir dementsprechend auch die folgende Notation:

o) = L)

Wichtige Spezialfalle:

(1). MASSENFUNKTION ALSDICHTE BZGL. DES ZAHLMASSES.
Das Zahlmal} auf einer abzéhlbaren Melgst das durch

v[B] = |B|, BCS,

definierte MaRR aufb. Die Gewichtsfunktion: — p[{x}] einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1. auf S ist die Dichte vonu bzgl. des Z&dhimaRes. Insbesondere ist die Massen-
funktion einer diskreten Zufallsvariablé : €2 — S die Dichte der Verteilung voiX bzgl.

v

ux/B] = P[XeB] = pr(a) = /pX(a)u(da), fralle B C S.

a€EB B

Die Berechnungsformel fur den Erwartungswert diskreteaHsdariablen ergibt sich da-
mit als Spezialfall von Safz 6.112:

E[h(X)] /h(a)px(a)y(da) = Zh(a)px(a) furalleh : S — [0, c0].

a€esS
(2) DICHTEN BZGL. DESLEBESGUEMASSES

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R? mit Borelschero-Algebra hat genau dann
eine Dichtep bzgl. des Lebesguemaligswvenn

Cc1 Cq
pl(—o0,cr] x ... x (—00,c]] = / / o(z1, ..., xq) drg - - - dry
fur alle (cy, . .., cq) € R? gilt. Insbesondere hat die Verteilung einer reellwertigerfalls-

variable X genau dann die Dichtgy bzgl. A, wenn

Fx(c) = px|[(—oo,c]] = /fx(x) dx furallec e R
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gilt. Die Verteilungsfunktion ist in diesem Fall eine Stafumktion der Dichte, und damit
A-fast Uberall differenzierbar mit Ableitung

Fye(z) = fx(x) fur fast allex € R.

Fir den Erwartungswert ergibt sich:

Eh(X)] = / W) fx () dr

R

fur alle messbaren Funktionén R — R mit & > 0 oderh € £(R, B(R), ).

Beispiel (Normalverteilungen). Die Dichte der Standardnormalverteilung bzgl. des Lebesgu
maRes isp(z) = (2r)~'/2 - ¢=**/2, Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert und die Varianz
einer ZufallsvariableZ ~ N (0, 1):

E[Z] = /x~(27r)_1/2 e e =0, und

VarZ] = E((Z-E[2)*] = E[Z7

= / 2 (2m) V2 e 2 4y

—0o0
o0

= / 1-2m) V2 e Pdy = 1.

Hierbei haben wir im letzten Schritt partielle Integratioenutzt.
Ist X eineN(m, o%)-verteilte Zufallsvariable, dann ist = *= standardnormalverteilt, und es
gilt X =m+ o7, also

EX] = m+oE[Z] = m,
und

Var[X] = Var[oZ] = o*Var[lZ] = o>

Die Parametem und o geben also den Erwartungswert und die Standardabweichemiyat-
malverteilung an.

(3). RELATIVE DICHTEN: Seienyu und v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem
messbaren Raufip, S) mit Dichtenf bzw. g beziiglich eines Referenzmale&.B. Zahl-
mal3 oder Lebesguemal). Gijlt- 0 A-fast Uberall, dann hat bzgl. v die Dichte

dp f dp/dx

dv g dv/d\
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denn nach Safz 6.112 gilt:

ulB] = g dA

Q@ |

fdA:B/

i dv furalle B € S.
g

UJ\ UU\

In der Statistik treten relative Dichten als ,Likelihoodwienten” auf, wobeif (z) bzw.
g(x) die ,Likelihood" eines Beobachtungswerte®zgl. verschiedener moglicher zugrun-
deliegender Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrgitAbschnitt??.

Existenz von Dichten

Wir geben abschliel3end ohne Beweis den Satz von Radon-NikadyBieser Satz besagt, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder allgemeiner ®iendliches Mal3y: genau dann ei-
ne Dichte bzgl. eines anderea-éndlichen) Mal3es hat, wenn allev-Nullmengan auchu-
Nullmengen sind. Ein Malg auf einem messbaren Rauifi, S) heiRto-endlich, wenn eine

Folge von messbaren Mengéh) € S mit u[B,] < coundS = |J B, existiert.
neN

Definition. (1). Ein MaRy auf (S,S) heil3tabsolutstetigbzgl. eines anderen MalResauf
demselben messbaren Raymg v) falls fur alle B € S qilt:

v[B] =0 = wu[B] =0

(2). Die MalRe undr heiRerdquivalent(u ~ v), falls 4 < v undv < p.

Beispiel. Ein Diracmalf¥,, = € R, ist nicht absolutstetig bzgl. das LebesguemaasfR, denn
es giltA[{z}] = 0, aberd,[{z}] > 0. Umgekehrt ist auch das Lebesguemald nicht absolutstetig
bzgl. des Diracmalies.

Satz 6.13(Radon-Nikodym). Fur o-endliche MalRe: undv gilt ; < v genau dann, wenn eine
Dichtep € £'(S, S, v) existiert mit

ulB] = /le/ furalle B € S.

B

Die eine Richtung des Satzes zeigt man leicht: [datne Dichte bzglv, und giltv[B] = 0, so

plBl = /de = /Q~Ide = 0,

B

folgt
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dap - Ig = 0 v-fast Uberall. Der Beweis der Umkehrung ist nicht so einfactd kann funk-
tionalanalytisch erfolgen, siehe z.B. Klenke: ,Wahrscheikeitstheorie“. Einen stochastischen
Beweis Uber Martingaltheorie werden wir in der Vorlesungog®iastische Prozesse* fuhren.

Beispiel (Absolutstetigkeit von diskreten Wahrscheinlichkeitsveteilungen). Sind x und v
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (oderendliche Mal3e) auf einer abzahlbaren Megelann
gilt 1 < v genau dann, wenp(x) = 0 fur allez € S mit v(x) = 0 gilt. In diesem Fall ist die
Dichte vonu bzgl. v durch

dy ‘:Eg falls v(z) # 0
v beliebig  sonst

gegeben. Man beachte, dass die Dichte nurfiarst allex, also fur aller mit v(z) # 0, eindeutig
bestimmt ist.

6.3 Varianz, Kovarianz und lineare Regression

Varianz und Standardabweichung

SeiX : Q — Reine integrierbare Zufallsvariable auf einem Wahrschehikkitsraum(2, A, P).
Wie zuvor fir diskrete Zufallsvariablen (s. Abschhittl3d&finieren wir auch im allgemeinen Fall
die VarianzVar[X] und die StandardabweichuagX | durch

Var[X] = E[X - E[X))?], o[X] = Var[X].
Auch in diesem Fall folgen aus der Linearitat des Erwartwagts die Rechenregeln

Var[X] = E[X?] - E[X]%, und (6.3.1)

Var[aX +b] = Var[aX] = a*- Var[X] fur allea,b € R. (6.3.2)
Insbesondere ist die Varianz genau dann endlich, wepi?] endlich ist. Nach KorollaF 615
gilt zudem genau danWar[X] = 0, wenn X P-f.s. konstant gleich&[X] ist. Aufgrund des

Transformationssatzes fur den Erwartungswert kbnnen wiNdrianz auch allgemein aus der
Verteilungyux = P o X! berechnen:

Korollar 6.14. Die VarianzVar[X] hangt nur von der Verteilungy = P o X! ab:

Var[X] = /(x—f)QuX(dx) mit 7 — E[X] - / » pu(dz).
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Beweis.Nach Sat# 6.12 gilt
ValX] = EI(X-EIXIP) = (o= EQO)x(da)
mit E[X]| = [ zux(dx). O

Beispiel (Empirisches Mittel und empirische Varianz). Ist die zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf) eine empirische Verteilung

1 n
P = ﬁ;(swi

vonn Elementenu, . . . ,w, aus einer Grundgesamtheit (z.B. alle Einwohner von Bonn,eider

Stichprobe daraus), dann ist die Verteilung einer Abbitgdtin: () — S (statistisches Merkmal,
z.B. Alter der Einwohner von Bonn) gerade die empirische Verig der auftretenden Werte
z; = X(w;):

1 n
= =) 0
Die Gewichte der empirischen Verteilung sind die relatiiufigkeiten
px(a) = —=, h(a) = |H1<i<n:z;=a}|

Fur den Erwartungswert einer FunktighX ), g : S — R, ergibt sich
h(a 1 &
Eex) = Y o MY o IS,
=1

d.h. der Erwartungswert bzgl. der empirischen Verteilwstglas arithmetische Mittel der Werte
g(z:).

Ist X reellwertig, so erhalten wir als Erwartungswert und Vazidasempirische Mittel

E _ Ma) 1 I
[X] Z a " o T Tn,
a€{z1,....xn} i=1
und dieempirische Varianz
2 _ o h(a)
Var[X] = E[(X —E[X]))}] = > (a—T) -
a€{z1,....xn}
1 —\2 YOOI —\2 2
= = (i —7T,)" =(22),— (@) = o,
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Sind diex; selbst unabh&ngige Stichproben von einer Wahrscheiditdverteilungu, dann ist

die empirische Verteilung ! znj 0., nach dem Gesetz der grof3en Zahlen eine Approximation
von u, siehe Abschnift 712 unlt:eln. Daher verwendet man das Stbepmittelz,, und die Stich-
probenvarianz? bzw. die renormierte Stichprobenvarianz

2= 3 (@i 7)?

n—1+4
i=1

in der Statistik, um den Erwartungswert und die Varianz emgrundeliegenden (unbekannten)
Verteilung zu schatzen.

Beispiel (Exponentialverteilung). Fur eine zum Parametar> 0 exponentialverteilte Zufalls-
variableT gilt E[T] = % Mit partieller Integration folgt zudem:

o0 [e.o]

E[T? = / 2 frt)dt = / t2Xe M dt
— / oe Mdt = ; / tfp(t) dt
2
= LT = e
also X
o(T) = Var[T] = (E[T? - E[T]*)"? T

Die Standardabweichung ist also genauso grol3 wie der Emgstvert!

Beispiel(Heavy Tails). Eine ZufallsvariableX : 0 — R mit Verteilungsdichte
fx(x) ~ z|? fur |z| — oo

ist integrierbar flp > 2. Furp € (2, 3] gilt jedoch
Var[X]| = /(IL’ — E[X))?fx(zx)dz = oo

—0o0

Quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Fur einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsrg@imA, P) bezeichnen wir mitC?(Q, A, P) den
Raum aller bezuglict# quadratintegrierbaren Zufallsvariablen:

LY(Q,AP) = {X:Q—Rmesshal E[X? < oo}
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Der Raum ist ein Unterraum des Vektorraums aligi3(R) messbaren Abbildungen, denn fir
X,Y € £L2(Q, A, P)unda € R gilt:

El(aX +Y)?] < EQR2X)*+2Y% = 2a°E[X}+2E[Y?] < oo
Zudem gilt
LY A P) C LYQ,AP),

dennaugX| < (X2 +1)/2 folgt

E[X]] < EB(XQJrl)} = %(E[X2]+1) <

fur alle X € £%(Q, A, P). Hierbei haben wir wesentlich benutzt, d@3=in endliches MaR ist
- fur unendliche MaRe ist der Raud¥ nichtin £! enthalten! Nach{6.3l1) ist umgekehrt eine
Zufallsvariable au€! genau dann ir£? enthalten, wenn sie endliche Varianz hat.

Auf dem Vektorraum

L(Q,AP) = LYQAP)~

der Aquivalenzklassen voR-fast sicher gleichen quadratintegrierbaren Zufallszen wird
durch
(X,Y): = E[XY] und  [|X[p = (X, X)

ein Skalarprodukt und eine Norm definiert. Hierbei ist dev&tungswer | X Y| wegen XY| <
(X? +Y?)/2 definiert. Insbesondere gilt di@auchy-Schwarz-Ungleichung

|[E[XY]| < E[X?Y?. ElY?Y? furalle X,Y € £*(Q, A, P).

In der Analysis wird gezeigt, dagg (2, A, P) bzgl. desl?-Skalarprodukts ein Hilbertraum, also
vollstandig bzgl. der.?-Norm ist.

Beste Prognosen

Angenommen wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperisi@nthersagen, dass durch eine
reellwertige ZufallsvariableX : 2 — R beschrieben wird. Welches ist der beste Prognosewert
fr X (w), wenn uns keine weiteren Informationen zur Verfigung st€he

Die Antwort hangt offensichtlich davon ab, wie wir den Progafehler messen. Haufig verwen-
det man den mittleren quadratischen Fehhteed&nsquareerror)

MSE = E[(X —a)?}
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bzw. die Wurzel (oot meansguareerror)
RMSE = MSEY? = |X —al2quap)

Satz 6.15(Erwartungswert als bester L2-Prognosewer}. Ist X € £2(2, A, P), dann gilt fur
allea € R:

E[(X —a)] = VarlX]+(a—EX]))* > E[X - E[X])

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewerissalso die Summe der Varianz von
und des Quadrats d&sas (systematischer bzw. mittlerer Prognosefehler) £[X|:

MSE = \Varianz+ Bias'.
Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler gemau=fi~[X | minimal.
Beweis.Fira € R gilt wegen der Linearitat des Erwartungswertes:

E[(X —a)’] = E[(X - E[X]+E[X]-a)’]
= E[(X - E[X])’] + 2E((X — B[X]) - (E[X] — a)] + E[(E[X] — a)’]

\

]

Verwendet man eine andere Norm, um den Prognosefehler zeemedann ergeben sich im
Allgemeinen andere beste Prognosewerte. Beispielswdise gi

Satz 6.16(Median als besterL!-Prognosewer}. Ist X € L'(2, A, P) undm ein Median der
Verteilung vonX, dann gilt fir allea € R:

El[X —a] = E[X —m]]

Beweis.Firm > a folgt die Behauptung aus der Identitéat
(X =m| =X —a] < (m—a)((—oom)(X) = Ijmoo) (X))
durch Bilden des Erwartungswertes. Der Beweis#iiK a verlauft analog. O

Insbesondere minimieren Stichprobenmittel und Stichgnofiedian einer Stichprobsg, ..., z, €
R also die Summe der quadratischen bzw. absoluten Abweigmngz; — a)? bzw.>" |z; — al.
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208 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Kovarianz und Korrelation

SeienX undY quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablerg duf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraurtt?, A, P) definiert sind. Wie schon fur diskrete Zufallsvariablen defi
nieren wir wieder di&kovarianz

Cov[X,Y] = E[(X-EX)Y —E[Y])] = E[XY]- E[X] E[Y]

und denKorrelationskoeffizienten

Cov[X,Y]

XY= R

falls o[ X] - o[Y] # 0. Die ZufallsvariablenX undY heien unkorreliert, fall€ov[X,Y] = 0
gilt, d.h. falls
E[XY] = E[X]-E[Y].

Um die Kovarianz zu berechnen, benétigen wir die gemeinsémreilung der Zufallsvariablen
X undY. Aus dem Transformationssatz fur den Erwartungswert folgt

Korollar 6.17. Die KovarianzCov[X, Y] hangt nur von der gemeinsamen Verteilung
pxy = Po(X, Y)™!
der ZufallsvariablenX undY ab:
ety = [ (o= [euxta)) (v [2nta)) nxstasa).
Beweis.Nach dem Transformationssatz gilt

Cov[X,Y] = E[(X - E[X])(Y - E[Y])]

_ /(aj N /Zux(dz)) (y _ /zuy(dz)> px,y (da dy).

Aus der Linearitat des Erwartungswertes folgt, dass dieildbbg Cov : £2 x £2 — R symme-

[]

trisch und bilinear ist. Die Varian¥ar[X| = Cov[X, X] ist die zugehotrige quadratische Form.
Insbesondere gilt wie im diskreten Fall:

i=1 i=1

ij=1
i<j

Var
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Sind die ZufallsvariablerX, . . ., X,, unkorreliert, dann folgt:
Var[X; +...+ X,] = > Var[X]].
=1

Die folgende Aussage ist ein Spezialfall der Cauchy-Schwbngleichung. Wir geben trotzdem
einen vollstandigen Beweis, da dieser auch in Zusammenhétig@arer Regression von Inter-
esse ist.

Satz 6.18(Cauchy-Schwarz) (1). Fur X,Y € £2 gilt:

|Cov[X,Y]| < Var[X]¥? Var[Y]'? = o[X]-0o[Y] (6.3.3)

(2). Im Fallo[X] - o[Y] # 0 gilt fur den Korrelationskoeffizienten
olX.Y]] < L (6.3.4)

Gleichheit in [6.3.8) bzw(_(6.3.4) gilt genau dann, wenneeja 0 und einb € R existieren,
sodassY = aX + b P-fast sicher gilt. Hierbei isto[X,Y] = 1 im Fallea > 0 und
o[X,Y]=—1fura<0.

Beweis.Im Fall o[ X] = 0 gilt X = E[X] P-fast sicher, und die Ungleichunig (6.3.3) ist trivia-
lerweise erflllt. Wir nehmen nun an, dass| # 0 gilt.

(). Fura € R gilt:

0 < Var[Y —aX] = Var[Y] - 2aCov[X,Y]+ a® Var[X] (6.3.5)
B Cov[X,Y]\* Cov[X,Y]?
- (- S5 - S

Cov[X,Y]
o[X]?

+ Var[Y].

Da der erste Term fi := verschwindet, folgt:

Cov[X,Y)?

Var[Y] — “Var[x] >

(2). Die Ungleichung|o[X,Y]| < 1 folgt unmittelbar aus[(6.3/3). Zudem gilt genau dann
Gleichheit in [(6.3.b) bzw[(6.3.3), wervar[Y — «X] = 0 gilt, alsoY — aX P-fast si-
cher konstant ist. In diesem Fall folgt

Cov[X,Y] = Cov[X,aX] = aVar[X],

also hato| X, Y| dasselbe Vorzeichen wie
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210 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

[]

Beispiel (Empirischer Korrelationskoeffizent). Ist die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-

verteilung eine empirische Verteilung = %2%7 und sindX,Y : Q — R reellwertige
=1

Abbildungen (statistische Merkmale), dann gilt

1 n
/’LX7Y n ; ( 1,7y1) x (W ) y (U) )
Als Kovarianz ergibt sich

I 1<
Cov[X,Y] = -~ @i =Ty —T) = - <Z xi?ﬁ) — Ty
i=1 =1

Der entsprechendampirische Korrelationskoeffizientder Datenz;, y;), 1 < i < n, ist

ov[X 5= o= ) (o~ 72)
#N = T - (Z(—‘))/ (;@iyyn)z)m o

Den empirischen Korrelationskoeffizienten verwendet marSahatzer fur die Korrelation von
Zufallsgrofien mit unbekannten Verteilungen.
Die Grafiker[ 6.B unf 613 zeigen Stichproben mit verschiedléterelationskoeffizienten.

Y
2.4

_ 1 =1
0= "3
Abbildung 6.2: Stichprobe von 100 Punkten von korrelie&andardnormalverteilungen
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Abbildung 6.3: Stichprobe von 100 Punkten von korrelie¢andardnormalverteilungen

Anwendung auf lineare Prognose (Regression)

SeienX,Y € £%(Q, A, P) Zufallsvariablen miz[X] # 0. Angenommen, wir kennen den Wert
X (w) in einem Zufallsexperiment und suchen die bdiskeare Vorhersage

Y(w) = aX(w)+Db, (a,b eR) (6.3.6)
fir Y (w) im quadratischen Mittel, d.h. den Minimierer des mittlegeradratischen Fehlers,
MSE = FE[Y -Y)?,
unter alle Zufallsvariableir, die affine Funktionen voiX sind.

Korollar 6.19. Der mittlere quadratische Fehler ist minimal unter allenfdlisvariableny =
aX + b (a,b € R) fur

) = B+ S (X) - ELX)),
Beweis.Es gilt

MSE = Var[y — Y]+ E[Y —Y]?
= Var[Y — aX]+ (E[Y] — aE[X] — b)*.

Der zweite Term ist minimal fur

und der erste Term fir
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212 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

siehe den Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,[Satz Bié&zgl. des mittleren quadra-
tischen Fehlers optimale Prognose Ylgesttitzt aufX ist also

Yo = aX+b = E[Y]+a(X - E[X]).
O

Beispiel(Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadratelm Beispiel der empirischen
Verteilung von oben erhalten wir die Regressionsgetagenr + b, die die Quadratsumme

n

Z(ami+b—yi)2 = n-MSE

=1

der Abweichungen minimiert. Es gilt

e & 4 I o
= o[ X]? = i(xl =
und =
b = E[Y]-a-E[X] = 7,—a-T.

Die Regressionsgeraden sind in Grafik 6.3 eingezeichnet.

Beispiel(Zweidimensionale Normalverteilung). Die zweidimensionale Normalverteiludg(m, C')
ist die Verteilung imR? mit Dichte

fmco(x) = m - eXp (—%(x —m)-C Hz — m)> : r € R%

Hierbei istm € R2 undC' = (“1 C) eine symmetrische positiv-definite Matrix mit Koeffizi-
C U9

entenc € Rund vy, v, > 0. Mit 0; := /v;,7 = 1,2, undp := - qilt:

o102

detC = vy —c = 0%03'(1—92)» und

C_l o 1 (%) —C - 1 T o109
detC \ —¢ oy T 1= 2 s 1 )
2
1 _ 2 _ _ _ 2
exp (kg | (25) " — 20 o (2] )
fm,C xr) = .
(@) 2mo1094/ 1 — 02

Die folgende Aussage zeigt, dass die Koeffizientens; und p tatsachlich der Mittelwert, die

Q=

also

Standardabweichung und die Korrelation der Koordinateand x, sind:

Behauptung:
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(1). fm.c ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte bzgl. des LebesguesafiR?.

(2). Fur reellwertige ZufallsvariableN, X, mit gemeinsamer Verteilungy, x, = N(m, C)
undi = 1,2 gilt

E[XZ] = m;, Var[Xz] = ;, und COV[Xl,XQ] = ¢, (637)

d.h.m ist der Mittelwertvektor und” = (Cov[X;, X,]);; die Kovarianzmatrix der Nor-
malverteilungN (m, C).

Der Beweis der Behauptung wird der Leserin/dem Leser als Ubhibegassen - wir zeigen nur
exemplarisch die Berechnung der Kovarianz im kak= 0. Mit quadratischer Erganzung kdnnen
wir den Exponenten in der Dichtg (x) schreiben als

1 X1 T 2 1 T 2
2(1— %) \oy 902 2\0oy)

Mit m(xq) = 22991 erhalten wir dann nach dem Satz von Fubini:
02
/9€1$2f0,0<$) dx
R2
b [ el o = ) e (%) d
= T1X9 €XP|———————— (1 — m(2 r1exp | ——= T
2m01094/1 — 02 o 21— ?)o? ’ ' 203)
1 2
= To - (T2) - exp (_x_Qg) dry = oo = ¢,
V2103 ) ~—— 203

22001 /02

wobei wir im zweiten und dritten Schritt die Formeln fur dem&rtungswert und die Varianz von
eindimensionalen Normalverteilungen verwendet habechMEm Transformationssatz ergibt
sich:

E[X1X,] = /xlxg Ux, x,(dxr) = c

Da auf ahnliche Weis&'[X ] = E[X,] = 0 folgt, ist ¢ die Kovarianz vonX; und X,.

Bemerkung. Ist X = (X, X,) ein N(m, C)-verteilter Zufallsvektor, dann ist jede Linear-
kombinationY = o; X; + aw X5, o € R?, normalverteilt mit Mittelwerta. - m und Varianz

a - C'a. Auch dies kann man durch eine explizite Berechnung der Memggsfunktion aus der
gemeinsamen Dichte val,; und X, zeigen. Wir werden multivariate Normalverteilungen sys-
tematischer in Abschnitt 9.3 untersuchen, und dort auckreeieganteren Beweis der letzten
Aussage mithilfe von charakteristischen Funktionen geben
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214 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Beispiel(Autoregressiver Prozesy SeienX,undZ,,n € N, unabhangige reellwertige Zufalls-
variablen mitZ,, ~ N (0, 1) fur alle n. Der durch das ,stochastische Bewegungsgesetz*

X, = aX, 1 + /. , neN, (6.3.8)
—— ~—~
lineares zuféllige Storung,

Bewegungsgesetz Rauschen

definierte stochastische Proz¢ss,),.—, 1 ... heiRtautoregressiver Prozess AR(1init Parame-
terne, o € R. Autoregressive Prozesse werden zur Modellierung vorréibén eingesetzt. Im
allgemeineren autoregressiven Modell AR(p € N, mit Parameters, a4, ..., «, € R lautet
das Bewegungsgesetz

p
Xn = Z aan—i + 5Zn7 n = p.
=1

Grafik[6.3 zeigt simulierte Trajektorien von AR(1)- und AR@)ezessen:

Das folgende Lemma fasst einige grundlegende Eigenschadé® AR(1) Modells zusammen.
Lemma 6.20. FUr den AR(1)-Prozess mit Parameterm undm € R, o > 0 gilt:
Q). X,.1 ~N(m,0*) = X, ~ N(am,a?s* +¢?).
(2). Fir|a| < listdie Verteilungu = N(0, %) ein Gleichgewicht, d.h.
Xo~p = X,~p Vn € N.

Bei Startverteilung? o X, ! = p gilt:

2
k 8

CoviXn, Xpk] = « S

furalle0 < k < n.

Exponentieller Abfall der Korrelationen
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Beweis.Gilt X,, ; ~ N(m,o?), dann ist(X,_, Z,) bivariat normalverteilt, also ist auch die
LinearkombinationX,, = a X,,_; + 7, normalverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von
X,, ergeben sich aus(6.3.7). Der Beweis der Uibrigen AussagedNdsin Leser als Ubungsauf-
gabe Uberlassen. n

Bemerkung. (1). Der AR(1)-Prozess ist eidarkovkettemit Ubergangswahrscheinlichkeiten
p(x,) = N(az,?), s. Abschnitt 91l unten.

(2). Ist die gemeinsame Verteilung der StartweXte X, .. ., X,_; eine multivariate Normal-
verteilung, dann ist der ARf-Prozess eitGaussprozessl.h. die gemeinsame Verteilung
von Xy, X1,..., X, istfur jedesn € N eine multivariate Normalverteilung.

Unabhangigkeit und Unkorreliertheit

Wir zeigen abschlie3end, dass auch fur allgemeine Zu&ivlienX undY aus Unabhangigkeit
die Unkorreliertheit von beliebigen FunktiongitX) und g(Y") folgt. SeienX : Q@ — S und
Y : Q — T Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Raun&nS) und (7', 7).

Satz 6.21.Es sind aquivalent:
(1). Die ZufallsvariablenX undY” sind unabhéngig, d.h.

P Xe€eAYeB] = P[Xe€A PYe€B] fralle A e SundB € T

(2). Die Zufallsvariablerf(X) und g(Y') sind unkorreliert fur alle messbaren Funktiongry
mit f,g > 0 bzw.f(X),g(Y) € £L*(Q, A, P), d.h.

E[f(X)-9(Y)] = E[f(X)]- Elg(Y)]. (6.3.9)

Beweis. Offensichtlich folgt (1) aus (2) durch Wahl vgh= 1, undg = Iz. Die umgekehrte Im-
plikation folgt durch maf3theoretische Induktion: Gilt,(@xnn ist[(6.3.9) fur Indikatorfunktionen

f und g erflillt. Wegen der Linearitat beider Seiten dieser Gleighin f und g gilt (6.3.9) auch
fur beliebige Elementarfunktionen. Fir messbAre > 0 betrachten wir Folgen von Elementar-
funktionenf,,, g, mit f,, /" f,9. /" g. Die Aussage((6.319) folgt durch monotone Konvergenz.
Allgemeine Funktionen zerlegen wir in ihren Positiv- undgdgvanteil, und wenden die Aus-
sage auf diese an. Also giltov[f(X),g(Y)] = 0 fur alle messbarerf,g mit f,g > 0 bzw.
f(X),g(Y) € L2(Q, A, P). O
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216 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Korollar 6.22. SindX,Y € £'(Q, A, P) unabhangig, so gilt:
XY e LYYAP) und  E[XY] = E[X]-E[Y]
Beweis.Nach Satz 6.21 gilt:
ElxY| = EIX[-EY] < .

Die Formel furE[X Y] folgt durch die ZerlegungeX = X+ — X~ undY =Y+ - Y. O
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Kapitel 7
Gesetze der grof3en Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir verschiedene Gesetze d&egrd@ahlen, d.h. wir leiten Bedin-
gungen her, unter denen die Mittelweﬁ@ X; einer Folge( X;);cn von reellwertigen Zufalls-

=1
variablen gegen ihren Erwartungswert konvergieren. Daseirscheiden wir verschiedene Arten
der Konvergenz, die wir zunéchst genauer untersuchenmvolle

7.1 Grundlegende Ungleichungen und Konvergenz von Zu-

fallsvariablen

Konvergenzbegriffe fur Zufallsvariablen

SeienY,,,n € N, undY reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsam&@trschein-
lichkeitsraum(€2, A, P) definiert sind. Wir betrachten die folgenden Konvergentiffegur die
Folge(Y,,)nen:

Definition. (1). Fast sichere Konvergenz:
Die Folge (Y}, ).en konvergiertP-fast sicher gegefr, falls gilt:

P [nm Y, = Y} — Plwc Qo) YW} = L

n—0o0

(2). Stochastische Konverger{€onvergence in probability):
Die Folge(Y},).en konvergiertP-stochastisch gegeri (NotationY,, LR Y), falls

lim P|Y, —-Y|>¢ = 0 fur alle e > 0 gilt.

n—oo
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218 KAPITEL 7. GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

(3). LP-KonvergenZ1 < p < 0):
Die Folge (Y, ).en konvergiert inC?(2, A, P) gegenY’, falls

lim E[|Y, - Y[P] = o.

n—oo

Ein Gesetz der grol3en Zahlen bezuglich fast sicherer Kgaewer heil3tstarkes Gesetz der
groRen Zahlen ein G.d.g.Z. bezlglich stochastischer Konvergenz hsgiRivaches Gesetz der
grof3en Zahlen Wir wollen nun die Zusammenhénge zwischen den verschesdkonvergenz-
begriffen untersuchen.

Satz 7.1. (1). Fast sichere Konvergenz impliziert stochastischevikayenz.
(2). Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.
Beweis. (1). Konvergierty,, P-fast sicher gegel, dann gilt flire > 0:

1 = P[lY,—-Y|<e schlieBlich

U N {v.-v] <5}]

m n>m

= P

= lim P

m—0o0

(Y. -Y|< s}]

n>m

< lim inf P[|Y, = Y| <¢]

m—oo n>m

= liminf P[|Y,, = Y| <¢].

Es folgt lim P[|Y,, — Y| < ¢] = 1 furallee > 0, d.h.Y,, konvergiert auchP-stochastisch
gegeny'.

(2). Sei andererseit® das Lebesguemald alif = (0, 1] mit Borelschers-Algebra. Wir be-
trachten die Zufallsvariablen

YVi=Tloa, Yo =1L, Ys = L1 0, Ya = o1 Ys = L1217, Y6 = {137, Y6 = L3 ),
Dann gilt
Pl|Y,|>¢] = PY,=1 — 0 farallee > 0,
also konvergiert,, stochastisch gegen 0, obwohl
limsupV,(w) = 1 fur allew € Q gilt.

]
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Hier ist ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwisdtenhastischer und fast sicherer
Konvergenz zeigt:

Beispiel. Sind T3, Ts, . . . unter P unabhangigdixp(1)-verteilte Zufallsvariablen, dann konver-
giertT, /logn P-stochastisch gegen 0, denn

d

fur allee > 0. Andererseits gilt nach (5.1.6) aber

1,
logn

26] = P[T,>c-logn] = n° "= 0

= 1 P-fast sicher,

lim sup ]
n—oo logmn

also konvergiert;, / log n nicht P-fast sicher.

Obwohl die stochastische Konvergenz selbst nicht fasesecKonvergenz impliziert, kann man
aus einer Verscharfung von stochastischer Konvergenzagtesichere Konvergenz schliel3en.
Wir sagen, dass eine Foldg,n € N, von Zufallsvariablen auf(2, A, P) schnell stochastisch
gegeny” konvergiert, falls

Y PV, -Y|>e] < oo firalles > 0.

n=1

Lemma 7.2. Aus schneller stochastischer Konvergenz folgt fast secKenvergenz.

Beweis.Wir kbnnen 0.B.d.AY = 0 annehmen. Konvergieit, schnell stochastisch gegén
dann gilt:

Pllimsup |Y,| <¢] > P[|Y,| >enurendlichoff = 1.
Es folgt
Pllimsup |Y,| #0] = P U {limsup |Y,| > ¢} = 0.
e€Qy

Ahnlich zeigt man:

Lemma 7.3. KonvergiertY,, P-stochastisch gegeyi, dann existiert eine TeilfolgE,, , die P-fast
sicher gegerY” konvergiert.

Beweis.Wieder kbnnen wir 0.B.d.AY = 0 annehmen. Konvergieit, stochastisch gegeh
dann existiert eine Teilfolg¥,, mit

1

1
> — < —.
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Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt
1 .
P|Y,,| > z nur endlich oi = 1,

alsoY,,, — 0 P-fast sicher. Il

Als nachstes beweisen wir eine Erweiterung éebyéev-Ungleichung, die wir an vielen Stellen
verwenden werden. Insbesondere impliziert sie, dassastisbhe Konvergenz schwacher ist als
LP-Konvergenz.

Die Markov- Ceby3ev-Ungleichung

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsr6imA, P). Wir verwen-
den die folgende Notation:

Notation: FE[X ; A] := E[X - I4] = [, XdP.
Satz 7.4(Allgemeine Markov-Ungleichung). Seih : [0, 00] — [0, co] monoton wachsend und

Borel-messbar. Dann gilt

Eh(X]); |1 X|>d _ E[R(X])]
PlX| > < e < )

fur alle c > 0 mith(c) # 0.

Beweis.Da h nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt
hIXD) = h(X]) - Tyxizep = h(e) - Ixpzey,

also auch
Eln(X])] > E[(|X]); |X| > ¢ > h(c) P[IX| > ]

Wichtige Spezialfalle:

(1). Markov - Ungleichung: Furh(x) = x erhalten wir:

Bl X
Pl|X| > < ElX1 far alle ¢ > 0.
C

Insbesondere gilt fur eine Zufallsvariablemit £[| X|] = 0:

P[|X|>¢c =0 far alle ¢ > 0,

also auchP[| X| > 0] =0, d.h.X = 0 P-fast sicher.
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(2). Cebysev - Ungleichung: Fir h(z) = 2z2und X = Y — E[Y] mitY € £1(Q, A, P)
erhalten wir:

E[(Y - E[Y])") _ Var[Y]

PIlY —E[Y]| =2 < 2 2

fur allec > 0.

C C

Diese Ungleichung haben wir bereits in Abschhniti 3.2 im Bevelsis schwachen Gesetzes
der grof3en Zahlen verwendet.

(3). Exponentielle Abschéatzung: Fir h(z) = exp(tz) mit¢ > 0 erhalten wir wegen

[{XZC} < e—tcetX:

PIX > = E[lixsq] < e E[e"].

Die Abbildungt — E[e¢**] heiRtmomentenerzeugende Funktiorder Zufallsvariablen
X. Exponentielle Ungleichungen werden wir in Abschhitt] 8. Kontrolle der Wahr-
scheinlichkeitergrof3er Abweichungewom Gesetz der grol3en Zahlen verwenden.

Als erste Anwendung der allgemeinen Markovungleichungereiwir fur reellwertige Zufalls-
variablenX, X,, (n € N):

Korollar 7.5 (£P-Konvergenz impliziert stochastische Konvergeng Fir 1 < p < oo gilt:
El|X,- X!l -0 = P[|X,—X|>¢]—0 flurallec>0.
Beweis.Nach der Markovungleichung mit(x) = z* gilt:
PIX, - X|2e < & B[X, - XP|
O

Bemerkung. Aus stochastischer Konvergenz folgtim Allgemeinen ni¢hionvergenz (Ubung).
Es gilt aber: KonvergierfX,, — X stochastisch, und ist die Folge der Zufallsvariabl&m |
(n € N) gleichmalig integrierbar, d.h.

sup E[|X, 7 [Xa| = ] — 0 fare — oo,
neN

dann konvergier,, gegenX in £L? (Verallgemeinerter Satz von Lebesgu&)r bendtigen diese
Aussage im Moment nicht, und werden sie daher erst in dee%orig »Stochastische Prozesse«
beweisen.

Als nachstes wollen wir den Zusammenhang zwische#Konvergenz fur verschiedene Werte
vonp > 1 untersuchen. Dazu verwenden wir eine weitere fundamebiadgeichung:
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Die Jensensche Ungleichung

Ist /(x) = ax + b eine affine Funktion auR, und X € £! eine integrierbare Zufallsvariable,
dann folgt aus der Linearitat des Lebesgueintegrals:

E[((X)] = ElaX+b = aEX]+b = (E[X)) (7.1.1)

Da konvexe Funktionen Suprema einer Familie von affinen &omén (namlich der Tangenten
an den Funktionsgraphen der konvexen Funktion) sind, esgih fur konvexe Funktionen eine
entsprechendégngleichung

Satz 7.6(Jensensche Ungleichung Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, € £($2, A, P)
eine reellwertige Zufallsvariable, urfd: R — R eine konvexe Abbildung, dann Bth(X) | <
0o, und es gilt

Warnung: Diese Aussage gilt (wie auch(7.1.1)) nur fir die Integmratiagl. eines Wahrschein-
lichkeitsmal3es!

Bevor wir die Jensensche Ungleichung beweisen, erinnerkuwvir an die Definition und ele-
mentare Eigenschaften von konvexen Funktionen:

Bemerkung. Eine Funktionk : R — R ist genau dann konvex, wenn
h(Ax+ (1 —=ANy) < Ah(x)+ (1 —=A)h(y) furallex € [0,1]undz,y € R

gilt, d.h. wenn alle Sekanten oberhalb des Funktionsgrapégen.

| 1
4 -3 —2 1 1 2 394

Abbildung 7.1: Sekante an konvexer Funktion
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Hieraus folgt, dal3 jede konvexe Funktion stetig ist: £t b < z < y < ¢ < d gilt namlich

MO -ha) _ ) —hl) _ B(d) - h()
b—a - y—T - d—c

Also sind die Diﬁerenzenquotienteﬁ% gleichmafig beschrankt ags, ¢), und somit ist
h gleichmaRig stetig aufb, ¢). Da konvexe Funktionen stetig sind, sind sie auch messhar. D
Existenz des Erwartungswert&$h (X )] in (—oo, co] folgt dann aust[h(X) "] < oo.

Wir beweisen nun die Jensensche Ungleichung:

Beweis.Ist h konvex, dann existiert zu jedem, € R eine affine Funktiord (Stutzgerademit
l(xo) = h(zo) und ¢ < h, siehe die Analysis Vorlesung odgk. KLENKE: ,WAHRSCHEIN-
LICHKEITSTHEORIE®, Abschnitt 7.2.

0.5

T I I
0 9 X

Abbildung 7.2: Darstellung voA(z) undh(x)

Wahlen wirz, := E[X], dann folgt

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist definiert,@&) durch die integrierbare Zufalls-
variable/( X)) nach unten beschrankt ist. Insbesonderefgitt( X )~| < E[¢(X)~] < co. O

Korollar 7.7 (£3-Konvergenz impliziert £LP-Konvergen2). Fur 1 < p < ¢ gilt:
1
Xl = EIXP < Xl

Insbesondere folgf?-Konvergenz aug?-Konvergenz.
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Beweis.Nach der Jensenschen Ungleichung gilt
E|XP < E[X]7,
da die Funktionh(z) = |z|%/? fiir ¢ > p konvex ist. O
Nach dem Korollar gilt fup < ¢:
LP(QAP) D LYNAP),

und

X,—Xinf? = X,— Xin/(l
Man beachte, dal3 diese Aussage nureitdliche Mal3ewahr ist, da im Beweis die Jensensche
Ungleichung verwendet wird.

Mithilfe der Jensenschen Ungleichung beweist man auchkididerungleichung:

y : 1 1
EIXY[ < X~ IYlly  flrp, g€ [1,00] mit oty T L.

7.2 Starke Gesetze der grof3en Zahlen

Wir werden nun Gesetze der grof3en Zahlen unter verschiedé&maussetzungen an die zugrun-
deliegenden Zufallsvariablen beweisen. Zunéachst nehnmremwdassX, X, . .. € £L2(Q, A, P)
guadratintegrierbare Zufallsvariablen sind, deren Verga gleichmaf3ig beschrankt sind, und de-
ren Korrelationen hinreichend schnell abklingen:

Annahme: ,Schnelles Abklingen der positiven Korrelation

(A) Es existiert eine Folge, € R, (n € N) mit

o0

ch<oo

n=0

und

Cov[X;, X;] < ¢y fur allei,j € N. (7.2.1)
Die Bedingung (A) ist insbesondere erflllt, wenn #ierrrelationen exponentiell abfallerd.h.
wenn
|Cov[X;, Xj]| < c-al
fir eina € (0,1) undc € RT gilt. Sind etwa die ZufallsvariableX; unkorreliert, und ist die
Folge denvarianzen beschrankd.h. gilt
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(A1) Cov[X;, X;] =0flrallei,j € N, und
(A2) v := sup Var[X;] < oo,

dann ist die Annahme (A) mity = v undc¢, = 0 fir n > 0 erfillt. In diesem Fall haben wir
bereits in Abschnift 312 ein schwaches Gesetz der groReleZhbwiesen.

Wichtig: Es wirdkeine Unabhéngigkeit vorausgesetzt!

Sei nun
Sn - X1++Xn

die Summe der erstenZufallsvariablen.

Das schwache Gesetz der grof3en Zahlen

Den Beweis des schwachen Gesetzes der grof3en Zahlen ausdti@ghkonnen wir auf den
hier betrachteten allgemeinen Fall erweitern:

Satz 7.8(Schwaches Gesetz der groRen Zahgh\ersion) Unter der Voraussetzung (A) gilt
fur allen € Nunde > 0:

2
E (&— EW) < Y und (7.2.2)
n n n
P{&_ ElSy zg} < (7.2.3)
n n e“n

mitv:=co+2- > ¢, < oo. Giltinsbesondere”| X;| = m fur alle i € N, dann folgt

n=1

S in £2(9, A, P) und P-stochastisch.

n

Beweis. Unter Verwendung der Vorraussetzung an die Kovarianzealterhwir

. ES.)\? ; 1
E (S— - ﬁ) ] = Var {5—1 = — Var[S,)]
n n n n
1 n 1 n n
= - Y CovlX;, X;] < ﬁzzqi_ﬂ
i,j=1 i=1 j=1
1 - — v
S mlXoew = g
i=1 k=—oc0
Die zweite Behauptung folgt daraus durch AnwendenGirySev-Ungleichung. n
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Bemerkung. (1). Im Fall unkorrelierter Zufallsvariablel; (Annahmen (A1) und (A2)) ist die
Aussage ein Spezialfall einer allgemeinen funktionakgisdhen Sachverhalts:

Das Mittel von beschrankten orthogonalen Vektoren im Hiilaem
L*(Q,A, P) = L*Q,A,P)/ ~ konvergiert gegen.

Unkorreliertheit detX; bedeutet gerade, dass die Zufallsvariablen

orthogonal inL? sind - beschrankte Varianzen d&% ist gleichbedeutend mit der Be-
schranktheit def.? Normen detY;. Es gilt

i=1

also

1 n n

= EZZ<YZ’Y3>L2

2
2 i=1 j=1

E

(2] - s

1 & 1
= YNl < Zsw|vili
i=1 v

(2). Die £2-Konvergenz und stochastische Konvergenz (@n— F|[S,])/n gegen0 gilt auch,
falls die Korrelationen ,langsam* abklingen, d.h. fallsZ.) fur eine nicht summierbare
Nullfolge c¢,, erfllt ist. In diesem Fall erhalt man allerdings im Allgeimen keine Ab-
schatzung der Ordnur@(+) fiir den Fehler in[(7.2]2) bzw.{7.2.3).

(3). Eine fir groRe n deutlich bessere Abschéatzung des Behl€7.2.8) (mit exponentiellem
Abfall in n) erhalt man bei Unabh&ngigkeit und exponentieller Inexparkeit detX; mit-
hilfe derexponentiellen Ungleichungiehe Satz 813 unten.

Das starke Gesetz fir quadratintegrierbare Zufallsvariablen
Unter derselben Voraussetzung wie in $atz 7.8 gilt ségéast sichere Konvergenz:

Satz 7.9(Starkes Gesetz groRer Zahlenf2-Version). Unter der Voraussetzung (A) konvergiert

Su(w) B[S,

- 0
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fur P-fast allew € €. Insbesondere gilt

S, )
— —m P-fast sicher,
n

falls E[X;] = m fir alle i.

Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis zunacimter den starkeren Voraussetzun-
gen (A1) und (A2). Der allgemeine Fall ist eine Ubungsauégatie sich gut zum Wiederholen
der Beweisschritte eignet:

Beweis unter den Annahmen (A1) und (A®jir kdnnen 0.B.d.A.E'[X;] = 0 fur alle ; voraus-
setzen — andernfalls betrachten wir die zentrierten ZafatiablenX; := X; — E[X;]; diese sind
wieder unkorreliert mit beschrénkten Varianzen. Zu zeigedann:

Sy .
— — 0 P-fast sicher.
n

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:

(1). Schnelle stochastische Konvergenz gegemtlang der Teilfolge,, = k2: Aus derCebysev-
Ungleichung folgt:

P[% Sh2 1

1
Ze} < — Var {—} < —5 sup Var[X;].

k2 g2 k2| — g2k

Da die Varianzen beschrankt sind, ist der gesamte Ausdruthddie Summanden einer
summierbaren Reihe beschrankt. Somit ergibt sich nach Bastelli:

SkQ (u))
k2

fur allew au3erhalb einer Nullmengg, .

(2). Wir untersuchen nun die Fluktuationen der Folgezwischen den Werten der Teilfolge
ng = k2. Sei

D, = max _ |S; — Sjz|.
k2<i<(k+1)?

Wir zeigenschnelle stochastische Konvergenz gegéir D, /k%. Flre > 0 haben wir

D
P[k—ﬁz% = P U {18 —Sel>ek”}
k2<l<(k+1)2

k2+2k
< ) PSSl >k’ <
1=k2

const.
k2
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denn nach deéeby§ev-UngIeichung gilt ftie> <1 < k? + 2k:

l
1 1
PHS[ - Sk2| > 8]62] < % VELI'[S[ — SkQ] < EQW Var Z Xz]
i=k2+1
[ —k? k
§ W Sl:pV&I’[XZ] S const: F

Nach Lemma 7]2 folgt daher
Dy(w)
k2
fur alle w aul3erhalb einer Nullmengg,.

— 0

(3). Zu gegebenem wahlen wir nunk = k(n) mit k¥* < n < (k + 1)2. Durch Kombination
der ersten beiden Schritte erhalten wir:

Suw)|  Sie(@)l+ Dil) _

— 0 firn — oo

Sk2(w)‘ N Dy (w)
k2 k2

n

fur allew auBerhalb der Nullmeng¥,; U NV,. Also konvergiertS,, /n P-fast sicher gegef.

]

Beispiel (Random Walk im RY). Sei S, = X; + ... + X,, ein Random Walk inR¢ mit unab-
hangigen identisch verteilten Inkrement&ahmit Verteilung . Gilt

EIXY = / ol u(dz) < oo,

dann folgt nach dem schwachen Gesetz der groRen Zahlenw@ndieauf die Komponenten
S =3 Xi(’“) des VektorsS,,):
=1

Sn(w)

n

—  m fur P-fast allew,

wobeim = [ zu(dx) der Schwerpunkt der Inkrementverteilung ist. Insbesaadiirfir m # 0:
Rd

S, ~ m-n furn — oo P-fast sicher,

d.h. S, wéachst linear mit Geschwindigkeit. Im Fallm = 0 gilt dagegen

Sn(w)

n

— 0 P-fastsicher
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d.h. der Random Walk wéachst sublinear. Eine viel praziserelBegung der pfadweisen Asymp-
totik des Random Walk im Faih = 0 liefert derSatz vom iterierten Logarithmus

. Sp(w) )

| — L = 1 P-fast sicher,
lgl_»Sogp vnloglogn +

lim inf M = —1 P-fast sicher,

n—oo y/nloglogn

siehe z.B. [BUER: ,WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE'].

Beispiel (Wachstum in zufélligen Medien). Um ein zufalliges Populationswachstum zu be-
schreiben, definieren wir Zufallsvariabléf), (n € N) durch

XO = 17 Xn = Yn : anla

d.h. X, =[], Yi. Hierbei nehmen wir an, dass die Wachstumsratemabhé&ngige identisch
verteilte Zufallsvariablen miY; > 0 P-f.s. sind. Sein = E[Y;].

(1). ASYMPTOTIK DER ERWARTUNGSWERTE Da dieY; unabhéangig sind, gilt:
EX, = [[EY] = m".

Die mittlere Populationsgrof3e wachst alsosuperkritischen Falin > 1 exponentiell und
fallt im subkritischen Falin < 1 exponentiell ab.

Konkretes Beispieln einem Glicksspiel setzt der Spieler in jeder Runde dietelgéines
Kapitals. Mit Wahrscheinlichkei% erhalt er das-fache des Einsatzes zurlck, und mit
Wahrscheinlichkei% erhalt er nichts zurlck. Hier gilt:

Y, =

I

mit p =

= N

(1+¢) mitp=1
1
2

also
1 1 2+c
= EBY;,| = —(1 - = .

Das Spiel ist also fair” fie = 2 und ,superfair* firc > 2.

(2). ASYMPTOTIK VON X, (w): Wir nehmen nun an, dalRg Y; € £? gilt. Nach dem starken
Gesetz der groRen Zahlen folgt dann:

1 1 &
“log X, = ﬁzllogYi — EllogVy]=1a  P-s.

n
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Also existiert fiire > 0 ein NV (w) mit N(w) < oo P-fast sicher,
X, (w) < e und X, (w) > el@=on furallen > N(w).

Fura < 0 fallt X,, also P-fast sicher exponentiell ab, wahreAd fur o > 0 P-fast sicher
exponentiell wachst.

(3). ZUSAMMENHANG VON « UND m: Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:
a = EllogV;] <log E[Y;] = logm.

Hierbei haben wir benutzt, dass der Logarithmus eine komkiazw. — log eine konvexe
Funktion ist. Im subkritischen Fath < 1 ist also auchv strikt negativ, d.h.X,, fallt auch
P-f.s. exponentiell ab. Im superkritischen Fall> 1 kann es aber passieren, dastzdem
a < 0 gilt, d.h. obwohl die Erwartungswerte exponentiell wachdéllt X, P-fast sicher
exponentiell! Im Beispiel

1(1+c) mitp=1
1 1
2

von oben wachsen die Erwartungswerte exponentiel féir2, aber es gilt

1
+CZO S > 3.

1 1 1 1
a = Bllog¥i] = 3 <10g gc +log§> = ; log

Furc € (2, 3) ist das Spiel also superfair mit fast sicherem exponeatieBankrott!
Die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue sind in diksatidh nicht erflllt, denn
es gilt:

E[X,] /o0, obwohlX, — 0 P-fastsicher.

Von £? nach £ mit Unabhangigkeit

Sind ZufallsvariablenX,Y : Q@ — S unabhéngig, so sind(X) und ¢(Y") fur beliebige be-
schrankte oder nichtnegative Funktiongm : S — R unkorreliert. Bisher konnten wir zeigen,
dass das starke Gesetz der grof3en Zahlen fur unkorrelpate §chwach korrelierte) Zufalls-
variablenX,, € £? mit gleichméaRig beschrankten Varianzen gilt. Die Unabligkeit der X,
ermoglicht es, diese Aussage auf integrierbare Zufallslblen (d.h..! statt£?) zu erweitern:

Satz 7.10(Kolmogorovs Gesetz der groRen Zahlen SeienX;, X,,... € £L1(Q, A, P) paar-
weise unabhangig und identisch verteilt mitX;] = m. Dann gilt:

1 n
lim — X, = P-fast sicher.
J 2 X =

=1

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



7.2. STARKE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN 231

Kolmogorov hatte eine entsprechende Aussage unter derhdmmaon Unabhangigkeit (statt
paarweiser Unabhangigkeit) bewiesen. Der Beweis untecti@rdcheren Voraussetzung stammt
von Etemadi (1981).

Bemerkung (Dynamische Systeme, Ergodensatzin einer dynamischen Interpretation bedeu-
tet die Aussage

n

1 .
- ZXi(w) — m= /xuxi(dx) P-fast sicher,
i=1

des starken Gesetzes der groRen Zahlen, dass die ,zaitidhielwerte” der Zufallsvariablen
X; gegen den ,raumlichen Mittelwerth konvergieren. Dies ist ein Spezialfall eines viel allge-
meinerenErgodensatzeder eine entsprechende Aussage fir ergodische dynanfiycteme
liefert, siehe z.B. REIMAN: PROBABILITY oder DURRETT. PROBABILITY: THEORY AND EX-
AMPLES.

von Satz 7. 10Wir fuhren den Beweis in mehreren Schritten.

(1). Reduktion auf nichtnegative Zufallsvariablen.

Wir kbnnen 0.B.d.AX; > 0 fur allei € N voraussetzen. Andernfalls zerlegen iy =
X" — X[ . Die ZufallsvariablenX;",i € N, bzw. X, € N, sind jeweils Funktionen der
X;, und daher wieder paarweise unabhangig. Aus dem GesetzafggrgZahlen fuX ;"
und.X; folgt das Gesetz der grof3en Zahlen fur die Zufallsvariablen

(2). Reduktion auf Gesetz der grofen Zahlentfiit= X - I;x, <.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt
P[Y; # X; unendlich oft = 0,
denn
SRV AX] = SOPY>i
=1 =1
= i P[X; > ] (X; identisch verteilt)
=1

< / P[X, > 2| dx (P[X; > z] monoton fallend)
0
= E[Xl] < 0.

Also konvergiert% >, X; P-fast sicher gegem, falls dasselbe fm}; o, Y gilt.
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Sei nun

Die Zufallsvariablerl; sind wieder paarweise unabhangig, und esigitt Y; < 7.

(3). Konvergenz der Erwartungswerte.

Da die Zufallsvariablery; nicht mehr identisch verteilt sind, bestimmen wir zunactest
Grenzwert der Erwartungswerte der Mittelweftg/n. Nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz gilt

ElY)] = E[X;; X; <i] = E[Xy - Iix,<p]—FE[Xi] = m, furi — oo,
also auch

E[—} == ZE[Yi] —m  firn — oco.

(4). P-fast sichere Konvergenz veq# entlang der Teilfolger,, = |a™], o > 1.

VorbemerkungEs gilt

Z 1 . 1 n 1 " < const. . const.
koo lam® ol )27 e R

n>m
mit einer vonm unabhéangigen Konstanten.

Behauptung

Sky —— lim E {S ’“} =m P-fast sicher.

kn n—00 kn

Beweis der BehauptungNach dem Lemma von Borel-Cantelli genlgt es,

- Sk, — B[S,
ZPH—k" [k 25} < 00
kn
n=1
zu zeigen. Dies ist der Fall, wenn
Vi =<
;;ﬁm o

gilt. Wegen
Var[Y]] < E[Y?] = E[X?; X, <i] = E[X?; X, <]
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erhalten wir mithilfe der Vorbemerkung

n=1 n=1 1=1
° 1
< Y EIXT; X <] 2
i=1 nikn>i Y
©© 1
2
< const. E;E (X7 Xi <] =
< const-» > 2-PXi€(j-1,4] 5
i=1 j=1
00 o0 1
- const.~;] -P[X;€(j—1,4]]- ) 72
Jj= =]

IN

const.- Zj -P[X; € (j—1,7]

> i ]{Xleo—lu‘]}]

j=1

= const.- £

< const. E[X; + 1] < oc.

(5). P-fast sichere Konvergenz véﬁ.

Furl e Nmitk, <[ <k, gilt wegenY; > 0:
Skn <81 < Skpsr -

Es folgt

kn . Skn Skn < Sl < Skn+1 o kn+1 . Skn+1

-l kn kn kn—s—l‘

Firn — oo erhalten wir wegeriz=t — a und () _

kn—i—l kn kn—i—l

m <  liminf Si(w) < limsup%
«

< am

fur alle w auf3erhalb einer von abhangenden Nullmengg,. Fiurw aul3erhalb der Null-
menge J >y N, folgt somit:
aec
lim —Sl(w) =m

l—o0 l

]
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Korollar 7.11 (Gesetz der grol3en Zahlen ohne Integrierbarkeit SeienX;, Xs... paarweise
unabhangige, identisch verteilte, nicht-negative Zsfalriablen. Dann gilt:

1 .
lim —- ) " X;(w) = E[X)] €[0,00]  P-fastsicher.

Beweis.Nach Satz 7.10 gilt die Aussage im Fal[X;] < co. FlUr E[X;]| = oo erhalten wir fur
ke N:

1 & J
lim inf — X; > liminf — XiNk) = FEXiNk P-fast sicher.
mits > X > mintZ) (Xink) =BG AH
Furk — oo folgt dann mit monotoner Konvergenz
R
llgglfg;Xi > E[X)] = oo
und damit die Behauptung. O

7.3 Empirische Verteilungen

Schéatzen von Kenngrof3en einer unbekannten Verteilung

Angenommen, wir haben eine Stichprobe aus reellen BeobaghiertenX,, X, ..., X, ge-
geben, und mdchten die zugrundeliegende Wahrscheinlishiketeilung, auf (R, B(R)) mdg-
lichst weitgehend rekonstruieren. Im einfachsten Modakrpretieren wir die Beobachtungs-
werte als Realisierungen unabhangiger ZufallsvariaBlenXs, . . . mit Verteilung .

(1). SCHATZEN DESERWARTUNGSWERTES Sei [ |z| u(dz) < oo. Um den Erwartungswert

m = /xu(dm)

zu schatzen, verwenden wir dasipirische Mittel

— 1 &

Das empirische Mittel ist eierwartungstreuer Schatzdiir m, d.h. X, ist eine Funkti-
on von den Beobachtungswertén, ..., X,, mit £[X,] = m. Obere Schranken fiir den
SchatzfehletP[|X,, — m| > ¢],e > 0, erhélt man z.B. mithilfe de€eby3ev- oder der

exponentiellen Markov-Ungleichung. Fir— oo gilt nach dem Gesetz der grof3en Zahlen

X, — m P-fast sicher

d.h. X, ist einekonsistentéolge von Schatzern fiin.
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(2). SCHATZEN DERVARIANZ: Um die Varianz

v o= [@-mP

der zugrundeliegenden Verteilung zu schatzen, verwendatmeistens dieenormierte
Stichprobenvarianz

_ 1 o
Vo= SO(X - X2
" n_lz:1( ’ n)

Der Vorfaktorﬁ (statt%) gewabhrleistet unter anderem, ddssein erwartungstreuer
Schétzer fuw ist, denn aus

1< - 1< -
_E:X_X 2 _ _E X, —m)? — (X, —m)? 7.3.1
n 1-21( i n) n i:1( i —m) (Xn —m) (7.3.1)
Stichprobenvarianz = MSE — Stichprobenbids
folgt
1 o - 1< - n—1
El-) (X;,-X,)} = —§ Var[X;] — Var[X,] =
n i:1( i n) ] n 4 Var[X;| — Var[X,,] 0 v,

alsoE[V,] = v.

Um zu zeigen, dask, eine konsistente Folge von Schéatzerndiist, kbnnen wir erneut
das Gesetz der groRRen Zahlen anwenden. Da die Zufallsiemiah — X,,,1 < i < n,
selbst nicht unabhangig sind, verwenden wir dazu die Zerigd7.3.1). Nach dem starken
Gesetz der groRen Zahlen fir nichtnegative Zufallsvagiabrhalten wir

n—1~ 1

v, = = X, —m)? — (X, —m)? P-fast sicher,
- W o = (X —

also auch/,, — v P-fast sicher.

(3). SCHATZEN VON INTEGRALEN: Allgemeiner konnen wir fiir jede Funktiohe £(S, S, 1)

o~ [rau

erwartungstreu durch dempirischen Mittelwerte

das Integral

b= >
=1
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schatzen. Dies haben wir schon in Kapitel 3 fiir Monte Carldafeen verwendet. Da die
Zufallsvariablenf (X;) wieder unabhéngig und identisch verteilt sind mit Erwagswert
0, gilt nach dem starken Gesetz der grof3en Zahlen:

-~

0, — 0 P-fast sicher (7.3.2)

(4). SCHATZEN DER VERTEILUNG: Die gesamte Verteilung kbnnen wir durch dieempiri-
sche Verteilung

. 1 <
n(w) = > oxw)
=1

der Zufallsstichprobe schatzem, ist eine ,zufallige Wahrscheinlichkeitsverteilufigl.h.
eine Zufallsvariable mit Werten im Raui'V (R) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (R, B(R)). Aus (7.3.2) ergibt sich die folgende Approximationseggraft der empi-
rischen Verteilungen:

[rim=23000 =% [ 1 (7.33)
=1

P-fast sicher fur allef € £1(S, S, p).

Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktionen
Fur dieempirischen Verteilungsfunktionen
~ 1 :
Fule) = fml(zoo,d] = —[{lsis<n: X <cl

von unabhéngigen, identisch verteilten, reellwertigefiadsvariablen X, X5, ... mit Vertei-
lungsfunktionF' ergibt sich wegerf,, (c) = [ I(—o.q dity:

lim F,(¢c) = Flc) P-fast sicher fur alle: € R. (7.3.4)

n—oo

Diese Aussage kann man noch etwas verschéarfen:

Satz 7.12(Glivenko-Cantelli). Sind X, X5, ... unabhangig und identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktionF’, dann gilt flr die empirischen Verteilungsfunktiongpn

sup |F,(¢c) — F(¢)] — 0 P-fast sicher. (7.3.5)

ceR
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Beweis.Wir fuhren den Beweis unter der zuséatzlichen Annahme, dassetig ist — fir den
allgemeinen Fall siehe z.E&lenke: WahrscheinlichkeitstheoriBiec > 0 gegeben. IS stetig,
dann existiereit € N und Konstanten

—00 = Co < C1 < Co < c < Cr = o0 mit F(CZ) — F(Cz;l) <

DN ™

furallel < i < k. DaF,, nach’Z.3.4 mit Wahrscheinlichkeitpunktweise gege#’ konvergiert,
existiert zudem eimy, € N mit

€
Org% |Fn(cl) F(cz)\ < 5 fur allen > ny.

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen folgt dann
Fo(c) = F(c) < Fulg)—Fleg1) < s+ Fala)—Fla) < &
und entsprechend

F(c)—Fu(¢) < Fla)—Fylciiy) < g+F(q)—Fn(ci> < &

furallen > ng,c € R,und1 <i < kmit¢;_; < c¢ < ¢. Also gilt auch

sup |F,(c) — F(c)] < ¢ fur allen > no.
ceR

]

Bemerkung (QQ-Plot). In parametrischen statistischen Modellen nimmt man vomiverein

an, dass die beobachteten Daten Realisierungen von Zafiadlblen sind, deren Verteilung aus
einer bestimmten Familie von Wahrscheinlichkeitsveuntegen stammt, z.B. der Familie aller
Normalverteilungen. Um zu entscheiden, ob eine solche Amesftir gegebene reellwertige Da-
tenxy,...,x, gerechtfertigt ist, kann man die empirische Verteilung&fion mit der tatsach-

lichen Verteilungsfunktion vergleichen. Ein praktikablgraphisches Verfahren ist der Quantil-
Quantil-Plot, bei dem die Quantile der empirischen und Heotetischen Verteilung gegenein-
ander aufgetragen werden. Um auf Normalverteilung zu negti@ttet man beispielsweise die

Punkte
—1
(q)_l <T2),ZL'(]€)), ]{3:1,2,...7’@,

wobei® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilungusd

x(1) < x(2) < ... < Z(n)
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die Ordnungsstatistiken von, . . ., z,,, also die(k — 1)/n-Quantile der empirischen Verteilung
sind. Ist die zugrundeliegende Verteilung eine Normadiknhg mit Mittel . und Standardab-
weichungo, dann liegen die Punkte fir grodendherungsweise auf einer Geraden mit Steigung
o und Achsenabschnitt, da fur die Verteilungsfunktion und die Quantile der theishen Ver-
teilung dann

F©) = PX<d = PoZ+m<d = p{zgc—m] _ q)(c—m)’

bzw.

Flu) = m+od (u)

gilt. Die folgende Grafik zeigt QQ-Plots bzgl. der Normabedung fir verschiedene Datensétze.

Histogramme und Multinomialverteilung

Die empirische Verteilungi, (w) = % i dx,(w) von ZufallsvariablenXy, ..., X, ist selbst ei-
ne Zufallsvariable mit Werten im Ra{G}n der Wahrscheinlictsarteilungen. Wir wollen nun
die Verteilung dieser Zufallsvariablen explizit berechnfalls die X; unabhangig und identisch
verteilt mit endlichem Wertebereicti sind. Haben die Zufallsvariablen keinen endlichen Wer-
tebereich, dann kann man die Aussagen trotzdem anwendsmiman den Wertebereich in
endlich viele Teilmengen (Klassen) zerlegt.

DasHistogramnwvonn Beobachtungswerten, . . ., z,,, die in einer endlichen Mengg liegen,
ist der Vektor

ﬁ:(ha)aES’ ha:|{1§2§n|l‘,b:a,}|7

der Haufigkeiten der mdglichen Werdec S unterzq, ..., z,. Graphisch stellt man ein Histo-
gramm durch ein Balkendiagramm dar:
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hy

Abbildung 7.3: Histogramm der Klassenb, c undd mit den jeweiligen Haufigkeiteh,, h;, h.
undhy

Der Raum Histn) aller méglichen Histogramme vanBeobachtungswerten ist eine Teilmenge
von{0,1,...,n}*:

Histn) = {h=(ha)aeslha € Zs, Y ha=n} C {0,1,...,n}".

a€esS

Sie nunu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen §#e$. Wir wollen die Vertei-
lung des Histogrammvektors bestimmen, wenn die Beobackivwente unabhangige Stichproben
von der Verteilung: sind. Wir betrachten also unabhangige Zufallsvariabigen. . ., X,, auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsrau(?, <7, P) mit Verteilungu und die Haufigkeiten

Hy(w) = |{1<i<n: X;(w)=a}

der moglichen Werte € S. Die ZufallsvariableH,, ist Bin(n, p)-verteilt mitp = p[{a}]. Wir
berechnen nun digemeinsame Verteilungaller dieser Haufigkeiten, d.h. die Verteilupg des
Zufallsvektors

H = (Hyawes : £ — Hist(n)
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mit Werten im Raum der Histogramme. Dazu verwenden wir diebdaagigkeit derX;. Mit
I ={1,...,n} erhalten wir:

pu(k) = PlH,=k, VaeS]
= P[X; = a genauk,-mal fur allea € S]
= ) PlXi=a Viel, YVaeS]
I= I

a€sS
\la|=ka

> 1 sy

= U 1, a€esS
a€esS
[a|=ka

(7) T ttap

a€esS

Hierbei laufen die Summen Uber alle disjunkten Zerlegungen/ = {0, 1,...,n} in Teilmen-
geni,,a € S, mit jeweilsk, Elementen, und deviultinomialkoeffizient

n n! )
(E) = Tkt kae{O,l,...m}mltZka:n,

a€sS

gibt die Anzahl der Partitionen vanElementen in Teilmengen von jeweilts Elementen an.

Definition. Die Verteilung des Histogrammvektats hei3tMultinomialverteilung fir n Stich-
proben mit Ergebniswahrscheinlichkeiten(a), a € S.

Bemerkung. Im Fall |S| = 2 ist H(w) eindeutig festgelegt durcH,(w), und die Zufallsva-
riable H, ist binomialverteilt mit Parametem undp = p[{1}]. In diesem Sinn ergibt sich die
Binomialverteilung als Spezialfall der Multinomialvetteig.

7.4 Entropie

Wir definieren nun die Entropie einer diskreten Wahrschahkkitsverteilung. Mithilfe des Ge-
setzes der grol3en Zahlen kbnnen wir eine statistischephetation dieser Grol3e geben, aus der
sich insbesondere der Quellenkodierungssatz von Shamgit. e
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Definition und Eigenschaften

Wir bemerken zunéchst, dass die 8ufo) definierte Funktion

u(z) =

xlogz furz >0
0 furz =0

stetig und strikt konvex ist mit

=
8

~—
IA

0 furallez € [0, 1], (7.4.1)
x—1 furallex > 0, (7.4.2)

=
&
v

und absolutem Minimum(1/e) = —1/e.

04+

0.2+

0.5 1.0

—_—_——_——_——_— ] =

—04 +

—0.6 +

—-1.0

—1.4 -+

Abbildung 7.4: Graph der Funktiomn(z) (blau) und ihrer unteren Schranke- 1 (rot)

Sei nunS eine abzahlbare Menge, upd= (1(z)).cs €ine Wahrscheinlichkeitsverteilung agif

Definition. Die GroRRe

H(p) = = > pla)logpu(s) = = ulu(x)) € [0,5]
zeS €S
p(z)#0

heil3tEntropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Anschaulich kénnen wir-log u(x) interpretieren als MaR fur die »Uberraschung« bzw. den
»Informationsgewinn, falls eine Stichprobe von der \irtey ;. den Wertz hat. Die »Uberra-
schung« ist umso groRRer, je unwahrscheinlichést. Die EntropieH (1) ist dann die »mittlere
Uberraschung« bzw. der »mittlere Informationsgewinndrbgiehen einer Stichprobe von
Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch die Waklldwgarithmus erklart, ist:

Satz 7.13(Faktorisierungseigenschafl. Fir beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
genyu undv gilt:
H(p®v) = H(u)+ H(v).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unagigm Experimenten zusammenge-
setzten Zufallsexperiment ist also die Summe der einzetmtteren Informationszuwachse.

Beweis.Nach Definition der Entropie gilt:

Hpov) = Y pa)v(y)log(u(z)v(y))

m7y

p(z)v(y)#0

= — Z p(z)log(u(z)) — Z v(y) log(v(y))
z:p(x)#0 yv(y)#0

— H(u) + H(v).

O
Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzahlbaren MggeWahrscheinlichkeitsverteilun-
gen mit minimaler bzw. maximaler Entropie.
Extrema der Entropie:

(1). Entropieminima: Nach [7.4.1) ist die Entropie stets nicht-negativ, und #s gi
H(p) =0 <= u(x)e{0,1} VreS <= u istein Diracmal}

Die Diracmal3e sind also die Entropieminima. Ist das Zufajeriment deterministisch,
d.h.z ein DiracmaR, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe pdeine Uberraschung bzw.
kein Informationszuwachs auf.

(2). Entropiemaximum: Ist S endlich, dann gilt fur alle Wahrscheinlichkeitsverteem .
auf s:

H(p) < —log (%) — H(Us),
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wobeil/s die Gleichverteilung auf ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ndmlich

=3 upla)) = ﬂﬁ-/ﬂM@ﬂk@@

B 151 ([ wto)tsta))

1 1
= —|S-ul-—= = —log—
51w (757) 5

mit Gleichheit genau dann, wenndie Gleichverteilung ist.

IA

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einengdlichen Zustandsraum. An-
schaulich konnen wir die Gleichverteilung als eine »vétigallige« Verteilung auffassen
—d.h. wir verwenden die Gleichverteilung als Modell, werinkeinen Grund haben, einen
der Zustande zu bevorzugen. Die Entropie ist in diesem S¥m&lald fur die»Zuféllig-
keit« (bzw.»Unordnung& der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Auf einer abzahlbar unendlichen Menge existiert keine \8&teinlichkeitsverteilung mit
maximaler Entropie.

Beispiel (Entropie von Markovketten). Seip(z,y) (z,y € S) eine stochastische Matrix auf
einer endlichen Meng#, die die Gleichverteilun@/s als Gleichgewicht hat, d.h. fur allec S
gilt:

doply) = IS Us(@)plzy) = IS|-Us(y) = 1. (7.4.3)

zeS zeSs

Beispielsweise isp die Ubergangsmatrix eines Random Walks auf dem diskreteis Kie=
7./ (kZ), der symmetrischen Grupgg, (,Mischen eines Kartenspiels®), oder dem diskreten Hy-
perwirfel{0, 1}" (,Ehrenfestmodell).

Der folgende Satz zeigt, dass die Entropié€up™) der Verteilung zur Zeit: einer Markovkette
mit Startverteilung: und Ubergangsmatrix monoton wachst:

Satz 7.14(Zunahme der Entropie). Istp eine stochastische Matrix agfmit (7.4.3), dann gilt:

H(pp) > H(p)

fur jede Wahrscheinlichkeitsverteilungauf S. Insbesondere ist — H (up™) monoton wach-

send.
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Beweis.Aus der Jensenschen Ungleichung folgt:

—H(up) = ZU<ZM($)p(x,y)>

yeSs z€eS

< O ulp(a)ple, y)
yeS zes

= Yulul) = —Hp).
z€eS

Hierbei haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass die Famkt konvex ist, und dass —
p(z,y) nach [(Z.4.B) fur jedeg € S die Gewichtsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertegu
ist. [

In der Interpretation der statistischen Physik geht didizke Enticklung auf makroskopischer
Ebene (Thermodynamik) von einem geordneten hin zu einereardgeten Zustand maxima-
ler Entropie (»thermodynamische Irreversibilitat«). fedem ist auf mikroskopischer Ebene die
Dynamik rekurrent, d.h. jeder Zustande S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkeit
1 unendlich oft besucht — dies dauert nur eventuell astrosgmiange. Die Einfihrung eines
Markovmodells durch die 6sterreichischen Physiker Tatjamd Paul Ehrenfest konnte eine ent-
sprechende Kontroverse von Zermelo (,Dynamik kehrt immieder zuriick®) und Boltzmann
(,soll solange warten®) l6sen.

Statistische Interpretation der Entropie

Sei i eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzahibdiengesS. Die Wahrscheinlich-
keit einer Folge von Ausgéngen, .. ., z,, bei Entnehmen einer Stichprobe ausnabhangigen
ZufallsgréfZen mit Verteilung betragt

n

P,y Tp) = Hsz)

i=1
Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung dertét, . . ., z,, ist also

1
— Zlog pu(T1s ..y ).
108 pa(1, s 70)

Mithilfe des Gesetzes der grof3en Zahlen kdnnen wir die Asgtikpdieser Grofden fin — oo
untersuchen:

Satz 7.15(Shannon - Mc Millan). SeienX;, X, ... : Q — S unter P unabhangige Zufallsva-
riablen mit Verteilung:. Dann gilt P-fast sicher

1
——logpn(Xy,....X,) — H(p) fir n — oo.
n
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Beweis. Mit Wahrscheinlichkeitl gilt .(X;) > 0 fur alle 4, also nach Korollar 7.11:

n—

1 1< oo
—logpa(Xi,. X)) = —Ezlogu(Xi) — —/logudﬂ = H(p).
=1

]

Bemerkung(Exponentielle Skalg. Die Aussage des Satzes besagt, dass auf der ,exponentiellen
Skala“ fast sicher
(X1, .., Xn) o~ e mHW

gilt, d.h. beide Ausdricke sind asymptotisch aquivalestaif subexponentielle (also z.B. poly-
nomiell) wachsende Faktoren. Eine asymptotische Besahrgilion Wahrscheinlichkeiten auf
der exponentiellen Skala ist Gegenstand der Theorie gifdgeichungen, siehe Abschnitt Satz
[8.3 und KapiteP? unten.

Entropie und Kodierung

Wir betrachten nun eine Anwendung der Entropie aufrd@glichst effiziente Beschreibung/Ko-
dierung einer ZufallsfolgeEine unbekannte Signalfolge mit Werten in einer endlichemyesS
(dem zugrundeliegenden ,Alphabet®) beschreibt man imagnéten A-Priori-Modell durch un-
abhéngige ZufallsvariableN, X,, ... mit Verteilung u, wobeiu(x) die relative Haufigkeit des
Buchstabens in der verwendeten Sprache ist. Eine ,perfekte” Kodierurtmet jedem Wort mit
einer vorgegebenen Anzahlvon Buchstaben, also jedem Element des Produktratimeine
Binarfolge zu. Will man alle Worter mit. Buchstaben perfekt kodieren, werdenlog | S| Bits
bendotigt. Wir betrachten stattdessen ,effiziente” Kodmgren, die nur den ,meisten® Wortern mit
n Buchstaben eindeutig eine Binarfolge zuordnen.

Definition. Eine Folge von MengeB,, C S™ (n € N) heildstwesentlichbzgl. ., falls

Pl(X\,.. X)) €B, = u"B) — 1 furn— oo

S’Vl

{0,1}"

Abbildung 7.5: Perfekte Kodierung
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irgendwie

{0, 13"

Abbildung 7.6: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge vonseatlichen Menger,,.

Korollar 7.16 (Mal3konzentrationssatz von McMillan). Fur jedess > 0 ist die Folge
B, = {(331, xy) € S” ‘ e HW+e) < (1, s 2n) < e " H (1)=e) } , n €N,
wesentlich bzgl., und es gilt
|B,| < enH+e) fir allen € N.

Beweis.Es qilt

1

B, = {(xl, wy) €S" |H(p) —e < - log pp (1, .y n) < H(p) +5}. (7.4.4)

Da aus der fast sicheren Konvergenz vef log p,(X1, ..., X,,) gegen die Entropig7(y) die
stochastische Konvergenz folgt, ist die FolBg (n € N) nach Satz 7.15 wesentlich bzgl.
Zudem gilt wegem,,(z1, ..., x,,) > e "HW+) fir (21, ..., 2,) € By:

1= P[(Xla"'aXn) eBn] = an(l'ly...,l'n> > ‘Bnl-efn(H(N)+€)’

xEBn

also|B,| < enHm+e) O

Der Mal3konzentrationssatz zeigt, dass Folgen von weskatiiMengen existieren, die auf der
exponentiellen Skala nicht viel schneller al$(n - H (1)) wachsen.

Wie grof3 sind wesentliche Mengen mindestens?Rér(0, 1) sei
K(n,p) = inf {|A,||A, C S" mit P[(X,....X,) € A,] > p}

die mindestens bendtigte Anzahl von Woértern, um den Téxt ..., X,,) mit Wahrscheinlich-
keit > p korrekt zu erfassen. Dann iktg, K (n, p) die fur eine korrekte bindre Kodierung von
(X1, ..., X;,) mit Wahrscheinlichkeit- p mindestens bendétigte Anzahl von Bits.
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Satz 7.17(Quellenkodierungssatz von Shannon Fur allep € (0, 1) gilt:

1
lim — log K(n,p) = H(u), bzw.

1
lim —log, K(n.p) = Ha(p) = — > p(x)log,plz).
z:p(x)#0

Insbesondere gilt: Istl,, (n € N) wesentlich bzglu, so ist

1
liminf — log|A,| > H(w).
n

n—oo

Bemerkung. (1). Die Gr('jfse% log, K(n,p) kann als die fur eine mit Wahrscheinlichkeit
p korrekte Kodierung bendtigte Zahl von Bits pro gesendetemhBlaben interpretiert
werden.

(2). Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Falgewesentlichen Mengen gibt, die
auf der exponentiellen Skala deutlich langsamer wachstialsn Mal3konzentrationssatz
konstruierten Folgen.

Beweis.Wir zeigen separat eine obere und eine untere Schranl%elcf)(ng(n,p):
Obere Schranke limsup + log K (n,p) < H(p):

n—o0

Zum Beweis sei > 0 gegeben. Nach Korollar 7.116 ist die Folge
B, = {z € §"|e W) < p (3 2,) < e =)}
wesentlich bzgly, und i log |B,| < H(u) + . Wegen

lim P[(X:,... X)) €B,] = 1 > p, (7.4.5)

folgt
1 1
limsup — log K(n,p) < limsup—log|B,| < H(u)+e.
n n

n—oo n—oo

Die Behauptung ergibt sich figr— 0.
Untere Schranke liminf X log K'(n,p) > H(p):
SeienA,, C S™ mit P[(Xy, ..., X,,) € A,] > p. Dann gilt wegen[(7.4]15) und(7.4.4) auch

p < liminf P[(Xy,...,X,) € A,NB,] < liminf (|An N B, - e—n(H(u)—a)) 7

n—oo

also fur alles > 0
1 1
liminf — log|A4,| > liminf— log|A,NB,] > H(u) —e.
n—oo M n—oo M

Fure — 0 folgt
1
liminf — log|A,| > H(w).
n

n—oo

]
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Kapitel 8
Grenzwertsatze

SindX; : 2 — R, € N, unabhangige identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvargbmit Erwartungs-
wert m, dann konvergieren die Mittelwerg%f der Summers,, = zn: X; nach dem Gesetz der
grol3en Zahlen fiin — oo fast sicher gegem. Wir wollen nun dié:\}erteilung vory,, fur grol3e
n genauer untersuchen. Dabei unterscheidet man zwei uhiedéiche Arten von Aussagen:

e Zentrale Grenzwertsatzeeschreiben ,typische” Fluktuationen um den Grenzwertaus
Gesetz der grol3en Zahlen, d.h. die asymptotische Form degilMag vons,,/n in Berei-
chen der GréRenordnurig(1/4/n) um den Erwartungswert, siehe Abschnift 8]4.

e Aussagen Ubegro3e Abweichungebeschreiben asymptotisch die Wahrscheinlichkeiten
der seltenen Abweichungen der GroRenordndg) von S,,/n vom Erwartungswertn.
Diese Wahrscheinlichkeiten fallen unter geeigneten \&satzungen exponentiell ab, siehe
Abschnit{8.2.

Mit dem Satz von de Moivre/Laplace bzw. der Bernsteinungleng haben wir bereits entspre-
chende Aussagen kennengelernt, falls dieBernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. In die-
sem Kapitel werden wir sehen, dass keine spezifische Forvedsilung vorausgesetzt werden
muss, sondern die Aussagen ganz allgemein unter geeignétgnierbarkeitsbedingungen gel-
ten.

Ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis allgemeiner Grenzwétrze sind momentenerzeugende
und charakteristische Funktionen:
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8.1 Charakteristische und Momentenerzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt fihren wir charakteristische und mot@eerzeugende Funktionen von re-
ellen Zufallsvariablen ein und beweisen einige grundlegefiussagen uber diese Funktionen.
Insbesondere zeigen wir, dass sich die Verteilung einEnr@&ufallsvariable eindeutig aus ihrer
charakteristischen Funktion rekonstruieren lasst.

Definition und Eigenschaften

Sei(€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und : (2 — R eine reellwertige Zufallsvariable mit
Verteilungpu.

Definition. (1). Die Funktion)/ : R — (0, oc],

M) = B[] = / e p(dz),

heiRtmomentenerzeugende Funktionater ZufallsvariableX bzw. der Verteilung:.
(2). Die Funktiony : R — C,

o) = B[] = / ¢ u(da),

R

heil3tcharakteristische Funktiorvon X bzw. .

Da die Funktionen — e undt +— € flr t € R nichtnegativ bzw. beschrankt sind, sind die Er-
wartungswerte definiert. Dabei wird der Erwartungswereekomplexwertigen Zufallsvariable
separat fur Real- und Imaginéarteil berechnet.

Rechenregeln Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar auseferition:
(1). SindX undY unabhéangige reellwertige Zufallsvariablen &0f .4, P), dann gilt
Mxiy(t) = Mx(t) My(?) und  oxiv(t) = ¢x(t)-ov(t)
furallet € R.
(2). Fura,b € Rqilt
Moxyp(t) = € Mx(at) und  @oxpp(t) = e ox(at)

fur allet € R.
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250 KAPITEL 8. GRENZWERTSATZE

(3). Fur momentenerzeugende bzw. charakteristische femakt gilt stets

M@O) = o¢0) = 1, und
o(—t) = o(t)  firallet € R.
Die Funktiong(—t) = [ e~"* u(dx) ist dieFouriertransformatiordes MaReg. Ist ; absolutste-

tig bzgl. des Lebesguemafses mit Diclfitelann isip(—t) die Fouriertransformation der Funktion
f:
o) = [evr@a = Jo.

R

Entsprechend ist

M(—-t) = /e‘m p(dx) (t >0)

R

die Laplacetransformatiownles Mal3eg bzw. der Dichtef.

Bemerkung (Zusammenhang vonM und ¢). (1). Gilt M (s) < oo fur eins > 0 (bzw. ana-
log fuir eins < 0), dann istM auf dem Intervall0, s| (bzw. [s, 0]) endlich, denn nach der
Jensenschen Ungleichung folgt:

M) = E[¥] < E[N] < fur alle t € [0, s] bzw.t € [s, 0].

(2). Gilt M(t) < oo auf(—4,9) fureind > 0, dann istM analytisch fortsetzbar auf den Streifen
{z € C : |Re(z)| < ¢} in der komplexen Zahlenebene, und es gilt

o(t) = M(it) far allet € R.

Die letzte Bemerkung ermdglicht manchmal eine vereinfaBetechnung der charakteristischen
Funktion.

Beispiel. (1). Fur eine standardnormalverteilte Zufallsvariablgilt:

My (t) e 2y = /2 \/_/ @D 20y = " < 00 furalle t € R.

o L

Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

dz(t) = My(it) = e/  furalleteR.
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(2). Eine normalverteilte Zufallsvariablé mit Mittel m und Varianzo? konnen wir darstellen
alsX =oZ+mmitZ ~ N(0,1). Also gilt:

o*t?
Mx(t) = €mt Mz(at) = exXp (mt + T) y
o*t?

ox(t) = exp <z’mt — T) .

Sind X1, ..., X,, unabhangigel (m, 0?)-verteilte Zufallsvariablen, dann erhalten wir:

n 242
x4 X, (1) = 11 Oxi(t) = exp (mmt - n02t ) '

Da die rechte Seite die charakteristische Funktion Xgmm, no?) ist, folgt nach dem
Fourierinversionssatz (s.u., Saizl8.2):

X;+..+ X, ~ N(nm,no?) .

(3). Die Binomialverteilung mit Parameternundp ist die Verteilung der Summg_’" | ¥; von
unabhangigeernoulli(p)-verteilten Zufallsvariabled, ..., Y,,. Also sind

n

ot) = [[ov®) = (1 —p+pe”)", und
=1
M) = (1—=p+pe')”
die charakteristische und momentenerzeugende FunktioBwdn, p).

(4). Die Cauchyverteilungst die absolutstetige WahrscheinlichkeitsverteilunfyRumit
Dichte

1
f(x) = 0127

Fir eine Cauchyverteilte Zufallsvariable gilt Mx(t) = oo fur allet # 0
(und sogalE[| X|"] = oo Vn € N). Trotzdem existiert

(x € R).

dx(t) =e M furallet e R .
Die charakteristische Funktion ist allerdings beiicht differenzierbar.

Wir zeigen nun, daf3 sich die Momenkg X ™| einer ZufallsvariableX : 2 — R unter geeigne-
ten Voraussetzungen aus der momentenerzeugenden bzaktenetischen Funktion berechnen
lassen. Die nétigen Voraussetzungen sind allerdings ilmlEamomentenerzeugenden Funktion
viel starker:
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Satz 8.1. (1). IstM endlich auf(—§,4), § > 0, dann gilt

o0 n

EleX] = “E[X"] furallez € Cmit|z| < 4.
n.
n=0
Insbesondere folgt
M) = > % E[X"]  firallet € (—4,6),
n=0

und somit
M™(0) = BE[X"] furallen > 0.

(2). IstE]|X|"] < oo fureinn € N, dann gilt¢ € C"(R) und
M) = i E[X"e™N] furallet € R . (8.1.1)

Beweis. (1). Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonewekgenz folgt fir
€ (0,0):
s" s| X sX —sX
Z;m X[ = FE[e™] < Bl +E[] < .
Insbesondere existieren alle MometteX "], n € N, sowie die exponentiellen Momente
E[e*X] fur z € C mit |Re(2)| < 6. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wir fir diese

zudem

o0

Z E[X"] = lim E
n!

m— oo
n=0

m X n
7| 1w 3N
m—00 n!

n=0

(X))
Z(n!)

n=0

dae’X! fiir s > |z| eine Majorante der Partialsummen ist.

(2). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nachrirn = 0 gilt (8.1.1) nach Definition

von ¢(t). Ist E[|X|""!] < oo, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz

von Lebesgue:

™ (t + h) — ¢ (t) 1 o ;
. = CE[X)" (£thX _ ¢itX)]
1ot |
= F |:(ZX)7LE / iX@ZSX d8:| _ E [(ZX)n+1 €ZtX}

fur h — 0, also
¢n+1(t) — E[(Z-X)n—H 3 eitX]'

Die Stetigkeit der rechten Seite irfolgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue und der

Voraussetzund’[| X || < oo.
[
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Beispiel. Fiir eine ZufallsvariableX mit Dichte fx (z) = const. - e~ 1" gilt E[|X|"] < oo fiir
allen € N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft diffnzierbar. Die momentener-
zeugende Funktion/ (1) = E[e™X] ist hingegen nur fut = 0 endlich.

Bemerkung (Satz von Bochne}. Eine Funktiony : R — C ist genau dann eine charakteristi-
sche Funktion einer WahrscheinlichkeitsverteilungRiivenn gilt:

(1). ¢(0) =1 und |p(t)| <1 furallet € R.
(2). ¢ ist gleichmalig stetig.
(3). ¢ istnicht negativ definjtd.h.

> (ti—t)z% =0 VYn€EN, by, ty €R, 2,...,2, € C.

i,j=1
Dass jede charakteristische Funktion einer Wahrschék#itsverteilung die Eigenschaften (1)-
(3) hat, priift man leicht nach (Ubung). Der Beweis der umgekehAussage findet sich z.B. in
Vol. Il des Lehrbuchs von Feller.

Inversion der Fouriertransformation

Die folgende zentrale Aussage zeigt, dass eine Wahrsateialtsverteilungindeutigdurch ih-
re charakteristische Funktienfestgelegt ist, und liefert eirexplizite Formekur Rekonstruktion
der Verteilung aug:

Satz 8.2(Lévys Inversionsformel). Sei¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable
X mit Verteilungu.. Dann gilt:
(1)

T efzta _ efztb

S ul{a] + pllab)] + g ul)] = o dm [ T s va<b.

2T T—oo J_p 1t

(2). Gilt [~ |¢(t)| dt < oo, dann ist absolutstetig mit stetiger Dichte
f@) = o [ e ol
Tr) = o . (& .
Bemerkung. (1). Die Verteilungy ist durch (1) eindeutig festgelegt, denn e/ € R mit
c < dgilt:
1 1
S Hl{a}] + ulla, b)) + 5 ulfbY =

fara ™\, cundb  d.

(@bl +ul@n)) - wled].

N | —

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



254 KAPITEL 8. GRENZWERTSATZE

(2). Ist die Verteilungu absolutstetig mit quadratintegrierbarer Dichtedann ist auch die
entsprechende charakteristische Funktion
o) = [ eria)as
quadratintegrierbar. Die Aussage (2) aus Satr 8.2 ist sedieFall die klassischeourier-
inversionsformel der Analysisiehe z.B. Forster ,Analysis 3“.

Im Beweis der Inversionsformel verwenden wir den Satz voniritulder besagt, dass wir die
Integrationsreihenfolge in Doppelintegralen vertauscthérfen, wenn der Integrand produktin-
tegrierbar ist. Fur den Beweis des Satzes von Fubini verweiseauf die Analysisvorlesung

oder Abschnitt 9.1.

von Satz 8J2. (1). SeiT > 0 unda < b. Nach dem Satz von Fubini kénnen wir die Integrati-
onsreihenfolge in dem folgendem Doppelintegral vertaeschnd erhalten:

1 T e~ta _ e—itb 1 T eit(a:—a) _ eit(x—b)

— —_— o(t) dt = ~— dt p(dx) (8.1.2
o | . it o) w//_T 2t pidz) (8.1.2)
= [et® p(de) ~ ~~

= g(Trx)

Dabei haben wir benutzt, dass der Integrand produktiredegr ist, da aus der Lipschitz-
Stetigkeit der Abbildung +— ¢ mit Konstantel = 1 folgt, dass
eit(az—a) _ eit(x—b)

1t

[t-(x—a)—t-(x—10)

<
g

= |a — 1| gilt.

Weiterhin erhalten wir, wegeti =% = cos(t-(z—a))+isin(t-(z—a)), cos(x) = cos(—x)
undsin(z) = — sin(—xz):

o(Tz) = /0 sin(t-(tx—a)) dt_/o sin(t - (z — b)) 0

t

T-(x—a) : T-(x—b) _:
_ / sin u du — / sin u Ju
0 u 0 u

= S(T-(x—a) — ST (x—-0))

wobei

t .
s = [ tau
0

u
der Integralsinus ist. Mithilfe des Residuensatzes (sielmkffonentheorie) zeigt man:
s

lm S(t) = 5 . lim S(t) = —g.

t—o0 t——o0
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(2).

Damit erhalten wir:
. 0 T T
lem g(T,x) = B sgn(x —a) — B sgn(x —b) = 7 Lgp(x) + ol Itapy ()
wobei wirsgn(0) := 0 setzen. D& beschrankt ist, ist auaf(T, x) beschrénkt i’ undz.
Nach dem Satz von Lebesgue folgt daher aus (8.1.2) fir co

1 T —ita —itb 1

T byt = / o(T, ) pu(de)

o o it

T (e b) + 5 ke b}

Ist¢ integrierbar, dann ist die Funktign, z) — e~** ¢(t) produktintegrierbar auf
[a,b] x R firalle —oo < a < b < co. Also ist die Funktion
L[~
= — p(t) dt
f@) =5 [ ™o

— 00

integrierbar aufa, b], und es gilt nach dem Satz von Fubini und (1):

[ r@ar=g [ o0 [ e dear g i) + ulle.b] + 5 al(e)].

e—ita _o—ith
@t

e}

— 00

Insbesondere folgt

b—e b
/ f@) dz < pl(a,b) s/ fx)dr Ve>o0,

+e
also fure \ 0:

ul(a,b)]) = / f(a) de

8.2 Erste Anwendungen auf Grenzwertsatze

Charakteristische und momentenerzeugende Funktionereweélfig beim Beweis von Grenz-

wertsatzen der Wahrscheinlichkeitstheorie vewendet.sWizzieren an dieser Stelle schon ein-

mal die Anwendung charakteristischer Funktionen zum Bewesszentralen Grenzwertsatzes

und zeigen anschlieRend, wie obere Schranken fir die Wadirdichkeiten grol3er Abweichun-

gen vom Gesetz der grof3en Zahlen mithilfe momentenerzeeg&iunktionen hergeleitet wer-

den konnen. Der detaillierte Beweis des zentralen Grengatzds wird dann nach weiteren Vor-
bereitungen in Abschnitt 8.3 ausgefiihrt. Die Analyse dgmAstotik der Wahrscheinlichkeiten
grof3er Abweichungen auf der exponentiellen Skala werdemvapitel ?? durch den Beweis

einer unteren Schranke vervollstandigen.
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Zentraler Grenzwertsatz

SeienX, X,, ... € £?(Q, A, P) unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen/ifiX ;| =
0 fur alles, und seiS,, = X; + ... + X,,. Nach dem Gesetz der grol3en Zahlen gilt:

& — 0 P-fast sicher.
n

Wie sieht die Verteilung von.S,, fur grol3e n aus?
Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskaliene zunachst so, dass die Varianz
konstant ist. Es gilt

Var[S,,| = n - Var[X}],

also ist

Var {%} = % - Var[$,] = Var[X;] =: 0

unabhéngig vom.

Um die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend stathsiarten Summeﬁ\/—% zu bestim-
men, betrachten wir die charakteristischen Funktionendib&ummanderX; unabhangig und
identisch verteilt sind, erhalten wir

- (5) o (5]

WegenX,; € .£?(Q, A, P) ist ¢, zweimal stetig differenzierbar, und die Taylorentwickjuvei
t = 0 ist gegeben durch

1 1
bx,(t) = 1+i-E[Xy]-t— 3 E[X{] - 4+o(t*) = 1- 502752 + o(t?).

o2t? 2\ \"
p5 (1) = (1‘%“(5))

n oo 2t2
L> exp (-%) = ¢N(O,02)(t) ViteR.

Damit folgt:

Wir werden im nachsten Abschnitt zeigen, dass aus der Kgaverder charakteristischen Funk-
tionen unter geeigneten Voraussetzungen die schwacheekgamnz (Definition s.u.) der Vertei-
lungen folgt. Somit ergibt sich:

Zentraler Grenzwertsatz: Die Verteilung der standardisierten Summ%nkonvergiert schwach
gegen die Normalverteiluny (0, o2).

Den detaillierten Beweis werden wir in Abschiittl8.3 fiihrBer zentrale Grenzwertsatz erklart,
warum die Normalverteilungen in der Stochastik von so gréseleutung sind:
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Bemerkung (Universalitat der Normalverteilung). Die Limesverteilung im zentralen Grenz-
wertsatz ist unabhangig von der Verteilung \in, vorausgesetzt, es gilf; € .£%(Q, A, P).

Grol3e Abweichungen vom Gesetz der grof3en Zahlen

SeienXy, Xs, ... € Z1(Q, A, P) i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert und momentener-
zeugender Funktion

und seis,, = X; + ... + X,..

Der folgende Satz verscharft dmcht-asymptotischebere Schranke fur gro3e Abweichungen
vom Gesetz der grof3en Zahlen aus der Bernstein-Ungleict&aig £.6), und verallgemeinert
diese auf nicht Bernoulliverteilte Zufallsvariablen.

Satz 8.3(Chernoff). Fiur allen € Nunda € R gilt:

Sh
P [— > a] < e ™M@ falsq > m, bzw.
n
Sn —nl(a)
P|l—<a|l < e fallsa < m,
n

wobei die exponentielle Abfallratié«) gegeben ist durch

I(a) = sup (at — log M(t)).
teR
Beweis.Wir zeigen diese Aussage im Fall> m — der Beweis fuu < m verlauft analog. Der
Beweis erfolt in drei Schritten:

(). ZentrierenWir kdbnnen 0.B.d.Am = 0 annehmen. Andernfalls betrachten wir die zentrier-
ten ZufallsvariablenX; = X; — E[X;], die wieder unabhéngig und identisch verteilt sind.
Man uberzeugt sich leicht, dass aus der Behauptundfidie Behauptung fiiX; folgt
(Ubung).

(2). Exponentielle Markovungleichungiir allet > 0 gilt:

P {% > a] = P[S,>na < e ME[e"]

Xj:iid e—tna E[etX1]n — e—(at—log M(t))n
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(3). Optimieren der Abschatzun@ilden wir das Infimum der fur verschiedene> 0 erhalte-
nen Abschatzungen, dann ergibt sich:

P & > q < inf e—(at—logM(t))-n — e—Suptzo(at—IOgM(t))‘n.
n - t>0

Es bleibt zu zeigen, dal

sup (at —log M (t)) = sup(at —logM(t)) = I(a).

t>0 teR
Diesistin der Tat der Fall, denn fiir 0 unda > 0 gilt nach der Jensenschen Ungleichung
und der Voraussetzung = 0:
at —logM(t) < —logE[e"™] < —E[loge™]
= —tm = 0 = a-0-—1logM(0).

]

Bemerkung (Kumulantenerzeugende Funktion, Legendretransformation. (1). Die Funk-
tion A(t) := log M (t) heil3tlogarithmische momentenerzeugemdkerkumulantenerzeu-
gende Funktiovon X;. Diese Funktion hat u.a. folgende Eigenschaften:

(a) A ist konvex undunterhalbstetigd.h.lim inA(s) > A(t) furallet € R.
(b) A(0) = 0.
(c) Gilt M(t) < oo auf(—d,0) fureiné > 0, dann ist

M'(0)

AN(0) = M(0) = m, und
A'(0) = Aj\g((oo))—]]\é’((g)é = EX]]-EXi)* = Var[X,].

Die héheren Ableitungen vof heil3erKumulantervon Xj;.

(2). Die Ratenfunktion ist die Legendre-Transformation vak:

o) =sup fu(t)  mit  fu(t) = at — AD),

teR

d.h.I(a) ist der negative Achsenabschnitt der (eindeutigen) Tetegeamden Graphen von
A mit Steigunga (wobeil(a) = oo, falls keine solche Tangente existiert).
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Abbildung 8.1: Geometrische Darstellung der Ratenfunkfi@r) als negativer Achsenabschnitt
der eindeutigen Tangente mit Steigun@ot) an die Kumulantenerzeugende Funktion (blau)

Wichtige Eigenschaften der Ratenfunktion sind:

(a) I ist wieder konvex und unterhalbstetig.
(b) I(a) > f,(0)=0 Va € R.

(c) Gilt M(t) < oo auf(—0,0) fur eind > 0, dann istf, € C*>(—=4,6) mit f,(0) =0
und f/(0) = a — m. Also folgt:

I(a) = supf, > 0 Va#m.

Unter der Voraussetzung der letzten Bemerkung (c) ist diemmxptielle Abfallrate strikt posi-
tiv, d.h. es ergibt sich eiexponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeiten groRen&izhungen!
Sind die ZufallsvariablenX; nicht exponentiell integrierbar, dann kann es auch passiatald
I(a) = 0 fUr a # m. Die Wahrscheinlichkeiten groRer Abweichungen falleniesdm Fall lang-
samer als exponentiell ab, denn es gilt auch eine asymgitetisntere Schranke mit derselben
Ratenfunktion/, siehe Sat2? unten.
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Beispiel. Fur konkrete Verteilungen der Zufallsvariabl&kann man die Kumulantenerzeugen-
de FunktionA und die Ratenfunktiod haufig explizit berechnen:

—m)2

(1). Fur normalverteilte ZufallsvariableX; ~ N (m, 0?) gilt I(a) = (“202 ,also
Sn _(a—m 277, .
P{—Za} < e o fur allea > m.
n

Die Ratenfunktion hat eine Nullstelle beim Erwartungswertda die MittelwertS,,/n
gegen diese konvergieren. Jenseits vofallen die Wahrscheinlichkeiten exponentiell ab,
und zwar mit einer Rate die quadratisch wachst.

-2 -1
Abbildung 8.2: Legendre-Transformation der logarithrhesc momentenerzeugenden Funktion
einer.#'(1, 1)-verteilten Zufallsvariable

(2). FurX; ~ Exp()) gilt

Aa — 1 —log(Aa) fura >0
I(a) = .
00 fira <0

In diesem Fall hat die Ratenfunktion eine Nullstelle beim &twngswertl /). Da nicht
positive Werte mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht auftretemat klie Ratenfunktion auf dem
Intervall (—oo, 0] den Wert+oo.
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Abbildung 8.3: Legendre-Transformierte der logarithrhesc momentenerzeugenden Funktion
einerExp(2)-verteilten Zufallsvariable

(3). FurX; ~ Bernoulli(p) erhalt man
I(a) = alog <E) +(1—a)log (1_—@) fura € (0,1).
p

-Pp

1+

\/

Abbildung 8.4: Legendre-Transformation der logarithrhest momentenerzeugenden Funktion
einer Bernoulli1/2)-verteilten Zufallsvariable

WegenI (a) > 2(a — p)? verscharft die Abschatzung aus dem Satz von Chernoff iniiese
Fall die in Satz 26 hergeleitete obere Schranke

P {& > a} < e~ 2a=p)’n fara > p.
n

Wir werden spater sehen, dd(x) sich als relative Entropie der Bernoudi)¢\Verteilung
bzgl. der Bernoulli f)-Verteilung interpretieren Iaf3t.
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Beispiel (Ehrenfestmodell im Gleichgewich). Es befinden sicih = 10?3 Molekule in einem
GefalR. Jedes Molekul sei mit Wahrscheinlich@eih der linken bzw. rechten Halfte. Seiex
(1 < i < n) Bernoulli(})-verteilte unabhangige Zufallsvariablen, wobéi = 1 dafir steht,
daR sich das-te Molekul in der linken Halfte befindet. Der Antedl, /n der Molekule in dieser
Halfte konvergiert nach dem Gesetz der grof3en Zahlen fastisgegeri /2.

Wie groBistp := P[22 > 1 410719]?

1
2

Eine Abschatzung mit deZebysev-Ungleichung liefert:

p < 1020.Var{ﬂ} = 1070 = ——.

n
Durch Anwenden der exponentiellen Abschatzung erhélt ragegen die viel prazisere Aussage

p < 6—2n(10*10)2 — 2000
Eine Abweichung von der GréRBenordnuty ' vom Mittelwert ist alsgoraktisch unmaglich !
Die makroskopische Grof3, /n ist daher de facto deterministisch.

8.3 \Verteilungskonvergenz

Sei S ein metrischer Raum mit BorelscherAlgebraB(.S), zum BeispielS = R oderS = R¢.
Wir wollen nun einen fur den zentralen Grenzwertsatz angssereen Konvergenzbegriff fir die
Verteilungeny,, einer FolgeY,, von Zufallsvariablen mit Werten it¥' einfuhren. Naheliegend
ware es zu definieren, dass eine Folgevon Wahrscheinlichkeitsverteilungen aiff, B(S5))
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilyngonvergiert, wenn[A] = lim u,,[A] fUr jedeMenge

A € B(9) gilt. Ein solcher Konvergenzbegriff erweist sich jedoclfiosbals zu restriktiv, z.B.
wirde eine Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsvientgien in diesem Sinne niemals gegen
eine Normalverteilung konvergieren. Einen angemessar@renzwertbegriff erhalt man durch
Berucksichtigung der Topologie agt

Definition. (1). Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsverteilungine Folge(j.,,)nen
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen &ufmit Borelscher-Algebra)konvergiert schwach
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilynguf S (11, — 1), falls

/f dp, — /f du fur alle stetigen, beschrankteh: S — R gilt.
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(2). Konvergenz in Verteilung von ZufallsvariablerEine Folge(Y,,),.en Von Zufallsvariablen

mit Werten inS konvergiert in Verteilunggegen eine Zufallsvariabl® bzw. gegen die
Verteilung vory’, falls

VerteilundY,) - VerteilundY),

d.h. falls
Elf(Y,)] —  E[f(Y)] fur alle f € C,(9) qilt.

Konvergenz in Verteilung bezeichnet man auf Englisch atsyergence in distribution” oder
,convergence in law.” Entsprechend verwendet man die Kilmzsbweisert, 2y odery,, £
Y, fallsY,, in Verteilung gegery” konvergiert.

Beachte: Die Zufallsvariableny,,,n € N, undY kdnnen bei der Verteilungskonvergeaaf
verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraundefiniert sein!

Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Um den Begriff der schwachen Konvergenz besser zu erfassgmrien wir mit einigen Bemer-
kungen und Beispielen:

Bemerkung. (1). Die hier definierte Form der schwachen Konvergenz eictsmicht der im
funktionalanalytischen Sinn definierten schwachen Kageezr auf dem Vektorraum al-
ler beschrankten signierten Maf3e &6f3(.S)), sondern einer schwaetKonvergenz auf
diesem Raum, siehe z.B.LA: LINEARE FUNKTIONALANALYSIS.

(2). Wir werden in Satz 8|5 zeigen, dass im Fal= R die Folgeyu, genau dann schwach
gegenu konvergiert, wenn fir die Verteilungsfunktionen

F, () — F,(z) fur alle Stetigkeitsstellem von F,
d.h. fur allez € R mit pu[{z}] = 0, gilt.

Neben schwacher Konvergenz betrachtet man haufig u.a. aeidblgenden Konvergenzarten
auf positiven bzw. beschrankten signierten Mal3en:

e Vage Konvergenz:yu,, konvergiert vage gegem, falls

[ram — [ ra

fur alle stetigen Funktionefi mit kompaktem Trager gilt.
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e Konvergenz in Variationsdistanz: y,, konvergiertu in Variationsdistanzfalls

[ rau- [ ran,

Die Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsvduatgjen laf3t sich auch wie folgt dar-

1= pnllrv = 5 sup
f:S—R messbal

mit [f| <1

stellen:

ln—viwv = suplu[A] —v[A]].
AeS

Im diskreten Fall gilt

I =vllv = %Z!u[{w}]—ﬂ{x}ﬂ-

z€S

Diesen Abstandsbegriff haben wir bereits in Abschnitt 2bder Konvergenz ins Gleich-
gewicht von Markovketten verwendet.

Offensichtlich folgt aus der Konvergenz in Variationsdist die schwache Konvergenz, aus der
wiederum die vage Konvergenz folgt:

o = pllv =0 = g =p = p,—p vage

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die unterschieeiickonvergenzbegriffe:

Beispiel. (1). DiracmaRe: Firz,z, € S (n € N) mit z,, — z gilt 6, — 5.

Beweis:

/fddxn = flz,) — flx) = /fdéz fur alle f € Cy(R).
Alternativer Beweis im Falb = R:

Fs, (¢) = Ipoole) "= Ipele) = Fs(c) fur alle ¢ # «x,

d.h. fir alle Stetigkeitsstellen vaf, .

In diesem Beispiel gilt i.A. keine Konvergenz in Variatiowsm, denn||d,, — 0. |rv = 1
fur x,, # x.
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(2). Degeneration/Diracfolge Auf S = R! konvergiert die Folge:, := N (0, %) von Normal-
verteilungen mit degenerierender Varianz schwach gegemaacmaly,, denn mit dem
Satz von Lebesgue folgt fiff € Cj,(R)

[tin - /f(:v)\/;me_;;dx

y:\/ﬁz y 1 7ﬁ
e B — e 2 d
/ I (\/ﬁ) Var o
ebesgue 1 y2
Liebesq (0) / ez dy

-3 —2 -1 1 2 3
Abbildung 8.5: Schwache Konvergenz der Normalverteilumyé0, 1/n) gegen.

(3). Schwache vs. vage KonvergenRie Folgeu, = N(0,n) konvergiert vage gegen das
NullmaB x mit u[A] = 0 fur alle A. In der Tat gilt fur f € C(R) mit f(z) = 0 fur

r ¢ |[-K, K]
2K n—o0

K
1 2
di,| = T) ———e TPy < - su — 0.
[ lf()M < 2wl

Es gilt aber keine schwache Konvergenz, da
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Die Masse wandert in diesem Fall ins Unendliche ab.

| | —_— —f=—— 1 1 — — | |

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 8.6: Konvergenz der Dichten der NormalverteglenN (0, n) gegen die Nullfunktion.

(4).

(5).

Wartezeiten:Die Wartezeit7,, auf den ersten Erfolg bei unabhangigen Ereignissen mit
Erfolgswahrscheinlichkejt € (0, 1) ist geometrisch verteilt:

PT,>k = (1-p)F fur allek € N.

Sei nun eine Intensitat > 0 gegeben. Um kontinuierliche Wartezeiten zu approximigren
betrachten wir unabhéngige Ereignisse, die zu den Zeitpankn, n € N, mit Wahr-
scheinlichkeit\ /n stattfinden. Dann is}gTA/n die Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines
Ereignisses. Fim — oo gilt:

A |nz] o e
(1 — —) 2/ e A Vx> 0.

1
P[—TA >
n n

n o

= P[T&>TLI} =

Also konvergiert die Verteilung vo%TA/n schwach gegen die Exponentialverteilung mit
Parameten. Konvergenz in Variationsdistanz gilt nicht, da die appmuerenden Vertei-
lungen diskret, und die Grenzverteilungen stetig sind.

Diskrete Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilgen: Allgemeiner kénnen wir
eine gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung auf veesigine Arten durch diskrete Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, also Konvexkombinatiomen Diracmalf3en approximieren:

(a) Klassische numerische Approximation:Seip eine absolutstetige Wahrscheinlich-
keitsverteilung aufo, 1] mit Dichtefunktion proportional zy(z), und sei

[y = iwfj@,
i=1
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mit ‘
9(5)

ég(

Dann konvergierf.,, schwach gegen, denn

_ /fdu v f e c(0,1]).

wi) =

S

)

1
n/oo folfg dx
Jo g dx

3=

2 n—1
Abbildung 8.7: Stutzstellen und Gewichte einer deternisiben Approximation vop.

Die Stitzstelleni/n und die Gewichtes! kénnen nattrlich auch auf andere Art
gewahlt werden, z.B. kann die hier verwendete naive Apprakon des Integrals
durch eine andere deterministische Quadraturformelanaetrden.

(b) Monte-Carlo-Approximation : Sei(S, S, i) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.
Sind X, Xs, ... : © — S unabhangige Zufallsvariablen ai$?, .4, P) mit Verteilung
i, dann konvergieren diempirischen Verteilungen

1 n
ATL ) = - 5'(4)
fin(w, ®) ”Zl X, (w)
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P-f.s. schwach gegen, denn furf € C,(S) gilt nach dem starken Gesetz grol3er

Zahlen firP-fast allew
. 1 &
/ Fdin(we) = 3 f(Xw) S Blf(x)) = / f dp
n i—1 T
beschyrénkt

Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen

Im Gegensatz zu anderen Konvergenzbegriffen fur eine Ralgg,cn von Zufallsvariablen be-
zieht sich die Verteilungskonvergenz nur auf die Vertegeim derY,,. Insbesondere kdnnen die
Zufallsvariableny,, und der Grenzwent” alle auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsraumen
definiert sein. Wir untersuchen nun den Zusammenhang derstien Konvergenz der Vertei-
lungen mit anderen Konvergenzarten in dem Fall, d§5% € N) undY reellwertigeZufallsva-
riablen sind, die auf einegemeinsamen Wahrscheinlichkeitsra(ii.4, P) definiert sind.

Satz 8.4.KonvergiertY,, P-fast sicher oder-stochastisch gegeXi, dann konvergierl’,, auch
in Verteilung gegeny’.

Beweis.Sei f € C,(R). KonvergiertY,, fast sicher gegel’, dann konvergiert aucli(Y,,) fast
sicher gegerf(Y). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

E[f(¥n)]  —  EfY)]

KonvergiertY,, nur stochastisch gegén, dann hat jede Teilfolg€Y,,, )xen VON (Y3,),en €ine fast
sicher gegeny” konvergente TeiIfoIgéYnkl )ien- Wie zuvor folgt

Elf(Yn,)l  —  EfY)]

Also hat jede Teilfolge der Folge=[f(Y;,)])nen der Erwartungswerte eine gegélf (Y')] kon-
vergente Teilfolge, d.h. es gilt erneut

Elf(Y2)]  —  E[f(Y)]

Wir beweisen nun eine partielle Umkehrung der Aussage aizé85

Satz 8.5(Skorokhod - Darstellung und Charakterisierung der schwacten Konvergen?.

Seienu,,, p Wahrscheinlichkeitsverteilungen alit, B3(R)) mit Verteilungsfunktionef,, bzw. .
Dann sind aquivalent:
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(1). Die Folge(u,)nen konvergiert schwach gegen
(2). F.(c) — F(c) fur alle Stetigkeitsstelleavon F.
(3). Es existieren Zufallsvariablefd,,, G auf
(€2, A, P) = ((0,1), B((0,1)), Uo1))
mit Verteilungen.,, bzw.u, sodas<s, — G P-fast sicher.

Beweis.,(3) = (1)“ folgt aus Satz 8]4.
.(1) = (2)"“: Furc € R gilt:

Fn(C) = /[(oo’c] d,un und F(C) = /[(OO’C} du. (831)

Seie > 0. Wir definieren stetige Approximationen der Indikatorftiok /_., 4 durch

1 firx <c—¢ 1 firxz <c
fe(x) = 0 furz > ¢ , und ge(x) = 0 firz >c+e¢
=2 furzel(c—e,c et flrz € (c,c+e)
1
9e
Je
|
1 | |
c—e C c+e
Abbildung 8.8: Stetige Approximationen vdp_ . .
Es qgilt
[(—oo,c—e] < fe < [(—oo,c} < g < [(—oo,c—i-e]' (832)

Konvergiertu,, schwach gegen, dann folgt nach{8.311) unfd(8.3.2):
liminf F,,(¢) > liminf/f6 dp, = /f6 du > F(c—e¢), und

limsup F,(¢) < lim sup/gE diy, = /g8 du < F(c+e).
Fure N\, 0 erhalten wir

limsup F,,(¢c) < F(¢) = h{r{l)F(C-i—e’:‘),
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und

liminf F,(¢) > F(¢) = 11{1(1) F(c—e),
falls F' beic stetig ist.

»(2) = (3)“: Furu € (0, 1) betrachten wir die minimalen und maximalerQuantile
G(u) :=inf{z € R| F(z) > u}, und  G(u) :=inf{z € R| F(z) > u}

der Verteilungu, siehe Abschniff414. Entsprechend seigénund G,, die minimalen und maxi-
malenu-Quantile der Verteilung:,,. Analog zum Beweis von Saftz 4]20 zeigt man, ddssnd
G bzw.G,, undG,, unter der Gleichverteilung = U, ;) Zufallsvariablen mit Verteilung bzw.
i, Sind. Wir zeigen nun, dass aus (2) folgt:

Behauptungli,, — G P-fast sicher und,, — G P-fast sicher.

Damit ist dann die Implikation (2 (3)“ bewiesen. Den Beweis der Behauptung fihren wir in
mehreren Schritten durch:

(a) Offensichtlich giltG < G, undG,, < G, fir allen € N.

(b) G = GundG, = G, P-fastsicher, denn:

PG#G] = PG<G = P||J{G<c<G}
ceQ

< Y PHG<\{G<cl] = D (PHG<-P{G<¢}]) = 0.
ccQ €@ _F( —F (o)

(c) Wir zeigen nun:
limsup G,(u) < G(u), und liminf G, (u) > G(u). (8.3.3)
Zum Beweis der ersten aussage genugt es zu zeigen, dass
limsup G,(u) < ¢ fur allec > G(u) mit u[{c}] =0 (8.3.4)

gilt, denn es existieren hochstens abzahlbar vieteit u[{c}] # 0. Firc > G(u) mit
u[{c}] = 0 gilt aber nach Definition voii’ und nach (2):
u < F(e) = lim F,(c),

also existiert eimg € N mit

F.l¢c) > u fur allen > ny. (8.3.5)
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Aus (8.3.5) folgt

Gn(u) <c fur n > ny,
und somit
limsupG,(u) < e

Damit haben wir die erste Aussagein (813.3) bewiesen. DatevAussage zeigt man auf
ahnliche Weise.

(d) Aus (a)-(c) folgtP-fast sicher:

(a) — (0 _— (3) — (9 _
limsupG,, < limsupG,, < G ) G < liminf G,, < liminfG,,,

—~

also
limG, = G und limG, = G.

]

Ein wesentlicher Schritt, um den oben skizzierten BeweisZéegralen Grenzwertsatzes zu ver-
vollstandigen, ist es, zu zeigen, dass die Verteilungerstigrdardisierten Summen von unab-
hangigen, identisch verteilten, quadratintegrierbarefallsvariablen eine schwach konvergente
Teilfolge haben:

Existenz schwach konvergenter Teilfolgen

Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf egrelichenMengeS = {z1,...,z4}
konnen wir als beschrankte FolgeRr auffassen. Daher existiert stets eine konvergente Teéfol
— der Grenzwert ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsviengj auf.S. Fur unendliche Mengef
gilt eine entsprechende Aussage im Allgemeinen nicht. \Bivdisen nun ein Kriterium far die
Existenz schwach konvergenter Teilfolgen fir Folgen vorhk&eheinlichkeitsverteilungen auf
R!. Dazu setzen wir voraus, dass die Masse nicht ins unendiioivandert:

Definition. Eine Folgeu,, € WV (R) heiftstraff (engl. tight), falls zu jedem > 0 einc € (0, c0)
existiert mit
pn([—c,c]) > 1—¢ far alle n € N.

Eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilunggraiso gleichméafig auf Kompakta kon-
zentriert. Die Masse kann daher fiir— oo nicht ins Unendliche abwandern.

Beispiel. Die Folgeu,, = N(m,,c2),m, € R, o, > 0, ist genau dann straff, wenn die Folgen

n

m, undo, der Mittelwerte und Standardabweichungen beschrénkt sind
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Satz 8.6(Helly-Bray). Jede straffe Folge,, € WV (R) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung. (1). Das Kriterium l&sst sich deutlich verallgemeinermé=entsprechende Aus-
sage gilt fur Folgen von Wahrscheinlichkeitsverteilungem beliebigen vollstandigen se-
parablen metrischen Raumen (Satz von Prohorov, sieheBilBigsley: Convergence of
probability measurés Die endlichen Intervallé—c, ¢] in der Definition von Straffheit er-
setzt man in diesem Fall durch kompakte Mengen.

(2). Der RaumiVV (R) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen dufoo, oo] ist sogakompakt
beziiglich der schwachen Topologie, dede Folgep,, € WV (R) hat eine schwach kon-
vergente Teilfolge. Der Beweis verlauft analog zu dem vorz Bad. Es folgt, dass jede
Folge ., € WV(R) eine vag konvergente Teilfolge hat. Der Limes ist jedoch ké&in
Wabhrscheinlichkeitsmal? ali, da die Masse ins unendliche abwandern kann. Allgemei-

ner gilt: IstS kompakt, dann istV'V (.S) kompakt bzgl. der schwachen Konvergenz.
Wir beweisen nun den Satz von Helly-Bray:

Beweis.Seipu, (n € N) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungeh Um die
Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge zu zeigetrabhten wir die Folge der Vertei-
lungsfunktionent;,. Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten:

(1). Es existiert eine TeilfolgéF),, )ren, Sodass,, (z) fur alle z € Q konvergiert:

Zum Beweis verwenden wir ein Diagonalverfahren: 8gir,, ... eine Abzahlung vor@).
Wegen) < F;, < 1 existiert eine Teilfolge F ) )en, fur die F o) (z;1) konvergiert. Ebenso
existiert eine TeiIfoIge(Fn@))keN von (an)zeN, fur die F () ]Eﬂﬁz) konvergiert, usw. Die
Diagonalfolger,,, (z) := %n;k)(x) konverkgiert dann far alllé € Q.

Firz € Q setzenwirF'(x) := limy_., Fy,, (z). Nach (1) existiert der Grenzwert, aulRerdem
ist die FunktionF” : Q — [0, 1]Der Limes existiert nach 1. fir € Q und die Funktion
F : Q — [0, 1] monoton wachsend, da die Funktion&f monoton wachsend sind.

(2). Stetige Fortsetzung vah auf[0, 1]: Firz € R setzen wir
F(z) = nf{F(y) |y € Q.y > x}.
Die folgenden Eigenschaften der Funktigrprift man leicht nach:

(a) Die FunktionF' ist rechtsstetig, monoton wachsend, und esigift F* < 1.

(b) F,, (z) — F(z)furallexz € R, an denert’ stetig ist.
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(3). Aus (a)folgt, dass durch
wl(a,b]] := F(b) — F(a), —o0o < a<b< oo,
ein positives Mal3 auR definiert wird mit

pIR] = lim pf(=c, ] €[0,1].

Wir zeigen nun, dass eineWahrscheinlichkeitsverteilurapfR ist, falls die Folg€ 11,,) nen
straffist. Es gilt namlich:

ul(~c.d] = F(e) = F(~¢) = lim (F,(¢) = Fu(~0)) = Jim p[(~c.c]] (8.3.6)

k—oo
fur fast allec. Aus der Straffheit vor{y, ),en folgt, dass zu jedem > 0 einc(e) € R
existiert mit
pn[(—c, )] >1—¢ fur alle &.

Aus (8.3.6) folgt danmu[(—c, c]] > 1 — ¢, falls ¢ gro3 genug ist, und damit figr\, 0:

u[R] > 1, also p(R)=1.

(4). Aus (b) folgt nun nach Salz 8.5, dass die Fdlge, )ren SChwach gegep konvergiert.

O

Schwache Konvergenz Gber charakteristische Funktionen

Unter Verwendung der Existenz schwach konvergenter Tgédfoeiner straffen Folge von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zeigen wir nun, dass ein@é&eobn Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen aufR genau dann schwach konvergiert, wenn die charakterigitsElanktionen gegen eine
Grenzfunktion konvergieren, die b@éstetig ist:

Satz 8.7(Stetigkeitssatz, Konvergenzsatz von LéVy Seien(u,).cn Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen aufR, B(R)) mit charakteristischen Funktionen

o) = [ e nan).
Dann gilt:

(1). Konvergiertyu,, schwach gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilungann konvergieren
auch die charakteristischen Funktionen:

ou(t) — o) = /eit"” w(dz) fur alle ¢ € R.
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(2). Konvergiert umgekehtt, (¢) fur alle ¢ € R gegen einen Limeg(t), und ist¢ stetig bei
t = 0, dann ist¢ die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichdegtteilungy,
und 1, konvergiert schwach gegen

Bemerkung. (1). Die Stetigkeit vonp bei 0 ist wesentlich. Zum Beispiel ist die Folgg, =
N(0,n) nicht schwach konvergent, aber die charakteristischerktiuren konvergieren
punktweise:

0 fallst+#0

2 nloo
Pn(t) = e 2 13 ‘
1 fallst=0
(2). Eine Aussage wie im Satz gilt auch fiir Wahrscheinlidtskerteilungen auR?. Hier defi-

niert man die charakteristische Funktion R? — C durch
o) = / ¢ u(dr),  teR-
R4

Beweis.Der erste Teil der Aussage folgt unmittelbar atl§ = cos(tx) + isin(tz), denn
Kosinus und Sinus sind beschrankte stetige Funktionen.

Der Beweis des zweiten Teils der Aussage erfolgt nun in mehr8&chritten. wir nehmen an,
dass die charakteristischen Funktiongrit) punktweise gegen eine beéstetige Grenzfunktion
¢(t) konvergieren.

(1). Relative Kompaktheit: Jede Teilfolge vgn,)..n hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Dies ist der zentrale Schrittim Beweis. Nach dem Satz vony/lhy gentigt es zu zeigen,
dassu, (n € N) unter den Voraussetzungen straff ist. Dazu schatzen widierschein-
lichkeiten ., (|z| > ¢) mithilfe der charakteristischen Funktionen ab. Da die Fiomk
flu) =1 — 2% fir u # 0 strikt positiv ist mit lim f(u) = 1, existiert eine Konstante

|u|—o0
a > 0mit f(u) > afur alle |u| > 1. Damit erhalten wir fie > 0:
1 1 sinex
n > = = " cR >1H < = 1-— a(d
o |1l = olte e Rl 2 )< ) [ (1-2250)

:é jE 1—cos(zt)dt
(8.3.7)
ubini c n /oo 1 €
e L0 Reg,(0))dt 3 . [ (1 - Re(o(t))t.

2a€ e Lebesgue 2&8 —e

Sei nund > 0 vorgegeben. Ist hinreichend klein, dann gilt wegen der vorausgesetzten
Steitigkeit vong bei 0:

1-Reo()| = [Re6(0) o) < o frallete [z
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Also kdnnen wir die rechte Seite vdn (8.3.7) dutgl abschatzen, und somit existiert ein
ng € N mit

1
LLn {m > gl < 4 fur allen > ny. (8.3.8)

Diese Aussage gilt nattirlich auch, falls winoch kleiner wahlen. Zudem gi[f(8.3.8) auch
fur allen < ny, falls ¢ klein genug ist. Also isti,, (n € N) straff.

(2). Der Grenzwerfederschwach konvergenten Teilfolge @R, .cn hat die charakteristische
Funktion.

Zum beweis sef,, )ren €ine Teilfolge von(i, ),.en und i eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung mity,,, — u. Dann gilt nach dem ersten Teil der Aussage des Satzes:

Su(t) = lm o (t) = o) fur alle t € R.

(3). Schwache Konvergenz vom, ),cn.

Nach dem Inversionssatz existiert hdchstens eine Walirgichéeitsverteilung: mit cha-
rakteristischer Funktiop. Also konvergieren nach (2) alle schwach konvergenteridleil
gen von(u,).en gegen denselben Limes Hieraus folgt aber, zusammen mit (1), dass
(n)nen SChwach gegem konvergiert. Furf € C,(S) hat nadmlich jede Teilfolge von
| f du., eine gegery f du konvergente Teilfolge, also giff f du, — [ f du.

8.4 Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir kénnen nun den in Abschnitt 8.2 skizzierten Beweis degratan Grenzwertsatzes (engl.
Central Limit Theoremvervollstandigen. Wir zeigen zunachst, dass ein zemttalenzwertsatz
fur Summen beliebiger, unabhangiger, identisch vertedigallsvariablen mit endlicher Vari-
anz gilt. Diese Aussage wurde zuerst 1900 von Lyapunov lsenieder damit den Satz von de
Moivre/Laplace (1733) deutlich verallgemeinern konnten Ende dieses Abschnitts beweisen
wir eine noch allgemeinere Version des Zentralen Grenaates, die auf Lindeberg und Feller
zurtckgeht.
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Zentraler Grenzwertsatz fur Summen von i.i.d. Zufallsvariablen

Satz 8.8(Zentraler Grenzwertsatz — 1. Version). SeienX;, X,, ... € £2(Q, A, P) unabhéan-
gige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Variamzund sei

S, = Xi+..+X,.

Dann konvergieren die Verteilungen der standardisiertem@en

A__&—Em]:l_” o ‘
&z—-—jﬁf— JEZ;@% E[X)])

schwach gegevV (0, o2).

Bemerkung. (1). Alternativ kann man die standardisierten Summen auf¥a 1 normieren,

und erhalt
S, — E[S,] D
—

RERV

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Z

Y

(2). Die Voraussetzung; € £2(Q, A, P) ist wesentlich. Bei unendlicher Varianz d&f kon-
nen sich andere Grenzverteilungen fur die geeignet reieotem Summeng”b‘T“" (a, €
R,b, > 0) ergeben. Als Grenzverteilungen kdnnen i.A. die sogenansti&bilen Vertei-
lungen auftreten, siehe dazu z.B. Saiz B.12 unten.

(3). Im Fall 0> = 0 gilt die Aussage auch. Hierbei interpretieren wir das Dira84,, als
degenerierte Normalverteilung(m, 0).

Wir beweisen nun den Zentralen Grenzwertsatz in der oblemistien Form:

Beweis.O.B.d.A. seiF'[X;| = 0, ansonsten betrachten wir die zentrierten Zufallsvagiahl; :=

X, — E[X;]. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy genugt es zu zeigen, adasBatakteristischen
Funktionen der standardisierten SumnﬁA?grpunktweise gegen die charakteristische Funktion der
NormalverteilungV (0, %) konvergieren, d.h.

02t2

bg (1) — o2 (t) = e 2

VteR. (8.4.1)

Da die ZufallsvariablerX; unabhéngig, identisch verteilt und zentriert sind, gittffi€ R:

w0 " () (e ()
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Aus X; € £*folgt ¢x, € C*(R), und

2 2 t’o” 2
EX{]+o(t") = 1_T+O(t ),

it)?

ox,(t) = E["] = 1+itE[X1]+(2

wobeio flir eine Funktior : Rt — C mit lim, g @l — ( steht. Damit erhalten wir:

£

i = (1207 o(2))

t2o'2

Wir vermuten, dass dieser Ausdruck filr— oo gegene™ = strebt.

Dies kann man beweisen, indem man den Logarthmus nimmt, iendaylorapproximation
log(1 + w) = w + o(|w|) verwendet. Da die charakteristische Funktion komplexgést, muss
dazu allerdings der Hauptzweig der komplexen Logarithomigion verwendeet werden.

Wir zeigen stattdessen die Konvergenz ohne Verwendung wssagen aus der Funktionentheo-
rie: FUr komplexe Zahlen;, w; € C mit |z;], |w;| < 1 gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
IERIE
i=1 i=1

= |(z1 —w1)zaz3 2z +wi(20 —wo)z324 - Zp + Wy Wy (2 — wy)|

n
< Z |zi — w.
i=1

Damit erhalten wir:

t20? t20? 2\\" 202\ "
s -ew (S5 )| = (-5 +o(5)) —ew (-57)
t20? t? t20?
< n|l-—+o(— | —exp|—7—)].
2n n 2n

Da die rechte Seite fiit — oo geger) konvergiert, folgt[(8.411) und damit die Behauptung.

Beispiel. (1). Sind X, X5, ... unabhangig mitP[X; = 1] = pund P[X; = 0] = 1 — p,
dann istS,, = > X, Binomialverteilt mit Parametern undp. Die Aussage des Zentralen

Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von dersfaaplace.

(2). Sind die ZufallsvariableX; unabh&ngig und Poissonverteilt mit Paramater 0, dann ist
S, = > X, Poissonverteilt mit Parameten. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem

Fall eine Normalapproximation fiir Poissonverteilungengnoer Intensitat (Ubung).

(3). SindX,, X5, ... unabhangigeN (m, 0?)-verteilte Zufallsvariablen, dann gilt
5§ - Xi+Xo+.. . +X,—nm ~  N(0,0%)
vn

fur allen € N (und nicht nur asymptotisch!).
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Warum tritt die Normalverteilung im Limes auf?  Wie schon im letzten Beispiel bemerkt,
gilt
Xi+...+ X,
LT N(0,02),
NLD

die zentrierten Normalverteilungen sind also ,invariamtiter derReskalierungstransformation

X; ~ N(0,0°) unabhangig =

aus dem zentralen Grenzwertsatz. Man kann sich leichtiplelusachen, dass eine Grenzvertei-
lung der standardisierten Summen unabhangiger quadgtietbarer Zufallsvariablen eine ent-
sprechende Invarianzeigneschaft haben muss. Tatsashiididie zentrierten Normalverteilun-

gen die einzigen nichtdegenerierten Wahrscheinlichkeitsilungen mit dieser Invarianz. Aus

dem Zentralen Grenzwertsatz folgt sogar:

Korollar 8.9. Seiy eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aimit [ 224(dz) < co. Gilt

X+Y
V2

X, >~ punabhangig = ~ I, (8.4.2)

dann isty eine zentrierte Normalverteilung.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzyngf;.(dz) < oo — der Beweis ist
aber aufwandiger, siehe z.BRBIMAN: PROBABILITY.

Beweis.Seien X, X, ... unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg Aus der Vorausset-
zung [8.4.2) folgtE | X;] = [ zu(dx) = 0 fur allei € N, und durch Induktion:

(X1 +... 4+ X,)
NG

Wegen [ 2?u(dx) < oo sind dieX; quadratintegrierbar. Durch Anwednen des zentralen Grenz-

~ U furn =2" ke N.

wertsatzes auf die standardisierten Summen folgt, dasise zentrierte Normalverteilung ist.
O

Normalapproximationen

Die Normalverteilungsasymptotik der standardisiertemen wird haufig verwendet, um Wahr-
scheinlichkeiten ndherungsweise zu berechnen. Wir bgazunachst ein typisches Beispiel:

Beispiel (Versicherungsgesellschaft mitn Vertragen). Eine Versicherungsgesellschaft habe
mit n Kunden Vertrage abgeschlossen. Beim Eintreten des Scladidefit Vertragi muss die
LeistungX; > 0 gezahlt werden. Wir nehmen an, dass gilt:

X; € £*iid. mit E[X;]=m, Var[X;] = o>
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Die Pramie pro Vertrag betradé = m + \o?, wobeim die erwartete Leistung ist unkb? mit
A > 0 einem Risikozuschlag entspricht. Die Einnahmen nach eieép&riode betragen dann
n - 11, die Ausgabery,, = X; + ... + X,,. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ruinereignisses

S, >k + nll,

berechnen, wobet das Anfangskapital bezeichnet. Hierbei nehmen wir imipémi, dass nicht
verzinst wird, und die Abrechnung nur am Schlul3 einer Zeitple erfolgt. Wenn die standardi-
sierten Schadenssummen mithilfe der ZGS-Naherung apprestiwverden, ergibt sich:

P[Ruin| = P[S, >k +nll] = P[S, — E[S,] > k +n\o?|

S, — E[S.)]  k
_p
e e
2
~ P Z>m+/\(7\/ﬁ:|,

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Derséuck auf der rechten Seite
geht firn — oo gegen0. Eine grol3e Anzahl von Vertragen sollte also eine kleine wakn-
scheinlichkeit implizieren. Fim = 2000, o = 60 und A = 0, 05% ergibt sich beispielsweise:

k=0 : P[Ruin =~ 9%,
k=1500 : P[Ruin =~ 3%.
Nach einer solchen Uberschlagsrechnung sollte man dasmredete Modell und die Approxi-

mationsschritte einer kritischen Analyse untersucheruriserem Fall stellen sich unmittelbar
mehrere Fragen:

(1). Wir haben die ZGS-N&herung verwendet, obwohl die atdtrden Schranken fur die stan-
dardisierten Summen vonabhéngen. Ist das in diesem Fall zulassig?

(2). Ist die Quadratintegrierbarkeit d&t; eine sinnvolle Modellannahme, und was ergibt sich
andernfalls?

(3). In einem realistischen Modell kann man nicht davon ahsg, dass di&; identisch ver-
teilt sind. Gilt trotzdem ein Zentraler Grenzwertsatz?

(4). Ist die Unabhangigkeitsannahme gerechtfertigt?

Wir werden nun auf die ersten drei Fragen naher eingehenfdgesnde Beispiel zeigt, dass
man in der Tat vorsichtig sein sollte, wenn man voabhangige Quantile von standardisierten
Summen durch entsprechende Quantile von Normalvertesluegsetzt:
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Beispiel (Eine zu naive ZGS-Approximation). SeienX;,: € N, unabhangige, identisch ver-
teilte Zufallsvariablen mit£[X;] = 0 und Var[X;] = 1, und seia > 0. Mit einer ZGS-
Approximation erhalten wir fir grof3e

1 & 1 <«

— X, >2a|l = P|— X; > avn

1 0 g2

— e zdx

V2T /M/ﬁ
1 & 2

_ —ay/iy—4 _

= e 2 . e 2 d T =ayn-+
7#/0 y Vi +y)

TLCLQ ]_ > 22
= e 2 - e Y m dz z=n
V2mn /o ( \/_y)
1 < na2>
. eXp _——_—

V2man 2

Dies ist abenicht die korrekte Asymptotik fiin — oo. Auf der exponentiellen Skala gilt nAm-
lich

P

Q

~J

P
=1

wobei /(a) die Ratenfunktion aus dem Satz von Chernoff ist. Diese ist ilgefheinen von
na? /2 verschieden. Die ZGS-Approximation ist hier nicht anwearddaa/n vonn abhangt!

%ZXZ' > a] ~ exp (—nl(a)),

Dass die Naherung aus dem Beispiel oben trotzdem recht dttdarert, wenn die Zufallsvaria-
blen X; dritte Momente haben garantiert die folgerdleschatzung der Konvergenzgeschwin-
digkeit im Zentralen Grenzwertsatz:

Satz 8.10(Berry-Esséer). SeienX; € £3 i.i.d. ZufallsvariablenZ ~ N (0, 1), und seien

F.(x) = P Sn;—\/Eﬁ[Sn]Sx,
o(x) = P[Z < xl.

Dann gilt folgende Abschatzung:

_ Bz 3- B[ Xy — E[X,]°]
ilelgan(:v) ()] < N :

Den Beweis dieser Aussage findet man etwa im BRidbability Theory von R. Durrett (4.10).
Fur die Normalapproximation der Binomialverteilusn(n, p) ergibt sich beispielsweise
3. E[IX, — B[X\]]") _ 3-((1—p)*+77)
osv/n np(1—p)
Furp — 0 oderp — 1 divergiert die rechte Seite. Wir erhalten also mdglicheseiesinen
hohen Approximationsfehler fiir nahe0 oder1. In diesen Fallen empfiehlt sich in der Tat die

Verwendung der Poisson-Approximation anstelle des zlemii@renzwertsatzes.
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Heavy Tails, Konvergenz gegem-stabile Verteilungen

Als néchstes betrachten wir ein Beispiel, welches zeigt desVoraussetzung der Quadratinte-
grierbarkeit der Zufallsvariablen essentiell fir den ealehh Grenzwertsatz ist:

Seiena € (1,2),r € (0,00), und seienX;, Xs,... : © — R unabhangige identisch verteilte
absolutstetige Zufallsvariablen, deren Dichtefunktion
fx, () = J|az|77! far alle |z| > r

erfullt. Da die Dichte flrz| — oo nur langsam abféllt, sind die Zufallsvariablen nicht qaadr
tintegrierbar; sie sind aber intergrierbar. Daher ergith ®in anderes asymptotisches Verhalten
der charakteristischen Funktionen fi 0 :

Lemma 8.11. Fir ¢t — 0 gilt
ox,(t) = 1+imt—c[t|* + O#?)

mitm = E[X;Jundc = [(1 — cosu)|u|~* ! du € (0, c0).
R

Beweis. Seit # 0. Wegene™ — 1 — iu = O(u?) undcosu — 1 = O(u?) erhalten wir

o

ox,(t) —1—imt = /(em — 1 —dtz)f(x) dx

—00
o0

= /(ei”—l—iu)f(%>|%|du

tr
1 .
= i /(e“‘ —1—iu)f <%> du + [t*] / (cosu — 1)|u|~* " du
—~tr [—tr,tr]C

= —c|t|* + O(+?).

Fir die zentrierten Summe#), = > (X; — m) folgt

=1

s, (t) = (L—clt|*+0)".

Um Konvergenz der charakteristischen Funktionen zu eshalhiissen witX,, nun mitn =/«
stattn—1/2 reskalieren:

¢n—1/aSn (t) = QSS"(n—l/Oét) — (1 o C|t|an—1 + O(n_Q/a))n
- exp(—c’t‘a) fur n — oc.

Nach dem Konvergenzsatz von Lévy folgt:
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Satz 8.12.Fur n — oo gilt

“1/a D
n VS, S e

wobeiz, ., die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakteristiscRunktion

Pealt) = exp(—clt|”)
ist.

Definition. Seienw € (0, 2] undm € R. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit charakteristi
scher Funktion
¢(t) = exp(imt — c|t|a),

¢ € (0,00) heillensymmetrischex-stabile Verteilungermit Mittelwertm.

Die Dichten dera-stabilen Verteilungen sind flir # 1, 2 nicht explizit berechnbar, fallen aber
fir |x| — oo wie |z|~*~! ab. Flra = 1 erhalt man die Cauchyverteilungen, fiir= 2 die Nor-
malverteilungen. Safz 8.112 ist ein Spezialfall eines aflgmeren Grenzwertsatzes fir Summen
von zufallsvariablen mit polynomiellen Tails, siehe z.BRBMAN, THEOREM 9.34.

Der Satz von Lindeberg-Feller

Wir wollen nun die Annahme fallenlassen, dass die Summanigadentisch verteilt sind, und
zeigen, dass trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz gilt. Se

Sy = Yo 4Vt +Y,, mit Y,,; € £*(Q, A, P).

Die Zufallsvariablert’,, ; konnen etwa kleine Stérungen oder MeR3fehler beschreilstne® wir

X; — E[X]]
- Wn

so erhalten wir das Setup von oben.

| mit X; € £? unabh&ngig (8.4.3)

Satz 8.13(ZGS von Lindeberg-Feller). Seio € (0, c0). Es gelte:

(i) Y., (1 <i<mn)sind unabhéngig fur jedes € N mit E[Y,,;] = 0,

-~ nloo 9

(i) Var[S,] =>"1", Varly,,| — o2,
(i) Ve =30, E[Y2: Vi > ] X350 Ve>o0.

n,’

Dann konvergiert die Verteilung vas), schwach gegeV (0, a?).
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Der Satz ziegt, dass die Summe vieler kleiner unabhéangitfeurgyen unter geeigneten Vor-
aussetzungen ungefahr normalverteilt ist. Dies reclgtdsts zu einem gewissen Grad, dass die
ZufallsgroRen mit unbekannter Verteilung, die durch Ubgerung vieler kleiner Effekte entste-
hen, haufig durch normalverteilte Zufallsvariablen madeiwerden.

Bemerkung. (1). Der Zentrale Grenzwertsatz von oben ist ein Speziaatd X, ¢ £ i.i.d.
Zufallsvariablen mitF'[X;] = m undVar[X;] = ¢, und definieren wit;, ; wie in (8.4.3),

dann gilt:

5 1 ¢ )

Var[S,] = EZV&I[XZ-] = Var[X;] = % fur allen € N,
und, fure > 0
n 1 n
ne = E Y2 Yol > = = E[X;—m|}|X;—m|>
e = D B[¥i Yl > o w2 ElXemmls| X, —m| > =i
= E[|X1 %1Xi—m|>evn] — 0 furn — oo,

da X; quadratintegrierbar ist.

(2). Die Bedingung (iii) ist insbesondere erfllt, wenn
> E[Y,P] == 0 fureinp > 2 gilt,

denn fire > 0 ist E[Y;2;;

n,t)

Yol 2 €] <277 E[]Y,,].

Wir beweisen nun den Satz von Lindeberg-Feller: Der Bewesseblawieder auf einer Analyse
der Asymptotik der charakteristischen Funktionen. dazgezewir zun&achst einige asymptoti-
sche Abschatzungen:

Beweis. (a) VorlUberlegungen:Seit € R fest.

(I) Taylorapproximation fur ¢, ;(t) := E[e"]:
Aus den verschiedenen Abschéatzungen des Taylorrestglibd#t man
i : x? : (=P,
6$:1+ZZL’—E+R(I) mit  |R(z)| < min ) (8.4.4)
Damit ergibt sich
2 t2 2

t n,t
Gni(t) = 1+itE[Yn7Z~]—EE[in]+E[R(tYn,i)] = 1- 2’ + Ry,
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wobei fur R,,; := E[R(tY, ;)] die Abschatzung
|Rni| < FE [min <|thl| Y2, >] (8.4.5)

gilt.
(I) Wir zeigen)""" | |R,:| — 0 flr n — oo:
Fure > 0 gilt nach [8.4.5):

1
|R,i| < a E [[tYo*; |Yail < €] + Bt % [Vl > €]

Mit E [[tY,,,]3; [V <e] < [tPe- o2, erhalten wir

t
z|Rm|<" S0t
=1
und somit nach Voraussetzung (ii) und (iii)
2|t|3

lim sup Z |Ri| < ——

n—od 6

Die Behauptung folgt fig — 0.

(1) Wir zeigensup, ;< 02, — 0 flr n — oo:

Fire > 0undl <i < nqgilt

n,i [ nz7|YnZ|<€]+E[ nz7|YnZ|>€] < 52"’771,&

Wegernyy,, . — 0 flr n — oo ergibt sich
limsup sup o2, < &2
n—oo 1<i<n ’

Die Behauptung folgt wieder fiir — 0.

(b) Hauptteil des Beweises: Zu zeigen ist

= t?o?
g - 8.4.6
b5, (1) H = exp( . ) (8.4.6)

die Aussage folgt dann aus dem Konvergenzsatz von Lévy.

Wir zeigen:
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n n t20.2 )
ni(t) — 1 - —= = 0, und 8.4.7
H¢ i(t) H( 5 ) (8:4.7)
n t202 . 1252
[I(1-55) =5 (8.4.8)

Daraus folgt((8.4]6), und damit die Behauptung.

Beweis von[(8.417)Wie oben gezeigt, gilt fUe;, w; € C mit |z, |w;| < 1:

n
< Z |zi — wy.
i=1

Zudem gilt|$,,;(t)] < 1, und nach der 3. Voruiberlegung existiert eine N mit

n

n
1=1 1=1

t2 24
- ‘;’” €(0,1)  furallen >nyundl <i<n. (8.4.9)

Damit erhalten wir fim > nyg:

froo (-5 - 5

i=1 i=1

1202

Pni(t) — (1 - Qm)’ = > |Ruil
i=1
Die rechte Seite konvergiert nach der 2. Voriiberlegungmyége

Beweis von(8.418\Wegen [(8.4.9) erhalten wir

n t202 n t202
1 1_ n,z — 1 1_ n,z
o (TT(1-75)) = Sowe(1- )

wobei|R,, ;| < C - (t?02

n,t

)2 mit C' € (0, 00). Die rechte Seite konvergiert nach Vorausset-
zung (ii) furn — oo gegen—£2-, denn
i1 1<i<n

n n n
Z R, < Ct*- Z crfm» < ot Z afm - sup 0721,1. — 0
i=1 i=1

nach der 3. Voruberlegung.
O
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Bemerkung (Zentrale Grenzwertsatze fir Summen abhéangiger Zufallsvaridlen). In allen
Fallen haben wir bisher angenommen, dass die Zufallsuana®l; unabhéngig sind. Tatséach-
lich hat man zentrale Grenzwertséatze auch fir viele groRddiftdassen mit Abhangigkeit ge-
zeigt, beispielsweise fur Martingale, additive Funktienaon Markovketten, Skalierungslimiten
von Teilchensystemen, unterschiedliche Folgen von Paeasahatzern in der Statistik, usw. Wir
werden darauf in weiterfuhrenden Vorlesungen zuriickkomme
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Kapitel 9

Multivariate Verteilungen und statistische
Anwendungen

9.1 Mehrstufige Modelle

Seien(S;,S;),1 < i < n, melRbare Raume. Wir wollen allgemeine Wahrscheinlichkeiteir
lungen auf dem Produktrauffy x ... x S,, konstruieren und effektiv beschreiben. In Analogie zu
diskreten, mehrstufigen Modellen versuchen wir diese irFdem

P(dxy...dx,) = p(dxy)p(xy, dxs)p((x1, ), dxs) - - - p((21, ..., To1), dy)

darzustellen.

Stochastische Kerne und der Satz von Fubini

Wir betrachten zunachst den Fall= 2, der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Iteration der
Konstruktion. Seien alsgS, S) und (7', .7 ) messbare Raume und sei

Q:=S5SxT und A:=8S®.7 die produkts-Algebra
Unser Ziel ist die Konstruktion einer Wahrscheinlichke#teilung auf(€2, .A) vom Typ
P(dzdy) = p(dz)p(z, dy).
Definition. Eine Abbildung
p:Sx7 —101],  (z,0)—p(zC),
heiRtstochastischer Kerrfoder Ubergangswahrscheinlichkejit wenn gilt:
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(i) p(x,e)istflrjedesr € S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gaf, .7 ),

(i) p(e,C)istfurjedesC' € .7 eine meRRbare Funktion a@f, S).

Bemerkung (Diskreter Spezialfall). Sind.S und 7" abzéhlbar mitS = £(S), 7 = 2(71),
dann istp eindeutig festgelegt durch die Matrix mit Komponenten

plz,y) = plr,{y}) (xeS,yeT)
Dap ein stochastischer Kern ist, istz, y) (x € S,y € T') einestochastische Matrix

Der folgende Satz zeigt im allgemeinen Fall die Existenegizweistufigen Modells mji als
Verteilung der ersten Komponente, upd:, e) als bedingte Verteilung der zweiten Komponente
gegeben den Wert der ersten Komponente. Der Satz zeigt zudem, dass Erwartentg im
mehrstufigen Modell durch Hintereinanderausfihren voedralen berechnet werden kdnnen.

Satz 9.1(Fubini). Seiu(dz) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf, S) undp(x, dy) ein sto-
chastischer Kern vo(S, §) nach(7', 7). Dann existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsver-
teilungp ® p auf (€2, A) mit

(n®p)[Bx C]= / w(dx) p(z, C) firalleBe S, Ce 7. (9.1.2)
B

Fur diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:

/f dlp®p) = / (/ f(z,y) p(:l:,dy)) p(dr) fur alle A-messbarerf : Q@ — R,..
(9.1.2)

Beweis. (1). Eindeutigkeit:Das MengensysteriB x C' | B € S, C € 7} ist ein durch-
schnittsstabiler Erzeuger der ProdukiAlgebra.A. Also ist die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1 ® v durch [9.1.1) eindeutig festgelegt.

(2). ExistenzWir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilungzv Uber [9.1.R) mitf = [4, A €
A, definieren. Dazu mussen wir Uberprifen, ob die rechte Bedresem Fall definiert ist
(d.h. ob die Integranden messbar sind), und ob

wenil = [ ( [ 1t p(x,dw) ()

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ait, .A) definiert.

Fir Produktmenged = Bx C (B € §,C € .7) istdie Funktion: — [ I4(z, y)p(z, dy)
nach Definition des stochastischen Kerns messbar. Da digéheh ¢ A, fur die diese
Funktion messbar ist, ein Dynkinsystem bilden, folgt diesBtearkeit fr alled € A.
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1 ® p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn einerdeitst

oo = e p)ls < 71 = [ ( [ 1o tpedn) ) o) = pfs] =1

aus [, p(z,dy) = p(xz,T) = 1; andererseits gilt fur disjunkte Mengeh (i € N)

Iya, = ZIA“

woraus unter zweimaliger Anwendung des Satzes von der mmoeotKonvergenz folgt:

LZJAZ' - /(/;fm(x,y)p(x,dy)> p(dz)

= Z/ (/IAi(af,y) p(z, dy)) pu(dx)
= ) (n@p)A]

7

(1 ®p)

Durch mal3theoretische Induktion zeigt man nun, dass diedthainlichkeitsverteilung

1 ® pauch [[9.1.R) erflllt.
O

Als nachstes wollen wir di®Randverteilungen des gerade konstruierten zweistufigen Modells
berechnen. Sei alsB := i ® p, und seien

X: SxT —- § ,Y: SxT — T
(z.y) — = (z.y) = y

Y

die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente. Wegen 7') = 1 gilt:
PIX € B] = P[B x T] = / j(dz) p(x,T) = p[B] YV BES,
B

also ist die Verteilung® o X ! der ersten Komponente gleigh Fir die Verteilung der zweiten
Komponente erhalten wir

P[YEC’]:P[SXC]:/u(d:c)p(x,C) vCe .

S

Definition. Die durch

wp)lC) = / w(dz) p(z,C),  Cind,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung &it .7) heiRtMischungder Wahrscheinlichkeitsver-
teilungenp(x, ) beztglichu.
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Wie gerade gezeigt, istp = P o Y ! die Verteilung der zweiten Komponente im zweistufigen
Modell.

Bemerkung. Sind S und T abzahlbar, dann sind ® p und pp die schon in Abschnift 213 be-
trachteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Gewaoht

(n@p)(z,y) = px)plr,y),
(wp)(y) = Y ulx) p(,y).

€S
Die Massenfunktionen vop ® p und up sind also das Tensor- bzw. Matrixprodukt des Zeilen-
vektorsy und der stochastischen Matpix

Wichtige Spezialfalle

ProduktmaRe: Istp(x,e) = v eine feste (vorr unabhéngige) Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf (7, .7), dann istu ® p das Produki: ® v der Wahrscheinlichkeitsverteilunggrund . Der
Satz von Fubini liefert also die Existenz des Produktmaikes die schon mehrfach verwendete
Berechnungsformel

Jraweny = [ ([ s vian) ua 0.1.3)

fur die Integrale nicht-negativer oder integrierbarer si@ser Funktionen bzgl. des Produktma-
Res. Die Integrationsreihenfolge kann man in diesem Fathuschen, denn wegen

(n@Vv)[BxC] = u[Bv|[C] firalle Be S, C e I (9.1.4)

gilt (v®p)o R = pu® v, wobeiR(z,y) = (y, z), und damit nach dem Transformationssatz:

([ s utan)vian ™ [ ror e

= /fd(u®1/)

(] s i) utan)

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments erhalterzwdem:

Korollar 9.2. Seien(S;, S, 11;) Wahrscheinlichkeitsraumél < ¢ < n). Dann existiert eine
eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilupg® ... ® u, auf(S; x ... x S, 81 ® ... ® S,,) mit:

(t1 @ ... ® pn) [Br X ... x By = [ il Bi] firalleB; € S; (1<i<n).
=1
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Fir alle produktmessbaren Funktiongn S; x ... x S, — [0, 00) gilt:

/f d(u1®...®un):/... (/f(ml,...,xn)un(dxn)) n(dzy),

wobei die Integration auch in beliebiger anderer Reihendagisgefihrt werden kann.

Beweis.Die Existenz folgt durch wiederholte Anwendung des SatoesRubini, die Eindeutig-
keit aus dem Eindeutigkeitssatz. Dass die Integrationergolge vertauscht werden kann, zeigt
man ahnlich wie im oben betrachteten Fah-= 2. n

Deterministische Kopplung:  Gilt p(x, ®) = d(,) flr eine messbare Funktigh: S — 7', dann
folgt (1 ® p)[{(x,y) |y = f(x)}] = 1. Die zweite Komponente ist also durch die erste Kompo-
nente mit Wahrscheinlichkelt eindeutig festgelegt. Die Verteilung der zweiten Kompdaest

in diesem Fall das Bild vop unter f:

pp =po f.

Ubergangskerne von Markovschen Ketten: Gilt S = 7', dann kénnen wip(x, dy) als Uber-
gangswahrscheinlichkeit (Bewegungsgesetz) einer Magttekuf( S, S) auffassen. In Analogie
zum diskreten Fall definieren wir:

Definition. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S,S) heif3t Gleichgewicht (stationare
oder auch invariante Verteilungyonp, falls up = u gilt, d.h. falls

/u(dm)p(x, B) = u[B| faralle B € S.

Beispiel (Autoregressiver Prozess Der AR(1)-Prozess mit Parameterm € R ist eine Mar-
kovkette mit Ubergangskerp(z, o) = N(ax,<?). Die NormalverteilungV (0, %) ist far
a € (0,1) ein Gleichgewicht. Fle > 1 existiert kein Gleichgewicht.

Bedingte Dichten und Bayessche Formel

Wir betrachten nun Situationen mit nichttrivialer Abh&gkgit zwischen den Komponenten im
kontinuierlichen Fall. SeietX : 2 — R” undY : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraunt(2, A, P), deren gemeinsame Verteilung absolutstetig ist mit Dighte,
d.h.

Pz e B)Y e C] = //fx,y(m,y) dy dx fur alle B € B(R"),C € B(R™).

B C
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=
=

s00 | 1000

Abbildung 9.1: Simulation einer Trajektorie eines AR(1pBesses mit Parametetn= 0.8 und
e? = 1.5.

Nach dem Satz von Fubini sind dann auch die VerteilungenWondY” absolutstetig mit dichten

fx(x) = /fX,Y(l’,y)dy

und

fr(z) = /fX,Y(x,y) dz.

Obwohl bedingte Wahrscheinlichkeiten gegebénr= y nicht im herkdmmlichen Sinn definiert
werden kénnen, da das Ereigdi¥ = y} eine Nullmenge ist, kbnnen wir die bedingte Dichte
und die bedingte Verteilung voN gegebent” in diesem Fall sinnvoll definieren. Anschaulich
betragt die Wahrscheinlichkeit, dass der WErin einem infinitesimal kleinen Volumenelement
dz liegt, gegeben, dass der Wert virin einem entsprechenden infinitesimalen Volumenelement
dy liegt:

_ P XedyYedy _ fxy(zy)dedy
PReded) = ="pvca = T A
fxy(z,y)
s N 9 d
Iy () ’

Diese heuristische Uberlegung motiviert die folgende Dixin:

Definition. Die Funktionfxy : R™ x R™ — [0, co] mit

Ifxy(z,y)
dT NTVIT 1]

ey = () falls fy(y) # 0
fx(l') falls fy(y) =0
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heil3tbedingte Dichte vonX gegebeny’, und die vory abhangende Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung

pxy(y, B) = /fX|y(x,y) dx, fur B € B(R"),
B
hei3tbedingte Verteilung vonX gegeben’.

Bemerkung. (1). Fur festeg ist die bedingte Dichte eine Wahrscheinlichkeitsdichte Rt
Da fx|y produktmessbar ist, ist die bedingte Verteilyngy nach dem Satz von Fubini
ein stochastischer Keraon R™ nachR".

(2). Auf der Nullmenge{y € R™|fy(y) = 0} sind fxy (z|y) und x)y (v, dz) nicht eindeutig
festgelegt - die oben getroffene Definition Uber die unbgiiDichte ist relativ willkrlich.

Aus der Definition der bedingten Dichte ergibt sich unmigéeleine Variante der Bayesschen
Formel fir absolutstetige Zufallsvariablen:

Satz 9.3(Bayessche Formégl Fur (z,y) € R™ x R™ mit fx(z) > 0 und fy(y) > 0 gilt

Fxw (2ly) Ix () fyix (y]z)
Y an Ix (@) fyix (y]z) dx’
Beweis. Aus der Definition folgt
 fxy(my) fxy(z,y)
fX|Y(-T’y) - fY(Z/) - an fX,Y(fE, y) dz’
und damit die Behauptung. n

In Modellen der Bayesschen Statistik interpretiert nfatiz) als Dichte dew priori angenom-
menen Verteilung eines unbekannten Parametensnd fyx (y|x) als Maf fur die Plausibilitéat
(,Likelihood*) des Parameterwertes wenn der Wery der Zufallsgré63&” beobachtet wird. Die
Bayessche Formel besagt dann, dass die VerteilungXoron der mara posteriori(d.h. nach
der Beobachtung vonm) ausgeht, die Dichte

fx(zly) = const(y) - fx(z) - frix(ylz)
A posteriori Dichte o< A priori Dichte x Likelihood

hat. Trotz der einfachen Form der Bayesschen Formel ist edlgerAeinen nicht trivial, Stich-
proben von der A-posteriori-Verteilung zu simulieren, Ufidvartungswerte numerisch zu be-
rechnen. Problematisch ist u.A., dass die Berechnung derieamgskonstanten die Auswertung
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eines (haufig hochdimensionalen) Integrals erfordertwightiges Verfahren zur Simulation von
Stichproben in diesem Zusammenhang ist der Gibbs-Sampler.

Sind X undY gemeinsam normalverteilt, dann kann man die wichtigstevaBungswerte bzgl.
der A-posteriori-Verteilung im Prinzip exakt berechnenir demonstrieren dies nun in einem
grundlegenden Beispiel eines zweistufigen Modells. Aheliglodelle treten in zahlreichen An-
wendungen auf.

Beispiel (Signalverarbeitung). SeiS =T = R!, also
SxT=R*={(z,y)| 2,y € R}.

Wir interpretieren die erste Komponenteals Grol3e eines nicht direkt beobachtbaren Signals,
und die zweite Komponentg als verrauschte Beobachtung venin einem einfachen Bayes-
schen Modell nimmt man z.B. a priori an, dass Signal und Bedbagmormalverteilt sind:

Signal =z ~ N(0,v), v>0,
Beobachtung y ~ N(z,e), &>0.

Die Verteilung der ersten Komponente und der Ubergangskerreweiten Komponente sind
dann:

p(dr) = fx(x) Mdz)
p(z,dy) = fyix(ylz) Mdy)

mit den Dichten

fx(z) = 5 e ™ (Dichte der Verteilung der ersten Komponenig,
™
1 y—=)> . . .
fyix(ylz) = e (bedingte Dichte der zweiten KomponenfegegebenX = x).
vV 2me

Die gemeinsame Verteilung von Signal und Beobachtungswetert i

(1@ p)(dzdy) = p(dz) p(z, dy)
1 (_ (e + v)2* — 2uzy + vY?

2m\/ve b
1 1/x T

= —_—— — = ° Cil )\2 d d .

21/ det C' exp< 2 (Z/> (y)) (de dy)

D.h. u ® p ist eine zweidimensionale Normalverteilung mit Kovariararix

C:<v v )
v v+e
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Mit anderen Worten: Die gemeinsame Verteilung vorundY ist absolutstetig bzgl. des zwei-
dimensionalen Lebesguemal3es mit Dichte

fxy(z,y) = fx@)fyx(ylz) = oot C /(1Ftcexp (% (z) o (j>)

Als Dichte der Verteilung:p vonY ergibt sich:

fr(y) = /fX,Y(l’,y) dx.

Nach der Bayesschen Formel erhalten wir fir die A-postedmfite des Signals gegeben die
Beobachtung:

L fX,Y(xvy)
fx () frix (y|)
)

ffX(I fY|X(y|x) A(dz)

—  const(y) - exp (—8+U(ac— v y)2>.

(9.1.5)

2ue v+e€

Die bedingte Verteilung des Signals gegeben die BeobaclduatsoN (z, u), wobei

g = - Y der Prognosewert ist, und
v+e
ve 1 1\ . .
u = =|-+- die Varianz der Prognose.
v+ € v €

In einem Bayesschen Modell wiirden wir also nach der Beobaghtineiner Standardabwei-
chunge = \/u prognostizieren, dass der Signalwert gleicist.

Ahnliche Modellierungsansiatze werden auch in viel allgeerem Kontext verwendet. Bei-

spielsweise wird in stochastischen Filterproblemen dgsa&idurch eine Markovkette (oder
einen zeitstetigen Markovprozess) beschrieben, und dgekter Beobachtungen durch einen
von der Markovkette angetriebenen stochastischen ProZess alle gemeinsamen Verteilun-
gen Gaul3sch, dann kann man auch hier die a posteriori \artgiin Prinzip exakt berechnen —
andernfalls muss man auf numerische N&aherungsmethoderP@rtikelfilter) zuriickgreifen.

9.2 Summen unabhangiger Zufallsvariablen, Faltung

SeienX undY unabhangige reellwertige Zufallsvariablen &0f A, P) mit Verteilungenu bzw.
v. Wir wollen die Verteilung vonX + Y bestimmen. Fir diskrete Zufallsvariablen ergibt sich:

PX+Y =2 = Z PX=uzY=z-2a]= Z plz)v(z—x)  (9.2.1)

2€X(Q) 2€X(Q)

— P[X=a]-P[Y =2—a]
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Massenfunktion

(wen)(z) = 3 )z —a)

zeX ()

heil3t Faltung von: undv. Eine entsprechende Aussage erhélt man auch im allgemiatien

Verteilungen von Summen unabhangiger Zufallsvariablen

Satz 9.4.SeienX undY unabh&ngige reellwertige Zufallsvariablen mit Verteileng: bzw.v.
Dann ist die Verteilung voX + Y die durch

(uxv)[B] = / p(dx) v[B — x] B € B(R),
definierteFaltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungerundv.

Beweis.SeiB := {(z,y) | = +y € B}. DaX undY unabh&ngig sind, erhalten wir mit dem
Satz von Fubini

PIX+YeB] = P[X)Y)eB = (u®v)B]
e i) [vdntate ) = [ udo)viB -l
=Ip_2(y)

]

Bemerkung. Die Faltungu v zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungerund» aufR! ist wieder
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aif. Da die Addition von Zufallsvariablen kommutativ
und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinliclskeitteilungen nach Sdiz 9.4 dieselben
Eigenschaften:

UxV = V*[ (daX+Y =Y + X) (9.2.2)
(uxv)*n = p*x(rxn) da(X+Y)+Z=X+ (Y +2)). (9.2.3)

Im diskreten Fall isj: x v nach [9.2.R) die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Géwen

(e)(z) = S ula)wlz - o).

Eine entsprechende Berechnungsformel ergibt sich auctbfolatstetige Wahrscheinlichkeits-
verteilungen:
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Lemma 9.5. Ist v absolutstetig mit Dichte, dann ist auch: x v absolutstetig mit Dichte
o2) = [ wldo) g(z o)
Ist zusatzlich aucly absolutstetig mit Dichtg, dann gilt
o) = [ f@)a—a)dr = (Fxa)(e)
Beweis.Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemalles gilt

e8] = [utaai ol = [utan) [ atian™ [ ([ utangt—a))a
Jos” "

=[g 9(z—xz)dz

Also ist ;. x v absolutstetig mit Dichte. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar. O]

Beispiel. (1). SindX undY unabhangig, un8in(n, p) bzw.Bin(m, p)-verteilt, dann istX +Y
eineBin(n + m, p)-verteilte Zufallsvariable. Zum Beweis bemerkt man, dal3ggimein-
same Verteilung vorX undY mit der gemeinsamen Verteilung vdf + ... + Z, und
Zni1+ ... + Zn1, Ubereinstimmt, wobei die Zufallsvariabléfy (1 < i < n + m) unab-
hangig undBernoulli(p)-verteilt sind. Also folgt:

IXAY = A2+t Tt Zn 1ot Zn o = BID(N 40, D)

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):
Bin(n, p) * Bin(m,p) = Bin(n+ m,p),

d.h. die Binomialverteilungen bilden eif@ltungshalbgruppeExplizit ergibt sich:

2 (Z>pk<1 - (z T/<;>Plk(1 —p)" P = <n J; m)pl(l _pyrtmt

2 () -(77) 624

Die kombinatorische Formel (9.2.4) ist auch dlandermonde-ldentitdtekannt.

d.h.
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(2). SindX undY unabhangig und Poisson-verteilt mit Parametebzw. \, dann istX + Y
Poisson-verteilt mit Parametar+ )\, denn nach der Binomischen Formel gilt fue> 0:

(x * py)(n) = Zux iy (n — k)

)\k ) ank 5

_6 -—e
k! (n—k)!

_ e_>\+>\ Z )\k )\n k

6_>‘+5‘ . M
n!
Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltundggnappe:

Poisson(\) * Poisson(\) = Poisson(\ + \)

(3). SindX undY unabhangig und normalverteilt mit Parametérn o) bzw. (1, 6%), dann
ist X + Y normalverteilt mit Parameterim + m, o* 4+ 52), siehe??. Dies verifiziert man
leicht mithilfe der charakteristischen Funktionen. Dieridalverteilungen bilden also eine
zweiparametrige Faltungshalbgruppe.

Wartezeiten, Gamma-Verteilung

] SeienT, T, ... sukzessive Wartezeiten auf das Eintreten eines unvolitssen Ereignisses.
In einem einfachen Modell nehmen wir an, dal3 ¢ € N) unabhéngige exponentialverteilte
Zufallsvariablen sind, d.h. die Verteilungen dersind absolutstetig mit Dichte

ft) = Xe™™ T (t).
Die Verteilung der Gesamtwartezeit
S,=T1+..+T,
bis zumn-ten Ereignis ist dann

lusn = MTI */’LT2 * .. */’LTn :

Insbesondere ist die Verteilung véh absolutstetig mit Dichte

/ flz) f(s— :c) / N A0y = N2em / dr = \2se™
0 0

fur x<0 fur m>s

fir s > 0, bzw. (f = f)(s) = 0 fur s < 0. Durch Induktion ergibt sich allgemein:
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Lemma 9.6. Die Verteilung vonS,, ist absolutstetig mit Dichte

A" 21 s
fan(s) = m st e '[(O,w)(s) 5

wobei

I'(n) = / " letde "€ (n—1)!
0

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung alif, mit Dichte f, ,, heiRtGammaverteilung
mit Parameterm\, n € (0, co).

Abbildung 9.2: Dichtefunktionen der Gammaverteilung, fiir verschiedene.

Die Gammaverteilung ist auch fir nicht-ganzzahligdefiniert,I" ist dann die Eulersche Gam-
mafunktion. Firn = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung als Spezialfall Gammavertei-
lung. Allgemein gilt:

LA r) «T(\,s) = T(\r+s),

d.h. die Gammaverteilungen mit festem Paramgteitden eine Faltungshalbgruppe.
Durch Anwenden des zentralen Grenzwertsatzes auf dieludahblesS,, erhalten wir:

Korollar 9.7 (Normalapproximation der Gammaverteilungen). SeiA > 0. Dann gilt fur
['(A, n) verteilte Zufallsvariabler,,:

n~Y?2. (S, —nA™h) 2 N(0,17?) far n — oo.
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Bemerkung (Poissonprozess Die Anzahl der bis zur Zeit > 0 eingetretenen Ereignisse im
obigen Modell ist

N; = max{n >0] 5, <t}.

Die ZufallsvariablenV, sind Poissonverteilt mit Parametert (Ubung). Die Kollektion; (¢ >

0) der Zufallsvariablen heif¥oissonprozess mit Intensit&t. Der Poissonprozess ist ein mo-
noton wachsender stochastischer Prozess mit ganzzalWigearn. Er ist selbst eine zeitstetige
Markovkette und ist von grundlegender Bedeutung fir die Kokson allgemeiner Markov-
ketten in kontinuierlicher Zeit. Wir werden den Poissorgass in der Vorlesung ,Stochastische
Prozesse" genauer betrachten.

9.3 Transformationen, Gaul3modelle und Parameterschatzung

Der Dichtetransformationssatz

Allgemein gibt es zwei ganz verschiedene Arten, eine Wétleistichkeitsverteilung:(dz) zu
transformieren:

(1). Koordinatentransformation: y = ¢(z), u(dx) — po ¢~ '(dy)
(2). MaRRwechsel durch Dichte: u(dz) — o(x)u(dx).

In bestimmten regularen Fallen lassen sich beide Transtiomen in Beziehung setzen: Ein
Koordinatenwechsel hat denselben Effekt wie eine abgelige Mal3transformation mit einer
geeigneten Dichte. Wir demonstrieren dies hier im Fall absolutstetiger \irteyen imR¢. Die
entsprechende Koordinatentransformationsformel vedeenvir dann, um multivariate Normal-
verteilungen, und verschiedene fiur die Statistik zentvaléeilungen zu untersuchen.

SeienS, T C R” offen, und seiX : ) — S eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(€2, A, P) mit absolutstetiger Verteilungx mit Dichte fx.

Satz 9.8(Mehrdimensionaler Dichtetransformationssat?. Ist¢ : S — T ein Diffeomorphis-
mus () mit det D¢ (z) # 0 fur alle z € S, dann ist die Verteilung von(X) absolutstetig mit
Dichte

foco (W) = fx(67'(y)) - [ det Do~ (y)],

wobeidet Do~ (y) = det(g—”y”;) die Jacobideterminante der Koordinatentransformatidn is
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Beweis.Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der nanititen Analysis:

P[sf)(X)GB] [X€¢

-/ SUbSt/fX )| det D~ (3)] dy .
¢‘1(B)
O]

Beispiel (Sukzessive Wartezeitehy SeienT und 7" unabhéngige, zum Parameter- 0 expo-
nentialverteilte Zufallsvariablen (z.B. sukzessive Weetten), und sef = 7'+ 7. Nach dem
Dichtetransformationssatz gilt dann

a(t,s—t
friftss) = Frtis =)+ der 2]

X G_M . I(O,oo) (t) . G_A(S_t) . I(Oyoo)(s — t)

= 6_)\8 . ](075)(25).
Somit ist die bedingte Dichtésr(s|t) fur festest > 0 proportional zue™* - I(; - (s). Dies ist
auch anschaulich sofort plausibel, daine um die unabhangige Zufallsvariafileverschobene
exponentialverteilte Zufallsvariable ist.

Interessanter ist die Berechnung der bedingten Dichtevgegebens: Fir festess > 0 ist
fris(t|s) proportional zul(, 4 (t), d.h.

1
fris(tls) = < los(t).
Gegeben die Summg der beiden Wartezeiten ist die erste WarteZerlso gleichverteilt auf

[0, 9!

Wir betrachten nun verschiedene weiterreichende Anwegeluides Dichtetransformationssat-
zes.

Multivariate Normalverteilungen und multivariater ZGS

SeiZ = (7, Z, ..., Z4) mit unabhangigenV (0, 1)-verteilten Zufallsvariabler¥;. Die Vertei-
lung des Zufallsvektorg ist dann absolutstetig bzgl. des LebesguemaRéimit Dichte

2 2

(2#)% -5 (d-dimensionale Standardnormalverteilung)

H vV 27T
Sei nunm € R? undo € R%*4 eined x d-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor

Y=0Z+m.
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Wir zeigen zunachst, da$s Erwartungswertn und KovarianzmatrixC' = oo hat, und berech-
nen die charakteristische Funktidarwartungswert:  E[Y;] = Zizl oiEZk] +m; = m;

Kovarianz:  Cou(Y;,Y;) = Cov(}_, oinZy + mi, >, 02 + m;)
= Zk,l oinoji - Cov(Zy, Z1) = 3, owojn = Cij.

Charakteristische Funktion:  Fur einen Vektop € R? gilt

py(p) = E[e?Y] = E [e“"Tp)'Z} ePm — o= 3loTplPipm

= ¢ pOptipm (9.3.1)

Ist o regulér, dann kénnen wir die Dichte der Verteilung vdnsofort mithilfe des Transforma-
tionssatzes explizit berechnen:

fr(y) = fx(e™' (y—m))-|deto™|

1 1 .
= Tmraea P (—g(y —m)C (y — m)) :

Auch imR? ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch ihre chseektische Funktion eindeu-

tig festgelegt, s. z.B. Bauer: Wahrscheinlichkeitsthe@kligemein (also auch fir nicht regulare
o) kdnnen wir die Verteilung voix” auch tber die Fourierinversionsformel berechnen.

Definition. Seim € R? undC' € R4 eine symmetrische, nicht-negativ definite Matrix. Die
Verteilung N (m, C') im R¢ mit charakteristischer Funktiom, = eXp(—%pC"p + ipm) heil3t
d-dimensionale Normalverteilungnit Mittel m und KovarianzmatripxC'.

Bemerkung/Ubung. Mithilfe von charakteristischen Funktionen beweist mae ftilgenden
Transformationsformeln und Charakterisierungen fur maittate Normalverteilungen:

(1). Fiura € R*¥ und A € R**4 gilt

X ~N(m,C)= AX +a~ N(Am + a, ACAT).

(2). Folgende Aussagen sind aquivalent:

e X ~ N(0,C) ist multivariat normalverteilt mit Kovarianzmatrix.

e p- X~ N(0,p-Cp) VpeRL

Auch imRR? gilt ein zentraler Grenzwertsatz :

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



9.3. TRANSFORMATIONEN, GAUSSMODELLE UND PARAMETERSCHATZUNG 30

Satz 9.9(Multivariater zentraler Grenzwertsatz ). SeienX;, X,, ... :  — R? unabhangige,
identisch verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvaleo auf(€2, A4, P), und seiS,, = X; +... +

X,,. Dann gilt
Sn — E[S,)

vn

wobeiC;, = Cov(X; ;, X1 ) die Kovarianzmatrix der Zufallsvektorey, ist.

L, Z ~ N(0,0),

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung der scheraKonvergenz von Zufallsvek-
toren:

Lemma 9.10(Cramér-Wold Device). Fur ZufallsvariablenY, Y;, Ys, ... : Q — R? gilt:
Y, =Y & pvV, ZpY VpeRe
BeweisskizzeDie Richtung =" ist klar, daY — p - Y stetig ist. Umgekehrt gilt:
p-Y, 2, p-Y = Elexp(ip-Y,)] — Elexp(ip-Y)] VpeR

Mit einem &hnlichen Beweis wie ifR! folgt dann aus der Konvergenz der charakteristischen
Funktionen die schwache KonvergeYiz L. y. Um die relative Kompaktheit zu zeigen (Satz
von Helly-Bray), verwendet man dabei iRf die multivariaten Verteilungsfunktionen

d
Fn(LEl, ...,l’d) = P[le < xy, -~-7Yn,d < .fL'd], (2’]1, c. ,l’d) € R°.
Wir beweisen nun den zentralen Grenzwertsatz:

Beweis.Firp € R gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

(S ESY _ LN v pn
p( 7 ) ﬁ;(p X; - Elp- Xi))

2, N(0,Var[p- X3]) = N(0,p-Cp),
da
Var[p - X;] = Cov [Zkalvk , Zkau] = Zpkplckl =p-Cp.
k 1 k,l

IstY ein N (0, C')-verteilter Zufallsvektor, dann is¥ (0, p- C'p) die Verteilung vorp - Y. Mithilfe
der Cramér-Wold Device folgt also

(Su— E[S.)/vn = Y.

]
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Beispiel(Vom Random walk zur Brownschen Beweguny SeiS,, = X; + ... + X,,, wobei die
X; unabhangige Zufallsvariablen mit

E[XZ] =0 und Var[XZ] =1

sind. Beispielsweise ist, ein klassischer Random Walk. Um einen stochastischen Piiazel3
kontinuierlicher Zeit zu erhalten, interpolieren wir— S,, linear. Anschlie3end reskalieren wir
in Raum und Zeit, und setzen

1
7n
GRAPHIK SKALIERTER RANDOM WALK
Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt:

gt(n) = Snt, t € R+

~(n 1 .
St( Vo VE— Sy 2~ N(0,t) fur jedes feste € R,
vnt
d.h. die eindimensionalen Randverteilungen der Proz&$se- (St(”))tzo konvergieren. Allge-
meiner zeigt man mithilfe des multivariaten zentralen Grvegrtsatzes, dass auch endlich dimen-
sionale Randverteilungen schwach konvergieren:

(S*,ff),ﬁt(”) ...,S‘t(:)> 2 (By,...,B), furalle0 <t <ty <...<tykeN,

2 )

wobei (B, ..., B, ) multivariat normalverteilt ist mit
E[B;,] =0 und Cov[B;, , By, ] = min(t;, ).

Eine noch allgemeinere Aussage erhélt man mithilfe einektionalen zentralen Grenzwert-
satzes(Invarianzprinzip von Donsker, ZGS auf dem Banachralff0, 1], R)): Der gesamte
stochastische Proze(sif”))ogtgl konvergiert in Verteilung gegen eirgrownsche Bewegung
(Bt)o<t<1- Mehr dazu in den weiterflihrenden Vorlesungen »StoclwsiBrozesse« und »Grund-
zlige der stochastischen Analysis«.

Wir betrachten noch eine weitere Anwendung des Dichtetbamsitionssatzes auf Normalver-
teilungen.

Beispiel (x2-Verteilungen). Wir berechnen nun die Verteilung vom Quadrat des Abstandes v
Ursprung eines standardnormalverteilten Zufallsvekitorg<:

d
Z = (Zlu-“>Zd) ~ N<071d)7 ||Z”2 = ZZE
=1
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2

Wegenfz,(z) = \/% e™7 - I (z) folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes
mitY = ¢(z) := 2%

2 _y 1
fzf(?/) = \/;6_2 (0,00 () - m )

d.h.Z?istT'(3, 1)-verteilt. Da die Zufallsvariable?, 1 < i < d, unabhangig sind, folgt:

1Z|? = 222 ~ F(l d) .

Definition. Die Gamma-Verteilung mit Paramete%nundg heil3t auchChiquadrat-Verteilung
x2(d) mit d Freiheitsgraden

Parameterschatzung im GaulZmodell

Angenommen, wir beobachten reellwertige MeRwerte (Stimbgn, Daten), die von einer unbe-
kannten Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Ruckschlisse
auf die zugrundeliegende Verteilung aus den Daten zu erhdiin einfachsten Modell (Gaul3-
modell) nimmt man an, dal3 die Daten unabhangige Stichpretreriner Normalverteilung mit
unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz sind:

w= N(m,v), m,vunbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung fur die Normalverteilungsanme liefert der zentrale Grenzwert-
satz. Letztendlich muf3 man aber in jedem Fall GUberprifergind solche Annahme gerechtfer-
tigt ist.Ein erstes Ziel ist es nun, den Wert venauf der Basis vom unabhangigen Stichproben
Xi(w) = z1,...,X,(w) = x, zu schatzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schatzung des Erwartungswerts
e Schatzen auf der Basis vom unabhé&ngigen Stichprobey (w), ..., X, (w) von p.
e Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachsuverte als Realisierungen von un-
abhangigen ZufallsvariableX, . . ., X,,. Da wir die tatsachliche Verteilung nicht kennen, unter-
suchen wir alle in Betracht gezogenen Verteilungen simultan

Xi,..., X, ~ N(m,v) unabhangig untep,, ,. (9.3.2)
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Ein naheliegender Schéatzer fiirist derempirische Mittelwert

X (w) = Xi(w) + oo + Xp(w) '

n

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schéateartungstreu (unbiassedhnd konsistent
ist, d.h. fur allem, v gilt:

EnuolXn=m
und
X, —m P,,-stochastisch fin — oco.
Wie wir den Schatzfehler quantifizieren hangt davon ab, oldiei Varianz kennen.

Schatzung vonm bei bekannter Varianz v.
Um den Schatzfehler zu kontrollieren, berechnen wir digeiemg vonX .

X; ~ N(m,v)unabh. = X;+ ..+ X, ~ N(nm,nv)
» o N(m,—)

n

S

=
X,—m
Vou/n

Bezeichnetb die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilurepm erhalten wir

= ~ N(0,1)

Poe [\Yn _m| < q\/ﬂ — N0, 1)(—q,q) = 2 (CI)(q) - %) fiir allem € R.

Satz 9.11.Im Gaufmodell(9.312) mit bekannter Varianist das zufallige Intervall

(771—(1)_1(04)\/» X+ Y(a) %)

ein (2a — 1) - 100% Konfidenzintervallfur m, d.h.

3

P,.»Im € Intervall] > 2o — 1 fur allem € R.

Man beachte, daf3 die Lange des Konfidenzintervalls in di¢sshmicht von den beobachteten
Stichproben abhangt!

Schatzung vonm bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz un-
bekannt. In diesem Fall kénnen wir das Intervall oben nidrimenden, da es von der unbe-
kannten Varianz) abhangt. Stattdessen schatzen wiund v simultan, und konstruieren ein

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



9.3. TRANSFORMATIONEN, GAUSSMODELLE UND PARAMETERSCHATZUNG 30

Konfidenzintervall firm mithilfe beider Schéatzwerte. Erwartungstreue Schatzemfiund v
sind

> (X - X))
=1
Um ein Konfidenzintervall fiifn zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformatiots==a

1
n—1

_ 1 <
Xn = - Xz Und Vn:

die gemeinsame Verteilung voq,, undV/,:

Lemma 9.12. X,, undV,, sind unabhangig untep,, ,, mit Verteilung

— -1
X, ~ N<m,2) : r Vi~ xi(n—1).
n v

Beweis.Wir fliihren eine lineare Koordinatentransformatibn= OX durch, wobeiO eine or-
thogonalen x n-Matrix vom Typ

1 1
OZ(@M?
ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Ergédnzen des menten Vektors(\/%, s \/Lﬁ) zu einer
Orthonormalbasis dé&™. In den neuen Koordinaten gilt:
X, = %iXi:%Yl, und
=1
-V = ST = X X = X - X

=1 =1

n
O orthogonal
=Yg - Y =) V2
1=2

Da die ZufallsvariablenX; (1 < ¢ < n) unabhangig unadV (m, v)-verteilt sind, ist der Zufalls-
vektor X = (X1, ..., X,,) multivariat normalverteilt mit Mitte(m, ..., m) und Kovarianzmatrix
v - I,. Nach dem Transformationssatz folgt

m/n
m
- 0
Y~N|O]| :|,v-OL0 =N ] IR
m
0

Also sindYj, ..., Y, unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungen
Y1 ~ N(my/n,v) , Y~ N(0,v) furi>2.

Es folgt, dass

- W n—1 Y\
X, =—= nd —V, =
T wnd =3 ()

unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungatim, £) bzw. x*(n — 1) sind. O
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Bei bekannter Varianz hatten wir Konfidenzintervalle fitr vom Typ X ,, £¢- \/g erhalten, wo-
beiq ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilun@uter liegt es nahe, zu versuchen,
bei unbekannter Varianz Konfidenzintervalle vom Typ + ¢ - % herzuleiten. Es gilt:

_ A .
By [[Xn—m| 2 ¢\ —| = Prol[Tna] = ] mit
n
T Vi (X, —m)
e N2

Die ZufallsvariableT,,_; heil3t Studentschet-Statistik mit n — 1 FreiheitsgradenH Unsere
Uberlegungen zeigen, dass wir aus Quantilen der StudetseBtatistik Konfidenzintervalle
fur das Gau3modell herleiten kdnnen. Wir missen nur nocKetieilung vonT,, berechnen:

Satz 9.13(Studerﬁ). Die Verteilung vori,, ist absolutstetig mit Dichte

-1 —n/2
fr,(t) = B (%g) n Y2 (1 + g) (t € R).

»Studentsche-Verteilung mitn Freiheitsgraden« Hierbei ist

1 n 1 [ 9\_n

die Eulersche Beta-Funktion die als Normierungsfaktor auftritt.
Insbesondere ist das zufallige Intervall

Yn:l:q' E
n

ein100 - (1 — 2«)% Konfidenzintervall flrn, falls

¢=Fp' (1-a)

n—1
ein (1 — «)-Quantil dert-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Beweis.Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt n&nd Z und Y unabhé&ngige
Zufallsvariablen mit VerteilungetV (0, 1) bzw. x*(n — 1), dannistZ/, /-5 absolutstetig mit
dichte fr, .

LIn der Statistik bezeichnet man eine meRbare Funktion deb&shtungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schat-
zer ist eine Statistik, die zum Schatzen eines unbekanrmemieters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt

man auch Intervallschatzer.
2Synonym von W. S. Gosset, der als Angestellter der GuineaseBei nicht publizieren durfte.
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Der Satz folgt dann nach Lemma9.12 mit

- 1
Z=22"" ynd v ="

Vi .

]

Bemerkung (Nichtparametrische und Verteilungsunabhangige Konfidenintervalle). In An-
wendungen ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungshmeaan die Beobachtungswerte ge-
rechtfertigt ist. Zudem konnen einzelne grolRere Ausreifigen Daten (z.B. aufgrund von Mess-
fehlern) das Stichprobenmittel relativ stark beeinflus&ar Stichprobenmedian ist dagegen in
den meisten Féllen ein deutlich stabilerer Schatzwert &ir Median der zugrundeliegenden
Verteilung, und die in Abschnilt 5.1 hergeleiteten, auf @mdgsstatistiken basierenden, Konfi-
denzintervalle fir den Median und andere Quantile werdemfalis in der Regel weniger stark
durch Ausreil3er beeinflusst. Zudem gelten diese Konfidesrzille simultan fur alle stetigen
Verteilungen. Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Nbrengeilungsannahme aufgrund der
Daten gerechtfertigt ist, empfiehlt es sich, auf die stadilérdnungsintervalle zurtickzugreifen.

Beispiel. (NOCH EINZUFUGEN)

Exkurs zu Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen héaufig niaht Kibnfidenzintervalle, sondern
als Hypothesentest formuliert. Mathematisch passieréidaights wirklich Neues — es handelt
sich nur um eine durch praktische Erwagungen motiviertedymiilierung derselben Resultate:
Angenommen, wir haben unabhangige reellwertige Stichprobén, ..., X,, von einer unbe-
kannten Verteilung vorliegen und wir gehen davon aus, daZujrundeliegende Verteilung aus
einer Familieyy (¢ € ©) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Faraller
Normalverteilungen,, ., = (m,v) € R x R,. Die gemeinsame Verteilung vaK,, ..., X,

ist dann das Produktmal} = é)m. Sei nun®, eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir

=1
wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothesée: ») € Op«
und der

Alternative H;: ») & O«
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Ein Hypothesentestir ein solches Problem ist bestimmt durch eine meRbareéage”’ C R"
(denVerwerfungsbereich) mit zugehoriger Entscheidungsregel:

AkzeptiereH, <— (Xi,...,X,) ¢ C.

Beispiel (t-Test). SeienX;, X,,..., X,, unabhéngige Stichproben von einer Normalverteilung
mit unbekanntem Parameten,v) € © = R x R*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der
Verteilung einen bestimmten Wert, hat:

Nullhypotheséeiy: »m = my« , ©p = {moe} x RT.

Ein solches Problem tritt z.B. in der Qualitatskontrolle,auénn man tberprifen méchte, ob
ein Sollwertm, angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleicienwerfahren,
wobei X; die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen MelRwestteDie Nullhypothese
mit my = 0 besagt hier, dal? kein signifikanter Unterschied zwischerMdefahren besteht.

Im ¢t—Tesfflr obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptfaits der Betrag deStudent-
schen t-Statistikinterhalb einer angemessen zu wahlenden Konstaritegt, bzw. verworfen,

falls e
|Tn71| _ ‘\/ﬁ(\/‘r;__m(]) S ¢
gilt.

Seien nun allgemeiX, X5, ... unter P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg. Bei
einem Hypothesentest kbnnen zwei Arten von Fehlern aafiret

Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl wahbDie Wahrscheinlichkeit daftr betragt:
Bp[(Xy,.., Xn) € O] = pg[C], 0 €O
Fehler 2. Art: H, wird akzeptiert, obwohl falsciDie Wahrscheinlichkeit betragt:
Py[(Xy,...., X,) & C] = up[C°T, 6 cO)\0O,.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetriacHj und H, ist, interpretiert man
beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese besbt in der Regel den Normalfall, die
Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtendfakEDa ein Test Kritiker Uberzeu-
gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1t (&ffekt prognostiziert, obgleich nicht
vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Skaraliegen. Die Wahrscheinlichkeit

nglCl,  0€©\ 6,

daf3 kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraizsng moglichst grol3 sein.
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Definition. Die Funktion
G(0) = Bl(Xy,... Xn) € O] = pg[C]
heil3tGutefunktion des Tests. Der Test hbliveau «, falls
G#) < o furalled c 6,
gilt. Die FunktionG(¢) mitd € ©, heiltMacht des Tests.

Aus SatZ 9.113 und der Symmetrie der Students¢hégrteilung folgt unmittelbar:

Korollar 9.14. Der Studentsche t-Test hat Niveadalls c ein (1 — §)-Quantil der Studentschen
t-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:

Satz 9.15Korrespondenz Konfidenzintervalle < Hypothesentests Fur einen reellwertigen
Parametery = ¢(f), ein Irrtumsniveauwr € (0, 1), und messbare Abbildungen (Statistiken)
7,e : R" — R sind aquivalent:

() Das Intervall
B(X1, . X)) —e(Xe, . X)), AKX X)) +e(Xa, ., X))
istein(1 — «) - 100 % Konfidenzintervall fury.
(i) Furjedesy, € Rist
C = {(x1, .0y mp) = (@1, xn) — Y| > ez, .., 20)}
der Verwerfungsbereich eines Test der Nullhypothesey, zum Niveauv.
Beweis.Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall flzum Irrtumsniveauy, wenn
Py [|7(X1,.... X)) —c(0)] > e(Xy, ..., Xn)] < a Voeo

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothe§®n= ~, flur jedes~, Niveau «
hat. O
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Kapitel 10

Bedingte Erwartungen

10.1 Bedingen auf diskrete Zufallsvariablen

Zur Analyse von stochastischen Modellen mit Abhéngigkeiterwendet man in der Regel be-
dingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte gegelekverte von Zufallsvariablen. Bei-
spielsweise beschreibt man einen stochastischen Prazess € N, durch die bedingten Ver-
teilungen des nachsten Zustands,; gegeben den Verlauk., = (Xo, X1,...,X,) bis zur
Zeit n. Wir betrachten zunachst das Bedingen auf den Ausgang esleetén Zufallsvariable
Y : Q — S, S abzahlbar. In diesem Fall konnen wir diedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

B P[AN{Y = z}]
PIA|Y =] PV =4 Ae A,
und diebedingten Erwartungswerte
B _ E[XyY =¢] 1
EX|Y =2 = PV =4 X e L(QA,P),

furallez € S mit P[Y = 2] > 0 auf elementare Weise wie in Abschiitt2.1 definieren.&&rs
mit P[Y" = z] = 0 sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht definiert.

Bedingte Erwartungen als Zufallsvariablen

Es wird sich als praktisch erweisen, die bedingten Wahisttlekeiten und Erwartungswerte
nicht als Funktion des Ausgangssondern als Funktion der Zufallsvariablezu interpretieren.
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungsweng dann selbst Zufallsvariablen:

312
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Definition. SeiX : Q — R eine Zufallsvariable miZ[X ] < oo, undY : Q — S eine diskrete
Zufallsvariable. Die durch

EXTY] = gY) = ZQ(Z) Tiy=z
z€eS
mit
() = E[X|Y =] fallsPlY =2z]>0
7 ) beliebig fallsP[Y = 2] = 0

P-fast sicher eindeutig definierte Zufallsvariati8X | Y] hei3t(Version der) bedingte(n) Er-
wartung von X gegebery”. Fir ein EreignisA € A heil3t die Zufallsvariable

PIA]Y] = E[a|Y]
(Version der) bedingte(n) Wahrscheinlichkeit vaA gegebert’.

Die bedingte Erwartund’[X | Y] und die bedingte Wahrscheinlichkétf A | Y] sind also Zu-
fallsvariablen mit den WerteR[X | Y = z] bzw. P[A|Y = z] auf den MengeRY = z},z € S
mit P[Y = z] > 0. Auf jeder der NullmengeRY = z},z € S mit P[Y = z] = 0, wird der
bedingten Erwartung ein willktrlicher konstanter Wert ewgesen, d.h. die Definition ist nur
P-fast Uberall eindeutig. Wir fassen zunéchst einige elé¢arerEigenschaften der so definierten
bedingten Erwartung zusammen:

Lemma 10.1(Eigenschaften der bedingten Erwartung.
(1). Die AbbildungX — E[X | Y] ist P-fast sicher linear und monoton.

(2). SindX undY unabhangig, dann gilE'[X | Y| = E[X] P-fast sicher;

(3). Herausziehen, was bekannt ist:
Furalle f: S — Rmit f(Y)- X >0bzw.f(Y) - X € L gilt

E[f(Y)- X |Y] = f(Y)-E[X|Y] P-fast sicher
Insbesondere gilt
E[f(Y)|Y]=f(Y) P-fast sicher

Beweis. (2). SindX undY unabh&ngig, dann gilt

EX|Y =2 = % = EX]
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314 KAPITEL 10. BEDINGTE ERWARTUNGEN

furallez € S mit P[Y = z] > 0, alsoE[X | Y] = E[X] P-fast sicher. Die ebenso
elementaren Beweise von (1) und (3) werden dem Leser als Ullertassen.
O

Anschaulich kdnnen wir die zweite Aussage folgendermafienpretieren: Sin undY unab-
hangig, dann liefert die Kenntnis des Weriégv) keine zusatzlichen Informationen UbE(w).
Dabher ist die besté?-Prognose flrX (w) wie im unbedingten Fall durch den Erwartungswert
E[X] gegeben.

Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

Die aus Satz 2]1 bekannte Formel von der totalen Wahrsattgieit kénnen wir mithilfe der
obigen Definition in kompakter Weise schreiben.

Satz 10.2(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). SeiY : 2 — S eine diskrete Zufalls-
variable mit Verteilung:(z) = P[Y = z]. Fur alle messbarer : 2 — R, gilt:

E[X]= Y  EX|Y=2zu(z)=EEX]|Y]

2 pu(2)#£0
Insbesondere gilt
P[A] = E[P[A|Y]] faralle A € A.
Beweis.Wegen() = U {Y = z} gilt nach dem Transformationssatz
z€S
EX] = Y EX;Y=2 = ) E[X;Y=¢
z€8 z: pu(z)#0
= Y EX|Y=:-ukz) = ) g(2)-u)
2 p(2)#0 2t p(2)#0
= Elg(Y)],

wobeig : S — R eine beliebige Funktion mij(z) = E[X | Y = z| furallez € S mit p(z) # 0
ist. Die Aussage folgt wegef(Y') = E[X | Y| P-fast sicher. O

Bemerkung. Fir X € £'(Q, A, P) folgt aus der Monotonie der bedingten Erwartung
BIX Y]] < E[X]|Y]
und damit die Ungleichung
E|EX Y]] < E[EIX||Y] = E[X]]

Die AbbildungX — E[X | Y] ist also eine Kontraktion auf'(2, A4, P). Die Aussage von Satz
[10.2 gilt entsprechend auch fixr € £*.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



10.1. BEDINGEN AUF DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN 315

Bedingte Varianz

Sei nunX : Q — R eine bzgl.P integrierbare Zufallsvariable

Definition.
Var[X | Y] = E[(X-E[X|Y])?|Y]

hei3tbedingte Varianaszon X gegebery’.
Ist X quadratintegrierbar, dann gelten die folgenden Aussagen:
Lemma 10.3. Fur X € £?(Q2, A, P) gilt:

(1). L*-Kontraktivitat £ UE[X Y] \2] < B[Xx7.

(2). Var[X | Y] = E[X?|Y]— E[X|Y]? P-fastsicher.
Insbesondere folgt flr € S mit u(z) # 0:

Var[X | Y] = Var[X|Y =] auf{y = z}. (10.1.1)

Beweis. (1). folgt aus Satz 1012, da fir allec S mit P[Y = z] # 0 auf{Y = z} qilt:

EX|YIP = [BIX|Y=2" < BX*|Y=: = E[X|Y]

(2). Nach Lemm&_1011, (1) und (3), ergibt sich dann &hnliohfigr die unbedingte Varianz:

Var(X |Y) = E[X?|Y]-2-E[X-E[X|Y]|Y]+E[E[X|Y]*|Y]
= E[X?|Y]-E[X|Y]? P-fast sicher

]

Die folgende Zerlegungsformel kann h&ufig verwendet werdamVarianzen zu berechnen oder
abzuschatzen:

Satz 10.4(Formel von der bedingten Varianz). Fir eine ZufallsvariableX € £%*(Q, A, P)
gilt:
Var[X] = FE[Var[X | Y]]+ Var[E[X | Y]]

= Y ValX|Y=:-u)+ Y (BIX|Y =2 - EX])?u(e).
z:p(2)#0 z:p(2)#0
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Beweis.Es qilt

VarlX] = E[X - BX]? = B[E[X? | Y]] - E[E[X | Y]
= E[E[X*|Y]] - E[E[X | Y]] + E[E[X | Y]] - E[E[X | Y]
= E[Var[X | Y]] + Var[E[X | Y]].

Der zweite Teil der Behauptung folgt nun alis (10.1.1) und d&speechenden Eigenschaft fur
die bedingte Erwartung. O]

Anwendung auf zufallige Summen

Als erste Anwendung betrachten wir eine Summe

Nw)
Sy(w) = ZXi(w)

von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariabtere £'(Q, A, P) mit zufalliger Anzahl

N von Summanden. Hierbei sai : Q — {0,1,2,...} eine von denX; unabhangige Zufallsva-
riable. Seienn = E[X;] unde? = Var[X;]. Wir berechnen nun die verschiedenen KenngréRen
der Verteilung vonSy.

Berechnung des Erwartungswert&a S, und N unabhangig sind, erhalten wir

ESv|N=k] = E[S,|N=k = E[SJ = k-m farallek € N,
alsoE[Sy | N] = N -munddamit nach Safz 10.2:
ElSy] = E[E[Sy|N]] = E[N]-m.

Berechnung der VarianZrneut folgt wegen der Unabhangigkeit vepund V:

Var[Sy | N =k = Var[Sy|N=k] = Var[S)] = k- o
alsoVar[Sy | N] = N -o? und damit nach Safz10.4:
Var[Sy] = E[Var[Sy | N]] + Var[E[Sy | N]] = E[N]-o®+ Var[N]-m?.

Berechnung der momentenerzeugenden Funkidnt € R gilt

Mgy (t) = E[e] =E[E[" |N]]=FE

H Ele'X]
= E[E[™V] = E [Mx, ()] = My (log Mx, (1)) .
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Mithilfe von Mg, kann man die Momente der zufalligen Sumsie berechnen:

E[Sy] = Mé’z)(o) fur allem € N.

Im Prinzip erhalt man die Verteilung vofy durch Laplaceinversion, was aber nicht immer
praktikabel ist. Nehmen die Zufallsvariabléfy nur nichtnegative ganzzahlige Werte an, kann
man statt der momentenerzeugenden Funktion die erzeugemdtéion verwenden, und daraus
die Verteilung berechnen. Wir gehen darauf im folgendenchAhdt ein.

Charakterisierende Eigenschaften der bedingten Erwartung

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen’wir eine altem&harakterisierung der bedingten
Erwartung gegeben eine diskrete Zufallsvariable 2 — S, S abzahlbar. Diese Charakterisie-
rung werden wir in Abschnit?? verwenden, um bedingte Erwartungen fir allgemeine Bedin-
gungen zu definieren. S&i : 2 — R, eine nicht negative (bzw. integrierbare) Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsrauifl, A, P).

Satz 10.5.Eine reellwertige Zufallsvariablél > 0 (bzw.X € £') auf(Q, A, P) ist genau dann
eine Version der bedingten Erwartudg X | Y|, wenn gilt:

(I) X = g(Y) fur eine Funktiony : S — R
() E[X-f(Y)] = E[X - f(Y)] fur alle nichtnegativen bzw. beschrankten Funktiorien
S — R.

Beweis.Ist X eine Version vonE[X | Y], dann gilt (I). AuBerdem folgt nach Lemrha 10.1 (3)
und der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

E[X-fY)] = E[EX|Y]-fY)] = E[EX fY)|Y]] = EX- f(Y)
fur jede nichtnegative, bzw. beschrankte, FunktfonS — R.

Umgekehrt folgt aus (1), das¥ = g(z) auf{Y = 2} gilt. Ist auBerdem (lI) erfiillt, dann folgt
weiter
E[X - I(Y)]

PlY =]

g(z) = E[7|Y:z} =

_ EX I _
— PV — 2] = E[X|Y =Z]

fur alle z € S mit P[Y = z] > 0, d.h. X = ¢(Y) ist eine Version der bedingten Erwartung
E[X|Y]. O
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Eine Charakterisierung der bedingten Erwartung wie in erden wir in Abschnit®?
verwenden, um bedingte Erwartungen fur allgemeine Bedigguzu definieren. In einigen Fal-
len kdnnen die charakterisierenden Eigenschaften auektdiberprift werden, um bedingte
Erwartungen zu identifizieren:

Beispiel (Summen austauschbarer Zufallsvariable). SeienX,, X»,..., X, € LY(Q, A, P)
integrierbare Zufallsvariablen, deren gemeinsame \fartgiinvariant unter Koordinatenpermu-
tationen ist, d.N(X 1), Xr(2), -, Xn@) ~ (X1, Xy, ..., X,,) fraller € S,. Zufallsvariablen
mit dieser Eigenschaft heiRanstauschbar— beispielsweise sind unabhangige identisch verteil-
te Zufallsvariablen austauschbar. Wir zeigen:

1 .
E[X;|S,) = =85, P-fast sicher fiurallé =1, ..., n,
n

wobeiS, = X;+...+X,. Zum Beweis iiberpriifen wir, das§, := %Sn die Bedingungen (I) und
(I aus Satz 105 fuy” = S, erfullt. (1) ist offensichtlich. Zudem gilt wegen der Ausschbarkeit
fur jede beschrankte messbare FunktfonR — R:

EIX;-f(Sh)] = E[X;-f(S,)] furallei,j =1,...,n,
also
Blisifisn] = S BN S = BN AS)
furallei =1,...,n,d.h. (Il) ist auch erfullt.

10.2 Erzeugende Funktionen, Verzweigungsprozesse und Er-
neuerungen

Wir wollen die Methoden aus dem letzten Abschnitt nun vemen um Verzweigungs- und
Erneuerungsprozesse zu untersuchen. Ein wichtiges Hitésind in beiden Fallen erzeugende
Funktionen:

Erzeugende Funktionen von ganzzahligen Zufallsvariablen

SeiX : Q2 —{0,1,2,...} eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraufh A, P) definierte Zufalls-
variable mit nichtnegativeganzzahligeiWerten.
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Definition. Die durch

G(s) = E[s*] = P[X = k]s", s e [—1,1],

o

k=0

definierte Funktion heil¥rzeugende Funktiorder ZufallsvariableX bzw. der Folgeu(k) =
P[X = k] der Gewichte vorX.

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe sieht man, daskKahvergenzradius der Potenz-
reihe stets grofl3er oder gleithst. Also ist die erzeugende Funktion analytisch @udt, 1), und
es gilt

G®)(0)

PX =k = o furallek =0,1,2,....

Kennen wir also die erzeugende Funktion explizit, dann kdnmir die Gewichte der Verteilung
berechnen.

Durch zweimaliges Ableiten zeigt man zudem, dassonoton und konvex auf), 1] ist. Fur

s € (0, 1] gilt nach DefinitionG(s) = M (log s). Daher lassen sich aus der erzeugenden Funktion
die Momente vonX berechnen — beispielsweise dilfX ] = G’(1—) (linksseitige Ableitung von
G(s) beis = 1), falls der Erwartungswert endlich ist.

Fir die erzeugende Funktion einer Sumier Y von unabhangigen, nichtnegativen, ganzzah-
ligen ZufallsvariablenX undY gilt offensichtlich

Gxiv(s) = Gx(s)-Gy(s) faralles € [—1,1].

Somit ist die erzeugende Funktion der Faltung

(uxv)(k) = Zu(z’)y(zf —i)  (k=0,1,2,..))

zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungenund v auf N U {0} das Produkt der einzelnen erzeu-
genden Funktionen.

Erzeugende Funktionen kénnen in verschiedenen Situatitiireexplizite Berechnungen ver-
wendet werden. Wir demonstrieren die hier in einigen gregelhden Beispielen. viele weite-
re entsprechende Anwendungen finden sich in den Wahrsididieitstheorie-Lehrblichern von
Feller und Grimmett/Stirzacker.
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Erzeugende Funktionen zufalliger Summen

SindN, X1, X,,...: Q — {0,1,2,...} unabhangige Zufallsvariablen, dann erhalten wir fur die
N
SummeSy = > X :

i=1

Gsy(s) = E[s™ = E[E[S"™|N]] = E[Gs)] = Gn(G(s), (10.2.1)
wobeiG die erzeugende Funktion der Summandgnst. Fir die Verteilung voryy ergibt sich

P[Sy=k] = Gn o G)H(0) fur allek > 0.

k'(
Beispiel(Ausdinnungseigenschaft von PoissonverteilunggnEin Huhn lege eine mit Parame-
ter A\ > 0 Poissonverteilte AnzahV von Eiern, von denen aus jedem unabhangig voneinander

und von/N mit Wahrscheinlichkeip ein Kilken schlipfe. Die erzeugende Funktion der Poisson-

verteilung ist

Gy(s) = E[sV] Zsk —e)‘ D)

=0

Die Anzahl der geschlipften Kuken isty = Z X;, wobei dieX; untereinander und voy
i=1
unabhéngige, Bernoulhf-verteilte Zufallsvariablen sind. Wir erhalten also

Gsy(s) = Gn(Gx,(s) = Gy(l—p+p-s) = A

d.h. die Zahl der geschlupften Kiiken ist wieder Poissorilerhit Parametep - \. eine ausge-
dunnte Poissonverteilung ist also wieder eine Poissagiant!

Galton-Watson-Verzweigungsprozesse

Wir betrachten das folgende Modell fir ein zufélliges Papohswachstum: Alle Individuen
der Population erzeugen unabhangig voneinander eineligaf@nzahl von Nachkommen in
der nachsten Generation mit VerteilungHierbei seiv eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf{0,1,2,...} mit v[{2,3,...}] # 0. Dieses Modell wurde 1889 von Galton und Watson ein-
gefuhrt, um die Aussterbewahrscheinlichkeit englischeelstitel zu untersuchen. Ahnlich wie
beim Random Walk handelt es sich um ein fundamentales stistiass Modell mit unz&hligen
Erweiterungen und Anwendungen, z.B. auf das Wachstum vdpellationen, die Ausbreitung
von Epidemien, die Zunahme der Neutronenzahl in einem Reakter auch die naherungsweise
Berechnung von genetischen Abstanden oder der Anzahl vadntlen in einem grol3en zufal-
ligen Graphen (z.B. dem Internet), die man in einer bestimmiezahl von Schritten erreichen
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kann. Die Nachkommensstruktur eines einzelnen Indivickioestimmt einen zufalligen verwur-
zelten Baum, s. Graflk 10.2. Dementsprechend spielen Vegewgsprozesse auch eine zentrale
Rolle bei der Analyse diverser stochastischer Modelle auhiiy s. z.B. [Peres: Probablity on
trees].

n=23 Z3 =06
n=2 oy =3
n=1 Zy =3
n=>0 Zy=1

Abbildung 10.1: Beispiel fur einen Galton-Watson-Prozess.

Wir beschreiben die Nachkommenszahlen der einzelnenithain in der(n — 1)-ten Generation
eines Verzweigungsprozesses durch unabhéngige Zufadlsien

N':Q—1{0,1,2,...}, i=1,2,...,

mit Verteilung v. Fur die Gesamtzahl der Individuen in deiten Generation erhalten wir die
folgende rekursive Darstellung:

Zn—l
Zy = Y N furallen>1.
=1

Ohne wesentliche Einschrdnkungen nehmen Xyir= 1 an — enthalt die Anfangspopulation
stattdessen mehrere Individuen, dann erzeugen dieseneoiksr unabhangige, identisch verteil-
te Unterpopulationen. D&,_; nur von den ZufallsvariableV? fur k& < n — 1 abhangt, sind
Zn—1 und N (i € N) unabhangige Zufallsvariablen. durch Bedingen &uf, erhalten wir fur
die mittleren Populationsgréf3en die Rekursion

E[Z,) = FE|Z,1] -m,
wobeim := > i - v(i) die mittlere Nachkommenzahl eines Individuums ist. Wiranstheiden
die folgendeﬁlFéIIe:

m > 1: Exponentielles Wachstum der Erwartungswerte  (supeskhji
m =1: Erwartungswerte konstant (kritisch)
m < 1: Exponentieller Abfall der Erwartungswerte (subkritisch)
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Wir wollen nun untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkik¢ Population in den einzelnen
Fallen ausstirbt. Nach_(10.2.1) gilt fir die erzeugendenkiianen der PopulationsgréRen die
Rekursionsformel

Gy(s) = E [szfﬁf : Ni"} — Gy (G(s)),

wobeiG die erzeugende Funktion der Verteilumgler AnzahlN;* der Kinder eines Individuums
ist. Per Induktion folgt wegetvz, (s) = G(s):

Gz, (s) = GG(...G(s)...) = G"(s) furallen € Nunds € [0, 1].

n—mal

Fur die Wahrscheinlichkeiten,,, dass der Prozess zur Zeitausgestorben ist, erhalten wir die
Rekursionsformel

Mn=PZ,=0] = Gz (0 = G"0) = G(mn1) (10.2.2)

Sei nunw die Wahrscheinlichkeit, dass die Population in endlicheit Zusstirbt. Da die Ereig-
nisse{ Z,, = 0} monoton wachsend sind, gilt

™ = P

n—oo

(2. = 0}] = lim m,.

n

DaG auf|0, 1] stetig ist, folgt aud(10.2.2)
T o= G,

d.h. die Aussterbewahrscheinlichkeitist ein Fixpunkt der erzeugenden Funktion. Wie oben
bemerkt, ist die erzeugende Funktich : [0,1] — [0, 1] strikt konvex mitG(1) = 1 und
G'(1-) = E[N]'] = m. Hieraus folgt, das$ im Fall m < 1 der einzige Fixpunkt vord in

0, 1] ist, wahrend im superkritischen Fall > 1 ein weiterer Fixpunki™ € [0, 1) existiert, sie-

he auch Grafik?. Aus den Skizzen erkennt man zudem, dass die Aussterbesheimbchkeit

7 = lim, der kleinste Fixpunkt voidr auf [0, 1] ist. Also stirbt der Prozess im subkritischen
bzw. kritischen Fall mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, wahremdm superkritischen Fall mit einer
strikt positiven Wahrscheinlichkeit tiberlebt.
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Abbildung 10.2: Erzeugendenfunktionen von Galton-WatBoozessen mit unterschiedlichen
Verteilungen fur die Anzahl der Nachkommen. In Rot: Fixputekation

Beispiel(Geometrische nachkommensverteilung Ist die Verteilung
vk) = p"(1-p)  (k=01,2..)

der Anzahl der Nachkommen eine geometrische VerteilundgPaniametep € (0, 1), dann ergibt
sich

= 1—-p .
_ ke k _
G(s) = D a-p = s fiiralle s € [0, 1].
k=0
Fixpunkte dieser Funktion sindund %. Furl — p > p (subkritischer Fall) ist der einzige
Fixpunkt in[0, 1], also stirbt die Populatiof-fast sicher aus. Im superkritischen Fal- p < p
betragt die Aussterbewahrscheinlichkeidlagegen nu%.

Rekurrente Ereignisse und Erneuerungsgleichung

Als weitere Anwendung von erzeugenden Funktionen beteackir eine Folge von unvorherseh-
baren Ereignissen, die zu diskreten Zeitpunkien N eintreten. Die Ereignisse bezeichnen wir
auch als ,Erneuerungen” (engl. renewals), und denken daBeian den wiederholten Ausfall

und Austausch eines Verschleil3teils in einer Maschiner dde wiederholte Abarbeiten einer
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Warteschlange. Wir beschreiben den Zeitpunkt, an denk-desErneuerung stattfindet, durch
eine Zufallsvariable
Sy, = MNTi+Th+...+T;.

T; ist also der Zeitpunkt der ersten Erneuerung, undifiiz 2 ist 7, der zeitliche Abstand
der (k — 1)-ten under dek-ten Erneuerung. In einem einfachen Modell nehmen wir ass da
T, Ts, ... : © — N unabhangige Zufallsvariablen sind, und, d&ssT3, . . . identisch verteilt
sind (aber nichf}!). Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiter, der Ereignisse

A, ={3keN: S, =n} ,Erneuerung zur Zeit"
aus den Verteilungen der Wartezeiten berechnen. BedindgeleawVert voril’ liefert firn > m:

PA,|Ty=m] = PE3keN: T1+...+Tp,=n|Ty =m]
= P[EIkENT2++Tk:n—m|T1:m]
= PFkeN: Th+...4+ T, =n—m),

und damit
P[An ‘ Tl = m] = P[Anferl ‘ Tl = 1] = P[An7m+1 ’ Al]
Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ernalie fir n € N:

Pn = Y Gnem P[Ty=m] (10.2.3)
m=1

mit ¢, := P[A,11 | A1]. Um die bedingten Wahrscheinlichkeitgnzu berechnen, bedingen wir
zusétzlich aufl;. DaTs, T3, . . . unabhangig und identisch verteilt sind, gilt fir> m:

[

[
= PEk>2: T3+...+ T, =n—m]
= PBk>2: Tot...+ Tt =n—m)
[

= PAnfm+1 | Al] =  d4n-m-
Wegen
¢ = PlAua|A] = D PlAna | An{Ty=m}]- P[Ty = m]
m=1
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erhalten wir .
G = Y Guom Plh=m] firallen> 1. (10.2.4)
m=1

Die Gleichungen[(10.2.3) un@(10.P.4) hei@meuerungsgleichungeiuf den rechten Sei-
ten dieser Gleichugnen stehen (wedgén7, > 1) die Faltungen der Folge,,n € N mit der
Folge der Gewichte der Wartezeitéhn bzw. T;. Daher ist es zweckmafig, zu den erzeugenden
Funktionen

Gp(s) = ansn
n=1
und
Gq(s) = Z qnS"
n=0
Uberzugehen. Fig| < 1 erhalten wir aug(10.2.3)

Gp(s) = Gyls)-Gn(s).
Aus (10.Z.4) ergibt sich, da die rechte Seitesfii 0 verschwindet:
Gy(s) —1= Z%Sn = Gy(s) - Gry(s).
n=1
Es folgtG,(s) = (1 — Gg,(s))~*, und damit
GT1 (8)
G,(s) e (10.2.5)

(10.2.5) liefert den gesuchten Zusammenhang zwischenat&giMng der Wartezeiten, und den
Wahrscheinlichkeitep,,, dass zur Zeit eine Erneuerung stattfindet.

Sei nun die Verteilung der Lebensdau@mTs, . .. vorgegeben. Dann kdnnen wir untersuchen,
welche Verteilung die Anfangswartezeitéh haben muss, damit die Wahrscheinlichkeiggn
nicht vonn abhangenStationarité). Fura € [0, 1] gilt p, = a fur allen € N genau dann, wenn

- n a ,
Gp(s) = ;pns = 11s furalles € (—1,1),
d.h. wenn LG
Gr(s) = «a- %T;(S) furalles € (—1,1). (10.2.6)
Da Gr, und Gr, erzeugende Funktionen von Wahrscheinlichkeitsvertgé#ansind, muss dann
gelten:
1 = Gpn(1) = liTn{lGTl(s)
.G 2(5) —1 !
= olim—==5— = aCp(1-)
= « E[TQ]
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Also mussi; endlichen Erwartungswert haben, und
a = 1/E[T] (10.2.7)

gelten. Dies ist auch anschaulich plausibel: Im station&al ist die Erneuerungswahrschein-
lichkeit zu einem festen Zeitpunkt der Kehrwert des migettezeitlichen Abstandes zwischen
zwei Erneuerungen. Gilt (10.2.7), dann ergibt sich au(8pdurch Koeffizientenvergleich:

& P[T, > n]
PITy=n] = Q-G—;;Hn_m> = —Em (10.2.8)
Die Folgep,, der Erneuerungswahrscheinlichkeiten ist also genau danst&nt, wenn die Ver-
teilung vonT; durch [10.2.B) gegeben ist (,stationarer Erneuerunggsssy. weiter kann man
ausgehend vori_(10.2.6) zeigen, dasskéliebigeVerteilungen der ersten Erneuerungszeit die
Wahrscheinlichkeitep, fir n — oo gegenl/E|[T,] konvegieren (,asymptotische Stationaritat”),
falls der Erwartungswert endlich ist und keiReriodizitatauftritt, d.h.

TPl =n]>0}) = L

Den Beweis dieseSrneuerungssatzesiber erzeugende Funktionen findet man im Klassiker von
W.Feller (An Introduction to Probability Theory and its Amations, Vol. 1).

10.3 Bedingen auf allgemeine Zufallsvariablen

IstY” eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrschehieitsraun((2, A, P) mit stetiger
Verteilungsfunktion, dann gilP[Y” = z] = 0 fir alle = € R. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
gegeeny” = z kdnnen daher nicht wie fur diskrete Zufallsvariblen definigerden. Alternativ
konnte man versuchen, bedingte Wahrscheinlichkeitentgagé als Grenzwert zu definieren:

PA|Y=2] = 1lmP[A|z—h<Y <z+h]. (10.3.1)
h—0

Dies ist in bestimmten Fallen mdglich, aber im allgemeingndie Existenz des Grenzwertes
nicht gewéahrleistet.

Stattdessen definiert man bedingte Erwartungen gegelysmadine Zufallsvariablen mithilfe
der Charakterisierung aus Satz 10.5. Bedingte Wahrschaielien gegebe” erhalt man als
Spezialfall bedingter Erwartungen:

PIA|Y] = E[I4]Y]. (10.3.2)
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten wie in (10.3.1) sind im Atlgginen nicht im herkkdmmlichen
Sinn definiert. Es ist allerdings ausgehend von (10eq1@gmdein mdglich fur ein festes Ereignis
A die Abbildungz — P[A|Y = z| bis auf Modifikation auf Nullmengen bzgl. der Verteilung
vonY zu definieren.

Das Faktorisierungslemma

Wir beweisen zunéachst eine wichtige mal3theoretische Aes$aiese wird es uns u.A. ermdg-
lichen, die charakterisierenden Eigenschaften bedirgteartungen aus Safiz 10.5 noch etwas
eleganter zu formulieren:

Satz 10.6(Faktorisierungslemma). Sei(S,S) ein messbarer Raum und: Q2 — S eine Abbil-
dung. Eine Abbildund( : 2 — R ist genau danw (Y")-messbar, wenn

X=f(Y)=foY

fur eineS-messbare Funktiofi : S — R gilt.

X

N

(€,0(Y)) — (5,5) — (R, B(R))
Beweis. (1). SeiX = f oY fir eine messbare Funktigh dann gilt
XYB) = Y Yf'B)ecoy) fur alle B € B(R),
daf~!(B) € S. Daher istX o(Y)-messbar.

(2). Fur die umgekehrte Richtung missen wir zeigen, dass eus(t )-Messbarkeit vonX
folgt, dassX eine messbare Funktion vanist. Dazu gehen wir schrittweise vor (,maf3-
theoretische Induktion®):

(@) IstX = I4 eine Indikatorfunktion mitA € o(Y'), dann giltA = Y~(B) mit B € S,
und damit

X(w) = Iyaplw) = IpY(w)) fur allew € Q.
(b) FUrX =5""  cila, mit A; € o(Y) unde; € R gilt entsprechend
X => als(Y),
=1

wobei B; Mengen auss mit 4; = Y ~!(B;) sind.

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



328 KAPITEL 10. BEDINGTE ERWARTUNGEN

(c) Fur eine beliebige nichtnegative(Y )-messbare Abbildund : @ — R existiert
eine FolgeX,, vono (Y )-messbaren Elementarfunktionen o¥it , X . nach (b) gilt
X, = fn(Y) mit S-messbaren Funktionefy. Damit folgt:

X = swpX, = swpfu(Y) = f(),

wobei f = sup f,, wiederS messbar ist.

(d) Fur eine allgemeine(Y")-messbare Abbildung : 2 — R sind sowohlX* als auch
X~ messbare Funktionen van, also auchX selbst.

]

Mithilfe des Faktorisierungslemmas kdnnen wir diearakterisierenden Eigenschaftéi und
(I bedingter ERwartungen gegeben eine diskrete Zufaligle Y aus Satz 105 wie folgt um-
formulieren:

X ist genau dann eine Version véfi.X | Y], wenn gilt:

(i) X isto(Y)-messbar,

(i) E[X; A] = EF[X; Alfuralle A€ o(Y).

Die Aquivalenz von (1) und (i) folgt aus dem Faktorisierulggsma, und die Aquivalenz von (11)
und (ii) ergibt sich durch maf3theoretische Induktion, dénmesagt gerade, dass

E[X-Iz(Y) = E[X-Iz(Y)] furaalleB €S gil.

Definition allgemeiner bedingter Erwartung

Eine bemerkenswerte Konsequenz der CharakterisierungdiediErwartungen durch die Be-
dingungen (i) und (ii) ist, dass dieedingte ERwartund”[X | Y| von der Zufallsvariablery’
nur Uber die vonY erzeugtes-Algebrac(Y') abhéngt! Sind zwei Zufallsvariablery” und Z
Funktionen voneinander, dann istY’) = o(Z), und damit stimmen auch die bedingten Erwar-
tungenE [ X | Y] und E[X | Z] Uberein (mit Wahrscheinlichkeit 1). Daher liegt es naheioyl von
der bedingten Erwartung gegeben einélgebra zu sprechen. Die-Algebra (z.B.o(Y') oder
o(Y1,...,Y,)) beschreibt dann die zur Verfugung stehende ,Informatianf die bedingt wird.

Die Charakterisierung bedingter Erwartung durch (i) undk@nnen wir sofort auf den Fall allge-
meiner bedingter Erwartungen gegeben einglgebra oder gegeben beliebige Zufallsvariablen
Ubertragen. Sei daz¥ : Q — R eine nichtnegative (oder integrierbare) Zufallsvariadle
einem Wahrscheinlichkeitsraufte, A, P).
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Definition (Bedingte Erwartung, allgemein). (1). SeiF C A eine o-Algebra. Eine nicht-
negative (bzw. integrierbare) Zufallsvariablé : QO — R heiRtVersion der bedingten
Erwartung E[X | F], falls gilt:

(@) X ist F-messbar, und

(b) E[X ; Al = E[X ; A] furalle A € F.
(2). Fur beliebige Zufallsvariableir, Y7, Y5, ..., Y, auf(Q, A, P) definieren wir

EX Y] = E[X|o(Y)],
E[X|Y,,...Y,] == EX|(V,....,Y.)] = E[X|o,...,Y,)

(3). Fur ein EreignisA € A definieren wir
PlA|F] = E[l4|F], undentsprechend P[A|Y] = E[A|Y].
Bemerkung. Durch maftheoretische Induktion zeigt man, dass Bedingur@guivalent ist zu:

() E[X-Z] = E[X - Z]furalle nichtnegativen (bzw. beschranktefmessbarery :
Q—R.

Satz 10.7(Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung). SeiX > 0 oderX € £!,
und F C A eineoc-Algebra.

(1). Es existiert eine Version der bedingten Erwartunidk | F].
(2). Zwei Versionen stimmdn-fast sicher Uberein.

Beweis.Die Existenz kann man unmittelbar aus dem Satz von Radonelikdolgern, s. z.B.
[A.Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie]. Wir geben slasen in Abschni2? einen Existenz-
beweis, der mit elementaren Methoden auskommt, st€éhe

Zum Beweis der Eindeutigkeit seiéhund X zwei Versionen der bedingten ErwartufigX | F].
Dann sindX und X beideF-messbar, und

EX; Al = E[X;A furalle A € F.
Hieraus foltX = X P-fast sicher. O

Bemerkung (Probleme mit Ausnahmemengeh Man beachte, dass die bedingte Erwartung
E[X | 7] und damit auch die bedingte Wahrscheinlichkejtd | F| nur fur jedefesteZufalls-
variable X bzw. jededesteEreignis A bis auf Modifikation auf Nullmengen eindeutig definiert
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sind. Ein weiteres Problem ist, dass wir allgemein zwar mgtéi Erwartungen gegeben eine Zu-
fallsvariableY definieren konnen, aber nicht solche gegeben das Ereignis: fir festes:. In
vielen Fallen kann man die beschriebenen Probleme durciv#hi®iner ,reguléaren Version der
bedingten Verteilung gegebéfi umgehen. Wir kommen darauf in Koroll&2ff zurtick.

ObwohlE[X |Y = z] fur festes: i.A. nicht definiert ist, kann man die Funktien— E[X|Y = Z]
bis auf Modifikation auf Nullmengen bzg. der Verteilung Viorsinnvoll definieren:

E[X | Y = z|, Definition und Warnung:

IstY : 2 — S eine Zufallsvariable mit Werten in einem messbaren R&a8n&), dann ist jede
Version der bedingten Erwartung[X | Y] nach Definitiono (Y')-messbar. Also gilt nach dem
Faktorisierungslemma:

EX|Y] = gY) far eine messbare Funktign: S — R. (10.3.3)

Da die Versionen der bedingten Erwartung bis auf Modifikatwf P-Nullmengen eindeutig
festgelegt sind, ist die Funktignbis auf Modifikaiton aufuy-Nullmengen eindeutig festgelegt.
In Anlehnung an den diskreten Fall setzt man manchmal:

EX|Y =2 = g(2). (10.3.4)
Genauer definieren wir fiir eine nichtnegative ZufallsvalgaX :

Definition. Eine messbare Funktion: S — R* hei3tVersion der bedingten Erwartung
E[X |Y = z] von X gegebert” = z, wenn gilt:

E[X;YeB] = /5(z)uy(dz) furalle B € S. (10.3.5)
B
Die charakterisierende Bedingurig (1013.5) ist nichts aglats eine allgemeine Variante der
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit Mithilfe des Transformationssatzes sieht man,
dassg genau danri(10.2.3) erfullt, wenity") eine Versio von£[X | Y] ist.

Warnung: Bei der Definition ist zu beachten, daS§X | Y = z| fur ein festes: im Allgemeinen
nicht definiert ist, sindern nur die Funktian— E[X |Y = z] modulo Modifikation auf
1y-Nullmengen! Das formale Rechnen mit bedingten Erwartungemm (10.3.4) ist daher
eine haufige Fehlerquelle.

Trotz dieser Gefahren ist die Notatidf{ X | Y = z| oft nitzlich, um Argumentationen transpa-
renter zu machen, oder um anschauliche Uberlegungen irematische Formeln zu iibersetzen.
Wir werden sie daher auch hier gelegentlich verwenden.
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Diskreter und absolutstetiger Fall

In einigen Fallen kann man die Definition direkt anwenden, hedingte Erwartungswerte zu
berechnen. Wir betrachten zunachst noch einmal den Sfagizéahe diskreten Bedingung:

Gilt F = o({H;|i € N}) fur eine disjunkte Zerlegun§ = | H; in abzahlbar viele messbare
Teilmengen (,Hypothesen“}; € A, dann sindF -mssbarezezﬁtljfalIsvariablen konstant auf jeder
der Menger¥;. aus der Definition der bedingten ERwartung folgt dann

EX|F] = E[X|H) auf H;
fur alle: € N mit P[H;] > 0.

Beispiel(Unbedingte Erwartungen). Die bedingte Erwartung einer Zufallsvariabtegegeben
die triviale o-Algebra{(), 2} ist der Erwartungswert vox .

Beispiel (Bedingen auf eine Partition). Ist P = Uy, die Gleichverteilung auf, 1), und F =
o({[ti—1,t;)]i = 1,...,n}) die von einer Partitiod) = ¢, < t; < ty < ... < t, = 1 erzeugte
o-Algebra, denn ist die bedingte Erwartuhy | 7| einer integrierbaren Funktion: [0,1) — R
dir durch

Elg|F] = t,_t‘l/g(U)du auflti—s, t:)
t.

definierte Funktion.

Abbildung 10.3: Die Dichte voiX (w) ist hier blau dargestellt un8[X | F] in rot.

Ist die gemeinsame Verteilung aller relevanten Zufalisdden absolutstetig, dann kann man
bedingte Ewartungen mithilfe von bedingten Dichten benech
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Satz 10.8(Berechnung bedingter Erwartungen im absolutstetigen Fa)l. SeienX : Q —
R™undY : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsra(th .4, P), deren
gemeinsame Verteilungy - absolutstetig ist, und séi: R™ x R™ — [0, co] messbar. Dann ist

EBXY) V@) = [ b Y(@)fay (el (@) do (103.6)
Rn
eine Version der bedingten Erwartung vbaX, Y') gegebery’.

Beweis.Nach dem Satz von Fubini ist die rechte Seite Von (1D.3.&) eiassbare Funktion von
Y (w), und es gilt

Elg(y)- / W, Y) oy (2]Y) da] / / g()h(, y) fxiv (ely) fr () de dy

= Y)h(X,Y)]

flr jede messbare Funktign: R — [0, o0]. O

Mit der Notation aus(10.3.4) lautet die Aussage des Satzes:

Eh( X, Y)Y =2 = /h(x, 2) fxy (x|2) do fur py-fastallez € S.

R”

Um die bedingte Erwartung zu berechnen, missen wir also deibekannten Wert von ein-
setzen, und die Funktion bzgl. der bedingten Dichtg- nachz integrieren.

Beispiel(Bedingen auf eine Koordinatg. Ist P = U, die Gleichverteilung auf einer beschrank-
ten, messbharen Menge C R?, und ist

Y:Q—-R, Y(z,y) =y,

die Projektion auf die zweite Komponente, dann gilt

EhY)(@y) = A(;Zy) / h(z,y)dz  P-fastsicher (10.3.7)

S—y
fir jede integrierbare Funktioh : Q — R. Hierbei istQ, = {z € R|(z,y) € R} dery-Schnitt
von (2. Bedingen aut” entspricht hier also dem normierten ,Herausintegriereriemplemen-
taren Koordinater.
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Abbildung 10.4: In Rot: Deg-Schnitt der Mengé..

Regulare bedingte Verteilungen

Beim Bedingen auf diskrete Zufallsvariablen konnten wir hgté Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen auf elementare Weise definieren. Fur allgemeine Zuéallblen sind die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten

PXeB|Y] = E[z|Y]
fur jede feste messbare Mengenur bis auf Modifikation auf-Nullmengen eindeutig definiert.
Dies ist ein Nachteil, da die Ausnahmemenge ¥abhangen kann, und im Allgemeinen tber-
abzahlbar viele messbare Mengen existieren. Die bedirggteiMing vonX gegebery” ist daher
zundachst nicht definiert. Im absolutstetigen Fall konnerdas Problem umgehen, indem wir die
Uber die bedingte Dichte gegebene Version

pxyy(y,dz) = fxy(zly)de

der bedingten Verteilung verwenden. Aus Saiz110.8 folgtittrebar, dass wir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten gegebeén ausy.x|y berechnen kénnen:

Korollar 10.9. Ist die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariabkén Q@ — R undY : Q —
R™ absolutstetig, dann igtx|y eineregulare Version der bedingten Verteilung val gegeben
Y, d.h.

(1). px)y ist ein stochastischer Kern vak™ nachRR".
(2). Fur jedesB € B(R") ist
PXeB|Y] = pxy(Y.B)

eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit Yyohe€ B} gegebert’.
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Bemerkung (Existenz von regularen Versionen bedingter Verteilungeh Die Existenz von
regularen Versionen von bedingten Verteilungen gegelma Zifallsvariabley” kann man all-
gemein beweisen, wenri Werte in einem vollstandigen, seperablen, metrischen Réunz:(
polnischen Raum) annimmt, siehe z.B. [Breiman, Ch. 4.3.]. Expizte Berechnung Uber be-
dingte Dichten ist naturlich im Allgemeinen nicht méglich.

Wenn wir uns auf eine bestimmte reguléare Versiony festlegen, dann konnen wir (10.B.2) als
Definition der bedingten WahrscheinlichkeiteéhX € B|Y = z] fir alle z € S verwenden. Die
FEstlegung auf eine bestimmte regulare Version der beglingerteilung ist im Allgemeinen
willktrrlich. Manchmal gibt es aber eine kanonishce Versidie sich auszeichnet. Dies ist zum
Beispiel der Fall, wenn die Dichte der gemeinsamen Vertgilton X undY” eine stetige Version
hat.

Beispiel (Bivariate Normalverteilung). Ist (X, Y) bivariat normalverteilt mit Mitte0, 0) und

: (1 :
Kovananzmatnx( f) , 0 € (—1,1), dann gilt
0

1 22 — 201y + 1>
fxy(z,y) = ——-exp (— YTy,

2m/1 — 02 2(1 - ¢?)

Fur ein festes: € R folgt

M)

fY|X(y\33) < fxy(wy) exp(_Q(l—g2)

als Funktion vony. Also ist
NY\X($7 ') = N(Qﬂﬁ, 1- 92)

eine kanonische regulare Version der bedingten Verteiamg” gegebenX.
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Abbildung 10.5: Die Dichtefx y (z,y) und in Blau, Griin und Magents, | x (y|z;) fir eini
{0,1,2}. Man beachte, das§ | x (y|z;) o< fxy (@i, y).

Beispiel (Grenzen naiven Bedingenp Sei(X,Y") gleichverteilt auf dem Viertelkreis
S = {(z,y) eR*z>0y>02>+y* <1}

Wir versuchen auf zwei Arten eine ,bedingte Verteilung vbrgegebenX = Y zu berechnen.
Dazubetrachten wir die Zufallsvariabléh= Y — X undW = Y/X. Wegenfx y « Is erhalten
wir mithilfe des Dichtetransformationssatzes fur faseed

O(z,v + x)

det 2@, )

fx|V(SL'|U) XX fva(l', U) = fij(l', U+ 33') .

x Ig(z,v+ ),

wobei ,.oc* fur ,proportional als Funktion vor:* steht. Wahlen wir die normierte rechte Seite als
kanonische Version der bedingten Dichte, so ergibt sich

fxw(x|0) o< Is(z,x) = Lo1/va)(T)-
Gegeber’ — X = (ist X also gleichverteilt auf0, 1/1/2).

Andererseits erhalten wir fir fast jedes

O0(z, wx)

det 9w, w)

fxw(zlw) o< fxw(z,w) = fxw(r,wz)-

x Ig(xz,wz)- .
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Wahlen wir wieder die rechte Seite als kanonische Versioeygibt sich

fxw(zl) o< Is(z,z)z = x-Ig,,m ).

Die bedingte Verteilung voX gegbeny’/ X = 1 unterscheidet sich also von der bedingten Ver-
teilung vonX gegebert’ — X = 0. Bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeb¥n= Y sind daher
nicht wohldefiniert!

Eine anschauliche Erklarung fur das Phanomen ist, dasswwiem beiden Fallen oben auf un-
terschiedliche infinitesimale Umgebungen der Diagokéley) € S|x = y} bedingen, wie die
folgende Grafik veranschaulicht:

{(x,y)GS : ‘3_1

<5} {(z,y) €S @ |y —=| <d}

Abbildung 10.6: Zwei verschiedene Arten die Diagonale zorapimieren
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