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Wahrscheinlichkeitstheorie”

Musterlösungen

1. (Reelle Zufallsvariablen)

a) Die Verteilungsfunktion F : R → [0, 1] (bzw. R) der Verteilung µ ist definiert durch

F (c) = µ
[
(−∞, c]

]
.

b) Die Verteilungsfunktion F berechnet sich jeweils wie folgt :

i) Sei T ∼ Exp(1). Dann gilt :

F (c) = P [T ≤ c] = 1− P [T > c] =

{
1− e−c , für c ≥ 0

0 , für c < 0
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ii)

F (c) =


0 , für c < 0
1
3

, für 0 ≤ c < 1
1 , für c ≥ 1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1



iii)

F (c) =


0 , für c ≤ 1

c−1
3

, für 1 ≤ c ≤ 4
1 , für c ≥ 4
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c) F ist monoton wachsend: Aus der Monotonie von µ folgt:

x ≤ y ⇒ (−∞, x] ⊆ (−∞, y]

⇒ F (x) = µ
[
(−∞, x]

]
≤ µ

[
(−∞, y]

]
= F (y) .

F ist rechtsstetig: Sei x ∈ R. Dann gilt für ε ↓ 0 :

F (x + ε) = µ
[
(−∞, x + ε]

]
↓ µ
[
(−∞, x]

]
= F (x) .

Denn für jede Nullfolge εn ↓ 0 gilt wegen der monotonen Stetigkeit von µ :

µ
[
(−∞, x + εn]

]
↓ µ
[⋂

n

(−∞, x + εn]
]

= µ
[
(−∞, x]

]
.

Grenzwerte: Für jede Folge cn ↑ ∞ gilt :

lim
n→∞

F (cn) = lim
n→∞

µ
[
(−∞, cn]

]
= µ

[⋃
n

(−∞, cn]
]

= µ
[
R
]

= 1 .

Also lim
c→∞

F (c) = 1. Ebenso gilt für jede Folge cn ↓ −∞ :

lim
n→∞

F (cn) = µ
[⋂

n

(−∞, cn]
]

= µ
[
∅
]

= 0 .

Also limc→−∞ F (c) = 0.

d) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf R heisst absolutstetig, genau dann wenn ein
f ∈ L1(R) existiert, so dass für die Verteilungsfunktion F gilt:

F (c) =

c∫
−∞

f(x)dx .
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Eine äquivalente Bedingung hierzu ist:

µ[B] =

∫
B

f(x)dx für alle B ∈ B(R) .

Ein Beispiel für eine Verteilung, die weder diskret noch absolutstetig ist, ist :

µ =
1

2
δ0 +

1

2
U0,1 .

e) (i) Betimmung von c :

1 = µ[R] = lim
a↑∞

F (a) =

∞∫
−∞

f(x)dx

= c

∞∫
0

tα−1 exp(−tα)dt

= c

∞∫
0

exp(−u)
1

α
du =

c

α

Im vorletzten Schritt wurde die Substitution u = tα, du = αtα−1 verwendet. Es
folgt somit c = α.

(ii) Für die bedingte Wahrscheinlichkeit gilt zunächst :

P [X ≥ s + t |X ≥ t] =
P [X ≥ s + t ∧ X ≥ t]

P [X ≥ t]
=

P [X ≥ s + t]

P [X ≥ t]
.

Mit Hilfe der Substitution u = tα berechnet man weiter :

P [X ≥ s] =

∞∫
t=s

αtα−1 exp(−tα)dt

=

∞∫
u=sα

exp(−u)du = exp(−sα) .

Zusammen folgt damit :

P [X ≥ s + t |X ≥ t] =
exp

(
− (s + t)α

)
exp

(
− tα

) ≤ exp
(
− sα

)
= P [X ≥ s] .

Denn für α ≥ 0 und s, t ≥ 0 gilt die Ungleichung

(s + t)α ≥ sα + tα .

Im Fall α = 1 gilt Gleichheit (Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung).
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2. (Zentraler Grenzwertsatz)

a) Seien X1, X2, . . . unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen in L2(Ω,A, P)
mit Erwartungswert E[Xi] = m und Varianz V ar[Xi] = σ2. Dann konvergieren die
Zufallsvariablen

S̃n :=
X1 + . . . + Xn − nm√

n

in Verteilung gegen die Normalverteilung N(0, σ2).

b) Seien X1, X2, . . . unabhängig und Bernoulliverteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1
2
,

insbesondere P [Xi = ±1] = 1
2
, E[Xi] = 1

2
, V ar[Xi] = 1

4
. Nach dem Zentralen Grenz-

wertsatz gilt :
Sn − n

2√
n1

2

D→ N(0, 1) .

Hierbei ist in diesem Fall die Zufallsvariable Sn = X1 + . . .+Xn binomialverteilt mit
Parametern (n, 1

2
). Damit folgt :∑

k:|k−n
2 |≤ 1

2
x
√

n

(
n

k

)
2−n = P

[∣∣∣Sn −
n

2

∣∣∣ ≤ 1

2
x
√

n

]

= P
[
Sn − n

2
1
2

√
n

≤ x

]
− P

[
Sn − n

2
1
2

√
n

< −x

]
∗)→

x∫
−∞

1√
2π

e−
u2

2 du −
−x∫

−∞

1√
2π

e−
u2

2 du

=

x∫
−x

1√
2π

e−
u2

2 du .

Zur Begründung von *) : Die Konvergenz des ersten Summanden folgt aus dem
Zentralen Grenzwertsatz. Die Konvergenz des zweiten Summanden zeigt man wie
folgt : Nach der Vorlesung folgt aus der Verteilungskonvergenz für alle x ∈ R :

P
[
Sn − n

2
1
2

√
n

≤ x

]
→ Φ(x) ,

da Φ überall stetig ist. Damit gilt auch :

Φ(x− ε) ≤ lim inf
n→∞

P
[
Sn − n

2
1
2

√
n

< x

]
≤ lim sup

n→∞
P
[
Sn − n

2
1
2

√
n

< x

]
≤ lim

n→∞
P
[
Sn − n

2
1
2

√
n

≤ x

]
= Φ(x) .

Also folgt :

P
[
Sn − n

2
1
2

√
n

< x

]
→ Φ(x) =

x∫
−∞

1√
2π

e−
u2

2 du .
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c) Es gilt für alle c ≥ 0 :

P [X1 > c] = P [− log U1 > c] = P [log U1 < −c]

= P
[
U1 < e−c

]
= e−c .

Insbesondere gilt P [X1 > 0] = 1. Also ist X1 exponentialverteilt zum Parameter 1
und es folgt :

E[X1] =

∞∫
0

P [X1 > c] dc =

∞∫
0

e−cdc = 1 .

Alternativ findet man die Verteilungsfunktion FX1(c) = (1 − e−c)+ und damit die
Dichtefunktion fX1(c) = F ′

X1
(c) = e−cI(0,∞)(c) und berechnet :

E[X1] =

∞∫
0

cfX1(c)dc =

∞∫
0

ce−cdc =

∞∫
0

e−cdc = 1 .

Für die Varianz berechnet man :

E[X2
1 ] =

∞∫
0

c2e−cdc = 2

∞∫
0

ce−cdc = 2E[X1] = 2 ,

woraus folgt :
V ar[X1] = E[X2

1 ]− E[X1]
2 = 2− 1 = 1 .

d) Da Ui > 0 P-f.s. für alle i und da der Logarithmus monoton wachsend ist, gilt :

P
[
(U1 · U2 · · · · · Un)n−1/2

en1/2 ∈ [a, b]
]

= P

[(
n−1/2

n∑
i=1

log(Ui)

)
+ n1/2 ∈ [log(a), log(b)]

]

= P
[
S̃n ∈ [− log(b),− log(a)]

] (
mit − log(Ui) = Xi und

1√
n

(
n∑

i=1

Xi − n

)
= S̃n

)
∗)
= P

[
log(b−1) < S̃n ≤ log(a−1)

]
= P

[
S̃n ≤ log(a−1)

]
− P

[
S̃n ≤ log(b−1)

]
∗∗)→ Φ(log(a−1)− Φ(log(b−1) =

log(a−1)∫
log(b−1)

1√
2π

e−
x2

2 dx

Die Gleichheit *) gilt, da
∑

i Xi als Summe von unabhängigen exponentialverteil-
ten Zufallsvariablen wieder eine absolutstetige Verteilung hat. Die Konvergenz **)
folgt nach dem Zentralen Grenzwertsatz, da die Zufallsvariablen Xi unabhängig und
identisch verteilt sind mit E[Xi] = V ar[Xi] = 1 .
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3. (Gesetz der großen Zahlen)

a) Es seien Yn, Y : Ω → R (n ∈ N) Zufallsvariablen auf (Ω,A, P). Dann konvergiert
(Yn)n∈N gegen Y

– P-stochastisch, genau dann, wenn ∀ε > 0 : limn→∞ P[|Yn − Y | > ε] = 0.

– P-fast-sicher, genau dann, wenn P[Y = limn→∞ Yn] = 1

b) In diesem Beweis werden benötigt:
Bernstein-Ungleichung: Sei Sn :=

∑n
i=1 Xi, wobei Xi (i ∈ N) unabhängig und iden-

tisch Bernoulli(p)-verteilt sind. Dann gilt:

P[|Sn

n
− p| ≥ ε] ≤ 2e−2nε2 ∀n ∈ N, ε > 0.

1. Borel-Cantelli-Lemma: Es seien An (n ∈ N) Ereignisse aus (Ω,A, P). Dann gilt
∞∑

n=1

P[An] < ∞ =⇒ P[Antritt unendlich oft ein] = P[
⋂
n

⋃
m≥n

Am] = 0

Setze An := {|Sn

n
− p| ≥ ε}. Mithilfe der Bernstein-Ungleichung erhält man

∞∑
n=1

P[An] ≤ 2
∞∑

n=1

e−2nε2

< ∞ für alle ε > 0 (geometrische Reihe)

und somit mittels Borel-Cantelli P[
⋂

n

⋃
m≥n Am] = 0. Weiter gilt

Sn

n
→ p ⇔ ∀ε > 0, ε ∈ Q ∃n ∀m ≥ n : |Sm

m
− p| < ε

Sn

n
9 p ⇔ ∃ε > 0, ε ∈ Q ∀n ∃m ≥ n : |Sm

m
− p| ≥ ε,

also zusammen

P[
Sn

n
9 p] = P[

⋃
ε>0, ε∈Q

⋂
n∈N

⋃
m∈N, m≥n

Am]
σ−additiv

≤
∑

ε>0, ε∈Q

P[
⋂
n∈N

⋃
m∈N, m≥n

Am] = 0

Alternativ: Vollständiger Beweis des starken Gesetzes der großen Zahlen.

c) Es seien Zn = a +
∑n

i=1 Yi, Yi unabhängig und identisch verteilt mit P[Yi = 1] = 18
37

,
P[Yi = −1] = 19

37
. Dann sind die Zufallsvariablen Xi := I{Yi=1}, i ∈ N unabhängige

und identisch Bernoulli(18
37

)-verteilte Zufallsvariablen. Aus dem Gesetzes der großen
Zahlen folgt

Sn

n
→ 18

37
P− fast-sicher für n →∞, wobei Sn :=

n∑
i=1

Xi

und weiter, da Yi = Xi − (1−Xi) = 2Xi − 1

Zn

n
=

1

n
[a− n + 2

n∑
i=1

Xi] =
a

n
− 1 + 2

Sn

n
→ − 1

37
P− fast-sicher für n →∞

also P[A] = P[∃n ∀k ≥ n Zk

k
≤ 0}]=1. Anschaulich bedeutet dies, dass A = {Zn ≤

0 schließlich} fast sicher eintritt, der Ruin also nahezu garantiert ist.
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4. (Charakteristische Funktionen)

a) Sei X : Ω → R eine Zufallsvariable auf (Ω,A, P). Die charakteristische Funktion φX :
R → C ist definiert durch t 7→ φX(t) = E[eitX ]. Da |eitX | = 1, ist die Zufallsvariable
eitX beschränkt, und somit integrierbar bzgl. P.

b) (i) Für X ∼ Exp(1) ist die Verteilungsdichte f(x) = e−xI(0,∞), also

φX(t) =

∫ ∞

0

eitx−xdx =
1

i + 1
eit−1|∞x=0 =

1

1− it
, da lim

x→∞
e(it−1)x = 0.

(ii) Für X ∼ Bernoulli(1
2
) ist X P-fast sicher 0 oder 1, also

φX(t) = eitP[X = 1] + P[X = 0] =
1

2
(eit + 1).

(iii) Für X ∼ Bin(n, 1
2
) ist X ∼

∑n
i=1 Xi, Xi unabhängig ∼ Bernoulli(1

2
), also

φX(t) = E[
n∏

k=1

eitXk ]
eitXk i.i.d.

= E[eitX1 ]n
(ii)
=

1

2n
(eit + 1)n.

(Eine explizite Berechnung dieser charakteristischen Funktion ist möglich, aber
aufwändig.)

c) Für a, b ∈ R erhält man

φaX+bY (t) = E[eit(aX+bY )] = E[eitaXeitbY ]
X,Y unabhängig

= E[eitaX ]E[eitbY ] = φX(at)φY (bt)

Seien nun X1, . . . , Xn unabhängig und N(0, 1)-verteilt. Man erhält

φ 1√
n

∑n
i=1 Xi

(t)
obiges + Ind,

=
n∏

i=1

φXi
(

t√
n

) = exp(− t2

2n
)n = exp(−t2

2
) = φN(0,1)(t)

Nach dem Fourierinversionssatz gibt es nur eine Wahrscheinlickeitsverteilung mit
charakteristischer Funktion φN(0,1), also gilt 1√

n

∑n
i=1 Xi ∼ N(0, 1).

d) Analog zu c) erhält man φS̃n
(t) =

∏n
k=1 φXk

( t√
n
). Wegen Xk ∈ L2 gilt nach einem

Satz aus der Vorlesung φXk
∈ C2, und somit, da E[Xk] = 0 und Var[Xk] = E[X2

k ] = 1,

φXk
(t) = E[eitXk ]

Taylorentw.
= 1 + E[itXk] +

1

2
E[(itXk)

2] + o(t2) = 1− t2

2
+ o(t2), für t → 0

und somit

φS̃n
(t) = (1− t2

2
+ o(t2))n → e−

t2

2 für n →∞.

Hierbei wurde die Ungleichung |
∏n

i=1 zi −
∏n

i=1 wi| ≤
∑n

i=1 |zi − wi| für zi, wi ∈ C
verwendet.

e) Für Xi ∼ Bernoulli(1
2
) gilt P[Xi ∈ {0, 1}] = 1 für alle i ∈ N. Es existiert also eine

abzählbare Menge R mit P[S̃n ∈ R ∀n ∈ N] = 1, und somit folgt

||P ◦ S̃−1
n −N(0, 1)||TV ≥ |P[S̃n ∈ R]−N(0, 1)[R]| = 1.
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