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1. (Binomialmodell fiir Aktienkurse) In einem einfachen Finanzmarktmodell wird
angenommen, dass der Kurs S,, einer Aktie an einem Tag mit Wahrscheinlichkeit p um den
Faktor w > 1 auf den Wert u - .5,, steigt, und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p um den Faktor
d < 1 auf den Wert d - S,, fallt.

Prézisieren Sie die Modellannahmen, und berechnen Sie den Erwartungswert und die Va-
rianz des Kurses S,, nach n Tagen, wenn der Kurs bei Sy = 1 startet.

2. (Exponentielle Abschitzungen)

a) Sei X eine diskrete reellwertige Zufallsvariable auf (€2, A, P). Zeigen Sie, dass fiir alle
c,t >0 gilt:

PX > < e"E[e”].

b) Es seien nun Xi, X5, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit P[X; = 1] = p und
P[X;=0]=1—-p, 0<p< 1. Zeigen Sie, dass fiir a,t > 0 gilt:

1 n
P |:_ X1, > :| < —nat E t X1
- ; >a| < [ )"
Beweisen Sie mithilfe dieser Abschitzung die Bernstein-Ungleichung

1 n
P[— ZXi >p+ g] < e 2ne? fiir alle e > 0.
n 4

3. (Zufillige Polynome) Seien U,V Zufallsvariablen mit Werten in {—1,1}, deren
gemeinsame Verteilung bestimmt ist durch



a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das Polynom z? + Uz + V mindestens eine reelle
Nullstelle?

b) Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert der grofieren Nullstelle von 22+ Uz +V
gegeben es gibt mindestens eine reelle Nullstelle.

c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das Polynom 2%+ (U + V)x + U + V mindestens
eine reelle Nullstelle?

4. (Irrfahrten und Wahlauszihlungen; optional) Seien X; (i € N) unabhéngige
und auf {—1, +1} gleichverteilte Zufallsvariablen. Wir betrachten die symmetrische Irrfahrt
S,=X1+Xo+...+ X, auf Z. Fiir A\ € Z sei

Ty(w) = min{n € N: S, (w) = A}

Fiir A # 0 ist T\ der Zeitpunkt des ersten Besuchs in X\, und Ty ist die erste Riickkehrzeit
zum Startpunkt. Im Vorlesungsskript wird mithilfe des Reflektionsprinzips gezeigt, dass fiir
A > 0 und n € N die folgenden Aussagen gelten:

PITy<n] = P[S,> N+ P[S,> A, (1)
PITy=n] — % (P[Su 1= A—1] = P[Sy 1 = A+ 1]) @)

a) Lesen Sie sich den Abschnitt im Vorlesungsskript durch, und erkliaren Sie die Beweis-
idee fiir die Gleichungen (1) und (2) anschaulich.

b) Zeigen Sie fiir A > 0 und n € N:
PlTo >nund S, =\ = P[T)=n] = = P[S, =\l

c¢) Bei einer Wahl erhélt Kandidat A o Stimmen und Kandidat B # Stimmen, wobei § <
a. Angenommen, die Stimmen werden in ,,vollig zufélliger” Reihenfolge ausgezéhlt.
Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass A wéhrend der Stimmenauszéhlung stets in
Fithrung liegt, betrigt z—;g



