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1. (Unabhingigkeit und Unkorreliertheit) Seien X und Y Zufallsvariablen mit
Werten in {—1,1}. Es gelte

PX=1Y=1]=a, PX=1Y=-1]=0b,
PIX=-1Y=1=¢, PX=-1Y=-1=d

a) Wann sind X und Y unkorreliert bzw. unabhéngig ? Geben Sie jeweils notwendige
und hinreichende Bedingungen an die Koeffizienten a, b, ¢, d der Massenfunktion der
gemeinsamen Verteilung an.

b) Seien nun X und Y unabhéngig und gleichverteilt. Zeigen Sie, dass die drei Zufalls-

variablen X, Y, X - Y paarweise unabhéngig sind. Sind sie auch unabhéngig?

2. (Verteilungsfunktionen I)
a) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf (2, .4, P) mit Verteilungsfunktion

0 fiir ¢ < —1,
1—p fir —1<e<0,
Fle) =9, | )
—p+tgep fir0<ce<2,
1 fiir ¢ > 2.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P[X = —1], P[X = 0] und P[X > 1].

b) Sei nun F die Verteilungsfunktion einer beliebigen Zufallsvariable X . Bestimmen Sie
die Verteilungsfunktionen der folgenden Zufallsvariablen in Abhéngigkeit von F"

Xt = max(X,0), X~ = —min(X,0), | X].



3. (Verteilungsfunktionen II; alte Klausuraufgabe)

a) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable. Wie sind die Verteilung und die Verteilungsfunk-
tion von X definiert? Wann nennt man die Verteilung absolutstetig? Wie héngen die
Verteilungsfunktion und die Dichte in diesem Fall zusammen?

b) Sind die Verteilungen der folgenden Zufallsvariablen absolutstetig? Skizzieren Sie die
Graphen der Verteilungsfunktionen, sowie, im absolutstetigen Fall, die Graphen der
Dichten (mit Beschriftung der Koordinatenachsen):

(i) U ~ Unif(—1,3),
(i) X ~ N(1,0.01),
(ii) Y = B-Z mit B, Z unabhéngig, Z ~ N(0,1), P[B=0] = P[B=1] =1/2,

(iv) W =(2B—1)-Z mit B, Z wie in (iii).

c) Sei A der Fliacheninhalt eines Kreises, dessen Radius Exp(1)-verteilt ist. Berechnen
Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte der Verteilung von A.

4. (Verteilungsfunktionen III; Klausuraufgabe) Sei

%(2 —z)r falls0 <z <2,

i@ —2) falls2<az <3,
Mx) = le=A@=3)  3< g
0 sonst.

a) Bestimmen Sie A € R so, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R ist. Rechnen
Sie mit diesem Wert weiter!

b) Geben Sie die zugehéorige Verteilungsfunktion F) an.

c) Bestimmen Sie P[2 < X < 5] fiir eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F).

5. (Verteilungsfunktionen IV; Klausuraufgabe) Seien X;, X5, ..., X,, unabhéngige
Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F', und sei Y = min(Xj,...,X,).

a) Zeigen Sie, dass G(z) =1 — (1 — F(x))"™ die Verteilungsfunktion von Y ist.

b) Sei nun X; exponentialverteilt mit Parameter A\ > 0. Zeigen Sie, dass Y exponenti-
alverteilt ist mit Parameter An.

6. (Borelsche o-Algebren) Sei Q2 eine nichtleere Menge, und J C P(£2).
a) Zeigen Sie, dass o(J) eine o-Algebra ist.

b) Folgern Sie, dass B(R) alle abgeschlossenen und offenen Intervalle enthélt.
c) Zeigen Sie B(R) = o ((—o0,c]:c€R).



