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Teil |

Bedingen und stochastische Prozesse



Kapitel 1
Bedingte Erwartungen

Zur Analyse von stochastischen Modellen mit Abhéngigkeiterwendet man in der Regel be-
dingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte gegelelverte von Zufallsvariablen. Bei-

spielsweise beschreibt man einen stochastischen ProXe$s-z, durch die bedingten Vertei-

lungen des nachsten Zustands,; gegeben den Verlaufy., = (X, X1, ..., X,,) bis zur Zeit

n.

1.1 Bedingen auf diskrete Zufallsvariablen

Wir betrachten zunachst das Bedingen auf den Ausgang asleetén Zufallsvariablé™ :  —
S, S abzahlbar. In diesem Fall konnen wir diedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

B PIAN{Y = z}]
P[A|Y =] PY =4 Aec A,
und diebedingten Erwartungswerte
B E[X;Y =Z] 1
E[X|Y—Z] m, XGE(Q,A,P),

fur allez € S mit P[Y = z] > 0 auf elementare Weise wie in Abschrit@ definieren. Fur € S
mit P[Y = z] = 0 sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht definiert.

1.1.1 Bedingte Erwartungen als Zufallsvariablen

Es wird sich als praktisch erweisen, die bedingten Wahistblekeiten und Erwartungswerte
nicht als Funktion des Ausgangssondern als Funktion der Zufallsvariabfezu interpretieren.
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte dann selbst Zufallsvariablen:
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8 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN

Definition (Bedingte Erwartung gegeben eine diskrete Zufallsvariable SeiX : 2 — R eine
Zufallsvariable mitE[X ~] < oo, undY : 2 — S eine diskrete Zufallsvariable. Die durch

BX|Y] = g0) = S¢() Tyes
z€eS
mit
() = E[X|Y =2 falsP[lY =2>0
P77 ) beliebig fallsPY = 2] = 0

P-fast sicher eindeutig definierte ZufallsvariatigX | Y] hei3t(Version der) bedingte(n) Er-
wartung von X gegebery’. Fur ein EreignisA € A heil3t die Zufallsvariable

PIAIY] = E[alY]
(Version der) bedingte(n) Wahrscheinlichkeit vaa gegebent”.

Die bedingte Erwartung’[X | Y] und die bedingte Wahrscheinlichkétf A | Y] sind also Zu-
fallsvariablen mit den WerteR[X | Y = z] bzw. P[A|Y = z] auf den MengeRY = z},z € S
mit P[Y = z] > 0. Auf jeder der NullmengeRY = z},z € S mit P[Y = z] = 0, wird der
bedingten Erwartung ein willktrlicher konstanter Wert ewgesen, d.h. die Definition ist nur
P-fast Uberall eindeutig. Wir fassen zunachst einige el¢arerEigenschaften der so definierten
bedingten Erwartung zusammen:

Lemma 1.1(Eigenschaften der bedingten Erwartung.
(1). Die AbbildungX — E[X | Y] ist P-fast sicher linear und monoton.
(2). SindX undY unabhéngig, dann gilE'[X | Y| = E[X] P-fast sicher.

(3). Herausziehen, was bekannt ist:
Furalle f: S — Rmit f(Y)- X > 0bzw.f(Y) - X € £! gilt

Ef(Y)-X|Y] = f(Y)-E[X |Y] P-fast sicher

Insbesondere gilt
E[f(Y)|Y]= f(Y) P-fast sicher
Beweis. (2). SindX undY unabh&ngig, dann gilt
EIX - Iiy—z)]
P[Y =]
furallez € S mit P[Y = z] > 0, alsoE[X | Y] = E[X] P-fast sicher. Die ebenso
elementaren Beweise von (1) und (3) werden dem Leser alsdJitberlassen.

E[X|Y =2 E[X]

O
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1.1. BEDINGEN AUF DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN 9

Anschaulich kbnnen wir die zweite Aussage folgendermafienpretieren: Sind undY unab-
héngig, dann liefert die Kenntnis des Wertégv) keine zuséatzlichen Informationen UbEKw).
Daher ist die besté&?-Prognose fiitX (w) wie im unbedingten Fall durch den Erwartungswert
E[X] gegeben.

1.1.2 Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

Die aus SatZ?? bekannte Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit konmemmithilfe der
obigen Definition in kompakter Weise schreiben.

Satz 1.2(Formel von der totalen Wahrscheinlichkei). SeiY : Q@ — S eine diskrete Zufalls-
variable mit Verteilung:(z) = P[Y" = z]. Fur alle messbarex : Q2 — R, gilt:

ElX]= ) BE[X|Y=:uz) =EEX]|Y]

2 p(2)#0
Insbesondere gilt
P[A] = E[P[A | Y]] furalle A € A.
Beweis.Wegen(2 = | J {Y = z} gilt nach dem Transformationssatz
z€S
EX] = Y EX;Y=2 = ) E[X;Y=4
z2€8 z: pu(2)#0
= Y EX|Y=z-ukz) = > g()u@
2 pu(2)#0 2 ()70
= Elg(Y)],

wobeig : S — R eine beliebige Funktion mif(z) = E[X | Y = z] furallez € S mit u(z) #0
ist. Die Aussage folgt wegef(Y') = E[X | Y| P-fast sicher. O

Bemerkung. Fir X € £1(Q, A, P) folgt aus der Monotonie der bedingten Erwartung
EX Y] < E[X]|]Y]
und damit die Ungleichung
E|EX Y]] < E[EIX||Y] = E[X]]

Die AbbildungX — E[X | Y] ist also eine Kontraktion aut!((2, A, P). Die Aussage von Satz
[1.2 gilt entsprechend auch fixr ¢ £!.

Universitat Bonn Sommersemester 2014



10 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN

1.1.3 Bedingte Varianz

Sei nunX : Q — R eine bzgl.P integrierbare Zufallsvariable
Definition (Bedingte Varianz). Die Zufallsvariable
Var[X [ Y] = E[(X - EX|Y])?|Y]
heiRtbedingte Varianavon X gegebery’.
Ist X quadratintegrierbar, dann gelten die folgenden Aussagen:
Lemma 1.3. Fur X € £*(Q, A, P) gilt:
(1). L*-Kontraktivitat: £ []E[X Y] ﬂ < E[X?).

(2). Var[X | Y] = E[X?|Y] - E[X |Y]*? P-fastsicher.
Insbesondere folgt fir € S mit u(z) # 0:

Var[X | Y] = Var[X|Y =] auf{y = z}. (1.1.2)

Beweis. (1). folgt aus Satz 112, da fur allee S mit P[Y" = z] # 0 auf{Y = z} qilt:

BIX|Y]P = [BX|Y=2:" < EX?|Y=2 = E[X|Y]

(2). Nach Lemmalll, (1) und (3), ergibt sich dann ahnlichfinedie unbedingte Varianz:

Var[X | Y] = E[X?|Y]-2-E[X-EX|Y]|Y]+E[E[X|Y]*|Y]
= E[X?|Y]-E[X|Y]? P-fast sicher.

O

Die folgende Zerlegungsformel kann haufig verwendet werdemVarianzen zu berechnen oder
abzuschatzen:

Satz 1.4(Formel von der bedingten Varianz. Fur eine ZufallsvariableX € £2(, A, P) gilt:

Var[X] = FE[Var[X | Y]] + Var[E[X | Y]]
=Y ValX Y=o+ Y (BIX|Y = 2] - BX]? u(e),
z:p(2)#0 2:p(2)#0

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



1.1. BEDINGEN AUF DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN 11

Beweis.Es gilt

VarlX] = E[X - BIX]? = B[E[X? | Y]] - E[EX | Y]?
= E[E[X?|Y]| - EIEIX | YP]+ E[E[X | Y]] - E[E[X | Y]]*
= FE[Var[X | Y]] + Var[E[X | Y]].

Der zweite Teil der Behauptung folgt nun aus (1.1.1) und de&sgrechenden Eigenschatt fir die
bedingte Erwartung. O

1.1.4 Anwendung auf zufallige Summen

Als erste Anwendung betrachten wir eine Summe

N(w)
Sn(w) = in(w)

von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariabtere £(2, A, P) mit zufalliger Anzahl

N von Summanden. Hierbei sai : Q — {0, 1,2, ...} eine von denX; unabhangige Zufallsva-
riable. Seienn = F[X;] undo? = Var[X;]. Wir berechnen nun die verschiedenen KenngréfRen
der Verteilung vorSy.

Berechnung des Erwartungswert®&a S, und N unabhangig sind, erhalten wir
E[Sy|N=k] = E[S,|N=k] = E[S] = k-m furallek € N,
alsoE[Sy | N] = N -m, und damit nach Safz1.2:
E[Sys] = E[ESy|N] = E[N-m.
Berechnung der Varian£rneut folgt wegen der Unabh&ngigkeit vpund V:

Var[Sy |N =k] = Var[Sy|N=k = Var[S,] = k- o

)

alsoVar[Sy | N] = N - 0?2, und damit nach Safz1.4:

Var[Sy] = E[Var[Sy|N]| + Var[E[Sy | N]] = FE[N]-o*+ Var[N]-m?
Berechnung der momentenerzeugenden Funkfdnt € R gilt

Ms,(t) = E[e®N] =E|[E["" |N]]=FE

= E[E[™V] = E [Mx, (t)V] = My (log Mx, (1)) .

Universitat Bonn Sommersemester 2014



12 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN

Mithilfe von Mg, kann man die Momente der zufalligen Sumsie berechnen:

ElSy] = M{Y(0)  furallem e N.

Im Prinzip erhalt man die Verteilung vofiy durch Laplace-Inversion, was aber nicht immer
praktikabel ist. Nehmen die Zufallsvariabléfjy nur nichtnegative ganzzahlige Werte an, kann
man statt der momentenerzeugenden Funktion die erzeugemi&on verwenden, und daraus

die Verteilung berechnen. Wir gehen darauf im folgendenchAhdt ein.

1.1.5 Charakterisierende Eigenschaften der bedingten Erartung

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen’wir eine altem&harakterisierung der bedingten
Erwartung gegeben eine diskrete Zufallsvariabble 2 — S, S abzahlbar. Diese Charakterisie-
rung werden wir in Abschnift 113 verwenden, um bedingte Etuwagen fir allgemeine Bedin-
gungen zu definieren. S&f : 2 — R, eine nichtnegative (bzw. integrierbare) Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsraui, A, P).

Satz 1.5.Eine reellwertige Zufallsvariabl& > 0 (bzw. X € £') auf(Q, A, P) ist genau dann
eine Version der bedingten Erwartudg X | Y], wenn gilt:

() X =g(Y) fureine Funktiory : S — R, und
() E[X-f(Y)] = E[X-f(Y)] furalle nichtnegativen bzw. beschrankten Funktionen
f:S—=R.

Beweis.Ist X eine Version vorE[X | Y], dann gilt (1). AuRerdem folgt nach Lemrpatl.1 (3) und
der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

EX-fY)] = E[EX|Y]-fV)] = E[EX fY)]Y]] = BX- f()
fur jede nichtnegative bzw. beschrankte FunktfonS — R.

Umgekehrt folgt aus (1), das¥ = g(z) auf{Y = 2} gilt. Ist auRerdem (lI) erfullt, dann folgt
weiter
E[X - Ip(Y)]

P[Y =]

g(z) = E[X|Y =¢]

_ EX-InM] _
— PV — 2] = FE[X|Y =Z]

furalle z € S mit P[Y = 2] > 0, d.h.X = ¢(Y) ist eine Version der bedingten Erwartung
E[X |Y]. O

Stochastische Prozesse Andreas Eberle
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In einigen Fallen kdnnen die charakterisierenden Eigeafteh direkt Gberpruft werden, um be-
dingte Erwartungen zu identifizieren:

Beispiel (Summen austauschbarer Zufallsvariable). SeienX,, X», ..., X,, € £L}Y(Q, A, P)
integrierbare Zufallsvariablen, deren gemeinsame Vartgiinvariant unter Koordinatenpermu-
tationen ist, d.n(X ), Xr2), .-, Xam)) ~ (X1, Xo, ..., X,,) firaller € S,,. Zufallsvariablen
mit dieser Eigenschaft heiRanstauschbar— beispielsweise sind unabhangige identisch verteil-
te Zufallsvariablen austauschbar. Wir zeigen:

1 , .
EX:|S.)] = =5, P-fastsicher firalle =1, ..., n,
n

wobeiS, = X;+...+X,. Zum Beweis Giberpriifen wir, dads; := +5,, die Bedingungen (I) und
(I aus Satz 15 fur” = S, erfullt. (1) ist offensichtlich. Zudem gilt wegen der Austgchbarkeit
fur jede beschrénkte messbare FunktfonR — R:

EIX;- f(Sh)] = E[X;- f(Sn)] faralle:,j =1,...,n,
also .
Blasi 0] = S BN S0 = B (5]
furallei =1,...,n, d.h. (Il) ist auch erfullt.

1.2 Erzeugende Funktionen, Verzweigungsprozesse, und Er-

neuerungen

Wir wollen die Methoden aus dem letzten Abschnitt nun vemen um Verzweigungs- und
Erneuerungsprozesse zu untersuchen. Ein wichtiges Hiitédisind in beiden Fallen erzeugende
Funktionen:

1.2.1 Erzeugende Funktionen von ganzzahligen Zufallsvaablen

SeiX : Q — {0,1,2,...} eine auf einem Wahrscheinlichkeitsrayf A, P) definierte Zufalls-
variable mit nichtnegativeganzzahligemVerten.

Definition (Erzeugende Funktion einer Zufallsvariable mit Werten in Z. ). Die durch
G(s) = E[s] = P[X = k]s", s €[-1,1],

00
k=0

Universitat Bonn Sommersemester 2014



14 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN

definierte Funktion heil¥rzeugende Funktiorder ZufallsvariableX bzw. der Folgeu(k) =
P[X = k] der Gewichte vorX.

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe sieht man, des&onvergenzradius der Potenz-
reihe stets grol3er oder gleithst. Also ist die erzeugende Funktion analytisch @uf, 1), und

es gilt

(k)
PX =k] = Gk'(o) furallek =0,1,2,....

Kennen wir also die erzeugende Funktion explizit, dann kednmir die Gewichte der Verteilung

berechnen.

Durch zweimaliges Ableiten zeigt man zudem, désmonoton und konvex auf), 1] ist. Fur

s € (0, 1] gilt nach DefinitionG(s) = M (log s). Daher lassen sich aus der erzeugenden Funktion
die Momente vonX berechnen — beispielsweise dilfX| = G’(1—) (linksseitige Ableitung von
G(s) beis = 1), falls der Erwartungswert endlich ist.

Flr die erzeugende Funktion einer Sumie- Y von unabhangigen, nichtnegativen, ganzzah-
ligen ZufallsvariablenX undY gilt offensichtlich

Gxiy(s) = Gx(s) Gy(s) furalles € [—1, 1].

Somit ist die erzeugende Funktion der Faltung

() (k) :Z,u(i)y(k:—z’) (k=0,1,2,..))

zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungerund v auf N U {0} das Produkt der einzelnen erzeu-
genden Funktionen.

Erzeugende Funktionen kénnen in verschiedenen Situatitiireexplizite Berechnungen ver-
wendet werden. Wir demonstrieren dies hier in einigen degehden Beispielen. Viele weite-
re entsprechende Anwendungen finden sich in den Wahrsudiieitstheorie-Lehrblchern von
Feller und Grimmett/Stirzacker.

1.2.2 Erzeugende Funktionen zufalliger Summen

SindN, Xy, Xs,...: Q — {0,1,2,...} unabhangige Zufallsvariablen, dann erhalten wir fur die
N
SummeSy = > X :

i=1

Gsy(s) = E[s™] = E[ES™|N] = EGs)"] = Gn(G(s), (1.2.1)

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



1.2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN, VERZWEIGUNGSPROZESSE, UND
ERNEUERUNGEN 15

wobeiG die erzeugende Funktion der Summandgnst. Fur die Verteilung vordy ergibt sich
1
P[Sy =k = E(GN o G)®)(0) fur allek > 0.

Beispiel(Ausdinnungseigenschatft von Poissonverteilungg&nEin Huhn lege eine mit Parame-
ter A\ > 0 Poissonverteilte AnzahV von Eiern, von denen aus jedem unabhangig voneinander
und vonN mit Wahrscheinlichkeip ein Kiilken schlipfe. Die erzeugende Funktion der Poisson-
verteilung ist

Gue) = B = YRt = ee,
k=0 ’

N
Die Anzahl der geschlipften Kiken ity = > X;, wobei dieX; untereinander und vofy

=1
unabhangige, Bernouljj-verteilte Zufallsvariablen sind. Wir erhalten also
Gsy(s) = Gn(Gx(s) = Gyl—ptp-s) = 0D,

d.h. die Zahl der geschlupften Kiken ist wieder Poissorilerhit Parametep - \. Eine ausge-
dunnte Poissonverteilung ist also wieder eine Poissosiany!

1.2.3 Galton-Watson-Verzweigungsprozesse

Wir betrachten das folgende Modell fir ein zufalliges Papiohswachstum: Alle Individuen
der Population erzeugen unabhangig voneinander eineligafdinzahl von Nachkommen in
der nachsten Generation mit VerteilungHierbei seiv eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf{0,1,2,...} mitv[{2,3,...}] # 0. Dieses Modell wurde 1889 von Galton und Watson ein-
gefuhrt, um die Aussterbewahrscheinlichkeit englischeéelstitel zu untersuchen. Ahnlich wie
beim Random Walk handelt es sich um ein fundamentales stistlaes Modell mit unz&hligen
Erweiterungen und Anwendungen, z.B. auf das Wachstum vihpapeilationen, die Ausbreitung
von Epidemien, die Zunahme der Neutronenzahl in einem Reaider auch die ndherungsweise
Berechnung von genetischen Abstanden oder der Anzahl vstéiZden in einem grol3en zufal-
ligen Graphen (z.B. dem Internet), die man in einer best@mtnzahl von Schritten erreichen
kann. Die Nachkommensstruktur eines einzelnen Individsioestimmt einen zufalligen verwur-
zelten Baum, s. Grafik 1.1. Dementsprechend spielen Vegungsprozesse auch eine zentrale
Rolle bei der Analyse diverser stochastischer Modelle gufrBen, s. z.B. [Peres: Probablity on
trees].

Universitat Bonn Sommersemester 2014



16 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN

n=23 Z3=~0
n=2 Zo =3
n=1 Z1 =3
n=>0 Zy=1

Abbildung 1.1: Beispiel fir eine Realisierung eines GalWatson-Prozesses.

Wir beschreiben die Nachkommenszahlen der einzelnenithain in der(n — 1)-ten Generation
eines Verzweigungsprozesses durch unabhangige Zufadiblen

N':Q—1{0,1,2,...}, in=12

3 g ey

mit Verteilungv. Fur die Gesamtzahl der Individuen in deten Generation erhalten wir die
folgende rekursive Darstellung:

Zn—l
Iy = ZNZ.” fur allen > 1.
=1

Ohne wesentliche Einschrankungen nehmen4yie 1 an. Enthalt die Anfangspopulation statt-
dessen mehrere Individuen, dann erzeugen diese vonemandehangige, identisch verteilte
Unterpopulationen. D&,,_; nur von den ZufallsvariableV* fur £ < n — 1 abhangt, sind,,_;
und N)* (i € N) unabhangige Zufallsvariablen. Durch Bedingen auf, erhalten wir fur die
mittleren Populationsgré3en die Rekursion

ElZ) = E[Z.] -m,

wobeim := > i - v(i) die mittlere Nachkommenszahl eines Individuums ist. Wiesscheiden
i=1
die folgenden Falle:

m > 1: Exponentielles Wachstum der Erwartungswerte  (supeskhji
m =1: Erwartungswerte konstant (kritisch)
m < 1: Exponentieller Abfall der Erwartungswerte (subkritisch)

Wir wollen nun untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkié Population in den einzelnen
Fallen ausstirbt. Nach (1.2.1) gilt fir die erzeugendenkionen der Populationsgrof3en die
Rekursionsformel

Z

Gz () = B [5 N | = Gy, (G(9))

Stochastische Prozesse Andreas Eberle
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wobeiG die erzeugende Funktion der Verteilungler AnzahlN;* der Kinder eines Individuums
ist. Per Induktion folgt wegeti';, (s) = G(s):

Gz.(s) = G(G(..G(s)...)) = G"(s) furallen € Nunds € [0, 1].

Fur die Wahrscheinlichkeiten,, dass der Prozess zur Zeitausgestorben ist, erhalten wir die
Rekursionsformel

M = P[Z,=0] = Gz (00 = G"0) = G(mn). (1.2.2)

Sei nunw die Wahrscheinlichkeit, dass die Population in endlicheit Zusstirbt. Da die Ereig-
nisse{Z,, = 0} monoton wachsend sind, gilt

T = P

n—oo

iz = 0}] = lim m,.

Da G auf|0, 1] stetig ist, folgt aud(1.212)
n o= G(m),

d.h. die Aussterbewahrscheinlichkeitist ein Fixpunkt der erzeugenden Funktion. Wie oben
bemerkt, ist die erzeugende Funktich : [0,1] — [0, 1] strikt konvex mitG(1) = 1 und
G'(1-) = E[N]'] = m. Hieraus folgt, dass im Fall m < 1 der einzige Fixpunkt vorg in

[0, 1] ist, wahrend im superkritischen Fall > 1 ein weiterer Fixpunkir* € [0, 1) existiert, sie-
he auch Grafik1]2. Aus den Skizzen erkennt man zudem, dagaidgterbewahrscheinlichkeit
7 = limm, der kleinste Fixpunkt vordz auf [0, 1] ist. Also stirbt der Prozess im subkritischen
bzw. kritischen Fall mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, wahremdm superkritischen Fall mit einer
strikt positiven Wahrscheinlichkeit Gberlebt.

Universitat Bonn Sommersemester 2014



18 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN
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Abbildung 1.2: Erzeugendenfunktionen von Galton-WatBoozessen mit unterschiedlichen
Verteilungen fur die Anzahl der Nachkommen. In Rot: Fixptitekation

Beispiel(Geometrische Nachkommensverteilung Ist die Verteilung
vik) = p"1-p (k=01,2..)

der Anzahl der Nachkommen eine geometrische Verteilundariametep < (0, 1), dann ergibt
sich

- 1—p y
_ k,k _
G(s) = Zsp (1-p) = T s fur alles € [0, 1].
k=0
Fixpunkte dieser Funktion sindund 1%7’ Fur1l — p > p (subkritischer Fall) ist der einzige
Fixpunkt in[0, 1], also stirbt die PopulatioR-fast sicher aus. Im superkritischen Fal- p < p
betragt die Aussterbewahrscheinlichkeilagegen nu%.

1.2.4 Rekurrente Ereignisse und Erneuerungsgleichung

Als weitere Anwendung von erzeugenden Funktionen beteachir eine Folge von unvorherseh-
baren Ereignissen, die zu diskreten Zeitpunkien N eintreten. Die Ereignisse bezeichnen wir
auch als ,Erneuerungen” (engl. renewals), und denken daBeian den wiederholten Ausfall

und Austausch eines Verschleil3teils in einer Maschiner, dds wiederholte Abarbeiten einer
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Warteschlange. Wir beschreiben den Zeitpunkt, an denk-desErneuerung stattfindet, durch
eine Zufallsvariable
Sy, = Ti+Th+...+T;.

T; ist also der Zeitpunkt der ersten Erneuerung, undkfir 2 ist 7, der zeitliche Abstand der
(k—1)-ten und dek-ten Erneuerung. In einem einfachen Modell nehmen wir asgBa 7, . . . :

2 — N unabhangige Zufallsvariablen sind, und, d&s<3, . . . identisch verteilt sind (aber nicht
T11). Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiter), der Ereignisse

A, ={3keN: S, =n} ~Erneuerung zur Zeit*
aus den Verteilungen der Wartezeiten berechnen. Bedingelea Wert voril} liefert firn > m:

P[A,|Ty=m] = P3keN: T1+...+ T, =n|Ty =m]
= PEkeN: Th+...+ T, =n—m|T) =m)]
= PEkeN: Th+...4+ T, =n—m),

und damit
P[An | T1 = m] = P[Anferl | Tl = 1] = P[Anferl ‘ Al]

Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ernalge fiir n € N:
m=1

mit g, := P[A,+1 | A1]. Um die bedingten Wahrscheinlichkeitgnzu berechnen, bedingen wir
zusatzlich aufl,. DaTs, T3, . . . unabhangig und identisch verteilt sind, gilt fae> m:

[

[
— PBk>2: Ts+...+ T =n—mj
= P3Bk>2: Th+...+Toey=n—m)
[

= PAnferl | Al] = Qn—m.-
Wegen
¢ = PlAualA] = D> Pl An{Ty=m}| P[T=m]
m=1
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erhalten wir .
G = Y Gum-P[ly=m]  furallen>1. (1.2.4)
m=1

Die Gleichungeri(1.213) und(1.2.4) hei@meuerungsgleichungeAuf den rechten Seiten die-
ser Gleichungen stehen (wedénT; > 1) die Faltungen der Folgg,, n € N, mit der Folge der
Gewichte der Wartezeiteéh, bzw.T,. Daher ist es zweckmaliig, zu den erzeugenden Funktionen

Gp(s) = ansn

n=1

und .
Gq(s) = Z Qnsn

Uberzugehen. Fis| < 1 erhalten wir ausEClI].?,)nO

Gp(s) = Gols)-Gr(s).
Aus (1.2.4) ergibt sich, da die rechte Seitefiti= 0 verschwindet:
Go(s) — 1= Z%Sn = Gy(s) - Gry(s).
n=1
Es folgtG,(s) = (1 — Gr,(s))~!, und damit
GTI (S>
Gp(9) 1= G ()" (1.2.5)

(1.2.5) liefert den gesuchten Zusammenhang zwischen de&giMag der Wartezeiten, und den
Wahrscheinlichkeitep,,, dass zur Zeit. eine Erneuerung stattfindet.

Sei nun die Verteilung der LebensdaudmTs, . .. vorgegeben. Dann kénnen wir untersuchen,
welche Verteilung die Anfangswartez&it haben muss, damit die Wahrscheinlichkejemicht
vonn abhangen$tationaritd). Fura € [0, 1] gilt p,, = « fur allen € N genau dann, wenn

- n o "
Gp(s) = ;pns = 1T furalles € (—1,1),
d.h. wenn .
1 —
Gr,(s) a- 17%(8) faralles € (—1,1). (1.2.6)
— S
Da G, und G, erzeugende Funktionen von Wahrscheinlichkeitsvertgéarsind, muss dann
gelten:
1 = GTl(l) = h%{l G’T1 (S)
.G 2(3) —1 l
= al;gl% = oG (1-)
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Also mussi; endlichen Erwartungswert haben, und
a = 1/E[Ty) 2.2.7)

gelten. Dies ist auch anschaulich plausibel: Im station&adl ist die Erneuerungswahrschein-
lichkeit zu einem festen Zeitpunkt der Kehrwert des miéfezeitlichen Abstandes zwischen
zwei Erneuerungen. Gilt (1.2.7), dann ergibt sich aus & @urch Koeffizientenvergleich:

Plli=n = a- (1 -3 Pmy = k]) - %. (1.2.8)

Die Folgep, der Erneuerungswahrscheinlichkeiten ist also genau danst&nt, wenn die Ver-
teilung vonT; durch [1.2.8) gegeben ist (,stationarer ErneuerungspadreWeiter kann man
ausgehend vori (1.2.6) zeigen, dass aliebigeVerteilungen der ersten Erneuerungszeit die
Wahrscheinlichkeitem,, fir n — oo gegenl/E[T»] konvergieren (,asymptotische Stationari-
tat"), falls der Erwartungswert endlich ist und keiReriodizitatauftritt, d.h.

geT({nP[l=n]>0}) = L

Den Beweis dieseSrneuerungssatzesiber erzeugende Funktionen findet man im Klassiker von
W.Feller (An Introduction to Probability Theory and its Amations, Vol. 1).

1.3 Bedingen auf allgemeine Zufallsvariablen

IstY eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrschehlteitsraum(2, A, P) mit stetiger
Verteilungsfunktion, dann gilP[Y" = z] = 0 fir alle = € R. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
gegebert’ = z kdnnen daher nicht wie flr diskrete Zufallsvariablen defimiverden. Alternativ
kénnte man versuchen, bedingte Wahrscheinlichkeitenlgggé als Grenzwert zu definieren:

PA|Y=2 = lmP[A|z—h<Y <z+h]. (1.3.1)
A

Dies ist in bestimmten Fallen mdglich, aber im allgemeirngndie Existenz des Grenzwertes
nicht gewéhrleistet.

Stattdessen definiert man bedingte Erwartungen gegelgamadine Zufallsvariabler mithilfe
der Charakterisierung aus Saizl1.5. Bedingte Wahrschikditen gegebef” erhalt man als
Spezialfall bedingter Erwartungen:

P[A|Y] = E[4]|Y]. (1.3.2)
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten wie in(1.8.1) sind im Aligeinen nichtim herkdbmmlichen Sinn
definiert. Es ist allerdings ausgehend Vion (1.3.1) allgammiglich, flr ein festes Ereigni4 die
Abbildungz — P[A|Y = z] bis auf Modifikation auf Nullmengen bzgl. der Verteilung vibn
zu definieren.

1.3.1 Das Faktorisierungslemma

Wir beweisen zunéchst eine wichtige mafitheoretische Ayes§aese wird es uns unter Anderem
ermoglichen, die charakterisierenden Eigenschaftennigésli Erwartungen aus Sdiz 11.5 noch
etwas eleganter zu formulieren:

Satz 1.6(Faktorisierungslemma). Sei(S,S) ein messbarer Raum unid : 2 — S eine Abbil-
dung. Eine Abbildund( : 2 — R ist genau danw (Y")-messbar, wenn

X=f(Y)=foY

fur eineS-messbare Funktioyi : S — R gilt.

X

Y

(©,0(Y)) — (5,5) — (R, B(R))
Beweis. (1). IstX = f oY fur eine messbare Funktigh dann gilt
XYB) = Y Y(fYB)eo®Y) fur alle B € B(R),
daf~!(B) € S. Daher istX o(Y)-messbar.

(2). Fur die umgekehrte Richtung missen wir zeigen, dasslaus(Y )-Messbarkeit vonX
folgt, dassX eine messbare Funktion vanist. Dazu gehen wir schrittweise vor (,malf3-
theoretische Induktion®):

(@) IstX = I4 eine Indikatorfunktion mitA € o(Y'), dann giltA = Y~!(B) mit B € S,
und damit

Xw) = Iyapw) = IpY(w)) fur allew € Q.
(b) FUrX = 3" c;Ia, mit A; € o(Y) unde; € R gilt entsprechend
X=> alp(Y),
=1

wobei B; Mengen auss mit A; = Y ~1(B;) sind.
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(c) Fur eine beliebige nichtnegative(Y )-messbare Abbildung : @ — R existiert
eine Folge X,,) von o(Y')-messbaren Elementarfunktionen mxif ~ X. Nach (b)
gilt X,, = f,(Y) mit S-messbaren Funktionefy. Damit folgt:

X = swpX, = supfuY) = f(),

wobei f = sup f,, wiederS-messbar ist.

(d) Fir eine allgemeine(Y")-messbare Abbildung : 2 — R sind sowohlX * als auch
X~ messbare Funktionen van, also auchX selbst.

0]
Mithilfe des Faktorisierungslemmas konnen wir diearakterisierenden Eigenschaftéip und

(1) bedingter Erwartungen gegeben eine diskrete ZufalisbleY aus Satz 115 wie folgt um-
formulieren:

X ist genau dann eine Version v@#{ X | Y], wenn gilt:
(i) X isto(Y)-messbar,
(i) E[X; Al = E[X; Al furalle A e o(Y).

Die Aquivalenz von (1) und (i) folgt aus dem Faktorisierulegsma, und die Aquivalenz von (Il)
und (ii) ergibt sich durch maftheoretische Induktion, dénmesagt gerade, dass

E[X-Iz(Y) = E[X-Ig(Y) furalleB €S gil.

1.3.2 Definition allgemeiner bedingter Erwartungen

Eine bemerkenswerte Konsequenz der Charakterisierungdied Erwartungen durch die Be-
dingungen (i) und (i) ist, dass diedingte Erwartung?[X | Y| von der Zufallsvariablen” nur
uber die vonY erzeugter-Algebrac(Y') abhangt!Sind zwei Zufallsvariableiy” und Z Funk-
tionen voneinander, dann istY') = o(Z), und damit stimmen auch die bedingten Erwartungen
E[X | Y] und E[X
der bedingten Erwartung gegeben eindlgebra zu sprechen. Die-Algebra (z.B.o(Y') oder

Z| Uberein (mit Wahrscheinlichkeit 1). Daher liegt es nahejafjil von

o(Y1,...,Y,)) beschreibt dann die zur Verfugung stehende ,Informatianf die bedingt wird.

Die Charakterisierung bedingter Erwartungen durch (i) (inkonnen wir sofort auf den Fall
allgemeiner bedingter Erwartungen gegeben eifdgebra oder gegeben beliebige Zufallsva-
riablen Uibertragen. Sei dazi : © — R eine nichtnegative (oder integrierbare) Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsrauif, A, P).
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Definition (Bedingte Erwartung, allgemein). (1). SeiF C A eine o-Algebra. Eine nicht-
negative (bzw. integrierbare) Zufallsvariablé : 2 — R heil3tVersion der bedingten
Erwartung E[X | F], falls gilt:

(@) X ist F-messbar, und

(b) E[X ; Al = E[X ; A] furalle A € F.
(2). Fur beliebige Zufallsvariablelt, Y1, Ys, ..., Y, auf(Q2, A, P) definieren wir
EIX|Y] = E[X|o(Y)),
EX|Y,...Y,] = EX|(Nh,....Y,)] = EX|oMY,...,Y,)].
(3). Fur ein EreignisA € A definieren wir
P[A|F| = E[l4|F], undentsprechend P[A|Y] = E[I4]|Y]
Bemerkung. Durch malfitheoretische Induktion zeigt man, dass Bedinfurdquivalent ist zu:

() E[X -Z] = E[X-Z] fir alle nichtnegativen (bzw. beschrankteF)messbarery, :
Q—R.

Satz 1.7(Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung). SeiX > 0 oder X ¢ !,
und F C A einecs-Algebra. Dann gilt

(1). Es existiert eine Version der bedingten Erwartufigl | 7.
(2). Zwei Versionen stimmdn-fast sicher Gberein.

Beweis.Die Existenz kann man unmittelbar aus dem Satz von Radooeyik folgern, s. z.B.
[A.Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie]. Wir geben sfagsen am Ende von Abschiitt]1.4 einen
Existenzbeweis, der mit elementaren Methoden auskommit.

Zum Beweis der Eindeutigkeit seishund X zwei Versionen der bedingten ErwartuRgX | F].
Dann sindX und X beideF-messbar, und

EX:A = E[X;A  furaledeF.

Hieraus folgtX = X P-fast sicher. O
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Bemerkung (Probleme mit Ausnahmemengeh Man beachte, dass die bedingte Erwartung
E[X | F] und damit auch die bedingte Wahrscheinlichkejtd | 7] nur fur jedefesteZufalls-
variable X bzw. jededesteEreignis A bis auf Modifikation auf Nullmengen eindeutig definiert
sind. Ein weiteres Problem ist, dass wir allgemein zwar fogteéi Erwartungen gegeben eine Zu-
fallsvariableY” definieren kénnen, aber nicht solche gegeben das Ereigeis: fur festesz. In
vielen Fallen kann man die beschriebenen Probleme durcw#&=iner ,regulédren Version der
bedingten Verteilung gegebéfi umgehen. Wir kommen darauf in Korollar 1.9 zuriick.

Bemerkung (E[X | Y = z]). Obwohl E[X | Y = 2] fiir ein festes: im Allgemeinen nicht defi-
niert ist, kann man die Funktion— E[X | Y = z] bis auf Modifikation auf Nullmengen bzgl.
der Verteilung vory” sinnvoll definieren: Ist” : 2 — S eine Zufallsvariable mit Werten in einem
messbaren Raulib, S), dann ist jede Version der bedingten Erwartlf]gX | Y| nach Definition
o(Y')-messbar. Also gilt nach dem Faktorisierungslemma:

EX|Y] = g ) flr eine messbare Funktign: S — R. (1.3.3)

Da die Versionen der bedingten Erwartung bis auf Modifikataf P-Nullmengen eindeutig
festgelegt sind, ist die Funktianbis auf Modifikation aufuy-Nullmengen eindeutig festgelegt.
In Anlehnung an den diskreten Fall setzt man manchmal:

EX|Y =2 = g(2). (1.3.4)
Genauer definieren wir flr eine nichtnegative ZufallsuaeaX :

Definition. Eine messbare Funktion: S — R* hei3tVersion der bedingten Erwartung
E[X |Y = z] von X gegebert” = z, wenn gilt:

EX;YeB] = /g(z),uy(dz) firalle B € S. (1.3.5)
B
Die charakterisierende Bedinguimg (1]3.5) ist nichts agmlals eine allgemeine Variante drer-
mel von der totalen Wahrscheinlichkeldlithilfe des Transformationssatzes sieht man, dass
genau danri(1.2.3) erfillt, wermY") eine Version vorE/[ X | Y] ist.

WARNUNG: Bei der Definition ist zu beachten, daB§X | Y = 2| furr ein festes: im Allgemei-
nen nicht definiert ist, sondern nur die Funktion—» E[X | Y = z] modulo Modifikation auf
uy-Nullmengen! Das formale Rechnen mit bedingten Erwartangie in (1.3.4) ist daher eine
haufige Fehlerquelle.
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Trotz dieser Gefahren ist die Notatid{ X | Y = z] oft nutzlich, um Argumentationen transpa-
renter zu machen, oder um anschauliche Uberlegungen irematische Formeln zu (ibersetzen.
Wir werden sie daher auch hier gelegentlich verwenden.

1.3.3 Diskreter und absolutstetiger Fall

In einigen Fallen kann man die Definition direkt anwenden, hedingte Erwartungswerte zu
berechnen. Wir betrachten zun&chst noch einmal den Sfadizéahe diskreten Bedingung:
Gilt 7 = o({H;|i € N}) fur eine disjunkte Zerlegunf} = |J H; in abzahlbar viele messbare

€N
Teilmengen (,Hypothesen}; € A, dann sindF-messbare Zufallsvariablen konstant auf jeder
der MengenH;. Aus der Definition der bedingten Erwartung folgt dann

EX|F] = E[X|H|] auf H;
fur alle: € N mit P[H;] > 0.

Beispiel(Unbedingte Erwartungen). Die bedingte Erwartung einer Zufallsvariabtegegeben
die trivialeo-Algebra{(), 2} ist der Erwartungswert vox .

Beispiel (Bedingen auf eine Partitior). Ist P = U, ;) die Gleichverteilung auf0, 1), und F =
o({[ti—1,t:)]i = 1,...,n}) die von einer Partitiof) = ¢ty < t; < ty < ... < t, = 1 erzeugte
o-Algebra, denn ist die bedingte Erwartuhly | 7| einer integrierbaren Funktian: [0,1) — R
die durch

t;
1
Blgl7) = ;= [otwde  aufltit)

ti—1

definierte Funktion.

Abbildung 1.3: Die Funktiomy(w) ist hier blau dargestellt un8[g|F] in rot.
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Ist die gemeinsame Verteilung aller relevanten Zufalls@den absolutstetig, dann kann man
bedingte Erwartungen mithilfe von bedingten Dichten blenen:

Satz 1.8(Berechnung bedingter Erwartungen im absolutstetigen Fa)l. SeienX : Q —
R*undY : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsrat A, P), deren
gemeinsame Verteilungy y absolutstetig ist, und séi: R” x R™ — [0, co] messbar. Dann ist

EHXLY) V@) = [ b Y(@)fay (el (@) do (13.6)
Rn
eine Version der bedingten Erwartung vbfX, Y') gegebery’.

Beweis.Nach dem Satz von Fubini ist die rechte Seite \fon (1.3.6) iessbare Funktion von
Y (w), und es gilt

E[gm- / h(x,Y>fX|y<x|Y>dx] - / / B, y) Py (aly) fo (y) de dy
- BX,Y)

fur jede messbare Funktign: R™ — [0, oo]. O

Mit der Notation aus (1.314) lautet die Aussage des Satzes:

ERX, Y)Y =2 = /h(x, 2) fxy (x]2) do far py-fastallez € S.
Rn
Um die bedingte Erwartung zu berechnen, missen wir also demekannten Wert von ein-
setzen, und die Funktion bzgl. der bedingten Dichtg- nachz integrieren.

Beispiel(Bedingen auf eine Koordinatg. Ist P = U, die Gleichverteilung auf einer beschrank-
ten, messbharen MengeC R?, und ist

Y:Q-=R, Y(z,y) =y,

die Projektion auf die zweite Komponente, dann gilt

E[RY](z,y) = )\(;2 )/h(x,y) dx P-fast sicher (1.3.7)

Yy

fur jede integrierbare Funktioh : Q — R. Hierbei ist}, = {z € R|(z,y) € R} dery-Schnitt
von (). Bedingen aul” entspricht hier also dem normierten ,Herausintegriererkmplemen-
taren Koordinate:.
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Q C R?

Yy
\y

Abbildung 1.4: In Rot: Dey-Schnitt der Mengé).

1.3.4 Regulare bedingte Verteilungen

Beim Bedingen auf diskrete Zufallsvariablen konnten witihgte Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen auf elementare Weise definieren. Fur allgemeine Zuéalkblen sind die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten

PIX€B|Y] = E[s(X)|Y]

fur jede feste messbhare Mengenur bis auf Modifikation auf’-Nullmengen eindeutig definiert.
Dies ist ein Nachteil, da die Ausnahmemenge ¥abhangen kann, und im Allgemeinen tber-
abzéahlbar viele messbare Mengen existieren. Die bedirggteiMing vonX gegebery” ist daher
zunachst nicht definiert. Im absolutstetigen Fall konneroas Problem umgehen, indem wir die
Uber die bedingte Dichte gegebene Version

pxy(y,de) = fxy(zly)de

der bedingten Verteilung verwenden. Aus SatZ 1.8 folgt tiefbiar, dass wir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten gegebén aus. x|y berechnen konnen:

Korollar 1.9. Ist die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariabken @ — R™ undY : 2 — R™
absolutstetig, dann igi x|y eineregulare Version der bedingten Verteilung vol gegeben’,
d.h.

(1). nxy ist ein stochastischer Kern vak™ nachRR".
(2). Fur jedesB € B(R") ist
PXeB|Y] = pxy(Y,B)

eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit yohe B} gegebery'.
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Bemerkung (Existenz von regularen Versionen bedingter Verteilungeh Die Existenz von
reguléren Versionen von bedingten Verteilungen gegelen Zufallsvariabler” kann man all-
gemein beweisen, wenri Werte in einem vollstandigen, separablen, metrischen Rgumz:
polnischen Raum) annimmt, siehe z.B. [Breiman, Ch. 4.3rjeEexplizite Berechnung tber be-
dingte Dichten ist nattrlich im Allgemeinen nicht méglich.

Wenn wir uns auf eine bestimmte regulare Versiaiy, festlegen, dann konnen wir die bedingten
Wahrscheinlichkeite®®[ X € B|Y = z| durch

PX e B|Y =z2] = pxv(z, B)

fur alle z € S definieren. Die Festlegung auf eine bestimmte regulareidfeider bedingten
Verteilung ist im Allgemeinen willkirlich. Manchmal gibseaber eine kanonische Version, die
sich auszeichnet. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn dehi2i der gemeinsamen Verteilung
von X undY eine stetige Version hat.

Beispiel (Bivariate Normalverteilung). Ist (X, Y") bivariat normalverteilt mit Mittel0, 0) und

: (1 .
Kovananzmatnx( f) ,0 € (—1,1), dann gilt

0

% — 207y + y?
fX,Y(%Z/) = /= 6Xp <— Y y)

2(1=¢%)
Fir ein festes: € R folgt

M)

fY|X(y|x) X fX,Y(x7y) X exp <_2(1 _ QQ)

als Funktion vony. Also ist
pyix(z,8) = N(ox,1- 0%

eine kanonische regulare Version der bedingten Verteiamg” gegebenX.
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x
Zo

Abbildung 1.5: Die Dichtefy y(x,y) und in Blau, Griin und Magentgy|x (y|z;) fir i €
{0,1,2}. Man beachte, das-x (y|z;) o< fxy(x;,y) als Funktion vony.

Beispiel (Grenzen naiven Bedingens Sei (X, Y') gleichverteilt auf dem Viertelkreis
S = {(z,y) eR¥z >0,y >0,2°+19° <1}

Wir versuchen auf zwei Arten eine ,bedingte Verteilung vorgegebenX = Y* zu berechnen.
Dazu betrachten wir die Zufallsvariabléh= Y — X undW = Y/X. Wegenfx y « Is erhalten
wir mithilfe des Dichtetransformationssatzes fur faseed

d(z,v+ x)

det 9, 0)

fx‘v(ﬂf‘v) X ny(:c,v) = f)gy(l’,?]"‘l’)'

x Is(z,v+x),

wobei ,oc” fur ,proportional als Funktion von* steht. Wéahlen wir die normierte rechte Seite als
kanonische Version der bedingten Dichte, so ergibt sich

fx|v(l‘|0) 0.8 Is(l‘,l‘) = ](071/\/5)(1‘)
Gegeber’ — X = 0 ist X also gleichverteilt auf0, 1/+/2).

Andererseits erhalten wir fur fast jedes

O(z, wx)

det Bz, w)

fxw(zlw) o< fxw(r,w) = fxw(z,wr)-

x Ig(x,wzx) - x.
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Wahlen wir wieder die rechte Seite als kanonische Versioergibt sich

fxwi(zll) o x-Ig(w,x) = x-](071/\/§)(x).

Die bedingte Verteilung vorX gegebeny’ /X = 1 unterscheidet sich also von der bedingten
Verteilung vonX gegebent’ — X = 0. Bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeh®n= Y sind
daher nicht wohldefiniert!

Eine anschauliche Erklarung fir das Phanomen ist, dasswiem beiden Fallen oben auf un-
terschiedliche infinitesimale Umgebungen der Diagoréley) € S|z = y} bedingen, wie die
folgende Grafik veranschaulicht:

{(x,y)eS : E—l‘<5} {(z,y) €S : |y — x| <}

Abbildung 1.6: Zwei verschiedene Arten die Diagonale zurapimieren.

1.4 Rechnen mit bedingten Erwartungen; Poissonprozess

In vielen Fallen tritt eine Kombination bedingter Erwargem beztglich verschiedener Zufalls-
variablen und/oder-Algebren auf. Die bedingten Erwartungswerte kbnnen daeirstrmicht
unmittelbar berechnet werden, lassen sich aber mithiedjegender Eigenschaften und Re-
chenregeln schrittweise umformen und ggf. vereinfachein.|&en nun aus der Definition ei-
nige fundamentale Eigenschaften bedingter Erwartungerdigewir in diesem Zusammenhang
haufig verwenden werden.

Als eine erste Anwendung untersuchen wir zeitliche und t&ln® Poissonprozesse. Zeitliche
Poissonprozesse sind die einfachsten Beispiele von et@jsth stochastischen Prozessen mit
stationéren unabhangigen Inkrementen, bzw. von zegstetMarkovketten. Raumliche Pois-
sonprozesse (Poissonsche Punktprozesse) sind grundéelytdelle fur zufallige Punktmen-
gen. Beide Arten von Prozessen spielen in etlichen Anwegshareichen eine wichtige Rolle
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(z.B. Warteschlangen, Versicherungsmathematik, Mdveégaenschaften, stochastische Geome-
trie etc.), und bilden die Basis fir die Konstruktion viekemplexerer stochastischer Modelle.

1.4.1 Eigenschaften der bedingten Erwartung

Wir leiten zunachst aus der Definition einige fundamentadeeschaften der bedingten Erwar-
tung her, die wir haufig bei der Berechnung bedingter Erwayswerte verwenden werden:

Satz 1.10.SeienX,Y und X,, (n € N) nichtnegative oder integrierbare Zufallsvariablen auf
(Q, A, P), und seienF,G C A o-Algebren.
Es gelten folgende Aussagen:

(1). Linearitat: EAX + pY | Fl = AE[X | Fl+p E[Y | F]  P-fast sicher fur alle\, 1 € R.
(2). Monotonie: AusX > 0 P-fast sicher folgtE[ X | F| > 0 P-fast sicher.

(3). AusX =Y P-fastsicher folgtF[X | 7| = EI[Y | F] P-fast sicher.

(4). Monotone Konvergenz: 16K,,) monoton wachsend mif; > 0, dann gilt

Elsup X, | F] = supFE[X,|F] P-fast sicher.

(5). Projektivitat / Tower Property: 1§ C F, dann gilt
EEX|F]|G] = EX]|J] P-fast sicher.
Insbesondere:

E[EX|Y,Z]|Y] = E[X|Y] P-fast sicher.

(6). Herausziehen, was bekannt ist: 8eiF-messbar mit” - X € £! bzw.> 0. Dann gilt

EYY -X|F] = Y- -E[X|F P-fast sicher.

(7). Unabhéngigkeit: IsiX unabhangig vorF, dann giltE[X | ] = E[X] P-fastsicher.

(8). Seien(S,S) und (7,7 ) messbare Raume. I8t : 2 — S F-messbar, und\ : Q@ — T
unabhéngig vorF, und f : S x T' — [0, o) eine produktmessbare Abbildung, dann gilt

E[f(X,)Y)| Fllw) = E[f(X,Y(w))] flr P-fast allew.
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Beweis. (1). Aus der Linearitat des Erwartungswertes folgt, de8&X | 7| + nE[Y | F] eine
Version der bedingten Erwarturig A\ X + pY | F] ist.

(2). SeiX eine Version vorE[X | F]. Aus X > 0 P-fast sicher folgt weged X < 0} € F:
EX;X<0 = EX;X<0 > 0,
und damitX > 0 P-fast sicher.

(3). Dies folgt unmittelbar aus (1) und (2).

(4). IstX,, > 0 und monoton wachsend, danndsp E[X,, | F] eine nichtnegativé-messbare
Zufallsvariable (mit Werten if0, oo]), und nach dem ,klassischen “ Satz von der monoto-
nen Konvergenz (siehe Sat2) qilt:

Elsup E[X,, | F|-Z] = sup E[E[X,, | F|- Z] = sup E[X,,- Z] = E[sup X,, - Z]

fir jede nichtnegativé--messbare Zufallsvariablé. Also istsup E[X,, | F] eine Version
der bedingten Erwartung venp X,, gegebenr.

(5). Wir zeigen, dass jede Version véi.X | G] auch eine Version voR' [E[X | F] | G] ist, also
die Eigenschaften (i) und (ii) aus der Definition der bedemgErwartung erfullt:

(i) E[X | G]ist nach Definitiong-messbar.
(i) Fir A € GgiltauchA € F,und somitE[E[X |G]; A] = E[X; A] = E[E[X | F]; A].

(6) und (7). Auf &hnliche Weise verifiziert man, dass die Asf@ariablen, die auf der rechten Seite der
Gleichungen in (6) und (7) stehen, die definierenden Eideafsen der bedingten Erwar-
tungen auf der linken Seite erfiillen (Ubung).

(8). Dies folgt aus (6) und (7) in drei Schritten:

(@) Gilt f(x,y) = g(z) - h(y) mit messbaren Funktionenh > 0, dann folgt nach (6)
und (7) P-fast sicher:

E[f(X,Y)|F] = ElgX)-MY)[F] = h(Y)-Elg(X)|F]

und somit

Elf(X,Y)| Fl(w) = E[g(X)-h(Y(w))] = E[f(X,Y(w))] fir P-fast allew.
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(b) Um die Behauptung fur Indikatorfunktiongiix, y) = Ig(x,y) von produktmessba-
ren MengenB zu zeigen, betrachten wir das Mengensystem

D = {BeS®T |Behauptunggiltfurf = Ig}.

D ist ein Dynkinsystem, das nach (a) alle Produkte= B; x B, mit B; € S und
B, € T enthalt. Also gilt auch

D D a({leBg\Bles,BQET}) = S@T

(c) Fur beliebige produktmessbare Funktionfen .S x T" — R, folgt die Behauptung
nun durch maf3theoretische Induktion.

O

Bemerkung (Konvergenzsatze fur bedingte Erwartungen. Aus dem Satz von der monoto-
nen Konvergenz (Eigenschaft (4)) folgen auch VersionerLéesmas von Fatou und des Satzes
von der dominierten Konvergenz fur bedingte Erwartungesr. Beweis verlauft ahnlich wie im
unbedingten Fall (Ubung).

Die letzte Eigenschaft aus Safz 1.10 ist oft sehr nitzlich.Uhabhéngige Zufallsvariablex
undY” ergibt sich insbesondere

E[f(X,Y)|Y](w) = E[f(X,Y(w))]  fur P-fastallew, (1.4.1)

d.h.
Ef(X,Y)|Y =2 = E[f(X,2)] far py-fast allez. (1.4.2)

Die Unabhangigkeit vorX undY” ist wesentlich furl(1.4]1) bzw_(1.4.2):
Beispiel. IstY = X, dann gilt offensichtlich
EX-Y|Y=2z = EY?|Y =2 = 2 fur py-fast allez, aber
E[X-z] = z-E[X] = =z-E[Y].

Das Anwenden der Formeln (1.4.1) und (1.4.2) ohne dass Wmgidkeit vorliegt ist ein sehr
haufiger Fehler beim Rechnen mit bedingten Erwartungen!

Beispiel(Summen von Wartezeiten. FUr eine exponential-verteilte Zufallsvariable gilt
PT>t+h|T>t] = P[T>Ah] furallet > 0undh € R.

Durch Bedingen kdnnen wir diese Aussage deutlich veraligeenn:
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Lemma 1.11(Erweiterte Gedachtnislosigkei). Sind7T und R unabhangige nichtnegative Zu-
fallsvariablen, und isf” exponentialverteilt, dann gilt

PT+R>t+h|T>t] = P[T+R>h]| firallet > 0undh € R.

Beweis. Durch Bedingen auRk erhalten wir nacH{1.41.2) fitr> 0:
P[T+R>t+hundT >t|R=r] © PT+r>t+hundT >t
= PT>t+h—r|T>t]-PT >t

= P[T'>h—r]-P[T >t

=

fur fast aller > 0, also

PT+R>t+hundT >t] = /PT+R>t+hT>t|R—r]MR(dr)
/PT>h—r pr(dr) - P[T >t

()

= P[T+R>h]-P[T>t.
Hierbei haben wir ir(x) und (x*) wesentlich benutzt, dagsund R unabhéngig sind. O

Das Lemma zeigt, dass fir Summen von unabhangigen Wadezsite Gedachtnislosigkeits-
eigenschaft gilt, sofern der erste Summand exponenttalitast. Diese Tatsache ist von grund-
legender Bedeutung um nachzuweisen, dass die zukunftigerdfgwicklung von zeitstetigen
Markovketten nicht vom Verlauf in der Vergangenheit, sondaur vom gegenwartigen Zustand
abhangt. Wir betrachten zunachst exemplarisch den eistiactiall einer solchen zeitstetigen
Markovkette - den Poissonprozess.

1.4.2 Poissonprozesse

Ein Poissonprozess mit Intensitét> 0 ist ein zeitstetiger stochastischer Prozess, d.h. eine Kol
lektion Ny, ¢t € [0, 00), von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsra@imA, P), mit
nichtnegativen ganzzahligen Werten. Der Prozess wanadilg eineExp(\)-verteilte Zeit ab,
und springt dann um eine Einheit nach oben. NaheliegendesAdungen sind z.B. die Model-
lierung einer Warteschlange, oder der Anzahl der bei eieesidherung auflaufenden Schadens-
falle.

Um einen Poissonprozess zu konstruieren, wahlen wir umaadpé exponentialverteilte Zufalls-
variablenTy,T,,... > 0 mit festem Parametek > 0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), und setzen

Sp,=Ti+Tr+...+7T,, n €N, und
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N, =#{neN|S, <t}, t €10,00).

N,
4 + — o
|
|
3+ T—?
| |
ol e
| | |
et 1
| |
| | |
i% R R
Sy S Ss Sy t

Abbildung 1.7: Darstellung VoV, (w).

Dann istt — N;(w) fur allew monoton wachsend mit ganzzahligen Werten dig¢tv) = 0. Die
WartezeitS,, bis zumn-ten Sprung ist’'(\, n)-verteilt, s. Lemm&??. Durch Bedingen kénnen
wir die Verteilungen des Prozessgs,);~o auf elegante Weise berechnen. Beispielsweise folgt
aus der erweiterten Gedachtnislosigkeit (Lenimall.11),fiiz> 0 unmittelbar

= P[T1+T2++Tk>t+h|T1>t]
= P+ Ty+...+ T > h
[

= P[N,<k] flurallek €N,

d.h. die bedingte Verteilung van, . ;, gegebenV, = 0 stimmt mit der Verteilung vov, tberein.
Allgemeiner erhalten wir:

Satz 1.12(Eigenschaften des Poissonprozes3e&ir t, h > 0 gilt:
(1). Ny ~ Poisson(At)
(2). Stationaritat:N,,, — N; ~ Ny,

(3). Unabhéangige Inkrementé, ., — N; 1L o(N, |0 < s <t).
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Beweis. (1). Verteilung vonV;: Da S, = T + ... + T} unabhangig vor¥},; undI'(\, k)-
verteilt ist, erhalten wir fi% € N nach [(1.4.R):

e <t < Ski1]

S,
P[Sk <t< Sk+Tk+1 | Sk :u] : usk(du)

1
—A(t—u) | )\k k—1_—u d
(k — 1) "

P
/

_ / Log(w) - Pt < u+ Tipa] s, (du)
/

Also ist N, Poisson-verteilt zum Parametgt.

(2). Gemeinsame Verteilung vavy und N, ,: Seienk,l > 0. WegenS, =T} + ... + T, und
Skr1 = Sk + Tpy1 + ... + Tryy erhalten wir nacH (1.411) aufgrund der Unabhéngigkeit der
T;:

P[Nyp <k+ LN, =k|Ty,..., T)(w)
= P[Spyu>t+h S, <t<S|Th,...,Tx(w)
= P[Sp(w) 4+ Ths1+ ...+ Tpyy >t + h, Sp(w) <t < Sp(w) + Tr1] (1.4.3)
[Ti1 + oo T > h] - P[Ti1 >t — Sp(w)] - Iig<ny ()
= P[N, <I]-PIN;=k|Ty,...,Ti](w)

Il
s

flr P-fast allew. Hierbei haben wir im vorletzten Schritt Lemma .11 verwemndus (a)

folgt:
P[Nt-l—h_Nt < laNt:k] = E[P[Nt+h < k+l7Nt:k|T177TkH
— PI[N, <I]- PN, = k], (1.4.4)
d.h.
P[Nyp — Ny <l|N,=k] = P[N,<]] furallek,l > 0.

Also ist das Inkrementv,, , — N; unabh&ngig vorV, mit Verteilung

Po(Nyyp—Ny)™' = PoN;' = Poisson(\h).
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(3). Unabhéngigkeit vorV,,, — N, undo (N, | 0 < s < t): Wir bemerken zunéchst, dass fur
jedes Ereignisi € o(N, | 0 < s <t)undk > 0 ein EreignisA;, € o(11,...,T}) existiert
mit

AN{N, =k} = An{N, =k} (1.4.5)
Zum Beweis kann man sich auf Ereignisse der Fdrm { N, = [} mits € [0,¢]undl > 0

beschranken, da diese dieAlgebrac (N, | 0 < s < t) erzeugen. Fur solche Ereignisde
giltin der Tat

Aﬂ{Nt = k} == {NS = Z,Nt == k:} = {Sl S s < SH.l,Sk; S t < Sk+1} = Akm{Nt = k}

wobei
0 falls | > k,
Ay = {5 < s} falls| = k,
{5, <s< S} fallsl <k,
ein Ereignis ist, dass nur vdfi, . . ., 7, abhangt.

Nach [1.4.5) erhalten wir fid € o(N, | 0 < s < t) undk, [ > 0 analog zu[(1.4]14):

P[{Nyyn — Ny < I} NAN{N; = k}]
= E[P[Nypn— Ny <I,Ny=k|Ty,...,Tk]; Asl
= P[N, <] - P[A.N{N; = k}]
= P[Nyyp — Ny <] - PIAN{N, = k}|].

Durch Summieren ubékr folgt die Unabhangigkeit vov,, , — N, und A.
O

Aus SatZ 1.1 folgt, dass fur jede Partitipn< ¢; < ... < t; die InkrementeV,, — N;,, Ny, —
Ny, ..., Ny, — N, _, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilung

N,— N, ~ Poisson(\-(t—s)), 0<s<t, (1.4.6)

sind. Insbesondere sind die Inkremesit&tionar, d.h. die Verteilung vorV, — N, hangt nur von
t — s ab.

Definition (Lévy-Prozes3. (1). Ein stochastischer Prozegs;,);>, auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum(£2, A, P) hei3tLévy-Prozesdalls

(a) die InkrementeV; — N,,0 < s < t, stationar sind, und
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(b) Inkremente Uber disjunkten Intervallen unabhangigisin

(2). Ein Lévy-Prozess heiRbissonprozess mit Intensitat > 0, falls (1.4.6) gilt.

Weitere wichtige Beispiele von Lévy-Prozessen sind BrahrBewegungen ung-stabile Pro-
zesse. EinBrownsche Bewegur(d: ).~ ist ein Lévy-Prozess mit normalverteilten Inkrementen
B, — B; ~ N(0,t —s),0 < s <t, dessen Pfade— B;(w) flr P-fast allew stetig sind.

Prozesse in diskreter Zeit mit unabhangigen stationatmemmenten sind Random Walks. Lévy-
Prozesse kann man aus Random Walks durch Grenziibergangetengchiedlichen Skalierun-
gen erhalten (Poissonapproximation, zentraler Grenga&tGrenzwertsatz fir Inkremente mit
heavy tails etc.). Den Poissonprozess erhalt man beismels als Grenzwert fik — oo der
reskalierten Random Walks,") — SEZEJ,

n

Sk — ZXi(k), x* unabhangig. Bernoulli(\/k).
=1

Die Simulation in Abbildundg?? deutet an, wie andere Lévyprozesse als Skalierungslimden
Random Walks auftreten.

Ein weiteres Beispiel fir Lévy-Prozesse sind zusammenzfeseompound) Poissonprozesse:

Beispiel (Compound Poisson-Prozeds Sei i eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aif und
A > 0. Dann heil3t der stochastische Prozess

Nt
Soo= Y. Xi, t>0
i=1

mit unabhéngigen ZufallsvariableX; mit Verteilung . und einem von derX; unabhangigen
PoissonprozeséV;):>o mit Intensitat\, Compound-Poisson-Prozess mit Sprungverteilung

w1 und Intensitat . Der Compound-Poisson-Prozess ist eine zeitstetige dfedes Random
Walks mit InkrementenX;. Er wartet jeweils eindixp(\)-verteilte Zeit ab, und macht dann
einen Sprung gemal} der Verteilupg Entsprechende Prozesse werden u. A. in der Versiche-
rungsmathematik zur Modellierung der akkumulierten Senatiohe bis zur Zeit verwendet.

Die VerteilungsS; fur ein festes > 0 kann man mit den oben eingefihrten Methoden fur zu-
fallige Summen berechnen. Zudem kann man beweisen,(dass, in der Tat ein Prozess mit
stationaren unabhéngigen Inkrementen ist.

1.4.3 Poissonscher Punktprozess

Die Sprungzeitpunkte eines Poissonprozesses in einernclesaalZeitintervall(s, ¢} kann man
auch auf andere Weise konstruieren: Zskeine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parame-
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ter A - (t — s), und sindUy, U, . .. unabhéngig voneinander und van und gleichverteilt auf
(s,t],dannsind/y, ..., Uz die Sprungzeiten eines Poissonprozesses mit Paraim@teforollar
[1.14). Allgemeiner sei nun ein endliches Maf3 auf einem messbaren R&6n&). Wir wollen
eine zufallige ,Punktwolke” inS mit Intensitéatr konstruieren. Dazu wahlen wir unabhangige

ZufallsvariablenX, X, ... : Q — S mit Verteilungu = V(”S), und setzen furl C S
Z
N) = D 6xlA] = #{1<i<Z|X; €A}, (1.4.7)
i=1

wobei Z (Gesamtzahl der Punkte) unabhangig von derund Poisson-verteilt mit Parameter
v(S) ist. Die AbbildungA — N(A) ist die Haufigkeitsverteilung der Punkié, ..., X, und
damit ein zufélliges MaR3. Hat das Intensitatsmeakeine Atome (d.h. gilv[{z}] = 0 fir alle

x € S), dann sind die Punkt&; mit Wahrscheinlichkeit alle verschieden, und wir kbnnev
P-fast sicher mit der zufalligen Punktmeng&,, X, ..., Xz} C S identifizieren.

Satz 1.13(Konstruktion von Poissonschen Punktprozessén Das durch[(1.4.]7) definierte zu-
fallige MaRR N ist einPoissonscher Punktprozess mit Intensitatsmafdl.h. fur beliebigé: € N
und disjunkte Teilmeng4,, ..., A, C S, sind die ZufallsvariablenV(A4,), ..., N(Ax) unab-
hangig mit Verteilung

N(A;) ~ Poisson(v(A;)).

Zum Beweis bengtigen wir die erzeugende Funktion der gesagien Verteilung mehrerer Zu-
fallsvariablen:

Definition (Erzeugende Funktion und gemeinsame Verteilung SeienNy,..., Ny : Q —
{0,1,2,...} nichtnegative ganzzahlige Zufallsvariablen auf einemM&teinlichkeitsraun?, A, P),
und sei

ving,...,ng) = PNy =mnq,..., Ny =mny

Die erzeugende Funktiordes Zufallsvektors§Ny, ..., N,,) bzw. der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungv auf{0,1,2,...}* ist die durch

G(s1,...,81) = BE[sVsd?- . 5% = Z v(ng,...,ng) - siisy? st

definierte FunktiorG : [0, 1] — [0, 1].

Die gemeinsame Verteilung ist ahnlich wie im eindimensionalen Fall eindeutig durch di-
zeugende Funktion festgelegt, denndijr. .., n, € {0,1,2,...} qilt:
1 3”1+"2+'“+"k’

vnem) = g (0,0 0)
. S Sk
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k

Beweis.O.B.d.A. kdnnen wirS = |J A; annehmen. Wir berechnen fir diesen Fall die erzeu-
i=1

gende Funktion der gemeinsamen Verteilung Yo, ), ..., N(Ax). FUr sy, ..., s, € [0,1)

gilt

k

H sj-V(Aj)

J=1

E A

H S;Aj(Xi)] _ (Z sj - M[Aj]> )

J=1 J=1

Hierbei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass daslibliber; gleichs; ist, falls X; in
der MengeA, liegt. DaZ Poisson-verteilt ist mit Paramete(s), erhalten wir

I (A”] = @y (Z 5 u[Aﬂ)

j=1

E

= Tl w(4) (5 - 1),

d.h. die erzeugende Funktion vOV(A;), ..., N(Ay)) ist das Produkt der erzeugenden Funk-
tionen von Poissonverteilungen mit Parametefs; ). Hieraus folgt, dass die gemeinsame Ver-
teilung der ZufallsvariabletV (A, ), ..., N(A,) das Produkt dieser Poissonverteilungen isfl

Poissonsche Punktprozesse bezeichnet man auch synonsémmaléche Poissonprozesdeois-
sonsche ZufallsmaRederPoissonsche Felde&ie spielen eine wichtige Rolle bei der Modellie-
rung zufalliger rAumlicher Strukturen, z.B. in der stodtshen Geometrie. Sdtz 1113 liefert uns
einen einfachen Algorithmus zur Simulation Poissonschekiprozesse. GraphikK? wurde mit
diesem Algorithmus erzeugt. Als eindimensionalen Spftialon SatZ 1.18 erhalten wir eine
alternative Konstruktion von zeitlichen Poissonprozasse

Korollar 1.14. Seien)\,a € (0,00). SindZ, Uy, Us, ... unabhéangige Zufallsvariablen mit Ver-
teilungenZ ~ Poisson(\ - a) undUy, Us, . .. ~ Unif g q), dann ist

Z
N, = > Iog(Uy), 0<t<a,
i=1

ein Poissonprozess mit Intensitét
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Beweis.Es gilt N; = N([0,]), wobei N der wie in [1.4.7) definierte Poissonsche Punktprozess
auf S = [0,a] mit homogenem Intensitatsmal- dt ist. Nach Satz1.13 folgt, dass fiir jede
Partition0 <ty < t; < ... < t; < a die Inkremente

Ny =Ny, = N((tj-1, 1), 1<j <k,
unabhéangig und Poisspk- (t; — t;_1))-verteilt sind. O

Poissonsche Punktprozesse lassen sich durch verschie@dersformationen wieder in Poisson-
sche Punktprozesse Uberfuhren. Bildet man beispielsvdss@unkieX;, 1 < i < Z, eines
Poissonschen Punktprozesséamit Intensitdtsmald mit einer (messbaren) Abbildung ab,
dann erhélt man einen Poissonschen Punktprozess

N(A) = Z(S(b(Xi)[A] = ZIA(¢(Xi)) = Zlqb*l(A)(Xz‘)

mit Intensitatsmal = v o ¢—!. Zudem gilt eine Ausdiinnungseigenschaft:
SeienZ, X1, Xs,...,U;, Us, ... unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilungen

14

Z ~ Poisson(v(S)), X;~ (S’

Ui ~ Unif(m) y

und seia : S — [0, 1] eine messbare Funktion (Akzeptanzwahrscheinlichkeii) Kdhstruieren
einen ausgedunnten Punktprozeégs indem wir einen PunkiX; nur mit Wahrscheinlichkeit
a(X;) berucksichtigen:

Z

Na = ZI{UiSG(Xi)}(SXi‘

i=1
Satz 1.15Farbungssatz, Ausdinnungseigenschaft IV, ist ein Poissonscher Punktprozess mit
Intensitatsmald(x)v(dzx).

Der Beweis wird dem Leser als Ubung uberlassen. Bemerkeh@wenter Anderem, dass die

beschriebene Konstruktion eine Kopplung von PoissongseEemit verschiedenen Intensitats-
mal3en, d.h. eine simultane Konstruktion dieser Prozedseir@m gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum ermdéglicht.

1.5 Bedingte Erwartung als beste.?-Approximation

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich die bedingte By einer quadratintegrierbaren
ZufallsvariableX gegeben eine-AlgebraF charakterisieren lasst als beste Approximation von
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X im Unterraum detF-messbaren quadratintegrierbaren Zufallsvariablen, blsrorthogonale
Projektion vonX auf diesen Unterraum. Neben naheliegenden Anwendungenichifineare
Prognosen liefert uns dies auch einen einfachen Existereb&ir die bedingte Erwartung.

1.5.1 Jensensche Ungleichung

Die Jensensche Ungleichung gilt auch fur bedingte Erwgenon
Sei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraunk’ € £(Q, A, P) eine integrierbare Zufallsvariable
und F C A einecs-Algebra.

Satz 1.16(Jenser). Istu : R — R eine konvexe Funktion mi{ X) € £!' oderu > 0, dann gilt
Eu(X)|F] > wu(E[X]F) P-fast sicher.

Beweis.Jede konvexe Funktioml&sst sich als Supremum von abzahlbar vielen affinen Funktio
nen darstellen, d.h. es gibt, b, € R mit

w(z) = sup (a,z+by) furallex € R.
neN

Zum Beweis betrachtet man die Stutzgeraden an allen Stelter abzahlbaren dichten Teil-
menge VorR, siehe z.B. [Williams: Probability with martingales, 6.6Yegen der Monotonie
und Linearitat der bedingten Erwartung folgt
EuwX)|F] > FEla,X+b,|F| = a, EX|F|]+b,
P-fast sicher fur allex € N, also auch
Eu(X)|F] > sup(a,-E[X|F]+b,) P-fast sicher.
neN

O

Korollar 1.17 (L?-Kontraktivitéat ). Die AbbildungX — E[X | F] ist eine Kontraktion auf
Lr(Q, A, P)furallep > 1, d.h.

E(EX|FIF] < E[X]] furalle X € £1(Q, A, P).
Beweis.Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:
|E[X | F]IP < E[|X]P|F] P-fast sicher.
Die Behauptung folgt durch Bilden des Erwartungswertes. O

Im Beweis des Korollars haben wir insbesondere gezeigs fimsine ZufallsvariableX € £P
auch die bedingte Erwarturfg[ X | F] in £? enthalten ist. Wir beschréanken uns nun auf den Fall
p=2.
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1.5.2 Bedingte Erwartung als bestd.?-Prognose

Der RaumL?(2, A, P) = L*(Q, A, P)/ ~ der Aquivalenzklassen von quadratintegrierbaren
Zufallsvariablen ist ein Hilbertraum mit Skalarprodult’,Y);: = E[XY]. Ist F C A eine
Untero-Algebra, dann isf.?(Q, F, P) einabgeschlossener Unterraunvon L*(92, A, P), denn
Grenzwerte vonF-messbaren Zufallsvariablen sind wiedermessbar. Nach der Jensenschen
Ungleichung ist furX € £2(9, A, P) jede Version der bedingten ErwartubgX | 7] im Unter-
raum£?(Q, F, P) der F-messbaren quadratintegrierbaren Zufallsvariableredtetih AuRerdem
respektiert die bedingte Erwartung AquivalenzklasseBas{ 1.Y. Die Zuordnung — E[X |F]
definiert also eine lineare Abbildung vom Hilbertraui(Q2, A, P) der Aquivalenzklassen auf
den Unterrauni.?(Q, F, P).

Satz 1.18(Charakterisierung der bedingten Erwartung als besteL? Approximation und als
orthogonale Projektion). Fur Y € £2(Q, F, P) sind aquivalent:

(1). Y ist eine Version der bedingten Erwartufg X | F].
(2). Y ist eine ,beste Approximatiofivon X im Unterraum£?(Q2, F, P), d.h.

E[(X-Y)] < E[(X-2)? furalleZc L£*Q,F,P).

(3). Y ist eine Version deorthogonalen Projektiorvon X auf den Unterrauni.?(Q, F, P) C
L*(Q, A, P), d.h.

E[(X-Y)-Z] = 0 furalle Z € £*(Q, F, P).

/ LQ(QaAv P)

L*(Q,F, P)

Abbildung 1.8: Darstellung voiX — E[X | F] als orthogonale Projektion auf den Unterraum
L*(Q, F, P).
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Beweis.(1) < (3): FUrY e L*(Q, F, P) gilt:

Y ist eine Version vor&[ X | F]
< FE[Y-I4] = E[X- 14 furalleAeF
<~ E[Y-Z] = E[X-Z] furalleZ c £*Q,F,P)
<~ FE[(X-Y)-Z] =0 furaleZe L£*Q,F,P)

Hierbei zeigt man die zweite Aquivalenz mit den UblichentSetzungsverfahren (maf3-
theoretische Induktion).

(3) = (2): SeiY eine Version der orthogonalen Projektion v&nauf L2(2, 7, P). Dann gilt
furalleZ € £2(Q, F, P):

E(X-2)°] = E((X-Y)+(Y -2))
= E[(X-Y?|+E(Y-2Y+2E[(X-Y) (Y -2)]
€eL2(Q,F,P)
> BE[(X-Y)

Hierbei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass- Z im Unterraum£?(Q, F, P)
enthalten, also orthogonal 20 — Y ist.

(2) = (3): Istumgekehrt” eine beste Approximation vak in £L2(Q, F, P)undZ € L*(Q), F, P),
dann gilt

E[(X -Y) < E[(X-Y +t2)?
= EB(X -Y)?|+2E[(X -Y)Z] +1*E[Z?

furallet € R, alsoE[(X —Y) - Z] = 0.
U

Die Aquivalenz von (2) und (3) ist eine bekannte funktionalgtische Aussage: die beste Appro-
ximation eines Vektors in einem abgeschlossenen Untereanies Hilbertraums ist die orthogo-
nale Projektion des Vektors auf diesen Unterraum. Die dafstehende geometrische Intuition
verdeutlicht man sich leicht anhand von Abbildiling 1.8.

SatZ 1.18 rechtfertigt die Verwendung der bedingten Exwaytls Prognoseverfahren. Beispiels-
weise istE[X | Y] nach dem Faktorisierungslemma die bektePrognose firX unter allen
Funktionen vom Tyg(Y), g : R — R messbar.
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46 KAPITEL 1. BEDINGTE ERWARTUNGEN

Beispiel(Nichtlineare Prognosg. SeienS, T : (2 — R, unabh&ngige Zufallsvariablen, die zum
Beispiel die Ausfallzeiten zweier Komponenten eines SyistbeschreibenS sei exponential-
verteilt mit Parametek > 0 - die Verteilung voril’ ist beliebig. Angenommen, wir kdnnen nur
den Ausfall der einen Komponente (mit Ausfallz&if beobachten, und wir méchten den Wert
der ersten Ausfallzeit

X = min(7,9)
aufgrund des beobachteten Werf&s) prognostizieren. Nach Sdiz 1118 ist der beste Prognose-
wert flr X bzgl. des mittleren quadratischen Fehlers durch

Xw) = BX|T|w)
gegeben. Explizit erhalten wir wegen der Unabhéangigkeit¥and S:

EX|T|(w) = E[min(T(w),S)]

T(w) o0
= / she ™ ds + / T(w)Ae ™ ds
0 T{w)
- %(1 — e ) fur P-fast allew.

Die beste Prognose im quadratischen Mittel h&ngt also isedieFallnichtlinear von 7" ab.
Sie unterscheidet sich damit von deesten linearen Prognog&egressionsgerade), die wie in
Abschnitt?? gezeigt durch

_ Cov[X,T]

Xin = aT' +b  mit
in = aL Var|T|

, b = E[X] - aB[T]

gegeben ist. Dass sicki und X, unterscheiden ist die Regel. Eine wichtige Ausnahme ergibt
sich, wenn die gemeinsame Verteilung vBrund 7" eine Gaul3verteilung ist - in diesem Fall ist
die bestel.? Prognoser[ X | T stets eine affine Funktion vdh.

1.5.3 Existenz der bedingten Erwartung

Durch die Charakterisierung der bedingten Erwartung adsgié-Approximation ergibt sich die
Existenz der bedingten Erwartung einer quadratintegaremZufallsvariable unmittelbar aus der
Existenz der Bestapproximation eines Vektors in einem stigessenen Unterraum eines Hil-
bertraums. Durch monotone Approximation folgt hierauskhestenz der bedingten Erwartung
auch fur beliebige nichtnegative bzw. integrierbare Asf@riablen:
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Satz 1.19(Existenz der bedingten Erwartung. FUr jede ZufallsvariableX > 0 bzw. X €
L£1(Q, A, P)und jeder-AlgebraF C A existiert eine Version der bedingten ErwartufigX | 7.

Beweis. (1). Wir betrachten zunachst den Fall € £%(Q, A, P). Wie eben bemerkt, ist der
RaumL?(§2, F, P) ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertralitd®, A, P). Seid =
inf{||Z — X||12 | Z € L£*(Q, F, P)} der Abstand vonX zu diesem Unterraum. Um zu
zeigen, dass eine beste Approximation ®nin L?(Q, F, P) existiert, wahlen wir eine
Folge (X,,) aus diesem Unterraum nijtX,, — X||;> — d. Mithilfe der Parallelogramm-
Identitat folgt firn, m € N:

X = Xl = (K= X) — (X, = %)
= 2 X, — X2+ X — X (K- X) 4 (X, - X
X+ X, ?
- 2 X~ X2 X = XIE | 22K x|
o o L2 e
<d?

und damit
limsup | X, — Xull72: < 0.

n,Mm—00
Also ist die Minimalfolge( X, ) eine CauchyLfolge in dem vollstandigen Radd{, F, P),
d.h. es existiert eit’” € £2(Q, F, P) mit

I Xn =Yz — 0.
FarY gilt
IV = X|[zz = |[lim X, —X[l;z < liminf|X, — X[z < d,
n—o00 n—oo

d.h.Y ist die gesuchte Bestapproximation, und damit eine Verdeiedingten Erwartung
E[X | F].

(2). Fur eine beliebige nichtnegative Zufallsvariableauf (€2, A, P) existiert eine monoton
wachsende FolggX, ) nichtnegativer quadratintegrierbarer ZufallsvariallenX = sup X,.
Man verifiziert leicht, dassup E'[X,, | ] eine Version vorE[X | F] ist.

(3). Entsprechend verifiziert man, dass fur allgemethes £!(Q), A, P) durchE[X | F] =
E[X* | F]— E[X~ | F] eine Version der bedingten Erwartung gegeben ist.
U
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Kapitel 2
Markovketten und Differenzengleichungen

In diesem Kapitel werden wir Markovketten genauer untdrsacEin wichtiges Hilfsmittel dabei
ist der Zusammenhang von Markovketten und Differenzeollegigen.

2.1 Grundlagen

Sei(S,S) ein messbarer Raum. Efreitdiskreter) stochastischer Prozess mit Zustandsraum
S ist eine FolgeX,, Xi, ... von auf einem Wahrscheinlichkeitsrau, .4, P) definierten Zu-
fallsvariablenX,, : 2 — S. Den Index n* interpretieren wir entsprechend als ,Zeit.” Fir < n

setzen wir:
Xm:n = (Xm7 Xerlu cee 7Xn>

Seien num,(x,dy),n = 1,2,3, ..., stochastische Kerne a(§, S). Wir verwenden die Notation

(mal)() = / Pl dy) £ (3)

fur den Erwartungswert einer messbaren FunkfionS — R bzgl. der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungp,(x, ). Insbesondere gilt

(puda)(x) = pp(z, A) furalle A € S.

Definition (Markovkette). Ein stochastischer Proze§X,,) mit Zustandsrauny' heil3tMarkov-
kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten, (z, dy), falls gilt:

Pl Xp41 € Al Xon| = por1(Xn, A) P-fs. furalleA € Sundn >0, (2.1.2)
bzw. dazu aquivalent

Elf(Xns1) | Xom) = (o f)(Xn) P-f.s. furalleS-messbarerf : S — R, undn > 0.
(2.1.2)
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Die Markovkette heif3zeitlich homogenfalls p,, nicht vonn abhangt. Die Verteilung voX,
heil3t Startverteilungder Markovkette. GiltP o X;* = §,, dann sagen wir, didlarkovkette
startet im Zustandr.

Die Aquivalenz von[(2.1]1) un@{2.1.2) ergibt sich durch tha@retische Induktion. Die definie-
rende Eigenschaft (2.1.1) besagt, dass, bedingfXgufder nachste Zustand,,,; unabhangig
von Xy, ..., X,,_1 mit Verteilungp,,1(X,, ®) ist. Eine Markovkette ,vergisst* also den vorheri-
gen Verlauf bis zur Zeit — 1, und startet in jedem Schritt neu im gegenwartigen Zusfand

Bemerkung (Allgemeine Definition einer Markovkette; Existenz von Ubegangskerner).
Allgemeiner heil3t ein stochastischer Prozekss) Markovkette, falls

P[X,1 € Al Xon] = P Xn1 € Al X, P-f.s. furalleA € Sundn >0 (2.1.3)

gilt. Die Existenz eines Ubergangskerns folgt dus (2.1r¢uRegularitatsvoraussetzungen an
(S,S). Hinreichend ist zum Beispiel, dassein polnischer (d.h. vollstandiger separabler metri-
scher) Raum mit BorelscherAlgebraS = B(.5) ist.

Beispiel (Diskreter Zustandsraum). Ist .S abzahlbar, dann kdnnen wir einen stochastischen
Kern p,, auf S mit der stochastischen Matrpx,(x, y) = p.(z, {y}) identifizieren. Ein stochasti-
scher ProzesgX,,) ist genau dann eine Markovkette mit Ubergangsmatrizén, y), wenn

P[Xn—i—l = Tn+1 | XO:n - xO:n] - pn—i—l(xna xn—l—l)

fur allexy, ..., z,41 € S mit P[Xq., = xq.,] # 0 gilt.

2.1.1 Zuféllige dynamische Systeme als Markovketten

Markovketten erhalt man insbesondere als zuféllige Sggnrmynamischer Systeme:

Sei(T,T) ein messbarer Raum. Wir betrachten einen stochastiscbead# X ,,) mit Zustands-
raumSsS, der rekursiv durch

Xn+1 = (I)n—l—l(XnaWn-‘rl)a n=012...,

definiert ist, wobeiX, : Q@ — S und Wi, Ws,...;Q — T unabhangige Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsrauff, A4, P), und® : S x T'— S,n € N, messbare Abbildungen
sind. Die Abbildunger®,, beschreiben das Bewegungsgesetz des dynamischen Systeiase
ZufallsvariableniV,, die zufélligen Einflussfaktoren (Rauschen, noise).

Universitat Bonn Sommersemester 2014



50 KAPITEL 2. MARKOVKETTEN UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN

Satz 2.1. (1). (X,,) ist eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

pn(z, A) = P[P, (x,W,) € A], reS,AES.

(2). Hangen die Abbildunged,, nicht vonn ab, und sind die ZufallsvariableW,, identisch
verteilt, dann ist die MarkovketteX,,) zeitlich homogen.

Beweis. (1). Furn > 0 ist X, eine Funktion vonXy, Wy, Wy, ... W,. Also istW,,.; unab-
hangig vonX,.,, und flirA € S folgt

PlXp11 € Al Xom)(w) = Pl®p1 (X, Wiia) € A Xo)(w)
= PO (Xp(w), W) €Al = po(Xan(w), A)

fur P-fast allew € ().

(2). Hangend,, und die Verteilung voriiV,, nicht vonn ab, dann hangt augh, nicht vonn ab,
d.h. die Markovkette ist zeitlich homogen.
O

Umgekehrt kann man Markovketten unter schwachen Voraussgén an den Zustandsraum
stets als zuféllige dynamische Systeme darstellen. Wieredies fur reellwertige Markovketten,
und erhalten so ein explizites Konstruktionsverfahrerdiése Prozesse:

Seieny eine Wahrscheinlichkeitsverteilung upg, n € N, stochastische Kerne atR, B(R)).
Wir betrachten die linksstetigen Inversen

Gy(u) = inf{ceR : Fy(c) > u} und
G, (z,u) = inf{ceR : F,(z,¢) > u}

der Verteilungsfunktionetiy(c) = p[(—oo, ¢)] und F,(z, ¢) = pu(x, (—o0, ¢]) der Wahrschein-
lichkeitsverteilungem undp,, (z, ®). Aus SatZ 211 und Sa@? folgt unmittelbar:

Korollar 2.2 (Existenzsatz und Konstruktionsverfahren fur Markovketten). Seily, Uy, Us, . . .
eine Folge von unabhangigen, g0f 1) gleichverteilten Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum($2, A, P). Dann ist der durch

XO = QO(UO)a Xn+1 - Qn+1(XnaUn+1>7

definierte stochastische Prozess eine Markovkette mitnv@téeilung;: und Ubergangskerngm,.
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Bemerkung. Auch auf anderen Zustandsraumen kann man Markovkettenfddihaliche Weise
explizit konstruieren.

Die obige Konstruktion liefert unmittelbar einen Algomtius zur Simulation der Markovkette:

Algorithmus (Simulation einer reellwertigen Markovkette).

erzeugeu, ~ Unif (0, 1); setzey, := G, (uo)
forn:=1,2,...do
erzeugey, ~ Unif (0, 1); setzey,, := G,,(Yn_1, tn)
end for

2.1.2 Beispiele

Wir betrachten eine Reihe von grundlegenden Beispielenarkovketten, die wir explizit als
zufallige dynamische System darstellen:

Random Walks aufZ? bzw.RR?. Sind die Zufallsvariablefl/,, unabhangig und identisch verteilt
mit Werten inZ? oderR?, dann wird durch

XO = T, XnJrl = Xn+Wn+17

ein d-dimensionaler Random Walk definiert. Der ProzeXs) ist eine zeitlich homogene Mar-
kovkette mit Start inc und Ubergangskerp(z, e) = p o 7, !, wobeiyu die Verteilung voniv,
undr,(y) = y + x die Translation um: ist.

Random Walk auf {0, 1, 2, ...} mit Reflexion bzw. Absorption bei0. Durch

X, + W, fallsX, >0,
Xn+1 =

1 bzw.0 falls X,, =0,

mit unabhéngigen Zufallsvariablé®, mit P[W,, = 1] = pund P[W,, = —1] =1 —p, p €
[0, 1], wird ein Random Walk auZ ., definiert, der beD reflektiert bzw. absorbiert wird. Der
Prozesg.X,,) ist eine zeitlich homogene Markovkette mit Ubergangswettemlichkeiten wie in
Abbildung[2.1 dargestellit.
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Random Walk mit Reflexion bé&.

1—»p 1—p 1—»p 1—»p 1—»p 1—p 1—p
K OO\ F N F N F N F N F
L S R e e N—
N~ A A A~ A~ A~
1 p b p p p p
Random Walk mit Absorption béi.
1—»p 1—p 1—»p 1—»p 1—»p 1—p 1—p
F OO\ F N F N F N F N F N F
| | | | | |
0

| | | | | |
N~ A A A A A A
p p p p p p

Abbildung 2.1: Ubergangswahrscheinlichkeiten von Randfdgatks auf{0,1,2,...}.

Warteschlange mit einem Server.In einem vereinfachten Warteschlangenmodell wird pro-Zeit
einheit ein Kunde bedient, wahrerd neue Kunden ankommen. Die Anzahlépder Anklinfte

in einer Bedienzeit sind unabhéngige ZufallsvariablenWetten in{0, 1,2, ...}. Die Zahl X,
der wartenden Kunden ist dann eine Markovkette mit Ubergaeghanismus

Xnp1 = (Xn -1+ An+1)+-

Autoregressive ProzesseEin AR(p)-Prozess mit Parameteenay, ..., a, € R ist durch die
Rekursionsformel
p
Xn:ZQan—i+5'Wn7 nzpa
=1
mit unabhangigen, standardnormalverteilten Zufallak@eniV,, gegeben. Fip = 1 ergibt sich
eine zeithomogene Markovkette mit Ubergangskern

p(z,) = N(az,e?).

Furp > 2 undo;,e # 0 ist der AR(p)-Prozess dagegen keine Markovkette, da der néchste
Zustand nicht nur vom gegenwartigen Zustand, sondern anichvorherigen Verlauf abhangt.
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Wir kbnnen jedoch eine Markovkette erhalten, indem wirtstatdie aus den letztemZustanden
gebildeten Vektoren

7n = (Xann—lv"'aXn—p-H)a n=p—1pp+1,...,

betrachten(X,) ist eine zeithomogene Markovkette mit Zustandsratfmdenn fiirn > p gilt

ap Qy a3z ey w.,
1 0 0 --- 0 0
X, = 0 1 0 -+ 0|X,1+¢ 0
o --- 0 1 o0 0

Galton-Watson-VerzweigungsprozesseDer in Abschnitf 1.P eingefiihrte Galton-Watson-Prozess
ist eine zeithomogene Markovkette aif= {0, 1,2, ...}, denn furn > 0 gilt

Zn—l

Zn:Z;NZ."

mit unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariab¥h(i, n € N). Als Ubergangskern ergibt
sich

k —1
plk.e) = PO<ZNf) —
=1

wobeiv** die k-fache Faltung der Nachkommensverteilung P o (N*)~! ist.

Wrightsches Evolutionsmodell. In diesem Modell besteht die Population zu jedem Zeitpunkt
aus einer festen Anzaht von Individuen, von denen jedes genau eines der Merkmaleinas
endlichen Mengd besitzt. Die Merkmale werden gemal3 folgendem Mechanisronseiner
Generation zur nachsten vererbt:

Algorithmus (Multinomiales Resampling).

fori:=1,...,mdo
erzeugav ~ Unif{1,...,m}, setzergfll = )
end for

Jedes Individuum der Nachkommensgeneration sucht sichzal$llig und unabhangig von-
einander einen Vorfahren in der Elterngeneration, und nighessen Merkmalsauspragung an.
Durch den Algorithmus wird eine Markovkette(,,) mit Zustandsraurii™ und Ubergangskern
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definiert, wobeii(x) = — > d, die empirische Verteilung der Merkmalsauspragungen
m =1

(..., 2™ in der vorherigen Population ist.
Anstatt die Merkmalsauspragungﬁ’tﬁi) aller Individuen einer Generationzu betrachten (,mi-
kroskopische Beschreibung®), gentigt es die Haufigkeiten

H,(a) = Hie{l,...,m}:Xff):a}

, a€eT,

aller méglichen Merkmalsauspragungerzu notieren (,makroskopische Beschreibung®). Die
Histogrammvektoret!,, = (H,(a)).er bilden eine zeithomogene Markovkette mit Werten im
Raum Histm, T') der Histogramme vom Beobachtungswerten atis Der Ubergangskern ist
durch

p(h,e) = Mult (h Zh(@) . heHist(m,T),

acT

gegeben, d.h. der Histogrammvektor im nachsten Schrithigtinomialverteilt mit Ergebnis-
wahrscheinlichkeiten der Merkmalsauspragungen T’ proportional zu den Haufigkeitei(a)
im letzten Schritt. Dies erklart auch die Bezeichnung ,Mutmiales Resampling.” Multinomia-
le Resamplingschritte werden u.a. in genetischen Algorwth und sequentiellen Monte-Carlo
Verfahren eingesetzt, siehe zum Beispiel [Cappé, MouliRgden: Inference in Hidden Markov
Models].

2.1.3 Endlichdimensionale Randverteilungen

Wir wollen nun erste Verteilungen von Markovketten beremhrSei( X,,) ein auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraunX?, A, P) definierter stochastischer Prozess mit Zustandsi@ys).

Satz 2.3.Es sind aquivalent:
(1). (X,) ist eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeitennd Startverteilung.
(2). Fur jedes: > 0 hat(X,, X1, ..., X,) die Verteilung
w(dxo)pr(xo, dey)pa(1, das) « . .. - pp(Tn_1,dx,),

d.h. fur alle messbaren Funktiongn S*™! — R, gilt

E[f(Xo,...,X,)] = /,u(dxo)/pl(xo,dxl)---/pn(xn_l,dxn)f(xo,...,xn).
(2.1.4)
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Beweis. (1) = (2)*: Ist (X,,) eine Markovkette mit Startverteilung und Ubergangskernen
pn, dann gilt firn € Nund By, ..., B, € S:

P[XO:n € BO X ... X Bn] = F [P [Xn c Bn ‘ XO:nfl] ; X();nfl c BO X ... X anl]
= / p(xn—la Bn) ,uXo;nfl(de:n—l)-
BOX---XBn—l

Durch Induktion nach folgt
P[Xon € By X ... X B,| = /~-~//u(d:c0)p1(:c0,d:c1) v Py, dxy)
B By By
furallen > 0undB; € S. Also gilt X., ~ t @ p1 ® ... R p,, und damit[(2.114).
»(2) = (1)": Gilt @21.4), dann hak die Verteilungu, und(p, 1 f)(X,) ist fur alle messbaren

Funktionenf : S — [0,00) eine Version der bedingten Erwartudg f (X,+1) | Xo.n)-
Zum Beweis Uberprufen wir die definierenden Eigenschafeembeédingten Erwartung:

(pni1f)(X,) ist eine messbare Funktion vof,.,,, und es gilt

Bl (Xa 1) - 9(Xo)]
= [ utde) [ pitoosdn) - [ paGeasdna)g(on) [ pusan o) o)

= /,u(dl‘o) /]h(xoa dxl) et /pn(xn—la dxn)g(xon)(pn-f—lf)(xn)
= Elpnr1f)(Xn) - 9(Xow)]

fur alle messbaren Funktiongn S — [0, c0).
O

Anwendung von stochastischen Kernen auf Mal3e und Funktiome Zum Abschluss die-
ses Abschnitts friihen wir Notationen und Rechenregelntfichastische Kerne auf allgemei-
nen Zustandsrdumen ein, die mit der Notation im diskretdhkiBasistent sind. Seiep eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung, ¢, r stochastische Kerne, unfleine messbare nicht-negative
Funktion auf(.S, S). Wir bezeichnen mit

(up)(dy) = / w(da)p(z, dy)

die Verteilung der 2. Komponente unter dem Ma® p, und mit

(pg)(x,dz) = / p(x, dy)q(y, dz)
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den stochastischen Kern, der durch Hintereinanderawsiilonp undg entsteht. Aus dem Satz
von Fubini ergeben sich die folgendBechenregeln fur stochastische Kerne

[raw) = [ [uaopeanse = [wns (2.15)
plaf) = (pa)f (2.1.6)
(kp)a = p(pq) (2.1.7)
plgr) = (pg)r (2.1.8)
Als Verteilung der Markovkette zur Zeit erhalten wir dementsprechend
PoX, ' = pupipa-... pn, (2.1.9)

wobei das Produkt wegen (2.11.7) und (2.1.8) nicht von denmitherung abhéngt.

Ist der Zustandsraurti abzahlbar, dann gelten die folgenden Identifikationen:

o< (p(x):xes) Zeilenvektor
f < (f(x):zebl) Spaltenvektor
p < (p(z,y):z,y€S) stochastische Matrix
(up)(y) = > px)p(z,y) Multiplikation mit Zeilenvektor von links
(pf)x) = > plx,y)f(y) Multiplikation mit Spaltenvektor von rechts
Y
(pq)(z,z) = > p(z,y)ely,z)  Matrizenprodukt.
Yy

2.2 Gleichgewichte

Die Verteilung vieler zeithomogener Markovketten nahext §ir grol3e Zeiten einem Gleichge-
wicht an, d.h. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, déeAnwendung des Ubergangskerns inva-
riant ist. In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man Gleichg#wve in einfachen Fallen berechnen
kann, und stellen zwei grundlegende Verfahren zum NachiegiKonvergenz ins Gleichgewicht
vor.

2.2.1 Definitionen und Beispiele

Definition (Gleichgewicht, Detailed Balance Bedingung Seip ein stochastischer Kern auf
einem mel3baren Rauffi, S).
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(1). Ein WahrscheinlichkeitsmaRZauf (.S, S) heil3tstationare Verteilung oderGleichgewicht
vonp falls up = p gilt, d.h. falls

/u(d:p)p(x, B) = u[B] firalle B € S. (2.2.1)
(2). u erfullt die Detailed Balance Bedingundozgl.p, falls u(dx)p(x, dy) = u(dy)p(y, dx)
gilt, d.h. falls
/,u(da:)p(:c,B) = /,u(dy)p(y,A) furalle A,B € S. (2.2.2)
A B

Offensichtlich folgt aus der Detailed Balance Bedingunasgl: ein Gleichgewicht vorp ist.
Zeithomogene Markovketten mit Ubergangsketmaben stationare Randverteilungen, wenn sie
in einem Gleichgewicht des Ubergangskerns starten:

Korollar 2.4 (Stationaritat von Markovketten ). Fur eine zeithomogene Markovkett€, ),.cz.,
mit Startverteilung: und Ubergangskerp sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(2). w ist ein Gleichgewicht vop.
(2). X1 ~ p.
). X,, ~ u furallen > 0.

Beweis.Das WahrscheinlichkeitsmaRist genau dann ein Gleichgewicht vpnwennup = p
bzw. up™ = p fur allen > 0 gilt. Die Aussage folgt, dap™ die Verteilung vonX,, ist. O

Auf dhnliche Weise zeigt man, dass die Detailed Balancer@gotig genau dann erfullt ist, wenn
(X07 Xl) ~ (Xl, X(]) bzw. (X07 X17 e Xn) ~ (Xn7 anl, C ,Xo) fur allen Z 0 g||t

Bemerkung (Absolutstetiger Fall). In vielen praktisch relevanten Fallen haben das Mafthd
der Ubergangskern Dichten bzgl. eines geeigneten Referenzmal3esB. bzgl. des Lebesgue-
Mafles oder des Zahimalies:

plde) = p(x)v(de),  plr,dy) = p(z,y) v(dy).
Dann lauten die Gleichgewichts- und die Detailed Balanagifigping:
/,u(x)p(x,y) v(de) = u(y) fur v-fast alley, (2.2.3)
w(x)p(z,y) = ply) ply, ) fur v-fast allex, y. (2.2.4)

Im zeitdiskreten Fall erhalten wir die uns schon bekanntdBgewichtsbedingung

Zu(x)p(x,y) = u(y) fur alley. (2.2.5)
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Fur Anwendungen ergeben sich zwei zentrale Fragen:
e Wie berechnet man die stationaren Verteilungen zu eineralmen Ubergangskern ?

¢ Wie findet man zu einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsmaggdbgskerne, fir die das
Mal’ ein Gleichgewicht ist ?

Wahrend sich die zweite (z.B. fir Markov Chain Monte Carlofaren zentrale) Frage oft leicht
mithilfe der Detailed Balance Bedingung beantworten |assdie Berechnung der stationaren
Verteilungen in der Regel nicht einfach. Wir betrachtengasvein Beispiel fur beide Fragestel-
lungen:

Beispiel (Eindimensionale Markovkette, Birth-Death-Prozess. Seienp,., q¢., 7, > 0 mit p, +
Gz +7. = 1,90 = 0, undp,,q, > 0flrallex > 1. Ein (zeitdiskreter) Birth-Death-Prozess ist
eine zeithomogene Markovkette atif= {0, 1,2, ...} mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(.’E,SC—Fl) = Dz, p(.’E,SC— 1) = (g, p(.T,SC) = Tz,

Ty

Das Gleichungssystem flr eine Gleichgewichtsverteijufautet

p0) o+ p() - @ = p(0),
ploe = 1) - ppr +ple) - ro +p(e+1) - gop = plz)  firzeN.

Da die Losung sich rekursiv ayg0) berechnen lasst, ist der Losungsvektorraum des linearen
Gleichungssystems eindimensional. Aus der hinreicheddailed-Balance-Bedingung

war—=1)p1 = plx)-q faraller € N (2.2.6)

erhalten wir daher in diesem Fall bereits die allgemeinaubgs

p) = p(0) PP P (2.2.7)
q1-q2°-.. Qg

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



2.2. GLEICHGEWICHTE 59

Sei

- Po-P1--.- Pz—1
7 = .
; q1:q2° ... Qg

Gilt Z < oo, dann ist durch[(2.217) mit(0) = 1/Z das eindeutige Gleichgewicht der Mar-
kovkette gegeben. Die Bedinguiify < oo bedeutet, dass die Wachstumswahrscheinlichkeiten
p(z — 1, z) nicht zu grof3 im Vergleich zu den Abfallwahrscheinlichkeip(z, z — 1) sind. Gilt
dageger? = oo, dann existiert keine Gleichgewichtsverteilung.

Beispielsweise kdnnen wir ein vereinfachi#arteschlangenmodel] bei dem in jeder Zeitein-
heit mit Wahrscheinlichkeiz genau ein Kunde kommt, und mit Wahrscheinlichkegienau ein
Kunde bedient wird, unter Unabhangigkeitsannahmen akhBieath-Prozess mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiteg, = (1 — a)bundp, = (1 — b)a fir x > 1, sowiep, = a darstellen. Fir

a < bergibt sich dann als eindeutiges Gleichgewicht eine geascbe Verteilung mit Parameter
(1-b)a
(1—a)b’

wahrend fl > b kein Gleichgewicht existiert.

Bemerkung (Gleichgewichtsbedingung als Differenzengleichurg Im letzten Beispiel lasst
sich die Gleichgewichtsbedingurig (2]2.5) auch als lin€afferenzengleichung schreiben. Zum
Beispiel ist sie im Warteschlangenmodell &quivalent zu

q-(ulr+1) = (@) + p- (p(z = 1) —p(z)) =0,  bzw.

p-l(ule +1) = p(x) = (p(x) = p(z = )] + (¢ = p) - (u(z +1) = p(z)) = 0.

Beispiel (Random Walk Metropolis). Sei u(dz) ein absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmaf3
aufR?. Wir bezeichnen die Dichte bzgl. des Lebesgue-MaRes elemfia (). Um ndaherungs-
weise Stichproben vopn zu erzeugen, konstruieren wir eine Markovkette mit Gleashight 1
durch Modifikation eines Random Walks dgf. Seien

q(z,dy) = q(z,y) \(dy)
die absolutstetigen Ubergangswahrscheinlichkeiten @aesi®&m Walks. Wir nehmen an, dass
g(z,y) = q(y,x)  furallez,y e R

gilt. Akzeptieren wir die Ubergange des Random Walks womachy mit Wahrscheinlichkeit
a(z,y) = min (%, 1), und verwerfen wir die Ubergange anderenfalls, dann ezhair eine
Markovkette mit Ubergangskern

p(z,dy) = q(z,y) A(dy) + r(z)d,(dy),
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p<x,y>=q<x,y>~mm(%, 1), and (@) = 1= [ ploy) M)

Diese Markovkette erflllt die Detailed Balance Bedinguaglbu, da

p(r) p(z,y) = min(u(z), w(y)) ¢(z,y) = wly)ply, )

fur allex,y € RY mit z # y gilt.

2.2.2 Eigenwerte und Konvergenz ins Gleichgewicht

Wir betrachten nun einen endlichen Zustandsratumit £ Elementen, und eine stochastische
Matrix p, die nicht vonn abhéngt. Die Verteilung zur Zeit einer zeithomogenen Markovkette
mit Startverteilung: und Ubergangsmatrixist dann

PoX ' = pup"

Um die Verteilung und deren Asymptotik zu berechnen, kénmierdie Spektraldarstellung der
Ubergangsmatrix verwenden. Seign ..., \, € C die Eigenwerte vom, d.h. die Nullstellen
des charakteristischen Polynomé\) = det(p — A\I). Da p eine stochastische Matrix ist, gilt
Folgendes:

(1). |A;| < 1furallej. (Dies folgt wegen|pf|loc = max

zp@s,y)f(y)' < |1/l fir alle f)

Y

(2). )\, = 1ist Eigenwert mit Rechtseigenvektfr = (1,...,1)T.
(3). Nichtreelle Eigenwerte treten in Paaren auf.

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dass alle Eigemvesnfach sind, d.h\; # A; fur
i # j. In diesem Fall existieren Rechts- und Linkseigenvektgren; (1 < j < k) mit

pfi = Nfis  vip = Ay, und (v, f) = > _wil@)fi(x) = b

z€eS

Mithilfe der aus den Rechts- und Linkseigenvektoren geibdd Matrizen

%1

Vs

U= (fi..fe V=|_] VU=TI

Vg
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erhalten wir die Spektraldarstellung

A O 0
k 0 )\2 . .
po= Y. Nhey = Ul v,
j=1 . " " 0
0 0 A\
fur die Ubergangsmatrix, und damit auch fup”:
AT 0 0
i 0 A
pto= Y MRy = U ” V.
j=1 ' 0
0 0 A}
Fur die Verteilung der Markovkette zur Zeitergibt sich
PoX, ' = pp" = > Nu fi)v. (2.2.8)
j=1
Insbesondere folgt:
Satz 2.5(Exponentielle Konvergenz ins Gleichgewicht Sind die Eigenwertg;, ..., \; einer

stochastischen Matrix € R¥** einfach, und gilt\;| < 1 fur alle j # 1, dann existiert eine
Gleichgewichtsverteilung vonp, und fur jede Startverteilung gilt fir n — oo:

pp" = v+ O(I?Q;d%l )
Beweis.Nach [2.Z.B) gilt
k
= (L font+ > N fy; frallen > 0.
=2

Aus (u, f1) = (u, (1,....,1)T) = > u(x) = 1folgt
pp" = v+ O(glgﬁlkjl )

Insbesondere ist; = lim up™ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mitp = 14, also ein Gleich-
gewicht vonp. Ist umgekehrj: ein beliebiges Gleichgewicht vgn dann giltup™ = p fur alle
n > 0, und damit
poo=  lim pp" = .
n—ro0

O
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Bemerkung. (1). Sind die Eigenwerte nicht einfach, dann folgt eine &ifval Aussage lber die

().

Jordansche Normalformdarstellung der Ubergangsmatuds Konvergenzgeschwindig-
keit ergibt sich in diesem FalD(n™ mjxp\ |"), wobeim die grof3te Multiplizitat des
betragsmaRig zweitgréf3ten Eigenwertes ist (Satz von REmrobenius).

Entscheidend fir die exponentielle Konvergenzratdies ,Spektralliicke” zwischen dem
Eigenwertl und dem maximalen Betrag der tbrigen Eigenwerte. Eine sstbpnde Aus-
sage kann man auch auf allgemeinen Zustandsraumen maedf8pektralsatzes fur selbst-
adjungierte Operatoren zeigen, falls die Gleichgewid®iung die Detailed Balance Be-
dingung erfullt.

Beispiele. (1). Die Ubergangsmatrix der Markovkette aus Abbildngigt2

010
P=10 35 3
1 1
3 0 3

1/2

1// \/2
)

Abbildung 2.2: Ubergangswahrscheln{lchkelten

Eigenwerte sind\; = 1, Ay = i/2 und\3 = —i/2. Es folgt:

noo_ NN EAY
P = A4+ B (2) +C’(2)

mit Matrizen A, B,C € C3*3. Wegenp®(xy, 1) = 1 undp*(z1,z1) = p*(z1,21) = 0
folgt daraus

. 1 N\" (4 nm 2  onm "
pt(xy, 1) = ctlg) |geoso —psino- fur allen > 0.

Der Wert1/5 ist die erste Komponente des Gleichgewichtsvekters- (1/5,2/5,2/5).
Furn — oo konvergieren die Ubergangswahrscheinlichkeiten mit RE& ") gegenv; .
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(2). Die Ubergangsmatrix einer deterministischen Rotediof dem diskreten Kreig/kZ ist

0
0 0 1 0
p:
0 0 O 10
00 0 --- 01
1 0 0 0 0

Das charakteristische Polynomigt\) = (—1)% - (\* — 1), und die Eigenwerte vopsind

dementsprechend dieten Einheitswurzel\; = exp(2mi- (j — 1)/k),j = 1,...,k. Da
alle Eigenwerte Betrag haben, gilt keine exponentielle Konvergenz ins Gleichgétvi
Tatsachlich ist die Markovkette mit Ubergangsmajrigeriodisch: Es giltX,, ., = X,

P-fast sicher fur alley, m > 0.

Abbildung 2.3: Deterministische Rotation &tf k7.

(3). Fur den symmetrischen Random Walk @k Z gilt p(z,z+1) = p(z,x —1) = 1/2. Das
lineare Gleichungssystem

%f(g:jtl)—i—%f(az—l) = A f(z), x € Z/KZ,

far die Rechtseigenvektoren I6st man mit dem Ansdtz) = exp(itz). Furt = 2mn/k
mitn =0,1,...,k—1ist f periodisch mit Periodé. Wir erhalten s linear unabhangige
Eigenvektorery,, zu den Eigenwerten

An = cos(2mn/k), n=0,1,....k—1.
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Der konstante Eigenvektor zum Eigenwertst nun f,. Ist k gerade, dann isf;, ein
Eigenvektor zum Eigenwert1. In diesem Fall gilt keine exponentielle Konvergenz ins
Gleichgewicht. In der Tat ist der Random Walk fir geradeeriodisch mit Periode, und
das Gleichgewicht ist nicht eindeutig. lstlagegen ungerade, dann gilt

IAn| < cos(n/k) < 1 fur allen # 0.

In diesem Fall folgt exponentielle Konvergenz ins Gleichigpht (Gleichverteilung). We-
gencos(w/k) ~ 1 — w2 /k? fallt die exponentielle Abfallrate fik — oo mit der Ordnung
O(k~?) ab. Diese Ordnung entspricht einem diffusiven Verhalten.

2.2.3 Kopplungen und Kontraktivitat

Ein anderer Ansatz um Konvergenz ins Gleichgewicht zu reigel zu quantifizieren basiert auf
Kontraktionseigenschaften der Ubergangskerne beziigkeigneter Metriken auf dem Raum
der Wahrscheinlichkeitsmal3e. Diese weist man in der Reggilfa von Kopplungsmethoden
nach.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daSsd) ein vollstandiger separabler metrischer Raum
ist, den wir mit der Borelsches-AlgebraS = B(.S) versehen. Sei, € S ein fester Punkt. Wir
bezeichnen die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaRéatj mit 7(S), und setzen

Pis) = {nePis): [l putiy) <.
Diese Definition héngt nicht von, ab, falls der Rauny zusammenhangend ist.
Definition (Kopplung, Kantorovich-Metrik ). Seienu, v € P(.5).

(1). EineKopplungvon undv ist gegeben durch ein Wahrscheinlichkeitsma P (S x 5)
mit Randverteilungep undv, bzw. durch ZufallsvariableX, Y auf einem gemeinsamen
Wabhrscheinlichkeitsraum mik ~ pundY ~ v.

(2). Die Kantorovich-Metrik (Transportmetrik,L' Wasserstein-Metrikyon p und v ist defi-
niert als

Wh(u,v) = inf /d(x,y) n(dedy) = inf E[d(X,Y)],

n€ll(p,v) Xovp,Yov

wobeill(u, v) die Menge aller Kopplungen vgnundr bezeichnet, und das zweite Infimum
Uber alle Zufallsvariableri X, Y') geht, welche die Kopplung realisieren.
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Bemerkung (Eigenschaften der Kantorovich-Metrik). (1). IstS zusammenhangend, dann gilt

Wl(:u7 V) S Wl(:ua(smo) + W1<5J307V) fur allelu’” < 7)1(5'>

(2). Die Kantorovich-MetrikV'(4,,d,) zweier Dirac-MaRe stimmt mit dem Abstaddr, v)
der Basispunkte tiberein. In diesem Sinrtisggsometrisch in den Rauf! (S) mit Kantorovich-

Metrik eingebettet.

(3). Als Spezialfall dre Kantorovich-Metrik ergibt sichediotale Variationsdistanz, wenn die
Metrik auf dem Grundraum duref(z, y) = Is\ (.3 (v) gegeben ist.

Die Kantorovich-Rubinstein-Dualitat besagt, dass sich die Kantorovich-Metrik als Supremum
der Differenzen von IntegralenLipschitzstetiger Funktionen auf darstellen lasst:

W (1, v) = Sup{/fdu—/fdv fiS S Rmit|f(x) - f(y)| Sd@s,y)}-

Den Beweis dieser Aussage und des folgenden Satzes findetumameispiel im Buch von
C. Villani [Villani: Optimal Transport - old and new].

Satz (Eigenschaften der Kantorovich-Metrik). Ist S ein zusammenhé&ngender vollstandiger
separabler metrischer Raum, dann gilt:

(1). Der RaumP!(S), W) ist wieder ein vollstandiger, separabler metrischer Raum.

(2). Eine Folg€g1u:,) von WahrscheinlichkeitsmaRerf (S) konvergiert genau dann beziglich
der Kantorovich-Metrik gegen ein MaBe P!(S), wenn

i [ fd = [ fan
k—o0
fur jede stetige Funktiotf : S — R mit f(z) < const.- (1 4 d(z, z)) gilt.

Bevor wir ein allgemeines Resultat formulieren, zeigen anhand des AR(1) Modells, wie
Kopplungsverfahren verwendet werden kénnen, um die Kgarergeschwindigkeit ins Gleich-

gewicht zu quantifizieren.

Beispiel (AR(1) Modell). Seiena, e € R undp € PL(R). Wir betrachten die durch
X, = aX,_1 + W, (2.2.9)

mit unabhangigen Zufallsvariablek, ~ u, W, ~ N(0,1), definierte Markovkette auR.
Ist X,,_1 ~ N(m,v), dann folgtX,, ~ N(am,a?v + £2). Somitistz = N(0,e%/(1 — a?))
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ein Gleichgewicht. Um Konvergenz ins Gleichgewicht zu eeigrealisieren wir auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum eine von d&r}, unabhangige Zufallsvariabl&, ~ j (ggf. missen
wir dazu den Wahrscheinlichkeitsraum erweitern), und leghadaraus tbef (2.2.9) eine Rea-

lisierung (X,,) der Markovkette mit Startverteilung. Man beachte, dagsX,,) und (X,) mit
denselben Zufallsvariabléiir, definiert sind. Da: ein Gleichgewicht ist, gilfX,, ~ i fir allen,
d.h.(X,, X,,) ist eine Kopplung der MaRep™ undjz. Durch Induktion erhalten wir fii € N:

Xn — Xn = Oz" (XO — Xo),

und damit
Wl(ﬂpnﬂ) < EHXn - Xn” = O‘nEHXO - XOH

Satz 2.6(Kontraktivitat und Konvergenz ins Gleichgewicht in der Kantorovich-Metrik ).
Seia € (0,1). Fur alle 4, v € P'(S) und fur jede KopplungX,Y’) vonu undv existiere eine
Kopplung(X’, Y") von up undvp mit

Ed(X',Y"] < aE[d(X,Y)]. (2.2.10)
Dann hat der Ubergangskennein eindeutiges Gleichgewichte P*(S), und
W up™, 1) < "W (u, ji) fur alle u € P'(9).
Beweis.Seienu, v € P1(S), und(X,Y), (X', Y’) wie in der Voarussetzung. Dann gilt
W (up,vp) < E[d(XY")] < aB[d(X,Y)]
Optimieren uber alle KopplungdiX, Y') von ;. undv liefert
WH(up,vp) < aW'(p,v),
und, durch Induktion,
Wh(up™, vp™) < " W(u,v) fur allen € N.

Mithilfe der Dreiecksungleichung folgt fuir eine beliebi§eartverteilung: € P(S) :

m—1

W (pp", pp™™) < o W (p, pp™) < > ol WH(p, pap).
=0

Da die rechte Seite fiir — oo gleichmaRig inn gegen Null geht, und der Raum (S) bzgl. der

Kantorovich-Metrik vollstandig ist, folgt die Existenznas Grenzwerteg = lim up™ in diesem

Raum. Offensichtlich gilti = jip. Zudem folgty = j fur jedes Gleichgewichi € P!(S) wegen
Wi, ) = WHap", ip") < o"WH@, i) — 0 furn — oo.

O
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Die Anwendung von Safz 2.6 bezuglich der totalen Variatigstanz (d.h. beziglich der zugrun-
deliegenden Metriki(x, y) = I, aufS) liefert ein klassisches Resultat von Doeblin:

Korollar 2.7 (Konvergenz ins Gleichgewicht bei Minorisierungsbedingug). Es existiere ein
e > 0 sowie ein Wahrscheinlichkeitsmaf& P(.S) mit

p(z, B) > en|B] firallez € SundB € S. (2.2.11)

Dann hatp genau ein Gleichgewicht, und
lim dpy(up”™, n) = 0 fur alle p € P(9).
Beweis. Aufgrund der Minorisierungsbedingung existiert ein ststischer Kerny auf (S, S)
mit
p(x,B) = en[B] + (1 —¢)q(x, B) furalle B € S.
Fir u, v € P(S) folgt dann
pp = e + (1 =€) pg.

Damit erhalten wir aus einer Kopplurid’, W) von pq und vq eine Kopplung vorup und vp,
indem wir
o (U,U) fallsB =1,
(XY =
(VW) falls B =0,
mit unabhéngigen Zufallsvariablén ~ 7 und B ~ Bernoulli(c) setzen. Fir die Variationsdi-
stanz ergibt sich die Abschatzung

drv(up,vp) = P[X'#Y'] = P[V#WundB=0] = (1-¢)P[V #W].
Durch Minimieren uber alle Kopplungéi, 1) von p.q undvq folgt

drv(pup,vp) < dryv(pg,vq) < dry(p,v),

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass stodwst Kerne Kontraktionen bzgl. der
Variationsdistanz sind. Die Behauptung folgt nun wie inz&a8. O

Beispiel (Kartenhaus). Der Kartenhaus-Prozess ist eine Markovkette Aufmit Ubergangs-
wahrscheinlichkeitep(z, z + 1) = a, p(x,0) =1 —a,a € (0,1). Es giltp(z,-) > (1 —a) - dy
furallex € S. Also gibt es nach dem Korollar ein eindeutiges Gleichgétyiend die Verteilung
der Kette konvergiert in Variationsdistanz gegen die Gigewichtsverteilung.
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2.3 Markov-Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Versionen tharakterisierenden Eigenschatft
einer Markovkette betrachten. Wir fihren zunéchst das kiaobhe Modell einer Markovkette
(Xn)nZO ein.

2.3.1 Kanonisches Modell einer Markovkette

In Satz[Z.B haben wir die endlich-dimensionalen Verteiem@ o (Xo, X;,...,X,)"! einer
Markovkette berechnet. Viele relevante Ereignisse hdagenvon unendlich vielen der Zufalls-
variablenX,, ab. Die gemeinsame Verteilung aller dieser Zufallsvaeah$t eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf dem unendlichen Produktraum

SOO = S{Ovl=27"'} — {:[' = (I‘O’l‘h o, .. ) LT - S}

aller diskreten Pfade (Folgen) mit WertenSnWir versehen die Meng&* wie tblich mit der
von den Koordinatenabbildungen

T ST — S, () = wp,
erzeugten Produki-Algebra

Foo = o(mp:k>0) = ®S.

k>0

Einen auf einem Wahrscheinlichkeitsrayfh .4, P) definierten stochastischen Prozéss),.>o
kénnen wir auch als Abbildung

X=X, :Q — 5%

auffassen. Die AbbildungX ist eine S*°-wertige Zufallsvariable, also messbar bzgl. der
AlgebrenA/F,,, dennF,, wird von den Koordinatenabbildungen erzeugt, undr, (X) = X
ist fur allek > 0 messbar. Wir kénnen daher die Verteilung

MX[A] = P[(XH)GA]v AG-FOOa
des stochastischen Prozes&Es) auf dem PfadraumiS>, F..) betrachten.

Wir beschranken uns nun wieder auf Markovketten. Sgiep,, . . . stochastische Kerne, und
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aiff, S).

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



2.3. MARKOV-EIGENSCHAFTEN 69

Satz 2.8(Existenz und Eindeutigkeit in Verteilung von Markovketten). (1). Es existiertge-
nau eine Wahrscheinlichkeitsverteilufy auf dem unendlichen Produktrauti>, F..),
bzgl. der die Folgér,,),.>, der Koordinatenabbildungen eine Markovkette mit Stateier
lung i(dz) und Ubergangskerp,, (z, dy) ist.

(2). Ist (X,))n>0 auf (2, A, P) eine beliebige Markovkette mit Startverteilupgund Uber-
gangswahrscheinlichkeiter,, dann gilt

P((X,) e A] = P,A] far alle A € 7.,
d.h. P, ist die Verteilung vori.X,,) auf (5%, F).

Bemerkung (Unendliches mehrstufiges Mode)l Die VerteilungP, der Markovkette entspricht
einem mehrstufigen Modell auf dem unendlichen Produktrgtim=S{01.2.}:

P,dx) = p(dzo)pi(zo, dzy)pe(z1,ds) - . ...

Beweis.Nach SatZ 2]3 ist ein stochastischer Prozegs) genau dann eine Markovkette zu
undp,,, wenn(Xy, ..., X,,) fur jedesn > 0 die Verteilung

ton (dxo.) = p(dxe)pr(zo, day) - ... pu(Tp_1,dx,)
hat. Zu zeigen ist, dass zu der Familig,,,» > 0, von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
dem endlichdimensionalen Produktraungf! "} eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P,, auf den unendlichen Produktrausii® existiert, bzgl. der die ersten+ 1 Koordinaten
xo, . . ., x, fr jedesn die Verteilungu,.,, haben. Die Folge,, () = x,, der Koordinatenabbildun-
gen ist dann unteP, eine Markovkette mit den vorgegebenen Ubergangswahrsatieeiten.

Existenz Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen.,, auf den endlichdimensionalen Produktrau-
mensS{%L-n} sindkonsistentd.h. fiirm < n stimmt die Verteilung der ersten + 1 Koor-
dinaten untefu.,, mit ., Uberein. Aus dem Fortsetzungssatz von Carathéodory fotgt n
allgemein, dass zu einer Familie von konsistenten endhicldsionalen Verteilungen eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem unendlichen Pkb@wm mit den entsprechenden
Randverteilungen existierff¢rtsetzungssatz von KolmogoyoWir verzichten hier auf den
Beweis dieser malitheoretischen Aussage, der sich in Vielerbichern zur Wahrschein-
lichkeitstheorie findet, siehe z.B. [Bauer], [Klenke], oden Anhang in [Durrett].

Eindeutigkeit Ein stochastischer Prozeg%,,) auf einem Wahrscheinlichkeitsrau(f?, A, P)
ist genau dann eine Markovkette mit Paramejetmdp,,, wenn

/,u(dxo) /pl(xo,dxl) . -/pn(xn_l,dxn) = P[Xy € By,..., X, € B,] = P[X € 4]

Bo B1 Bn,

(2.3.1)
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fur jede Zylindermenge der Form
A=Byx By x...xB,xSxSx... = {m€By,...,m € By},

mit n € N und By,...,B, € S gilt. Da die Zylindermengen ein durchschnittsstabi-
les Erzeugendensystem der Prodak®gebra 7, bilden, ist die Verteilung vonX auf
(S, F) durch [2.3.11) eindeutig festgelegt.

Ist X,, = m, der Koordinatenprozess auf dem Produktra@iinA) = (S*°, F.), dann
stimmt die Verteilung vorX' mit dem zugrundeliegenden WahrscheinlichkeitsrRaiber-

ein, d.h.P ist durch[2.3.11) eindeutig festgelegt.
L]

Bemerkung (Konstruktive Existenzbeweis@. Im Fall S = R erhalten wir die Wahrschein-
lichkeitsverteilungP, auch direkt als Verteilung der im letzten Abschnitt explkonstruierten
Markovkette(X,,) mit Startverteilung: und Ubergangswahrscheinlichkeiten Auch auf allge-
meineren Zustandsrdumen kann man die ExistenzRjoauf ahnliche Weise aus der Existenz
einer Folge von auf0, 1) gleichverteilten, unabhéngigen Zufallsvariablen hélei(z.B. durch
eine messbare Transformation des ZustandsraumsRjach

Nach Satf 2]8 konnen wir eine Markovkette mit beliebigenrgaegswahrscheinlichkeiten durch
die Koordinatenabbildungen auf dem unendlichen Produkirg> = 5{0.1.2-} realisieren.

Definition (Kanonisches Model). Der durch die Koordinatenabbildungen,(z) = z, gege-
bene stochastische Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsie™, 7., P,) hei3tkanonisches
Modell der Markovkette mit Startverteilungund Ubergangswahrscheinlichkeitgn

Allgemein kann man jeden stochastischen Prozess im kat@msModell realisieren, indem
man zur Verteilung des Prozesses auf dem Pfadraum Ubergeht.

2.3.2 Markov-Eigenschatft

Im folgenden Abschnitt werden wir die wichtige Verbindurapwlarkovketten und Differenzen-
gleichungen betrachten. Dazu beweisen wir zunéchst eitergghende Form der definierenden
Eigenschaft einer Markovkette.

Sei(X,).>0 auf (2, A, P) eine Markovkette mit Startverteilungund Ubergangskernen,. Ist
(S,S) der Zustandsraum, dann K&, ) nach Satz 218 die Verteilung

P,(dx) = p(dzo)pi(zo,drr)pa(xr, das) - . ..
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auf dem unendlichen Produktrawsr = S{%1.2} Wir bezeichnen im Folgenden die Verteilung
Ps, der Markovkette bei Startwest kurz mit P,. Entsprechend sé!" die Verteilung der Mar-
kovkette mit Start inc und Ubergangskernem,, 1, p,.+2, - . .. In Erweiterung der definierenden
Eigenschaft einer Markovkette kdnnen wir die bedingteairhg der urm Schritte verschobe-
nen Kette gegeben den Verlauf bis zur Zeitentifizieren:

Satz 2.9(Markov-Eigenschaft). Fur alle n > 0 und alle F,.-messbaren Funktionefi: 5S> —
[0, 00) qilt:
E[F(Xp, Xni1,...) | Xom] = EW[F]  P-fastsicher (2.3.2)

n

Bemerkung. (1). Firzeitlich homogene Markovkettgrit P = P, fur allen.

(2). Fur diskrete Zustandsraume ergibt sich, dass, X,..1,...) unter der bedingten Vertei-
lung gegeberXy., = xo., fur jedesn > 0 undzg, € S™ mit P[X,., = x¢.,] # 0 eine
Markovkette mit Start inz,, und Ubergangskernen,. 1, p,.+o, . . . ist.

Beweis.Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

(1). Wir nehmen zuné&chst an, dass die Funkttonur von endlich vielen Variablen abhangt,
d.h.

F(xg,1,...) = f(woy) fireink > 0und eine messbare Funktign S**' — R, .
(2.3.3)
In diesem Fall kdnnen wir direkt verifizieren, da§§2 [F] eine Version der bedingten

Erwartung in[[2.3R) ist:
(@) EsgiltEy)[F] = g(X,,) mit
g(z) = Eg")[F] = /pl(z,d:cl)/pg(xl,dxg)-~-/pk(:ck1,dxk)f(z,x1,...,:ck).

Daf : S¥*! — R, produktmessbarist, igt: S — R, messbar.

(b) Firn > 0 und eine messbare Funktidn S™* — R gilt
E[F(XTH Xn+17 .- )h(XOn)] = E[f(Xnn—i—k)h(XOn)]
— [ ntam) [tz - [ puteas,dn) o)

X /pn—i—l(xna dxn+1) o /pn-l—k(xn-‘,-k—la dxn—i—k)f(xn:n-l—k)

= EQ)[F]

— E [E;;w F] - h(XOzn)] .
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(2). Nach (1) gilt[2.3.R) fur Indikatorfunktionefd = I, von Zylindermengen der Form =
{r € S :2y € By,...,x, € B,} mitn € Nund By, ..., B, € S. Wir zeigen nun, dass
die Aussage dann auch fur Indikatorfunktionen von beliebiljylengerd aus der Produkt-
o-Algebra F., gilt. Dazu bemerken wir, dass das Systéhaller MengenA € F, fur
die (2.3.2) mitF" = I, gilt, ein Dynkinsystem ist. Sind beispielsweidg, A,,... € D
disjunkt, dann ist auch), A, in D enthalten, denn

E[IUAk (Xna Xn-l—la .- ) | XO:n] = Z E[IAk (Xn7 Xn+17 . ) | XO:n]
k
= Y EYL,) = EPya]  P-fastsicher
k

Dadie Zylindermengen ein durchschnittsstabiles Erzedgesystem der Produkit-Algebra
bilden, folgtD = F,, d.h. [2.3.2) gilt fur allel’ = I, mit A € F.

(3). Die Aussageé (2.3.2) fur beliebige nicht-negative-messbare Funktioneri folgt nun wie
Ublich durch maf3theoretische Induktion.

O

Bemerkung (Markov-Eigenschaft im kanonischen Model). Im kanonischen Modell kénnen
wir die Markoveigenschaft noch etwas kompakter formuhe&eid : 5> — S die durch

O(xg,z1,...) = (x1,29...)
definierte Shift-Abbildung auf dem Pfadrausf®, und seienX,, : S — S,
Xn(zo,21,...) = Tp,
die Koordinatenabbildungen. Dann gilt fur alle Wahrscheikeitsverteilungep auf (.S, S) und
alle messbaren Funktiondn: S — R, :
EJFob"| X,,] = EY[F]  P-fastsicher. (2.3.4)
Das folgende Korollar liefert eine weitere aquivalenterrolierung der Markov-Eigenschatt.

Korollar 2.10 (Markov-Eigenschaft, 2. Version). Ist (X,,) unter P eine Markovkette mit Para-
meterny undp,, dann ist(X,,, X,.1, ...) bedingt unabhangig vor{ Xy, ..., X,,) gegebenX,,
mit bedingter VerteilunQD)({;), d.h.
E[F(X,, Xoi1,--)9(Xo, ..., X)) | Xu]
= EQ(F]- Elg(Xo, ... Xa) | X,
= E[F(X,, Xui1,-..) | Xo] - Elg(Xo, ..., X,) | X,] P-fast sicher

fur alle messbaren Funktionén : S — [0, 00) undg : S™* — [0, 00).
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Beweis.Wegen der Projektivitat der bedingten Erwartung gilt naatzl2.9:

EIF (Xn:o)9(Xom) | Xn] = EE[F(Xn.00)9(Xon) | Xo] | Xi]
= E[BUIF) 9(Xon) | Xa| = BLIF)- Blg(Xom) | X,

O

Das Korollar besagt anschaulich, dass, gegeben den geggyan&ZustandX,,, die zukinftige
Entwicklung einer Markovkette bedingt unabhéngig von deherigen Entwicklung ist:

.Die Zukunft ist bedingt unabhangig von der Vergangenhegeapen die Gegenwart.”

2.3.3 Starke Markov-Eigenschaft

Wir beweisen nun eine Erweiterung der Markoveigenschdfizaféllige Zeiten (Stoppzeiten).
Die Information, die Uber einen stochastischen Prozéss,,>, bis zur Zeitn vorliegt, wird
beschrieben durch die-Algebra

fn = O'(Xo,Xl,...,Xn).

SeiT : Q — {0,1,2,...} U {oco} eine nichtnegative ganzzahlige Zufallsvarialleheil3t eine
Stoppzeit(bzgl. dero-Algebrenr,), falls

{T'=n} € F, fur allen > 0 gilt.

Nach dem Faktorisierungslemma Btgenau dann eine Stoppzeit bzgF.,), wennlyr_,, fir
jedesn eine Funktion vonX, ..., X, ist. Anschaulich bedeutet dies, dass aufgrund der Infor-
mation, die bis zur Zeit vorliegt, entscheidbar ist, db den Wertn annimmt.

Beispiel (Trefferzeiten). (1). Dieerste Trefferzeit
Tp = min{n>0|X, € B} (min () := o0)
und dieerste Passier- bzw. Rickkehrzeit
Sp = min{n>1]|X, € B} (min () := o0)
einer messbaren Teilmengkdes Zustandsraumeéssind Stoppzeiten. Zum Beispiel gilt
{Tg=n} = {X,eBY.. .. X,.€BYX,€B} ¢ F, fur allen > 0.

Hat man beispielsweise beschlossen, eine Aktie zu verkas®dald ihr KursX,, den Wert
A Uberschreitet, dann ist der Verkaufszeitpunkt gléigh.., also eine Stoppzeit.

Universitat Bonn Sommersemester 2014



74 KAPITEL 2. MARKOVKETTEN UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN

(2). Dieletzte Besuchszeit
Lg = sup{n>0:X, € B} (sup @ :=0)

ist dagegen in der Regel keine Stoppzeit (Ubung). Um zu kaeiden, obLz = n gilt,
bendtigt man namlich Informationen Uber die zukinftigevizcklung des Prozesses.

Die Information, die bis zu einer Stoppzeit vorliegt, wiredehrieben durch die-Algebra
Fr = {Ac€A : An{T =n} e F, furallen >0},

der ,bis zur Zeit T" beobachtbaren* EreignisseDurch malf3theoretische Induktion zeigt man,
dass eine Abbildung” : 2 — R genau dann bzglFr messbar ist, weni” - I;r_,, flr jedes

n > 0 F,-messbar, also eine Funktion véfy, . . ., X,, ist. Insbesondere ist die Positiofy- des
Prozesse§X,,) zur Stoppzeif” eine F--messbare Zufallsvariable, denn fiiz> 0 ist

Xr-Iir=ny = Xn-li7=n) Fn-messbar.

Wir setzen nun wieder voraus, dass,,, P,) eine zeithomogene Markovkette im kanonischen
Modell ist.

Satz 2.11(Starke Markov-Eigenschaff). Ist7 : Q2 — {0,1,2,...} U {oco} eine Stoppzeit bzgl.
dero-AlgebrenF, = o(Xy, X3, ..., X,), dann gilt

E,JJF(Xr,Xr41,...) | Fr] = Ex.[F(Xo, X1,...)] P,-fast sicher auf 7" < oo}

fur alle Wahrscheinlichkeitsverteilungerauf (S, S) und alle messbaren Funktionéh: S10:12-} —
R, wobeiF (X7, Xry1,...) auf{T = oo} willkirlich definiert ist.

Beweis.Sei (g, 71,...) = (x1,79,...) der Shiftoperator auf{®>-}, Wir mussen zeigen,
dass
EJFob" | Frl - Iirey = Exu[F] Iir<oy  P,-fastsicher (2.3.5)

gilt, wobei wir die rechte Seite fif = oo gleich0 setzen. FUA € Frundn > 0 gilt AN{T =
n} € F,, also nach der Markoveigenschaft:

E,JJFofm; AN{T =n}] = E,J[Fo0"; An{T =n}|

= B, [Ex,[F]; AN{T = nj]
= B, [Ex,[F]; An{T = n}]
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Durch Summieren tUiber erhalten wir:
E,JFof"; AN{T <<} = E,[Ex,[F]; An{T < x}].

Also stimmen die Integrale beider Seiten von (2.3.5) Ubee beliebige Mengd € F Gberein.
Da beide Seiten in_(2.3.55-messbar sind, folgt, dass dieBgfast sicher (ibereinstimmen[]

Anschaulich startet eine zeithomogene Markovkette alsh @u einer Stoppzeif neu im Zu-
stand Xy, d.h. der weitere Verlauf ist unabhangig vom vorherigeriatdrgegeben den gegen-
wartigen Zustand.

2.4 Zusammenhang mit Differenzengleichungen
Wir betrachten den Zusammenhang von Markovketten und Bifieengleichungen zunachst in
einem einfachen Beispiel:

Beispiel (Das klassische Ruinproblenh In jeder Runde eines Gliicksspiels trete einer der fol-
genden Félle ein:

e Mit Wahrscheinlichkeip € (0, 1) gewinnt der Spieler 1 Euro dazu.

e Mit Wahrscheinlichkeit; = 1 — p verliert der Spieler 1 Euro.

Die Entwicklung des Kapitals(,, des Spielers kann dann durch einen Random WalkZauit
Ubergangswahrscheinlichkeitgt, x + 1) = p, p(z, z — 1) = ¢ beschrieben werden. Seic Z
das Startkapital, und seienb € Z mit a < z < b. Wir kbnnen den Random Walk ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit im kanonischen Modell bétrac, d.h.P, ist die Verteilung bei
Startwertz auf dem Produktrauf® = Z{%12} und X,,(w) = w,, ist dien-te Koordinatenabbil-
dung. Das Gliicksspiel soll folgende mdgliche Ausgange mabe

e Im Fall X,, < a ist der Spieler bankrott.

e Im Fall X,, > b ist der Gegenspieler (bzw. die Spielbank) bankrott.

Die Zeit, zu der eines dieser beiden Ereignisse zum erstéeiltaitt, wird durch die Zufallsva-
riable
T(w) = min{n>0:X,(w) <aoderX,(w)> b}

beschrieben, wobei winin () = co setzen. Wegetim sup | X,,| = 400 gilt T < oo P,-fast
sicher fur aller. Also ist der Austrittspunkt

Xr(w) = X))
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des Random Walk§X,,) aus dem Intervalla, b) P,-fast sicher definiert, und mit Wahrschein-
lichkeit 1 gilt X = a (Spieler bankrott) odek+ = b (Spielbank bankrott). Wegen

Xr = Z X - I{T:n}
n=0
ist auchX; eine Zufallsvariable. Uns interessiert dRainwahrscheinlichkeit
h(z) = PJXr=d

des Spielers bei Startkapital Um diese zu berechnen, bedingen wir auf den ersten Schstt d
Random Walks (,first step analysis®). Sei dazu

Xow) = Xppw) = Xu(0(w))

der um einen Schritt verschobene Prozess, und sei

T = min{nZO:)?nga oder )?an}.
Fira <z <bgilt T > 1, also

Xr(w) = Xzw) = Xr(fw)) fur allew € Q.
Daher folgt mit der Markoveigenschaft:

hz) = PJXr=a] = PFPJXro00=d]
= PfXpof=a|Xi=x+1]-PX;=a+1]+
+P [ Xrof=a|Xy=a0—-1] - P,[X; =2 —1]
= Po[Xr=a]l-p+ Pa[Xr=a]-q

= p-h(z+1)+q-h(x—1).
Die Funktionh hat also diggewichtete Mittelwerteigenschaft
h(z) = p-hx+1)4+q-h(z—1), furallea <z < b.

Diese Eigenschatft ist Aquivalent zu den Differenzengleigen

0 = p-(hz+1)—h(z)) —q- (h(zx) —h(x—1)) bzw. (2.4.1)
0 = q(gh(x +1) = h(z)) — (h(x) — h(z — 1)2) +(p—q) gh(x +1)— h(x)l' (2.4.2)
diskrete 2. Ableitung diskrete 1. Ableitung
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Die gesuchte Ruinwahrscheinlichkeitr) 16st (2.3.4) bzw.[(2.4]11) bzw (2.4.2) mit den Randbe-
dingungen
h(a) = P,[X7=ad] = 1, h(b) = B[Xr=a] = 0.

Die L6sung der Differenzengleichung kbnnen wir leicht lobreen. Dazu verfahren wir ahnlich
wir bei linearen gewdhnlichen Differentialgleichungeradi [2.4.11) gilt fur die erste Differenz
v(x) == h(x + 1) — h(zx):

v(r) = g-v(x—l) farallea < z < b,

D
d.h.v(xz) = ¢ (¢/p)* fur einc € R. Wir unterscheiden folgende Falle:
(1). Faire Munzwurfep = g = %): In diesem Fall ist

h(z) = cx+d mite,d € R

die allgemeine Losung voh (2.4.1) bzv. (2]4.2). Aus den Radthgungen folgt:
b—=x

h(z) = P (a <z <b).
2). p# %: In diesem Fall erhalten wir
h(z) = c¢- (%) +d mite,d € R

als allgemeine L6sung. Aus den Randbedingungen folgt:

B -G -G
-0 -0
Wir haben damit die Ruinwahrscheinlichkeit in allen Falbemechnet. Ist die Erfolgswahrschein-

lichkeit p kleiner als1/2, dann gilt? < 1 und somith(z) > 1 — (p/q)""". Der letzte Ausdruck
hangt nicht von dem Betragab, bei dem der Spieler ruiniert ist. Beispielsweise giithaulette

hz) > 1— G_S)H.

Bei gentigend kleinem Hochsteinsatz geht also mit an Sieltegrenzender Wahrscheinlichkeit
der Spieler zuerst bankrott - selbst wenn das Kapital, dasadrilisieren kann, Gber dem der

mit Hochsteinsatz stets:

Bank liegt!
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2.4.1 Differenzengleichungen fur Markovketten

Die beim Ruinproblem verwendete Methode, die BerechnumgWahrscheinlichkeiten und Er-

wartungswerten von Markovketten durch Konditionierenderi ersten Schritt auf eine Differen-
zengleichung zurtickzufuhren, ist viel allgemeiner anviiamdWir betrachten im Folgenden eine
beliebige zeithomogene Markovkett®,, ) mit ZustandsraurS, S) und Ubergangskemn(z, dy)

im kanonischen Modell. Sé) € S eine messbare Teilmenge des Zustandsraums, und sei

T(w) = min{n>0: X,(w)<€ D}
die erste Trefferzeit von D¢ = S\ D, d.h. dieerste Austrittszeit der Markovkette aus dem

GebietD. Hierbei setzen wir wiedenin () = oco. Wir wollen Erwartungswerte von Typ

T-1

S elX,)

n=0

ulr) = FE, + B, [f(Xr); T < ] (2.4.3)

berechnen, wobei : D — Rund f : D¢ — R gegebene nichtnegative, messbare Funktio-
nen sind. Interpretieren wir beispielsweige:) als Kosten, wenn die Markovkette den Punkt
x durchlauft, undf(x) als Zusatzkosten, wenn die Markovkette im Punldus der Menged
austritt, dann gibt:(z) die mittleren Gesamtkosten an, die beim Start ipis zum Austritt aus
der MengeD anfallen. Man beachte, dass sich eine Reihe wichtiger \Whhanslichkeiten und
Erwartungswerte von Markovketten in der Foim (2.4.3) ddlest lassen.

Beispiel. (1). ¢ = 0, f = 1: Austrittswahrscheinlichkeit au® bzw. Trefferwahrscheinlichkeit
von D
u(z) = PT <o)

(2). ¢=0, f = Ig: Verteilung des Austrittspunktes;:

u(r) = PFPlXreB;T< o

(3). ¢ =1, f = 0: Mittlere Austrittszeit aud:

(4). ¢ = Ip, f = 0: Mittlere Anzahl der Besuche iB vor Austritt ausD:

u(z) = E,

ZlfB(Xn)] = iPx[XneB,n<T].

n=0 n=0
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Satz 2.12(Poissongleichuny « ist die minimale nichtnegative Losung des Randwertproblem

u(z) — (pu)(z) = c(z) firz € D, (2.4.4)
u(z) = f(z) firz € D,

Beweis. (1). Wir zeigen zunadchst durch Bedingen auf den ersten tgdleiss: das Randwert-
problem |8st. Dazu betrachten wir — wie oben — die verscheMaarkovkettef(n = Xni1
und die entsprechende AustrittsZBit= min{n >0 : )~(n € DY}. Furz € D gilt P,-fast
sicherT > 1, also

T-1 T-1
Xr = Xz und ) (X)) = oXo)+ ) X
n=0 n=0

Damit erhalten wir unter Verwendung der Markoveigenschatft

MT—1
By | Y e(Xn) + F(X1) - Iircoy X1]
n:O
T-1
= £, +Zc T)-I{f@()} Xq
) T—1
= () + Ex, | Y_ (X)) + f(Xr) - I{T<OO}]
n=0

= c(x) +u(Xy) P,-fast sicher,

wobei wir f(Xr) - Iir<sy := 0 auf{T" = oo} setzen. Durch Bilden des Erwartungswertes
bzgl. P, ergibt sich:

wx) = c(z)+ EJu(Xy)] = cx)+ (pu)(z) furallex € D.
Furz € D¢ gilt T = 0 P,-fast sicher, und damit
u(z) = E[f(Xy)] = fla) fir allex € D¢,
Also |6stu das Randwertproblern (2.4.4).

(2). Sei nunv > 0 eine beliebige Losung des Randwertproblems. Wir wollegerei dass
v > u gilt. Dazu betrachten wir fim € N die Funktion

(TAm)—1

um(@) = B, | Y X))+ f(X7) Igemy| . TES
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Nach dem Satz Gber monotone Konvergenziit) = sup u,,(z). Durch Konditionieren
m>1
auf den ersten Schritt erhalten wir ahnlich wie oben:

Ums1(z) = c(z) + (pum)(2) furz € D, und (2.4.5)
Unr1(z) = f(x) fur z € DC.

Wir zeigen nun durch Induktion nach:
v > Uy, fur allem > 0. (2.4.6)
Farm = 0 ist (2.4.6) erfillt, denn nach Voraussetzung gilt
v(r) > 0 = uo(x) furallex € D, undv(z) = f(z) = u(x) furallexr € DC.

Gilt (2.4.8) fur einm > 0, dann folgt zudem

v = pv+c > pup+tc = U1 auf D, und

v = f = Ups auf D%,

d.h. (2.4.6) gilt auch furm + 1. Also ist (2.4.6) fur allen > 0 erfullt. Damit folgt aber
auch

v > SsupU, = u,
d.h.w ist tatsachlich dieninimalenichtnegative Losung voh (2.4.4).

O

Wir wollen uns nun das erhaltene Randwertproblem genauwssham. In kompakter Notation
konnen wir [2.4.4) schreiben als

—Zu = ¢ aufD, (2.4.7)
u = f auf D¢
mit
(ZLu)(z) = (pu)(z) —u(x) = /p(l’,dy)(U(y) — u(x)).

Der lineare OperataZ = p — I hei3tGenerator der Markovkette. Auf diskreten Zustandsrau-
men istZ ein Differenzenoperator:

(Lu)(x) = Y plr,y)(uly) - u(z)).

yes
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Beispiel (Random Walk auf Z¢, Poissongleichung und Dirichletproblen). Fir den klassi-
schend-dimensionalen Random Walk gilt

5 falls|y — x| =1,
p(r,y) =

0 sonst.

Damit ergibt sich

(L)) = 2i sz;(u(x o) — u(@) + u(x — e) — ulx)
= % g ((u(z + &) —u(2)) — (u(z) —u(z —€)))
Also st
7 = Ay

der diskrete Laplace-Operator multipliziert mit der Utsrgswahrscheinlichkeif. (2.4.7) ist also
ein Randwertproblem fiir didiskrete Poissongleichung

(Azau)(z) = —2dc(z).

Beispielsweise ist die mittlere Austrittszeifx) des Random Walks mit Start in aus einer
MengeD durch die minimale nichtnegative Losung des Randwerterabl

Azdu = —-2d anD,

u = 0 anDC,

gegeben. Wollen wir die Verteilung des Austrittspunkigsberechnen (wie z.B. beim Ruinpro-
blem), dann missen wir = 0 setzen. In diesem Fall idt (2.4.7) ddiskretes Dirichletproblem
Gesucht ist eine Funktiom: Z¢ — R mit

Agau = 0 auf D,
u = f auf D°.
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82 KAPITEL 2. MARKOVKETTEN UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN

Abbildung 2.4: Diskretes Dirichletproblem auf einer Mengec 7Z2.

2.4.2 Dirichletproblem und Austrittsverteilung
Allgemein nennen wir Funktionefn: S — R mit Zh = 0 harmonisch.

Definition (Harmonische Funktion einer Markovkette). Eine nach unten beschréankte, mess-
bare Funktiom: : S — R heif3tharmonisch auf der MengeD bzgl. des stochastischen Kerps
falls

(Zh)(z) = (ph)(x)—h(zx) = 0 frallex € D

gilt, d.h. fallsh die verallgemeinerte Mittelwerteigenschaft

/p(:z:, dy)h(y) = h(x) furallex € D (2.4.8)
besitzt.
Als Spezialfall von Satz 2.12 erhalten wir:
Korollar 2.13 (Stochastische Losung des Dirichletproblems Die Funktion

u(z) = Eu[f(Xr); T < oo

ist die minimale nichtnegative Losung des Dirichletproie

« harmonisch auD, w = f aufDC. (2.4.9)

Bemerkung (Lokalitat). Ist S abz&hlbar, dann sind fur die Losung des Dirichletproblenrs n
die Werte vonf auf dem aufReren Rand

OetD = {yeD:p(x,y)>0 fureinzec D}
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relevant. In der Tat gilt fir. : S — Rundz € D:

(pu)(x) = D pleyuly) = D pleyuly)+ D pl,yuly),

yeS yeD yedD

d.h.(Zu)(z) hangt nicht von den Werten vanauf D¢ \ 9D ab.

Bemerkung (Eindeutigkeit des Dirichletproblems). (1). Im Allgemeinen kénnen mehrere
Losungen des Dirichletproblemis (2.4.9) existieren. Issfielsweisep der Ubergangs-
kern eines klassischen Random Walks fuft,2,...} und D = {1,2, ...}, dann sind die
Funktionenh,(z) = ax,a € R, alle harmonisch mit Randwerten (0) = 0. Ebenso ist
die Losung nicht eindeutig, falls eine S mit P,[T = oo| # 0 existiert, denn in diesem
Fall isth(z) = P,[T = oc| eine nichttriviale harmonische Funktion mit Nullrandvesrt

(2). Ist die Funktionf beschrankt, und ist die Austrittszéit fur alle z € S P,-fast sicher
endlich, dann ist: die eindeutige beschrankte Lésung vion (2.4.9). Dies karmzria mit
dem Stoppsatz fur Martingale beweisen, siehe Absdhnitt 3.3

Satz[2.1P und Korollar2.13 sind erste Aspekte weitreicker®eziehungen zwischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Analysis (Potentialtheomé)fundamentalen Konsequenzen auch fur
andere Gebiete der Mathematik wie z.B. Diskrete MathemBiitterentialgeometrie, Numerik
und mathematische Physik. Wir erwdhnen hier einige wiehBgsichtspunkte und Konsequen-
zen des gefundenen Zusammenhangs. Dazu setzeh wiroo P,-fast sicher fur allec € S
voraus. Unter dieser Annahme ist

u(r) = E[f(Xr)] (2.4.10)

flr eine nichtnegative bzw. beschrankte Funktfoauf D¢ die minimale nichtnegative, bzw. die
eindeutige beschrankte Losung des Dirichletproblems.iDengeben sich die folgenden Anwen-
dungen bzw. Interpretationen von Korollar 2.13:

Monte-Carlo-Verfahren zur Berechnung harmonischer Funktionen: Nach dem Gesetz der
groRen Zahlen und(2.4]10) gilt

Q

k
1 i .

u(x) . > FX8) fiir groRRet,

=1
wobei XM, X unabh&ngige Markovketten mit Startirund Ubergangskernsind,
und7'® die Austrittszeit vonX ) aus der Mengé® bezeichnet. Die Simulation von Mar-
kovketten kann daher in sehr allgemeinem Rahmen zur nép@naisen Berechnung har-
monischer Funktionen verwendet werden.
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Stochastische Darstellung der Losung des Dirichletprobims als Pfadintegral: Nach [2.4.1D0)
kénnen wir die harmonische Funktiarschreiben als Integral

u(z) = / F (X (@) P(dw)
5{0,1,2,...}

uber den Raum aller diskreten Pfade &ufAhnliche Pfadintegraldarstellungen spielen in
der Quantenphysik eine wichtige Rolle, siehe z.B. die LiecNbtes von R. Feynman.

Integralformel fir harmonische Funktionen: Seip, := P, o X' die Austrittsverteilung der
Markovkette mit Start inc. Dann gilt:

u(e) = / F() aldy):

Die Austrittsverteilungu,. ist also dasharmonische MalRder Potentialtheorie, das eine
Berechnung harmonischer Funktionen aus den Randwerteigaint.

2.4.3 Beispiele harmonischer Funktionen

In einfachen Fallen kann man die harmonischen Funktionphz&dberechnen. Dies gilt insbe-
sondere flr nicht zu groRe endliche Zustandsrdume, soweedimensionalen und rotations-
symmetrischen Situationen:

Diskrete Zustandsrdume

Ist S abzahlbar, dann ist
hy(x) = P[T < oo und Xr = y|
fur jedesy € D eine nichtnegative, beschrankte harmonische Funktio®amit Randwerten
hy(z) = I (x) fur allex € D°.

Eine Losungu des Dirichletproblems zu beliebigen Randwerfen D¢ — R_. erhalt man als
Linearkombination der Funktionén,: Gilt P,[T" = oo] = 0 flr allez € S, dann gibt es genau
eine beschrénkte Losung des Dirichlet-Problems. Damit falass die Funktioneh,,y € D¢,
eine Basis des Vektorraums aller beschrankten, harmamsEbnktionen bilden. Wir erhalten
also einen Zusammenhang zwischen beschrankten harmeniBanktionen und den moglichen
Austrittspunkten; € D der Markovkette.
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Beispiel. (1). Ruinproblemir den Random Walk ayfz, a + 1,...,b} C Z mit Ubergangs-
kerp(z,z+ 1) =p,p(z,x — 1) =qg=1—p, gilt

ho(z) = PXp=da = Z(Zg - ZEZ;
und ) h
(@) = PlXr=1 = H
mit
W) = " furp = q,

(q/p)* furp+#q.

Die Funktionem,, und h; bilden eine Basis des Vektorraurfis- h + d : ¢,d € R} aller
harmonischer Funktionen.

(2). Eine transiente Markovkette adf. Seip € (%, 1) undg = 1 — p. Wir betrachten die
Markovkette(X,,, P,) aufZ mit den folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten:

q q q q q q q q q
77 X 7 N N X FNFNFNFNF N

S L W W e N A A N S N A
p p P12 12 P p p p
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 2.5: Ubergangswahrscheinlichkeiten der MaKedte (X, P,)

Furz > 0 gilt
plr,x+1) = p > q¢ = plxz-1),

fur z < 0 dagegen umgekehrt
plea+1) = ¢ < p = plza-1).

Daher haben die Ereignisgém X,, = oo} und{lim X,, = —oo} beide positive Wahr-
scheinlichkeit. Die Funktion

1
)= (52) fir z < 0,
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ist harmonisch mit Randbedingungen

lim ho(z) = 1 und lim hy(z) = 0.

T—00 T——00

Entsprechend ist_(z) = h; (—x) harmonisch mit

lim h_(x) = 1 und lim h_(x) = 0,

T—r—00 T—00

und jede harmonische Funktion ist eine Linearkombinatmm/v, undh_. Durch Bedin-
gen auf den ersten Schritt der Markovkette zeigt man

hi(x) = Pllim X, = o] und  h_(z) = BPlimX, = —o0].
Die harmonischen Funktionén undh_ beschreiben in diesem Fall die mdglichen Asymp-

totiken der Markovkette.

Rotationssymmetrischer Fall

Wir betrachten eine Markovkette adf = R?, deren Ubergangsverteilunggtw, dy) fur jedes
x rotationssymmetrisch mit Zentrumsind. Beispielsweise séi,, = = + > | Y; ein Random
Walk, dessen Inkrementé unabhangig mit identischer rotationssymmetrischer \erig sind.
Dann ist jede Funktiom € C?(R%) mit

4 9%
Au = ;x

=
o
I
o

N

(also jede harmonische Funktion des Laplaceoperatord) eime harmonische Funktion des
Ubergangskerng, falls u fir alle z € R? bzgl. p(z, dy) integrierbar ist. Aus der Greenschen
Formel folgt ndmlich die Mittelwerteigenschaft

u(z) = Mittelwert vonu aufdB, (z)

fur alle SpharedB, (z) = {y € R? : |[y—z| = r} mitRadius- > 0, siehe z.B. [Forster, Analysis
[11]. Da p(z, dy) rotationssymmetrisch ist, erhalten wir durch Integratiber den Radius:

u(e) = / pla, dy)uly),

d.h.« ist in der Tat harmonisch bzgh.
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2.4.4 Mittlere Aufenthaltszeiten und Greenfunktion

Die mittlere Aufenthaltszeit

u(z) = E,
n=0

ZlIB(Xn)] = iPx[XnEB, n<T]

einer Markovkette mit Ubergangskegnin einer MengeB € S vor Austritt ausD l6st das
Randwertproblem

u—pu = Iy auf D,

u = 0 auf D¢

Wir betrachten nun den diskreten Fall: SeabzahlbarD C S, und sei

T—
n=0

die Anzahl der Besuche der Markovkettezirvor Austritt ausD. FUr die mittlere Anzahl der
Besuche iny bei Start inx gilt

E,[BP]

Y

> Iixes. n<T}] = ) plxy),
n=0 n=0

wobei
pg(%?/) - Px[Xn:y>n<T]

die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit der Markovketiié Absorption bei Austritt ausD
bezeichnet.

Definition (Greensche Funktion einer Markovkette. Die durch
GP(x,y) = > ph(x,y)
n=0

definierte FunktiorG” : S x S — [0, o] heilRtGreensche Funktiorder Markovkette im Gebiet
D.

Korollar 2.14 (Greensche Funktion als Fundamentallosung (1). Firy € S ist GP(e,y)
ist die minimale L6ésung des Randwertproblems
(I —p)GP(e,y) = I  aufD,
GP(e,y) = 0 auf DC.
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(2). Fur alle Funktionenf : S — [0, oo] gilt

E,

Zf()@)] — (@ f)().

Beweis.Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Safz12.12. Fir einé&tion f > 0 gilt:

T-1

> F(X)

n=

£, = FE,

iZf(y)-f{y}(Xn)] =) G,y f) = (G H).

n=0 yes yes

O

Beispiel (Random Walk auf Z?). Die Greensche Funktion des klassischen Random Walks auf
Z4 ist die minimale nichtnegative Losung des Randwertproblem

AszD<.7’y) = —Qd]{y} anD,
GP(e,y) = 0 auf D,

Sie ist damit ein diskretes Analogon zur Greenschen Fumktey Analysis, die als Fundamen-
tallésung der Poissongleichung definiert ist. Beispielseverhélt man fir den klassischen eindi-

mensionalen Random Walk als Greensche Funktion einevétieedD = {a + 1,a + 2,...,b —
1} CZ:
5 2@_5)& fira <z <y,
GP(z,y) = A
2(3/ ba)( ) fury <z <b.
—a
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Kapitel 3
Martingale

Classical analysis starts with studying convergence aieeces of real numbers. Similarly, sto-
chastic analysis relies on basic statements about seqgiehieal-valued random variables. Any
such sequence can be decomposed uniquely into a martingale, real.valued stochastic pro-
cess that is “constant on average”, and a predictable paetefore, estimates and convergence
theorems for martingales are crucial in stochastic analysi

3.1 Definitions and examples

We fix a probability spacé?, A, P). Moreover, we assume that we are given an increasing se-
quenceF,(n =0,1,2,...) of subo-algebras ofd. Intuitively, we often think ofF,, as describing
the information available to us at tiree Formally, we define:

Definition (Filtration, adapted procesy. (1). Afiltration on(2,.4) is an increasing sequence
Fo € F € F C ...
of o-algebras?, C A.
(2). Astochastic process(,,),>o isadaptedo afiltration(F,,),.> iff each.X,, is F,,-measurable.

Example. (1). Thecanonical filtration (F:X) generated by a stochastic procé&s) is given
by
FX = o(Xo, X1,..., X,).

n

If the filtration is not specified explicitly, we will usuallgonsider the canonical filtration.
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90 KAPITEL 3. MARTINGALE

(2). Alternatively, filtrations containing additional mfmation are of interest, for example the
filtration
.Fn = O'(Z,Xo,Xl, .. 7Xn)

generated by the proceg¥,,) and an additional random variabe or the filtration
fn - O-(X07}/07X17)/17 s 7Xn7Yn)

generated by the proce$¢X,,) and a further procesg’,). Clearly, the proces§X,,) is
adapted to any of these filtrations. In genefa,,) is adapted to a filtratiof.F,,) if and
only if 7 C F, foranyn > 0.

3.1.1 Martingales and supermartingales

We can now formalize the notion of a real-valued stochasticgss that is constant (respectively
decreasing or increasing) on average:

Definition (Martingale, supermartingale, submartingale). (1). A sequence of real-valued ran-
dom variablesV/,, : 2 — R (n = 0,1,...) on the probability spacé?, A, P) is called
a martingale w.r.t. the filtration(F,,) if and only if
(@) (M,) is adapted w.r.t(F,),
(b) M, is integrable for any. > 0, and
(c) E[M,, | Fn-a] = M,,—, foranyn € N.
(2). Similarly,(2,) is called asupermartingalgresp. asubmartingalg w.r.t. (F,,), if and only

if (@) holds, the positive pai/;" (resp. the negative part/,) is integrable for any: > 0,
and (c) holds with =" replaced by “<”, * >" respectively.

Condition (c) in the martingale definition can equivaleriiéywritten as
(¢) E[Mpy1 — M, | F,] =0 foranyn € Z.,

and correspondingly with=" replaced by <” or “ >" for super- or submartingales.

Intuitively, a martingale is a "fair game™’, i.e}/,,_; is the best prediction (w.r.t. the mean squa-
re error) for the next valué/, given the information up to time — 1. A supermartingale is
“decreasing on average’a submartingale iSncreasing on average; and a martingale is both
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“decreasing” and “increasing”, i.€‘¢constant on average’ In particular, by induction om, a
martingale satisfies
E[M,] = E[M,)] for anyn > 0.

Similarly, for a supermartingale, the expectation valigs/,| are decreasing. More generally,
we have:

Lemma 3.1.If (M,,) is a martingale (respectively a supermartingale) w.r.tl@adtion (F,,) then
E[M, . | Fn] =y M, P-almost surely for any,, & > 0.

Beweis. By induction onk: The assertion holds fdr= 0, sinceM,, is F,,-measurable. Moreover,
the assertion fok — 1 implies

ElMyy | Fa] = E[E[Mn-Hc | Frtr—1] } ]:n}
= EM, x| F)] = M, P-a.s.

by the tower property for conditional expectations. O

Remark (Supermartingale Convergence Theorem A key fact in analysis is that any lower
bounded decreasing sequence of real numbers convergssrtbritum. The counterpart of this
result in stochastic analysis is the Supermartingale Qgeviee Theorem: Any lower bounded
supermartingale converges almost surely, c.f. Theare@3elow.

3.1.2 Some fundamental examples
a) Sums of independent random variables

A Random Walk .
S =Y m n=012..,
=1

with independent increments € £1(9, A, P) is a martingale w.r.t. to the filtration
Fo = oc(m,...,nn) = (S, 51,-..,5n)
if and only if the increments; are centered random variables. In fact, for any N,
B[Sy = Sp-1| Fuoa] = Elnn | Faoa] = Elnal

by independence of the increments. Corresponditigly, is an(F,,) supermartingale if and only
if En;] <0forany: € N,
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b) Products of independent non-negative random variables

A stochastic process

M, = liy n=0,1,2,...,

with independent non-negative factdfse £1(Q, A, P) is a martingale respectively a supermar-
tingale w.r.t. the filtration
.Fn = O'(Yl,...,Yn)

if and only if E[Y;] = 1 for anyi € N, or E]Y;] < 1 for anyi € N respectively. In fact, a8/, is
F.-measurable andl, is independent aF,,, we have

EMu1 | Fo] = E[M, Yo | Fu]l = M, - E[Y,11] foranyn > 0.

Martingales and supermartingales of this type occur niyurastochastic growth models. For
the supermartingale property, integrability of the fastisrnot required.

Example (Exponential martingales). Consider a Random Walk, = >"" | »; with i.i.d. incre-
mentsy;, and let
Z(\) = Elexp(An;)], A €ER,

denote the moment generating function of the incrementsnTor any\ € R with Z(\) < oo,
the process

n

M) = ez = (e /Z2()

=1
is a martingale. This martingale can be used to prove exp@héounds for Random Walks, cf.
e.g. Chernov’s theorem [“Einfuhrung in die Wahrscheirlieitstheorie”, Theorem 8.3].

Example (CRR model of stock markef). In the Cox-Ross-Rubinstein binomial model of ma-
thematical finance, the price of an asset is changing duaesh period either by a factar+ a

or by a factorl + b with a,b € (—1, 00) such thatz < b. We can model the price evolution in a
fixed numberV of periods by a stochastic process

Su=50- [ X: n=0,1,2,...,N,

defined or) = {1 + a, 1 + b}V, where the initial price5, is a given constant, anll;(w) = w;.
Taking into account a constant interest rate 0, the discounted stock price aftemperiods is

Sp o= Su/(L+1)" = S]]
1=1

X
147
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A probability measure” on (2 is called amartingale measureif the discounted stock price is
a martingale w.r.tP and the filtrationF,, = o(X3, ..., X,,). Martingale measures are important
for option pricing under no arbitrage assumptions, cf. ®a@.3 below. Foi < n < N,

~ . ~ Xn 3 E[Xn ‘ -anl]
E[Sn|fn—1] = F |:Sn—1 1—|—T ) fn—1:| - Sn—l 1-'-7" .
Hence(S,) is an(F,) martingale w.r.tP if and only if
EX,|Fo1] = 147 foranyl <n < N. (3.1.1)

On the other hand, since in the CRR modgl only takes the values+ « and1 + b, we have

EX,|Fu1] = (1+4a)-PX,=1+al|F,q]+(1+b)-PX,=1+b|F,_1]
= 14+a+(b—a) PX,=14+0b|F]

Therefore, by[(3.111),S,) is a martingale if and only if

P[Xn:1+b|}'n,1]:2:z foranyn=1,..., N,
i.e., if and only if the growth factorX, . .., Xy are independent with
PX,—1+8 = "= and PX,—1+d = =" (3.1.2)
b—a b—a

Hence forr ¢ [a, b], @ martingale measure does not exist, and-fer[a, b], the product measure
P on( satisfying(3.1.2) is the unique martingale measure. Intuitively this is pilales If » < a
orr > b respectively, then the stock price is always growing moiess than the discount factor
(1+ )", so the discounted stock price can not be a martingale. hewother hand; < r < b,

then(.S,,) is a martingale provided the growth factors are independéht

PX,=1+0  (147)—(1+a)
P[X,=1+4+a —  (1+b—(1+7)

We remark, however, that uniqueness of the martingale measly follows from [3.1.11) since

we have assumed that ea&h takes only two possible values (binomial model). In a cqoes
ding trinomial model there are infinitely many martingaleaseres!

c) Successive prediction values

Let F' be an integrable random variable afif,) a filtration on a probability spacg?, A, P).
Then the process
M, = E[F|F,)], n=012,...,
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of successive prediction values fér based on the information up to timeis a martingale.
Indeed, by the tower property for conditional expectatjoves have

E[M, | Foi] = E[E[F | F)) | Fat] = E[F | Foui] = My
almost surely for any, € N.

Remark (Representing martingales as successive prediction valyed he class of martingales
that have a representation as successive prediction \a@inest contains general martingales. In
fact, for an arbitrary( F,,) martingale(/,,) and any finite integem > 0, the representation

M, = E[M,, | F,]

holds for anyn = 0, 1, ..., m. Moreover, theL! Martingale Convergence Theorem implies that
under appropriate uniform integrability assumptions litnét M, = lim M,, exists in£!, and

m—r 00

the representation

M, = E[M | F,]

holds for anyn > 0, see e.g. [Introduction to Stochastic Analysis].

d) Functions of martingales

By Jensen’s inequality for conditional expectations, @rfwnctions of martingales are submar-
tingales, and concave functions of martingales are suptngpales:

Satz 3.2(Convex functions of martingale3. Suppose that)/,),>o is an (F,,) martingale,
andu : R — R is a convex function that is bounded from below. Thefl/,)) is an (F,,)
submartingale.

Beweis. Sinceu is lower boundedy(M,,)~ is integrable for any.. Jensen’s inequality for con-
ditional expectations now implies

Elu(Myi1) | Fal > U(E[Mn—i—l |]:n]) = u(M,)
almost surely for any, > 0. O

Example. If (M,,) is a martingale thef] M, |?) is a submartingale for any > 1.
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e) Functions of Markov chains
Let p(z, dy) be a stochastic kernel on a measurable Spacs).

Definition (Markov chain, superharmonic function). (1). A stochastic process,,),>o With
state spacés, S) defined on the probability spa€g, A, P) is called a(time-homogeneous)
Markov chain w.r.t. the filtration (F,,) and with transition kernep , if and only if

(@) (X,)is(F,) adapted, and
(b) P[X,.1 € B|F,] = p(X,, B) holds P-almost surely for any3 € S andn > 0.

(2). A measurable functioh : S — R is calledsuperharmonic(resp.subharmoniq w.r.t. p if
and only if the integrals

(ph)(z) = / ple.dhly),  z €S,

exist, and
(ph)(x) < h(x) (respectivelyph)(x) > h(x))

holds for anyz € S.
The functior is calledharmoniciff it is both super- and subharmonic, i.e., iff

(ph)(x) = h(zx) foranyz € S.

By the tower property for conditional expectations, ddfy,) Markov chain is also a Markov
chain w.r.t. the canonical filtration generated by the pssce

Example (Classical Random Walk onZ?). The standard Random WalkK,,),.~o on Z¢ is a
Markov chain w.r.t. the filtratiotF,X = o (X, ..., X,,) with transition probabilitieg(z, v +¢) =

1/2d for any unit vectore € Z?. The coordinate processéxX}), o, i = 1,...,d, are Markov
chains w.r.t. the same filtration with transition probahas

1 B(r.z) = 2d — 2
2d7 p.T,.CC - .

D 1) =P —1) =
P, +1) = pla,z —1) o
A functionh : Z? — R is superharmonic w.r.x if and only if

d
Agah(z) = = Z(h(a: +¢;) = 2h(x) + h(z —¢;)) = 2d((ph)(z) — h(z)) < 0
i=1
for anyx € Z-.
A functionh : Z — R is harmonic w.r.tp if and only if h(x) = ax + bwith a,b € R, andh is
superharmonic if and only if it is concave.
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It is easy to verify that (super-)harmonic functions of Marlchains are (super-)martingales:

Satz 3.3(Superharmonic functions of Markov chains are supermartingales. Suppose that
(X,) is an(F,,) Markov chain. Then the real-valued process

M, = h(X,), n=0,1,2,...,
is a martingale (resp. a supermartingale) w.t#,,) for every harmonic (resp. superharmonic)
functionh : S — R such thati(X,,) (resp.h(X,,)™) is integrable for each.
Beweis.Clearly, (),,) is again(F,,) adapted. Moreover,
E[Myi1 | ) = E[h(Xo) | Fl = (0h)(X,)  P-as.
The assertion now follows immediately from the definitions. O

Below, we will show how to construct more general martingdtem Markov chains, cf. Theo-
rem[3.5. At first, however, we consider a simple example tleatahstrates the usefulness of
martingale methods in analyzing Markov chains:

Example (Multinomial resampling). Consider the Wright model for a population &findivi-
duals (replicas) with a finite number of possible types, wheach individual in generation+ 1
inherits a type from a randomly chosen predecessor imttiegeneration. The numbé¥,, of
individuals of a given type in generatienis a Markov chain with state space= {0,1,..., N}
and transition kernel

p(k,e) = Bin(N,k/N).

p(k,e)

Abbildung 3.1: Transition function ofX,,).

Moreover, as the average of this binomial distributiof ishe functioni(z) = x is harmonic,
and the expected number of individuals in generation1 given Xy, ..., X, is

E[XnJrl ‘ X(],...,Xn] - Xn
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Hence, the processX,,) is a bounded martingale. The Martingale Convergence Theo@v
implies that the limitX,, = lim X,, exists almost surely, cf. Sectidn B.4 below. Sin¢etakes
discrete values, we can conclude thgt = X, eventually with probability one. In particular,
X Is almost surely an absorbing state. Hence

P[X, =0 or X, =N eventually = 1. (3.1.3)

In order to compute the probabilities of the events “= 0 eventually” and ’X,, = N eventually”
we can apply the Optional Stopping Theorem for martingatesSectior 3.8 below. Let

T :=mn{n>0:X,=0o0r X, =N}, minf := oo,

denote the first hitting time of the absorbing states. If thigal numberX, of individuals of the
given type isk, then by the Optional Stopping Theorem,

E[Xs] = E[Xo] = k.
Hence by[(3.1]3) we obtain
1 k
P[X, =N eventuall] = P[X;=N] = NE[XT] = ¥ and
k N —k
P[X,=N N — 1—-~ - & —F
(X, eventually ~ ~

Hence eventually all individuals have the same type, andrangiype occurs eventually with
probability determined by its initial relative frequenceythe population.

3.2 Doob Decomposition and Martingale Problem

We will show now that any adapted sequence of real-valuediorarvariables can be decompo-
sed into a martingale and a predictable process. In paatidhle variance process of a martingale
(M,,) is the predictable part in the corresponding Doob decontipasif the procesé)M?). The
Doob decomposition for functions of Markov chains implies Martingale Problem characteri-
zation of Markov chains.

3.2.1 Doob Decomposition
Let (2,4, P) be a probability space ar(cF,,),.> a filtration on(£2, A).

Definition (Predictable proces$. A stochastic processd,,),>o is calledpredictable w.r.t(F,)
if and only if Ay is constant and4,, is measurable w.r.tF,,_; for anyn € N.
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Intuitively, the valueA,, (w) of a predictable process can be predicted by the informatiailable
at timen — 1.

Satz 3.4(Doob decompositiof). Every(F,) adapted sequence of integrable random variables
Y, (n > 0) has a unique decomposition (up to modification on null sets)

Y, = M, + A, (3.2.1)
into an (F,,) martingale(}/,,) and a predictable processi,,) such that4, = 0. Explicitly, the
decomposition is given by

A, = Y EYi—Yi|Fail, and M, =Y, —A,. (3.2.2)
k=1

Remark. (1). The increment&[Y, — Y;_, | Fr_1] of the proces$A,,) are the predicted incre-
ments of(Y,,) given the previous information.

(2). The proces$y,,) is a supermartingale (resp. a submartingale) if and onheifgredictable
part(A, ) is decreasing (resp. increasing).

Proof of Theorern 314. Uniquene$=or any decomposition as in (3.2.1) we have
Yi—Yi1 = M,— M.+ A, — A4 foranyk € N.
If (M,) is a martingale an@l4,,) is predictable then
ElY,— Y1 | Fiel]l = E[Ay—A1|Fio] = A,—Aw,  Pas.

This implies that[(3.2]2) holds almost surelydf = 0.

Existence:Conversely, if(A,,) and (),,) are defined by((3.2/2) thef,,) is predictable with
Ao = 0 and(M,,) is a martingale, since

E[M), — My_y | Fx—1] = 0 P-a.s. for anyk € N.

3.2.2 Conditional Variance Process

Consider a martingal@\/,,) such that\/, is square integrable for any > 0. Then, by Jensen’s
inequality,(M?) is a submartingale and can again be decomposed into a naiet(nﬁn) and a
predictable process\/),, such that M), = 0:

M? = M, + (M), foranyn > 0.

n
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The increments of the predictable process are given by

(M) — (M)p1 = E[M{ — M| Fip]
= E[(My — My_1)* | Frea] + 2 E[My—q - (My, — My—1) | Fii]
= Var [Mk — M4 ’ kal] for any/{? € N.

Here we have used in the last step théd/,, — M, | Fx_1] vanishes sincé),,) is a martingale.

Definition (Conditional variance process. The predictable process
(M), = > Var[My—My_|Fia], n=>0,
k=1

is called theconditional variance processf the square integrable martingal@,,).

Example (Random Walks). If M, = "  n; is a sum of independent centered random va-
riablesn; and F,, = o(m,...,n,) then the conditional variance process is given(by), =

2 iy Var[ni].

The conditional variance process is crucial for generabna of classical limit theorems such
as the Law of Large Numbers or the Central Limit Theorem frams of independent random
variables to martingales. A direct consequence of the fett> — (1), is a martingale is that

E[M?] = E[M{] + E[(M),] for anyn > 0.
This can often be used to derivé-estimates for martingales.

Example (Discretizations of stochastic differential equations Consider an ordinary differen-
tial equation

U WX > 2.
o= X, =0, (3:23)

whereb : R? — R¢ is a given vector field. In order to take into account unpretile effects on
a system, one is frequently interested in studying randortugmtions of the dynamict (3.2.3)
of type

dX; = b(X;)dt+ “noise” t>0, (3.2.4)

with a random noise term. The solutioX;),>, of such a stochastic differential equation (SDE)
is a stochastic process in continuous time defined on a pilapapace (2, .4, P) where also
the random variables describing the noise effects are dkfiflege vector field is called the
(deterministic) “drift”. We will need make sense of geneB&lE in Stochastic Analysis, but we
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can already consider time discretizations.
For simplicity let us assumé = 1. Letb, o : R — R be continuous functions, and lef;);cy be
a sequence of i.i.d. random variablgse £*(Q, A, P) describing the noise effects. We assume

E[n] =0 and Var[n;] =1 for anyi € N.

Here, the value$ and1 are just a convenient normalization, but it is an importasuanption
that the random variables are independent with finite vaganGiven an initial value, € R

and a fine discretization step size> 0, we now define a stochastic proce{ééﬁh)) in discrete
time beéh) = 1z, and

XM =xP = (XY h+ o(XIWVhiy,  fork=0,1,2,... (3.2.5)

One should think of)(,gh) as an approximation for the value of the proceXsg) at timet = k - h.
The equation(3.215) can be rewritten as

3
—

n—1
XM = 2+ > 0(XM) b+ o (XY) VR (3.2.6)
k=0 0

B
Il

To understand the scaling factdrsand+/A we note first that it = 0 then [3.2.5) respectively
(3.2.6) is the Euler discretization of the ordinary diffietial equation[(3.2]3). Furthermore, if
b = 0 ando = 1, then thediffusive scalingoy a factorv/h in the second term ensures that
the continuous time proces’éff/)hj,t € [0,00), converges in distribution a& “\, 0. Indeed,
the functional central limit theorem (Donsker’s invariamrinciple) states that the limit process
in this case is a Brownian motiof’3;):c(o,«), s€e Sectiof 4.1 and [Introduction to Stochastic
Analysis]. In general,[(3.2.6) is an Euler discretizatidracstochastic differential equation of
type

dX; = b(Xy)dt+o(Xy)dBy

where(B;);>o is a Brownian motion. Lef,, = o(n, ..., n,) denote the filtration generated by
the random variables. The following exercise summarizes basic properties optiseessx ()
in the case of normally distributed increments.

Exercise. Suppose that the random variablggre standard normally distributed.
(1). Prove thatthe process™ is a time-homogeneous, Markov chain with transition kernel

p(z, ) = N(x+b(x)h,o(x)*h)[e].

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



3.2. DOOB DECOMPOSITION AND MARTINGALE PROBLEM 101

(2). Show that the Doob decompositigf”) = M) + A" s given by

n—1
AP = ") - n (3.2.7)
k=0
n—1
Mr(Lh) = Xy -+ O'(Xlgh))\/ﬁnk+1
k=0

and the conditional variance process of the martingaleipart

n—1
(M™M= o(X"M)2 . . (3.2.8)
k=0
(3). Conclude that
n—1
E[(M" —x)?) = Elo(X,")? - h. (3.2.9)
k=0

The last equation can be used in combination with the maximegjuality for martingales to de-
rive bounds for the processex (")) in an efficient way, cf. [Introduction to Stochastic Analsisi

3.2.3 Martingale problem
For a Markov chain( X,,) we obtain a Doob decomposition
f(Xn) = M4 Al (3.2.10)

for any functionf on the state space such thfdtX,,) is integrable for each. Computation of
the predictable part leads to the following general result:

Satz 3.5(Martingale problem for time-homogeneuous Markov chaing. Letp be a stochastic
kernel on a measurable spagg, S). Then for anF,,) adapted stochastic proce&d’,, ),,>o with
state spacés, S) the following statements are equivalent:

(1). (X,) is atime homogeneoys,,) Markov chain with transition kernel.

(2). (X,) is asolution of the martingale problem for the operata® = p — I, i.e., thereis a
decomposition

i
L

f(X) = MIT+ D> (LX),  n>0,
0

i

with an (F,,) martingale(M,Qf]) for any functionf : S — R such thatf(.X,,) is integrable
for eachn, or, equivalently, for any bounded functign S — R.
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In particular, we see once more thatfifX,) is integrable and’ is harmonic (Zf = 0) then
f(X,) is a martingale, and if is superharmoni¢.Z f < 0), thenf(X,) is a supermartingale.
The theorem hence extends Theotem 3.3 above.

Beweis. The implication “(i}=(ii)” is just the Doob decomposition fof(.X,,). In fact, by Theo-
rem[3.4, the predictable part is given by

AP = S BIF(Xin) - F(X) | ]
SBR[ ED = SN,

andM! = f(X,) — AV is a martingale.
To prove the converse implication “@#}(i)” suppose thanz! is a martingale for any bounded
f:S—=R.Then

f
[f

Xoy1) = F(X0) | Ful = ((f)(Xn) = f(X0))

E[(
Elf(Xow1) | Ful = () (X0)

almost surely for any bounded functign Hence(X,,) is an(F,,) Markov chain with transition
kernelp. O

Example (One dimensional Markov chaing. Suppose that undét,, the proces§X,,) is atime
homogeneous Markov chain with state spéice R or S = Z, initial stateX, = x, and transition
kernelp. AssumingX,, € £2(2, A, P) for eachn, we define thedrift” and the ‘fluctuations of
the process by

b(z) = E.Xi— Xo|
a(r) = Var,[X; — Xo|.

We now compute the Doob decomposition’of. Choosingf(x) = « we have

p-Df@ = [y = EL6-X] = bla)
Hence by Theorem 3.5,
X, = M,+) b(Xp) (3.2.11)
k=0
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with an (F,,) martingale(M,,). To obtain detailed information of/,,, we compute the variance
process: Byl(3.2.11) and the Markov property, we obtain

n—1 n—1 n—1
<M>n = ZV&I[M;H_l - Mk | fk] = Zval"[Xk+1 - Xk | fk] = a(Xk)
k=0 k=0 k=0
Therefore )
M2 = M.+ a(Xy) (3.2.12)
k=0

with another(F,) martingale(M,,). The functions:(z) andb(z) can now be used in connecti-
on with fundamental results for martingales as e.g. the makinequality (cf. [Introduction to
Stochastic Analysis]) to derive bounds for Markov chainanrefficient way.

3.3 Gambling strategies and stopping times

Throughout this section, we fix a filtratidiF,, ).~ on a probability spac&?, A, P).

3.3.1 Martingale transforms

Suppose that)M,,),>o is a martingale w.r.t(F,,), and(C,,),cn is a predictable sequence of real-
valued random variables. For example, we may think'pés the stake in the-th round of a fair
game, and of the martingale incremeédf, — M,,_, as the net gain (resp. loss) per unit stake. In
this case, the capitd), of a player with gambling stratedy’,,) aftern rounds is given recursively

by

I, = I1,.1+C,-(M,— M,) foranyn € N,
ie.,
I, = Ip+> Ci-(My— M)
k=1

Definition (Martingale transform ). The stochastic process M defined by
(CM), = > Ci-(My— My_y)  foranyn >0,
k=1

is called themartingale transformof the martingale(1,),,>¢ W.r.t. the predictable sequence
(Ck)r>1, Or the discrete stochastic integral @f',) w.r.t. (M,,).

t
The proces¢’, M is a time-discrete version of the stochastic intedrél; d), for continuous-

0
time processe§’ and M, cf. [Introduction to Stochastic Analysis].
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Example (Martingale strategy). One origin of the word “martingale” is the name of a well-
known gambling strategy: In a standard coin-tossing gahgestake is doubled each time a loss
occurs, and the player stops the game after the first time & Withe net gain im rounds with
unit stake is given by a standard Random Walk

M, = m+...4+n, n; Li.d. with Plnp, = 1] = P[p; = —1] = 1/2,
then the stake in the-th round is
c, =27t ifng =...=n,.,=—1,and C, = 0 otherwise.

Clearly, with probability one, the game terminates in fititee, and at that time the player has
always won one unit, i.e.,

P[(C,M), =1 eventually = 1.

At first glance this looks like a safe winning strategy, butofirse this would only be the case,
if the player had unlimited capital and time available.
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Satz 3.6(You can't beat the system). (1). If (M,,),>o iS an(F,) martingale, andC,,),>1 is
predictable withC,, - (M,, — M,,_,) € L}(Q, A, P) for anyn > 1, thenC,M is again an
(F,.) martingale.

(2). If (M,) is an (F,,) supermartingale andC,,),>; is non-negative and predictable with
Cy - (M, — M,_,) € L for anyn, thenC, M is again a supermartingale.

Beweis.Forn > 1 we have

E[<CQM>n - (COM>n71 | -anl] == E[Cn . (Mn - Mn71> | -anl]
= C,-EM,—M, 1|F,1] = 0 P-a.s.
This proves the first part of the claim. The proof of the secoad is similar. O

The theorem shows that a fair game (a martingale) can noahsformed by choice of a clever
gambling strategy into an unfair (or “superfair’) game. Indhels of financial markets this fact is
crucial to exclude the existence of arbitrage possibdifreskless profit).

Example (Martingale strategy, cont.). For the classical martingale strategy, we obtain
E[(CM),] = E[(CeM)y] = 0 foranyn >0
by the martingale property, although

lim (CeM),, = 1 P-as.

n—o0

This is a classical example showing that the assertion aldh@nated convergence theorem may
not hold if the assumptions are violated.

Remark. The integrability assumption in TheorémI3.6 is always fiatisf the random variables
C,, are bounded, or if both’, and M,, are square-integrable for any

Example (Financial market model with one risky asse}. Suppose an investor is holding in the
time interval(n — 1, n) ®,, units of an asset with pricg, per unit at timex. We assume thdt,,)

is an adapted an@P,,) is a predictable stochastic process w.r.t. a filtratidn). If the investor
always puts his remaining capital onto a bank account witrgpnieed interest rate(“riskless
asset”) then the change of his capitalduring the time intervaln — 1, n) is given by

Vn = Vn,1 + (I)n . (Sn — Sn,1> + (Vn,1 — (I)n . Sn,1> - T (331)
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Considering the discounted quantffy = V,/(1+r)", we obtain the equivalent recursion

V, = Vo1 +®,- (S, — S,_1)  foranyn > 1. (3.3.2)
In fact, (3.3.1) holds if and only if
Vo= (14+7r)Vy = @, - (S, — (14+7)S,-1),
which is equivalent td(3.3.2). Therefore, the discountmpital at timen is given by
Vo = Vo + (2.5),.

By Theoreni3.J6, we can conclude that, if the discounted jpriogresg S, ) is an(F,,) martingale
w.r.t. a given probability measure, théﬁl) is a martingale as well. In this case, assuming that
V4 Is constant, we obtain in particular

or, equivalently,
EV,] = (1+r)"W for anyn > 0. (3.3.3)

This fact, together with the existence of a martingale megsian now be used for option pricing
under ano-arbitrage assumption To this end we assume that the payoff of an option at thme
is given by anFy)-measurable random variable For example, the payoff of a European call
option with strike price’ based on the asset with price procéSs) is Sy — K if the pricesS,,

at maturity exceed&’, and0 otherwise, i.e.,

F = (Sy - K)".

Suppose further that the option canreelicated by a hedging strated,,), i.e., there exists a
Fo-measurable random variablg and a predictable sequence of random variables;<,,<n
such that

F=Vy

is the value at timéV of a portfolio with initial valuel;, w.r.t. the trading strategy®,,).

Then, assuming the non-existence of arbitrage possdsithe option price at timéhas to be
Vo, since otherwise one could construct an arbitrage strdiggelling the option and investing
money in the stock market with strate@y,,), or conversely. Therefore, if a martingale measure
exists (i.e., an underlying probability measure such thatdiscounted stock pric@n) is a
martingale), then the no-arbitrage price of the optionraeti can be computed by (3.3.3) where
the expectation is taken w.r.t. the martingale measure.
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The following exercise shows how this works out in the Coxs&&ubinstein binomial model:

Exercise (No-Arbitrage Pricing in the CRR model). Consider the CRR binomial model, i.e.,
Q={1+a,1+bNwith—-1<a<r<b<oo X;(wy,...,wn)=w;, Fn=0(X1,...,X,),
and

wheres, is a constant.

(1). Completeness of the CRR modefove that for any functiod” : 0 — R there exists a
constant/; and a predictable sequen@®,),<,<y such thatF" = Vy where(V},)1<,<n iS
defined by[(3.3]1), or, equivalently,

F
a+®

Hence in the CRR model, afyy-measurable functioR’ can be replicated by a predictable

- ‘7]\[ - ‘/O—F(q),g)]\[

trading strategy. Market models with this property areezhtomplete

Hint: Prove inductively thatfon = N, N —1,...,0, F = F/(1 +r)" can be represented

as
N

F=V,+ > &-(8—5.)

i=n+1

with an F,,-measurable functioﬁn and a predictable sequen@®;),,1<i<n-

(2). Option pricing:Derive a general formula for the no-arbitrage price of anaspvith payoff
function F' : 2 — R in the CRR model. Compute the no-arbitrage price for a Ewanpe
call option with maturity/N and strikeKk™ explicitly.

3.3.2 Stopped Martingales

One possible strategy for controlling a fair game is to teate the game at a time depending on
the previous development. Recall that a random varidblé2 — {0,1,2,...} U {occ} is called
astopping time w.r.t. the filtration(F,,) if and only if the even{ 7" = n} is contained inF,, for
anyn > 0, or equivalently, iff{7" < n} € F, foranyn > 0.
We consider anj.F,,)-adapted stochastic proces¥,,),>o, and an(F,,)-stopping timel" on the
probability spacés?, A, P). The process stopped at tirfieis defined agM 7 a,),>0 Where

M, (w) forn < T(w),

MT/\n(w) - MT(w)/\n(w) -
Mypy(w)  forn > T(w).
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For example, the process stopped at a hitting timeets stuck at the first time it enters the set
A.

Satz 3.7(Optional Stopping Theorem,Version 3. If (M,),>o iS a martingale (resp. a super-
martingale) w.r.t.(F,,), andT is an (F,,)-stopping time, then the stopped procéss,,,),>o IS
again an(F, )-martingale (resp. supermartingale). In particular, weviea

—~

<)

E[Mr,,] = E[My] for anyn > 0.
Beweis.Consider the following strategy:
Cn = I{Tzn} =1- I{Tgnfl}u

i.e., we put a unit stake in each round before timand quit playing at timd". SinceT is a
stopping time, the sequen¢€,,) is predictable. Moreover,

Mppy — My = (CoM),, foranyn > 0. (3.3.4)

In fact, for the increments of the stopped process we have

M, — M, T >n
MT/\n - MT/\(n—l) - . - Cn . (Mn - Mn—1)7

0 if7T<n-—1
and [3.3.4) follows by summing over. Since the sequend€’,) is predictable, bounded and
non-negative, the proceé§ M is a martingale, supermartingale respectively, provitiedseme

holds forM. O

Remark (IMPORTANT ). (1). In general, it i;NOT TRUE under the assumptions in Theorem

[3.7 that
E[Mr] = E[M,], E[Mr] < E[M,] respectively (3.3.5)

Suppose for example that/, ) is the classical Random Walk startingleind 7" = Ty is
the first hitting time of the point. Then, by recurrence of the Random Wélk< oo and
M+ =1 hold almost surely althought/, = 0.

(2). If, on the other hand]" is abounded stopping timehen there exista € N such that
T(w) < nforanyw. In this case, the optional stopping theorem implies

E[MT] = E[MT/\n] (é) E[Mo]-
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Example (Classical Ruin Problem). Leta, b,z € Z with a < x < b. We consider the classical
Random Walk

n - 1
Xy =a+) m  miidowith Py = £1] = -,
1=1

with initial value X, = . We now show how to apply the optional stopping theorem topmaa
the distributions of the exit time

T(w) = min{n >0 : Xn(w) € (av b)}>

and the exit pointXr. These distributions can also be computed by more traditiorethods
(first step analysis, reflection principle), but martingajesld an elegant and general approach.

(1). Ruin probabilityr(z) = P[Xr = a].
The procesg X,,) is a martingale w.r.t. the filtratiotF,, = o(n,...,m,), andT < oo
almost surely holds by elementary arguments. As the stoppsokssXr,,, is bounded
(a < Xrpn << b), we obtain

r = E[Xy] = E[Xrpn] "= E[X7] = a-r(x)+b-(1—r(z))

by the Optional Stopping Theorem and the Dominated Convesy&@heorem. Hence

rp) = 2Z° (3.3.6)

a—1x

(2). Mean exit time fronfa, b).
To compute the expectation vald&gT], we apply the Optional Stopping Theorem to the
(F,.) martingale
M, = X2 —n.

By monotone and dominated convergence, we obtain

> = E[My = E[Mp,] = E[X2,,] — E[T An]
% E[XZ] - E[T).

Therefore, by[(3.316),

E[T] = E[X2]—2* = d® r(z)+b* - (1—r(2)) —2°
= (b—2) (z—a). (3.3.7)
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(3). Mean passage time 6fis infinite.
The first passage timg, = min{n > 0 : X, = b} is greater or equal than the exit time
from the interval(a, b) for anya < x. Thus by [(3.3.l7), we have

ET)) > lim (b—xz)- (v —a) = oo,
a——00

i.e., Ty, is not integrable! These and some other related passage times are important ex
amples of random variables with a heavy-tailed distribuiad infinite first moment.

(4). Distribution of passage times.

We now compute the distribution of the first passage tifhexplicitly in the caser = 0
andb = 1. Hence lefl’ = T;. As shown above, the process

M) = e /(cosh \)", n >0,

n

is a martingale for each € R. Now suppose\ > 0. By the Optional Stopping Theorem,
1 = E[My] = E[Mz,,] = E[e*7™"/(cosh \)"""] (3.3.8)

foranyn € N. Asn — oo, the integrands on the right hand side converge teosh \) =7 -
Itr<}. Moreover, they are uniformly bounded by, sinceXr,, < 1 for anyn. Hence
by the Dominated Convergence Theorem, the expectationeoright hand side of (3.3.8)
converges td’[e* /(cosh \)T'; T' < oo], and we obtain the identity

E[(cosh\)™: T < o0] = e forany A > 0. (3.3.9)

Taking the limit as\ \, 0, we see tha’[T < oo] = 1. Taking this into account, and
substitutings = 1/ cosh A in (8.3.9), we can now compute the generating functiofl” of
explicitly:

E[lsT] = e = (1-V1-2s2)/s foranys € (0,1). (3.3.10)

Developing both sides into a power series finally yields
an . P[T _ n] _ Z(_l)erl ( / ) g2m—1
n=0 m=1 m
Therefore, the distribution of the first passage time of given by P[T" = 2m| = 0 and

PIT=2m—1] = (—1)m+1<1722) _ (—1)m+1é. (-%) (%—m+1) Jm!

foranym > 1.
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3.3.3 Optional Stopping Theorems

Stopping times occurring in applications are typically hotnded, see the example above. The-

refore, we need more general conditions guaranteeing [Bia5] holds nevertheless. A first

general criterion is obtained by applying the Dominatedv@ogence Theorem:

Satz 3.8(Optional Stopping Theorem, Version 3. Suppose that},,) is a martingale w.r.t.
(Fn), T is an (F,)-stopping time withP[T" < oo] = 1, and there exists a random variable
Y € £(Q, A, P) such that

|Mppn| <Y P-almost surely for any, € N.

Then
E[MT] = E[MO]'

Beweis.SinceP|[T < oo] = 1, we have

My = lim My, P-almost surely.

n—oo

By Theorenmi 3.7F[M,] = E[Mr,,], and by the Dominated Convergence Theor&if/r,,,] —
E[Mr] asn — oo. O

Remark (Weakening the assumptiony Instead of the existence of an integrable random varia-
ble Y dominating the random variablégr,,, n € N, itis enough to assume that these random
variables arainiformly integrable, i.e.,

sup E[|Mran|; [Mrpn| >¢] — 0 asc — oo.
neN

For non-negative supermartingales, we can apply Fatoursnha instead of the Dominated Con-
vergence Theorem to pass to the limitras+ oo in the Stopping Theorem. The advantage is
that no integrability assumption is required. Of course,fhce to pay is that we only obtain an
inequality:

Satz 3.9(Optional Stopping Theorem, Version 3. If (M,,) is a non-negative supermartingale
wW.r.t. (F,), then

E[My] > E[My; T < ]

holds for any(.F,,) stopping timer".
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Beweis.Since My = lim Mr,, on {T < oo}, and My > 0, Theoreni 317 combined with
n—oo
Fatou's Lemma implies

E[M,] > liminf E[Mpn,] > E [liminfMTm} > B[Mp; T < o).
n—oo n—oo

O

Example (Markov chains and Dirichlet problem). Suppose that w.r.t. the probability measure
P,, the proces$X,,) is a time-homogeneous Markov chain with measurable staee$p, S),
transition kernel, and start inz. Let D € S be a measurable subset of the state space, and
f: D¢ — R a measurable function (the given “boundary values”), ahd le

T = min{n >0 : X, € D}

denote the first exit time of the Markov chain froth By conditioning on the first step of the
Markov chain, we have shown above thaf ifs non-negative or bounded, then the function

is a solution of théirichlet problem

(ph)(x) = h(z) forxz € D,
h(z) = f(x) forz € DC.

By considering the martingale(Xr,,) for a functionh that is harmonic onD, we obtain a
converse statement:

Exercise(Uniqueness of the Dirichlet problen). Suppose thaP,[T' < oo] = 1 foranyx € S.

(1). Prove thati(Xr,,) is a martingale w.r.tP, for any bounded solutioh of the Dirichlet
problem and any: € S.

(2). Conclude that iff is bounded, then
h(z) = E[f(Xr)] (3.3.11)
is the unique bounded solution of the Dirichlet problem.

(3). Similarly, show that for any non-negatiyethe function defined by[(3.3.11) is the mini-
mal non-negative solution of the Dirichlet problem.
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We finally state a version of the Optional Stopping Theoreat #pplies in particular to martin-
gales with bounded increments:

Korollar 3.10 (Optional Stopping for martingales with bounded incrementg. Suppose that
(M,) is an(F,) martingale, and there exists a finite constédte (0, co) such that

E[|My1 — M,| | F] < K P-almost surely for any. > 0. (3.3.12)
Then for any(F,,) stopping timel” with E[T] < oo, we have
E[M7] = E[M,).

Beweis.For anyn > 0,

|Mran| < | M| + Z | M1 — M| - Iirsiy.
=0

Let Y denote the expression on the right hand side. We will shotitha an integrable random

variable — this implies the assertion by Theoirleni 3.8. Tofyaniegrability of Y note that the
event{T" > i} is contained inF; for anyi > 0 sinceT is a stopping time. Therefore and by

(3.3.12),
E[|My1 — M;|; T > i) = E[E[|Myy — M| | F); T >4 < k-P[T > 1.

Summing ovet, we obtain

ElY] < E[|M0|]+k-iP[T>i] = E[|My|]] + k- E[T] < oo

1=0

by the assumptions. O

Exercise(Integrability of stopping times). Prove that the expectation vali8T] of a stopping
time 7 is finite if there exist constants> 0 andk € N such that

PT <n+k|F,] > ¢ P-a.s. for anyn € N.

3.3.4 Wald’s identity for random sums

We finally apply the Optional Stopping Theorem to sums of pedelent random variables with
a random number’ of summands. The point is that we do not assumefhigtindependent of
the summands but only that it is a stopping time w.r.t. theafilbn generated by the summands.
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Let S, = m + ...+ n, with i.i.d. random variableg; € £!(Q, A, P). Denoting bym the
expectation values of the incremenisthe process

M, =S5,—n-m

is a martingale w.r.t%, = o(n,...,n,). By applying Corollary=3.70 to this martingale, we
obtain:

Satz 3.11(Wald'’s identity ). Suppose that’ is an(F,,) stopping time withZ[T] < co. Then
E[St] = m- E[T].
Beweis.For anyn > 0, we have
E[|My1 = M| | Fo] = Ellnns —m[[Fo] = Ellngns —m]]

by the independence of thg. As ther, are identically distributed and integrable, the right hand
side is a finite constant. Hence Corollary 3.10 applies, andktain

0 = E[My] = E[M,] = E[S,] —m- E[T)].

3.4 Almost sure convergence of supermartingales

The strength of martingale theory is partially due to powegeneral convergence theorems that
hold for martingales, sub- and supermartingales.(l&,,>, be a discrete-parameter supermar-
tingale w.r.t. afiltratior(.F,,),,>o On a probability spac&?, A, P). The following theorem yields a
stochastic counterpart to the fact that any lower boundeckdsing sequence of reals converges
to a finite limit:

Satz 3.12(Supermartingale Convergence Theorem, Dodp If sup,,», £[Z,;] < oo then(Z,)
converges almost surely to an integrable random variable € £(Q, A, P). In particular,
supermartingales that are uniformly bounded from abovereage almost surely to an integrable
random variable.

Remark (L' boundedness and.! convergencg.

(1). Although the limit is integrablel,! convergence doe®ot hold in general.
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(2). The conditiorsup E[Z,;] < oo holds if and only if(Z,) is bounded inL'. Indeed, as
E[Z] < oo by our definition of a supermartingale, we have

E[|Z,|] = E|Z,) +2E[Z;] < E[Z) +2E[Z;] for anyn > 0.

For proving the Supermartingale Convergence Theorem, weduce the numbely(* (w) of
upcrossings over an interval, b) by the sequencg,, (w), cf. below for the exact definition.

b AV
/\ /> / \/\/

7\ V
. W, H/_/

Y . .
1st upcrossing 2nd upcrossing

Note that ifU(**) (w) is finite for any non-empty bounded interval b) thenlim sup Z,(w) and
liminf Z,(w) coincide, i.e., the sequend¢¢,,(w)) converges. Therefore, to show almost sure
convergence ofZ,), we derive an upper bound fai®?, We first prove this key estimate and
then complete the proof of the theorem.

3.4.1 Doob’s upcrossing inequality

Forn € N anda,b € R with a < b we define the numbér™” of upcrossings over the interval
(a,b) before timen by

UT(L“’I’) = max{k:ZO: J0<s1 <ty <s9<tg...<sp <t <n:Z, <a,lz, Zb}.
Lemma 3.13(Doob). If (Z,,) is a supermartingale then
(b—a)-E[UY] < E[(Z, —a)7] for anya < b andn > 0.

Beweis.We may assumé&[Z, | < oo since otherwise there is nothing to prove. The key idea is
to set up a predictable gambling strategy that increasesapital by(b — a) for each completed
upcrossing. Since the net gain with this strategy shoulthdgma supermartingale this yields an
upper bound for the average number of upcrossings. Here stthtegy:
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e Wait until 7, < a.

e Then play unit stakes unt, > b.

’7 repea

The stake;, in roundk is

1 if ZO S a,
C, =
0 otherwise,

and
c {1 if (Ck,1 =1 ande,l < b) or (Ck,1 =0 ande,1 < CL),
k =

0 otherwise.

Clearly, (Cy) is a predictable, bounded and non-negative sequence afmmaudriables. Moreo-

ver,Cy - (Zy — Zy_1) is integrable for any: < n, becaus€’; is bounded and
E[|Z|] = 2B[Z{] - E[Z)) < 2EB[Z{] - E|Z,) < 2B(Z}] - E[Z,]

n

for k < n. Therefore, by Theorem 3.6 and the remark below, the process
k
(C2)y = ZCZ"<ZZ‘_Z@'71)7 0<k<n,
i=1

Is again a supermartingale.

Clearly, the value of the procesg 7 increases by at leagh — a) units during each completed
upcrossing. Between upcrossing periods, the valugR¥ ), is constant. Finally, if the final
timen is contained in an upcrossing period, then the process capake by at mogt/,, — a)~

units during that last period (sincé, might decrease before the next upcrossing is completed).
Therefore, we have

(CoZ)n > (b—a)-UY —(Z,—a)", ie.,

(b—a)- U < (CZ)n+ (Zn—a)".

A /\Y/\ [\
VARV

Zn

Gain>b—a Gain>b—a Loss< (Z, —a)~
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Since(C, 7 is a supermartingale with initial valug we obtain the upper bound

(b—a)B[U] < B(CuZ)a] + E[(Zy — a)7] < E[(Zy—a)7].

3.4.2 Proof of Doob’s Convergence Theorem

We can now complete the proof of Theorem 3.12.

Beweis. Let

U@ = sup UT(L“’I’)
neN

denote the total number of upcrossings of the supermatériga) over an intervala, b) with
—o00 < a < b < co. By the upcrossing inequality and monotone convergence,

1
BU) = lim BUSY] < -sup B[(Z, — a)"). (3.4.1)

n—oo —Qa neN

Assumingsup E[Z, ] < oo, the right hand side of (3.4.1) is finite Sin¢&, — a)~ < |a| + Z,,.
Therefore,
U@ < oo  P-almost surely,

and hence the event

{liminf Z,, # limsup Z,} = U (U@ = o0}

a,beQ
a<b

has probability zero. This proves almost sure convergence.

It remains to show that the almost sure lintit, = lim Z, is an integrable random variable
(in particular, it is finite almost surely). This holds trug, &y the remark below Theordm 3.12,
sup E[Z ] < oo implies that(Z,) is bounded in’!, and therefore

E[|Zx|] = Ellim |Z,|] < liminf E[|Z,]] < o

by Fatou’s lemma. O

3.4.3 Examples and first applications

We now consider a few prototypic applications of the almasé £onvergence theorem:
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Example (Sums of i.i.d. random variableg. Consider a Random Walk

Sn = Z i
=1

on R with centered and bounded increments:

Suppose thaP[n; # 0] > 0. Then there exists > 0 such thatP[|n;| > <] > 0. As the
increments are i.i.d., the evefit;| > <} occurs infinitely often with probability one. Therefore,
almost surely the martingale,,) does not converge as— oc.

Now leta € R. We consider the first hitting time
T, = min{n >0 : S, >a}

of the intervala, co). By the Optional Stopping Theorem, the stopped Random \Malk.,,).>o
is again a martingale. Moreover, 8s < a for anyk < T, and the increments are boundeddy
we obtain the upper bound

Stoan < a+c foranyn € N.

Therefore, the stopped Random Walk converges almost shyellge Supermartingale Conver-
gence Theorem. AsS,,) does not converge, we can conclude th&f, < oo] = 1 for anya > 0,
i.e.,

limsup S,, = oo almost surely.

Since(5,) is also a submartingale, we obtain
liminf S, = —oo almost surely

by an analogue argument. A generalization of this resulivisrgin Theoreni 3.14 below.

Remark (Almost sure vs.LP convergencg. In the last example, the stopped process does not
converge inL? for anyp € [1,0). In fact,
lim E[St, A = E[ST,] > a whereas FE[Sy] = 0.

n—o0

Example (Products of non-negative i.i.d. random variabley Consider a growth process
Zn = ]V
i=1
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with i.i.d. factorsY; > 0 with finite expectatiorx € (0, o). Then
M, = Z,/a"

Is a martingale. By the almost sure convergence theoremita limit /., exists almost surely,
becausé,, > 0 for all n. For the almost sure asymptotics(df,, ), we distinguish three different
cases:

(1). a < 1 (subcritical): In this case,
Zy = M, -a"
converges t® exponentially fast with probability one.

(2). = 1 (critical): Here(Z,,) is a martingale and converges almost surely to a finite liffnit.
P[Y; # 1] > 0 then there exists > 0 such thaf; > 1 + ¢ infinitely often with probability
one. This is consistent with convergencd &f,) only if the limit is zero. Hence, ifZ,,) is
not almost surely constant, then also in the critical cgse» 0 almost surely.

(3). a > 1 (supercritical):In this case, on the sét\/, > 0},
Ly = M, -a" ~ My-a",

i.e., (Z,) grows exponentially fast. The asymptotics on the{sdt, = 0} is not evident
and requires separate considerations depending on thd.mode

Although most of the conclusions in the last example coultehzeen obtained without martin-
gale methods (e.g. by taking logarithms), the martingafg@gch has the advantage of carrying
over to far more general model classes. These include fangbesbranching processes or expo-
nentials of continuous time processes.

Example (Boundary behaviour of harmonic functions). Let D C R? be a bounded open
domain, and let : D — R be a harmonic function of that is bounded from below:

Ah(z) = 0 foranyz e D, ;Ielg h(xz) > —o0. (3.4.2)

To study the asymptotic behavior 6fz) asx approaches the boundaf\D, we construct a
Markov chain(X,,) such thath(X,,) is a martingale: Let : D — (0,00) be a continuous
function such that

0 < r(z) < dist(z,0D) foranyz € D, (3.4.3)
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and let(X,,) w.r.t P, denote the canonical time-homogeneous Markov chain wétie SppaceD,
initial value z, and transition probabilities

p(z,dy) = Uniform distribution on the sphergy € R? : |y — x| = r(z)}.

By (3.4.3), the functiork is integrable w.r.tp(z, dy), and, by the mean value property,
(ph)(x) = h(z) foranyz € D.

Therefore, the proce$s X, ) is a martingale w.r.tP, for eachr € D. Ash(X,,) is lower bounded

by (3.4.2), the limit as» — oo exists P,-almost surely by the Supermartingale Convergence
Theorem. In particular, since the coordinate functiens» x; are also harmonic and lower
bounded orD, the limit X, = lim X,, existsP,-almost surely. MoreovelX , is in 9D, because

r is bounded from below by a strictly positive constant on amypact subset ab.

Summarizing we have shown:

(1). Boundary regularityif & is harmonic and bounded from below Hrthen the limitlim A(X),)

n—o0
exists along almost every trajectaly, to the boundary D.
(2). Representation of in terms of boundary valuesf & is continuous orD, thenh(X,,) —
h(X«) P,-almost surely and hence

hz) = lim E:[h(Xn)] = E[h(X)],

n—oo

i.e., the distribution ofX , w.r.t. P, is the harmonic measure oD.

Note that, in contrast to classical results from analy$is, first statement holds without any
smoothness condition on the bounda®y. Thus, although boundary values/oimay not exist
in the classical sense, they still do exist along almostyetrajectory of the Markov chain!
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3.4.4 Generalized Borel-Cantelli Lemma

Another application of the almost sure Convergence Theaseangeneralization of the Borel-
Cantelli lemmas. We first prove a dichotomy for the asymptbghavior of martingales with
L'-bounded increments:

Satz 3.14(Asymptotics of martingales with ! bounded incrementy. Suppose thati7,,) is a
martingale, and there exists an integrable random variablsuch that

|M,, — M,,_1| <Y foranyn € N.
Then forP-almost every, the following dichotomy holds:

Either: The limit lim M, (w) exists inR,

n—o0

or: limsup M, (w) = +oo andlim inf M,,(w) = —oo.

n—00 n—00

The theorem and its proof are a generalization of Exampleoteab

Beweis.Fora € (—o0,0) let7, = min{n > 0 : M, > a}. By the Optional Stopping Theorem,
(Mr, rn) IS @ martingale. Moreover,

My, pnn > min(My,a —Y) foranyn > 0,

and the right hand side is an integrable random variableefbee,()/,,) converges almost surely
on{7, = oo}. Since this holds for any < 0, we obtain almost sure convergence on the set

{liminf M, > —oco} = U{Ta:oo}.
a<0
acQ

Similarly, almost sure convergence follows on the{deh sup M,, < co}. 0J
Now let (F,,).>o be an arbitrary filtration. As a consequence of Thedrem 34 4btain:

Korollar 3.15 (Generalized Borel-Cantelli Lemma). If (A,,) is a sequence of events witl) €
F,, for anyn, then the equivalence

w € A, infinitely often <= ZP[AHJ%-J(W) = 0

n=1

holds for almost every € (2.
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Beweis.Let S, = >",_, I4, andT,, = > | E[l4, | F4—1]. ThenS, andT, are almost surely
increasing sequences. L&f, = sup S,, andT,, = sup T,, denote the limits o0, co|. The claim
is that almost surely,

Soo = 00 <= T, = oo. (3.4.4)

To prove [3.4.4) we note that, — T, is a martingale with bounded increments. Therefore, almost
surely,S,, —T,, converges to a finite limit, or botlm sup (.5,, —7,,) = oo andliminf (S, —1T,,) =

—o0. In the first case[(3.4.4) holds. In the second cdse= oo andT,, = oo, so [3.4.#) holds,
too. L

The assertion of Corollafy 3.15 generalizes both clas8ioatl-Cantelli Lemmas: IfA,,) is an
arbitrary sequence of events in a probability spdeeA, P) then we can consider the filtration
F,=o0(A4,...,A,). By Corollary[3.I5 we obtain:

1%t Borel-Cantelli Lemma: If >~ P[A,] < oo then}_ P[A, | F,,—1] < oo almost surely, and
therefore
P[A,, infinitely often = 0.

2"d Borel-Cantelli Lemma: If > P[A,] = oo and the events,, are independent then we obtain
S P[A, | F.1] = > P[A,] = oo almost surely, and therefore

P[A,, infinitely often = 1.
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Kapitel 4
Stochastische Prozesse In stetiger Zeit

Fur viele Anwendungsprobleme sind Modelle, die auf Markozpssen in kontinuierlicher Zeit
basieren, natirlicher. Andert der Prozess nur an abzahiélan zufalligen Zeitpunkten seinen
Zustand, dann nennt man ihn eine zeitstetige MarkovkeiteM&arkovprozess mit stetigen Pfa-
den heil3t dagegen Diffusionsprozess.

Klassische Anwendungsbereiche zeitstetiger Markoviketted die Modellierung von Warte-
schlangen und chemischen Reaktionen. Wir zeigen hier, vaie peitstetige aus zeitdiskreten
Markovketten konstruiert und beschreibt. Viele der Aussaegus den letzten Abschnitten haben
Entsprechungen im zeitstetigen Fall — wir verweisen dazdasi einfihrende Lehrbuch [J. Nor-
ris: Markov Chains].

Der wichtigste Diffusionsprozess ist die Brownsche Bewggudlie sich ausgehend vom zentralen
Grenzwertsatz als universeller zeitstetiger Skalierlimgs von Random Walks mit quadratin-
tegrierbaren Inkrementen ergibt. In der stochastischealy&is konstruiert man andere Diffu-
sionsprozesse Uber stochastische Differentialgleichmiggis der Brownschen Bewegung — mit
zahlreichen Anwendungen z.B. in der FinanzmathematiksiRhynd mathematischen Biologie,
aber auch mit weitreichenden Konsequenzen fir viele Bleeader Mathematik.

4.1 From Random Walks to Brownian Motion

Brownian Motion is a diffusion process, i.e., a continudinse Markov proces$B;):>o with
continuous sample paths— B;(w). In fact, it is the only nontrivial continuous-time procehat

is a Lévy process as well as a martingale and a Gaussian pr@cagorous construction of this
process has been carried out first by N. Wiener in 1923. Alfredbut 20 years earlier, related
models had been introduced independently for financial etatry L. BachelierThéorie de la
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124 KAPITEL 4. STOCHASTISCHE PROZESSE IN STETIGER ZEIT

spéculationAnn. Sci. Ecole Norm. Sup. 17, 1900], and for the velocityraflecular motion by
A. Einstein Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Warmerdefte Bewegung
von in ruhenden Flussigkeiten suspendierten Teilchenakenrder Physik 17, 1905

The fundamental réle played by Brownian motion in stocltaatialysis is due to the Central
Limit Theorem. Similarly as the normal distribution arisesa universal scaling limit of standar-
dized sums of independent, identically distributed, squategrable random variables, Brownian
motion shows up as a universal scaling limit of Random Walits square integrable increments.

To motivate the definition of Brownian motion below, we firstdfly discuss discrete-time sto-
chastic processes and possible continuous-time scatimtg lon an informal level.

A standard approach to model stochastic dynamics in destiee is to start from a sequence
of random variableg, 7, . .. defined on a common probability space, .4, P). The random
variablesy, describe the stochastic influencesisg on the system. Often they are assumed to
beindependent and identically distributed (i.i.dlip this case the collectiofy,,) is also called

a white noise whereas aolored noiseis given by dependent random variables. A stochastic
processX,, (n = 0,1,2,...) taking values irR? is then defined recursively df, A, P) by

Xn+1 = Xn+®n+1(Xn,7’]n+1), n = 0,1,2,.... (411)
Here thed,, are measurable maps describing tiiedom law of motionlf X, andn,, 7., ... are

independent random variables, then the pro¢&sg is a Markov chain with respect tB.

Now let us assume that the random variabjgesre independent and identically distributed ta-
king values inR, or, more generallyR?. The easiest type of a nontrivial stochastic dynamics as
described above is the Random Walk= >"" | n; which satisfies

Sn+1 = Sn+'l']n+1 fOI’n:O,l,Q,....

Since the noise random variablgs are the increments of the Random Wélk, ), the law of
motion [4.1.1) in the general case can be rewritten as

Xn+1 - Xn = ®n+1(Xn, Sn+1 - Sn), n = 0, 1, 2, e (412)

This equation is a difference equation fo¥,,) driven by the stochastic process,).

Our aim is to carry out a similar construction as above foclsastic dynamics in continuous
time. The stochastic difference equation (4.1.2) will tleeentually be replaced bysiochastic
differential equation (SDEHowever, before even being able to think about how to wriem
and make sense of such an equation, we have to identify anconis-time stochastic process
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that takes over the réle of the Random Walk. For this purpesdirst determine possible scaling
limits of Random Walks when the time steps tendtdt will turn out that if the increments are
square integrable and the size of the increments goesasothe length of the time steps tends
to 0, then by the Central Limit Theorem there is essentially amig possible limit process in
continuous time: Brownian motion.

4.1.1 Central Limit Theorem
Suppose that,,; : Q@ — R%, 1 < i < n < oo, are identically distributed, square-integrable

random variables on a probability spa@ée, A, P) such thatY,, ., ...,Y,, are independent for
eachn € N. Then the rescaled sums

% > (i = El¥ai)

converge in distribution to a multivariate normal disttilon N (0, C') with covariance matrix

Ckl = COV[YTEk) Y(l)]

KRR N

In order to see, how the CLT determines the possible scaimigsl of Random Walks, let us
consider a one-dimensional Random Walk

on a probability spac§?, A, P) with independent increments € £%(12, A, P) normalized such
that

En] = 0 and Varlp,] = L (4.1.3)

Plotting many steps of the Random Walk seems to indicatetkiggie is a limit process with
continuous sample paths after appropriate rescaling:
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To see what appropriate means, we fix a positive integeand try to define a rescaled Random
Walk 5™ (t = 0,1/m,2/m, . ..) with time steps of size /m by

Spm = e Sk (k=0,1,2,..)

for some constants,, > 0. If ¢ is a multiple of1 /m, then
Var[S™] = A -Var[Sm| = & -m-t.

Hence in order to achieve convergencé;”ﬁf) asm — oo, we should choose,, proportional to
m~1/2. This leads us to define a continuous time pro¢&$&),-, by
m 1 :
St )(w) = —Smu(w) whenever = k/m for some integek;,

NG

and by linear interpolation fare (%1, £].

Abbildung 4.1: Rescaling of a Random Walk.
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Clearly,
E[S™] = 0 for anyt > 0,

and X
Var[S™] = —Var[Sn] = ¢

m
whenevert is a multiple of1/m. In particular, the expectation values and variances foxefi

timet do not depend om. Moreover, if we fix a partitio) < t, < t; < ... < t,, such that each
t; is a multiple ofl/m, then the increments

S5 =

tit1

(Smtisr — Smts) 5 i=0,1,2,....,n—1, (4.1.4)

Hia

of the rescaled proces{ssfm))tzo are independent centered random variables with variances
tix1 — t;. If t; is not a multiple ofl /m, then a corresponding statement holds approximately
with an error that should be negligible in the limit — oo. Hence, if the rescaled Random
Walks(St(m))tZO converge in distribution to a limit proce$s; );>o, then(B;);>¢ should haven-
dependentincrements;, . — B, over disjoint time intervals with mednand variances, | —t;

It remains to determine the precise distributions of theaments. Here the Central Limit Theo-
rem applies. In fact, we can observe thatlby (4.1.4) eacleiment

miiy1

S =S = o= X m

k mit;+1

of the rescaled process is a rescaled sum oft; . ; —t;) i.i.d. random variables with meanand
variancel. Therefore, the CLT implies that the distributions of thereaments converge weakly
to a normal distribution:

D

tz+1

Hence if a limit proces$B,) exists, then it should havedependent, normally distributed incre-
ments

Our considerations motivate the following definition:
Definition (Brownian Motion).

(1). Leta € R. A continuous-time stochastic proceBs : () — R, ¢ > 0, defined on a
probability space(2, A, P), is called aBrownian motion (starting ina) if and only if

(@) Bo(w) = a foreachw € (.
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(b) Forany partition0 < t, <t; <... <t,, theincrement®,  — B, areindependent
random variables with distribution

Bt — Bt' ~ N(O, ti+1 - tz)

7

i+1
(c) P-almost every sample path— B;(w) is continuous.

(2). AnR?-valued stochastic procesB;(w) = (Bt(l)(w), . .,Bt(d)(w)) is called a multi-di-
mensional Brownian motion if and only if the component pseee(Bt(l)), e (Bt(d)) are

independent one-dimensional Brownian motions.

Thus the increments of é&dimensional Brownian motion are independent over disjome
intervals and have a multivariate normal distribution:

B —Bs ~ N(0,(t—s)- 1) forany0 < s <t.

Remark. (1). Continuity: Continuity of the sample paths has to be assumed separétely:
(B:)i>0 is a one-dimensional Brownian motion, then the modified ese(:ét)tzo defi-
ned byéo = By and

Et = B I{BtGR\Q} fort >0
has almost surely discontinuous paths. On the other hasdtigfies (a) and (b) since the
laws of (B,,, ..., B, ) and(B,,, ..., B:,) coincide for any» € N andt,, ..., ¢, > 0.

(2). Spatial Homogeneitytf (B;):>o is a Brownian motion starting &t then the translated
procesga + B;):>o is @ Brownian motion starting at

(3). ExistenceThere are several constructions and existence proofs fmwidan motion. In
Section[5.01 below we will discuss in detail the Wiener-Léwnstruction of Brownian
motion as a random superposition of infinitely many deteistimpaths. This explicit con-
struction is also very useful for numerical approximatiofsnore general (but less con-
structive) existence proof is based on Kolmogorov’s extangheorem, cf. e.g. [Klenke].

(4). Functional Central Limit TheoremThe construction of Brownian motion as a scaling li-
mit of Random Walks sketched above can also be made rigoBussker’s invariance
principleis a functional version of the Central Limit Theorem whichtss that the resca-
led Random WaIk:éSt(m)) converge in distribution to a Brownian motion. Similarlyias
the classical CLT, the limit is universal, i.e., it does nepdnd on the distribution of the
increments),; provided [4.1.8) holds.
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4.1.2 Brownian motion as a Lévy process.

The definition of Brownian motion shows in particular thabBnian motion is d.évy process

I.e., it has stationary independent increments (over iisfome intervals). In fact, the analogues
of Lévy processes in discrete time are Random Walks, andrdtiger obvious, that all scaling
limits of Random Walks should be Lévy processes. Browniationas the only Lévy process

L, in continuous time with continuous paths such thaf,| = 0 andVar[L,] = 1. The normal
distribution of the increments follows under these assuonptby an extension of the CLT, cf.
e.g. [Breiman: Probability]. A simple example of a Lévy pess with non-continuous paths is the
Poisson process. Other examples@&able processes which arise as scaling limits of Random
Walks when the increments are not square-integrable.

Let us now consider consider a Brownian motidh ), starting at a fixed point € R¢, defined
on a probability spac&?, A, P). The information on the process up to timis encoded in the
o-algebra

FP = o(B,:0<s<t)

generated by the process. The independence of the incremantdisjoint intervals immediately
implies:

Lemma 4.1. For any0 < s < t, the incremen; — B, is independent of 7.

Beweis.For any partitiord = ¢y < t; < ... <t, = s of the interval0, s], the incremenB; — B,
is independent of the-algebra

U(Btl - BtO7Bt2 - Btl? s '7Btn - Btn—l)

generated by the increments up to timé&ince

k

Btk - Bto + Z(Btz - Bti—l)
i=1
and By, is constant, thig-algebra coincides with(B,,, By,, ..., B;,). HenceB, — By is inde-
pendent of all finite subcollections 68, : 0 < u < s) and therefore independent . O

4.1.3 Brownian motion as a Markov process.

As a process with independent stationary increments, Bieswmotion is in particular a time-
homogeneous Markov process. In fact, we have:
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Satz 4.2(Markov property ). A Brownian motior(B;):>, in R? is a time-homogeneous Markov
process with transition densities

_ —d/2 |z =y d
pt(xay) - (27Tt) CeXp | — 94 ) t> 07 T,y € R 5
i.e., for any Borel sett C R? and0 < s < t,
P[B, € A|FB = /pts(Bs,y) dy P-almost surely.

A
Beweis.For0 < s < t we haveB; = B, + (B; — B,) whereB, is F?-measurable, an8; — B
is independent o ? by Lemmd4.1L. Hence

P[B, € A| FP)(w) = P[Bs(w)+ B, —B,€ Al = N(B(w),(t—s)-13)[A]
= /(27r(t —5))" %2 - exp <—%) dy P-almost surely.
U

We will consider Markov processes in continuous time morgayatically in Section 4.3. The
Markov property enables us to compute the marginal didiohs of Brownian motion:

Korollar 4.3 (Finite dimensional marginals). Suppose thatB;):>, is a Brownian motion star-
ting atx, € R? defined on a probability spadé€?, A, P). Then for anyr € Nand0 =ty < t; <
ty < ... < ty,, the joint distribution ofB,,, B,, . .., By, is absolutely continuous with density

thl ..... B, (.Tl, s 7xn) = pt1 (x07xl>pt27t1 <x17x2>pt37t2<3727x3) o 'ptnftn 1(xn717xn)

n

_ g —d/2 | oy ‘ — Ti— 1‘
= [t —ti) p( Z —— ) (4.1.5)

=1
Beweis.By the Markov property and induction on we obtain
P[By, € Ay,..., By, € A,
= E[P[Btn € An |FB ] 3 Bt1 € Alu---7Btn_1 c Anfl]
— E[ptn_tn 1 Btn 17A ) Btl 6 Al,.. Btn 1 6 An 1]

= / / ptl Lo, T1 pt2 tl(xlaxQ)

. 'ptnfl—tnfg (I’n_g, xn—l)ptn—tn,1 (xn—la An) dxn—l e dxl

= / . / <Hpti—ti_1 (:En—la xn)) dxn e dxl
i=1

Aq An

foranyn > 0and4,, ..., A, € B(R?). O
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Remark (Brownian motion as a Gaussian procegs The corollary shows in particular that
Brownian motion is a Gaussian process, i.e., all the makdisgibutions in [4.1.b) are multiva-
riate normal distributions. We will come back to this img@ort aspect in the next section.

4.1.4 Wiener Measure

The distribution of Brownian motion could be considered psabability measure on the product
space(R%)[>) consisting of all maps : [0, cc) — R?. A disadvantage of this approach is that
the product space is far too large for our purposes: It coatektremely irregular paths(t),
although at least almost every path of Brownian motion istiooilwus by definition. Actually,
since[0, co) is uncountable, the subset of all continuous paths is nat eveasurable w.r.t. the
producto-algebra onR?)[0:>),

Instead of the product space, we will directly consider tis&rithution of Brownian motion on the
continuous path spacg([0, o), R?). For this purpose, we fix a Brownian motioR; ), starting
atz, € R? on a probability spac&?, A, P), and weassume that every sample paths B;(w)

is continuous This assumption can always be fulfilled by modifying a giBmewnian motion

on a set of measure zero. The full procéBs);~, can then be interpreted as a single path-space
valued random variable (or“eandom path”).

B(w)

We endow the space of continuous paths0, oo) — R? with the o-algebra
B = o(X;:t>0)
generated by the coordinate maps

X, : C([0,00),RY) — RY Xy(z) =2,  t>0.
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Note that we also have
B = o(X;:teD)

for any dense subsé? of [0, c0), becauseX; = lin% X, for eacht € [0,00) by continuity.
S—

Furthermore, it can be shown thitis the Borelo-algebra onC'([0, oo), R?) endowed with the

topology of uniform convergence on finite intervals.

Satz 4.4(Distribution of Brownian motion on path space). The mapB : Q — C([0, ), R?)
is measurable w.r.t. the-algebrasA/B. The distribution” o B~! of B is the unique probability
measureu,, on (C([0, c0), R?), B) with marginals

fizy [{z € C([0,00),RY) : 2y, € Ay, 2y, € Ay} (4.1.6)
n 1 n o - 2
i=1 A A —_1 i—1

foranyn e N,0 <t; < ... <t,,andA4,,..., A, € B(R?).

Definition (Wiener measure. The probability measurg,, on the path spacé€’([0, ), R%)
determined by (4.11.6) is callefiener measurdwith start inx).

Remark (Uniqueness in distribution). The theorem asserts that the path space distribution of a
Brownian motion starting at a given poind is the corresponding Wiener measure. In particular,
it is uniquely determined by the marginal distributions4ni(5).

Proof of Theoreh 4l4Forn € N,0 < t, < ... < t,,andA,, ..., A, € B(RY), we have

B'({X, €Al,....X,, €A)}) = {w: X, (Bw))€A,....,X,, (Bw)) €A}
= {B, €A,....B, €A} € A

Since the cylinder sets of typeX;, € A;,..., X;, € A,} generate the-algebras, the mapB
is A/B-measurable. Moreover, by Corolldry 4.3, the probabditie

P[BE{Xt1€A1,7th€An}] - P[Bt1€A17---7Btn€An]

are given by the right hand side 6f (4]1.6). Finally, the nieag., is uniquely determined by
(4.1.6), since the system of cylinder sets as above is stedler intersections and generates the
o-algebras. O

Definition (Canonical model for Brownian motion). By (4.1.6), the coordinate process

Xt(x) = T, t Z 0,
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on C([0, o), R?) is a Brownian motion starting at, w.r.t. Wiener measurg,,,. We refer to
the stochastic processy;):>o on (C([0, o), R?), B, u.,) as thecanonical model for Brownian
motion starting atx.

4.2 Gaussian Processes

We have already verified that Brownian motion is a Gaussiangss, i.e., the finite dimensional
marginals are multivariate normal distributions. We withnexploit this fact more thoroughly.

4.2.1 Multivariate normals
Let us first recall some basics on normal random vectors:

Definition (Multivariate normal distribution ). Suppose that. € R" is a vector and”’ € R™*"
IS a symmetric non-negative definite matrix. A random vdeab : (2 — R" defined on a
probability space(?, A, P) has amultivariate normal distribution N (m, C') with meanm and
covariance matrixC' if and only if its characteristic function is given by

E[e?Y] = ¢PmrC  foranyp € R". (4.2.1)

If C'is non-degenerate, then a multivariate normal random viarig is absolutely continuous
with density

1
fy(z) = (2rdetC)?exp (—Q(sc —m)-C Hx — m)) :
A degenerate normal distribution with vanishing covaramnatrix is a Dirac measure:
N(m,0) = 0.

Differentiating [4.2.11) w.r.tp shows that for a random variab}é ~ N(m, C'), the mean vector
is m and(; ; is the covariance of the componeifsandY;. Moreover, the following important
facts hold:

Satz 4.5(Properties of normal random vectors.

(1). Arandom variablé@” : QO — R™ has a multivariate normal distribution if and only if any
linear combination

pY = ipm, peRY,
=1

of the components; has a one dimensional normal distribution.
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(2). Any affine function of a normally distributed randomteed” is again normally distribu-
ted:
Y ~Nm,C) = AY +b~ N(Am +b,ACAT)

foranyd € N, A € R andb € R,

(3). IfY = (Y1,...,Y,) has a multivariate normal distribution, and the componeénts . ., Y,,
are uncorrelated random variables, thén, . . ., Y,, are independent.

Beweis. (1). follows easily from the definition.

(2). ForY ~ N(m, (), A € R>*" andb € R? we have
E[eip-(AYer)] _ ez‘p-bE[ei(ATp)-Y]

i i(ATp)m—5(ATp)CATp
= r(Amib) -3 ACAT  foranyp € RY,
i.e, AY +b~ N(Am +b, ACAT).

(3). If Y7,...,Y, are uncorrelated, then the covariance mattix = Cov[Y;,Y;] is a diagonal
matrix. Hence the characteristic function

E[eip-Y] _ eip-mf%p-Cp _ ﬁ ez’mkpkféck,kpi
k=1
is a product of characteristic functions of one-dimensliormamal distributions. Since a
probability measure oR” is uniquely determined by its characteristic functionpitdws
that the adjoint distribution of7, . . ., Y,, is a product measure, i.¥, ..., Y, are indepen-

dent.
O

If Y has a multivariate normal distributiovi(m, C') then for anyp, ¢ € R, the random variables
p-Y andq - Y are normally distributed with meamps m andgq - m, and covariance

Covlp-Y,q Y] = Z piCijq; = p-Cq.

i,j=1
In particular, let{e;,...,e,} € R" be an orthonormal basis consisting of eigenvectors of the
covariance matriXC. Then the components - Y of Y in this basis are uncorrelated and the-
refore independent, jointly normally distributed randoariables with variances given by the
corresponding eigenvalues.

COV[@Z' . Y, €j Y] = )\i(si,]ﬁ 1 S Z,] S n. (422)
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Correspondingly, the contour lines of the density of a negetherate multivariate normal distri-
bution N (m, C) are ellipsoids with center at and principal axes of lengtky\; given by the
eigenvectors; of the covariance matrig'.

1 1 1
Abbildung 4.2: Level lines of the density of <<2> : ( . 1) ) :

Conversely, we can generate a random vettarith distribution N (m, C') from independent
standard normal random variablgs, . . ., Z,, by setting

Y = m+Y VAZe. (4.2.3)
=1
More generally, we have:

Korollar 4.6 (Generating normal random vectory. Suppose that’ = UAU T with a matrix
U € R4 d € N, and a diagonal matrixA = diag(\(,...,\;) € R4 with nonnegative
entries\;. If Z = (74, ..., Z;) is arandom vector with independent standard normal comptsne
Zi, ..., 24 then

Y = UAZZ+4+m

has distributionV(m, C).
Beweis.SinceZ ~ N(0, I,), the second assertion of Theorem 4.5 implies
Y ~ N(m,UAU").

O
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Choosing forU the matrix(es, . .., e,) given by the orthonormal eigenvectars . . ., e, of C,
we obtain [(4.2.13) as a special case of the corollary. For coatipnal purposes it is often more
convenient to use the Cholesky decomposition

C = LLT

of the covariance matrix as a product of a lower triangulatrixa. and the upper triangular
transposd. ":

Algorithmus 4.7 (Simulation of multivariate normal random variables).
Given: m € R™, C € R™™ symmetric and non-negative definite.
Output: A sampley ~ N(m, C).
(1). Compute the Cholesky decomposition= LL".
(2). Generate independent sampiles .., z, ~ N(0,1) (e.g. by the Box-Muller method).

(3). Sety := Lz +m.

4.2.2 Gaussian processes

Let I be an arbitrary index set, for instante- N, I = [0, 00) or I = R".

Definition (Gaussian procesp A collection(Y;),c; of random variableg; : QO — R¢ defined
on a probability spacé(?, A, P) is called aGaussian processg and only if the joint distribution
of any finite subcollectio},,..., Y, withn € N andt,,...,t, € I is a multivariate normal
distribution.

The distribution of a Gaussian proced$);c; on the path spack’ or C(I,R) endowed with
theo-algebra generated by the maps— z;, t € I, is uniquely determined by the multinormal
distributions of finite subcollectiong,, ..., Y; as above, and hence by the expectation values

m(t) = E], tel,

and the covariances
c(s,t) = Cov|Ys, Y, s,tel.

A Gaussian process is calledntered if m(t) = 0 for anyt € 1.
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Example (AR(1) procesy. The autoregressive process,),—o 1. defined recursively by
Yb ~ N(O, UQ),
Y, =aY, 1+en, forn € N,

with parameters, > 0, o, ¢ € R, andn, i.i.d. ~ N(0,1), is a centered Gaussian process. The
covariance function is given by

cn,n+k) = wvo+e'n foranyn,k >0 ifa=1, and

82

1-a?

This is easily verified by induction. We now consider somecgie€ases:

cln,n+k) = o (a2”v0 + (1 —a®) ) forn,k >0 otherwise.

a = 0: In this caseY, = en,. Hence(Y,,) is awhite noisei.e., a sequence of independent
normal random variables, and

CovlY,, Y] = € 6um for anyn,m > 1.

a=1: HereY,=Y,+¢)> " n,ie., the procesf,) is aGaussian Random Waland
Cov|Y,,Y,,] = wo+¢&® min(n,m) for anyn,m > 0.

We will see a corresponding expression for the covariantBsawnian motion.

a<1: Fora < 1, the covariance€ov|Y,,Y, ] decay exponentially fast ds — oo. If
vy = 15, then the covariance function is translation invariant:

g2k

cnyn+k) = o foranyn,k > 0.

Therefore, in this case the proc€s$ ) is stationary i.e.,(Y,1x)n>0 ~ (Ya)n>o forall & > 0.

4.2.3 Brownian Motion as a Gaussian Process

Brownian motion is our first example of a nontrivial Gausgancess in continuous time. In fact,
we have:

Satz 4.8(Gaussian characterization of Brownian motior). A real-valued stochastic process
(Bt)tejo,00) With continuous sample pathis— B, (w) and B, = 0 is a Brownian motion if and
only if (B;) is a centered Gaussian process with covariances

Cov[Bs,By)] = min(s,t) foranys,t > 0. (4.2.4)
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Beweis.For a Brownian motior{B;) and0 = tg < t; < ... < t,, the increment®,, — B;,_,,
1 <i < n, are independent random variables with distributdof®, ¢; — ¢;_;). Hence,

(Bi, = Biy- B, = Bi,.))  ~ QN0 t; —t; 1),
=1

which is a multinormal distribution. SincB,, = B, = 0, we see that

10
1
By, B, — By,
Btn Btn Btn—l
11 1 10
11 1 1

also has a multivariate normal distribution, i.€3,) is a Gaussian process. Moreover, since
B, = B, — By, we haveE[B;] = 0 and

Cov[Bs,B;] = Cov|Bs, Bg]+ Cov|[Bs, By — B;] = Var[By] = s

forany0 < s <t,i.e., (4.2.4) holds.

Conversely, if( B;) is a centered Gaussian process satisfyiing (4.2.4), theanfdi = ¢, < ¢; <

... <ty thevectonB;, — By, ..., B, — B:,_,) has a multivariate normal distribution with
E[Bti - Btiﬂ] = E[Btz] - E[Bti—l] = 07 and
Cov|By, — By,_,, By, — By,_,] = min(t;, t;) — min(;,¢;-1)

— min(ti,l, t]) —+ min(ti,l, tjfl)
= (tl — tifl) . 5@',]' for any’i,j = 1, e, N

Hence by Theorem 4.5 (3), the increme®s — B;,_,,1 < i < n, are independent with distri-
bution N (0,t; — t;—1), i.e.,(B;) is a Brownian motion. O
Symmetries of Brownian motion

A first important consequence of the Gaussian charactenzaf Brownian motion are several
symmetry properties of Wiener measure:

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



4.2. GAUSSIAN PROCESSES 139

Satz 4.9(Invariance properties of Wiener measurg. Let (B;):>, be a Brownian motion star-
ting at0 defined on a probability spad€?, A, P). Then the following processes are again Brow-
nian motions:

(1). (—Bt)t>0 (Reflection invariance)

(2). (Biyn — Br)e>o foranyh > 0 (Stationarity)
(3). (a™Y2By) >0 foranya > 0 (Scale invariance)
(4). The time inversio(]ét)tzo defined by

By=0, By=t-By, fort>0.

Beweis. The proofs of (1), (2) and (3) are left as an exercise to theeedo show (4), we first
note that for eaclh € N and0 < t; < ... < t,, the vector(B,,, ..., B,,) has a multivariate
normal distribution since itis a linear transformation(&f, ;. , . . ., Bi/:,), (Bo, Bijtas - - -, Bt
respectively. Moreover,

EB] = 0 for anyt > 0,
Cov[B,,B] = st- Cov[Bi/s, Bii]
= st- min(é, %) = min(¢, s) foranys,t >0, and
Cov[By,B] = 0 for anyt > 0.

Hence(ét)tzo is a centered Gaussian process with the covariance funaftiBrownian motion.

By Theoreni 4.B, it only remains to show thatalmost every sample path— ét(w) is conti-
nuous. This is obviously true far > 0. Furthermore, since the finite dimensional marginals of
the processesB, ), and(B, )., are multivariate normal distributions with the same means a
covariances, the distributions QE)QO and(B;):>o on the product spadg(®>) endowed with
the productr-algebra generated by the cylinder sets agree. To provencaytat 0 we note that
the set

x:(0,00) > R : limz; =0
N0
teQ
is measurable w.r.t. the produgtalgebra orR(>> (in contrast to the set of all paths that are
continuous ao!). Therefore,

PllimB, =0 = P|limB =0 = 1.
N0 N0
teQ teQ
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Since B, is almost surely continuous fér> 0, we can conclude that outside a set of measure

zero,
sup |By| = sup |B,] — 0 ast \, 0,
s€(0,t) s€(0,6)NQ

i.e.,t — B, is almost surely continuous atas well. 0

Remark (Long time asymptotics versus local regularity, Law of largenumbers). The time
inversion invariance of Wiener measure enables us to anstsults on the long time asympto-
tics of Brownian motion# * oc) into local regularity results for Brownian paths, 0) and
vice versa. For example, the continuity of the proo(e§§ at0 is equivalent to théaw of large
numbers

P ngcr}o %Bt = 0] = P {ll\r% sBy, = 0} = 1.
At first glance, this looks like a simple proof of the LLN. Hove, the argument is based on the
existence of a continuous Brownian motion. The law of largebers is hidden in the existence
proof of Brownian motion.

Wiener measure as a Gaussian measure, path integral heuriss

Wiener measure (with start@tis the unique probability measureon the continuous path space
C([0, o), R%) such that the coordinate process

X, : C([0,00), RY) — R, Xi(x) = x(t),

is a Brownian motion starting dt. By TheorenT 4.8, Wiener measure is a centeBalissi-
an measureon the infinite dimensional vector spac&|[0, o), R?), i.e., for anyn € N and
t1, .. tn € Ry, (Xyy, ..., Xy,) is normally distributed with mead. We now “derive” a heuri-
stic representation of Wiener measure that is not mathealigtrigorous but nevertheless useful:

Fix a constanf” > 0. Then for0 = ¢y < t; < ... < t, < T, the distribution of X, ..., X},)
w.r.t. Wiener measure is
1 lze, — 2, ?\
[ty (AT, - dry,) = Z(tl, o exp <__ Z t— ;. 11 ) Hdwtm (4.2.5)
whereZ(t,,...,t,) is an appropriate finite normalization constant, apd= 0. Now choose a
sequencéry)gen Of partltlonso = t(k) <M <. < tg“()k) = T of the interval[0, T'] such that

the mesh sizenax; |tZ.Jrl — Z. \ tends to zero. Taking informally the limit i1 {4.2.5), we alvt
the heuristicasymptotic representation
dz |?

/ | dt | o(dao) 1T dx. (4.2.6)

0 te(0,77]

1
wldz) = ——exp|—3
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for Wiener measure on continuous paths [0,7] — R? with a “normalizing constant’Z..
Trying to make the informal expressidn (412.6) rigoroussféor several reasons:

* The normalizing constar,. = lim Z(HY,... o) is infinite.
—00
2
p dt is also infinite foru-almost every pattr, since typical paths of
Brownian motion are nowhere differentiable, cf. Secfidh Below.

T
e The integral e
0

e The product measurf],. , , dz: can be defined on cylinder sets, but an extension to the
o-algebra generated by the coordinate mapg'¢n, o), R?) does not exist.

Hence there are several infinities involved in the informxgression[(4.2]6). These infinities ma-
gically balance each other such that the meagusawell defined in contrast to all of the factors
on the right hand side. In quantum physics, R. Feynman intted corresponding integrals w.r.t.
“Lebesgue measure on path space”, cf. e.g. the famous Feyhewure notes [Feynman], or
[Glimm and Jaffe].

Although not mathematically rigorous, the heuristic eggien[[4.2.5) can be a very helpful guide
for intuition. Note for example thaf (4.2.6) takes the form

plda) o exp(—|lzlf/2) Mdz), (4.2.7)

where||z||y = (:c,x)}f is the norm induced by the inner product

T
dx dy
0

of functionsz, y : [0,7] — R¢ vanishing at0, and ) is a corresponding “infinite dimensional
Lebesgue measure” (which does not exist!). The vector space

H = {x:0,7] = R%: x(0) =0, xis absolutely continuous Wit%% € L*}

is a Hilbert space w.r.t. the inner product (412.8). Thenef@d.2.7) suggests to consider Wiener
measure as standard normal distribution o/ . It turns out that this idea can be made rigorous
although not as easily as one might think at first glance. Tffieuty is that a standard normal
distribution on an infinite-dimensional Hilbert space does exist on the space itself but only
on a larger space. We will see in Chapter 5 that Wiener meascas indeed be realized on the
continuous path spacg([0, 7], R%), butu-almost every path is not contained in the Hilbert space
H!
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Remark (Infinite-dimensional standard normal distributions). The fact that a standard nor-
mal distribution on an infinite dimensional separable HillspaceH can not be realized on the
spaceH itself can be easily seen by contradiction: Suppose ghata standard normal distri-
bution onH, ande,,,n € N, are infinitely many orthonormal vectors fi. Then by rotational
symmetry, the balls

1
B, = {xEH:Hx—enHH<§}, neN,

should all have the same measure. On the other hand, thalatssjoint. Hence by-additivity,

Susl - w|Us] < am - 1

and thereforg:[B,,| = 0 for all n € N. A scaling argument now implies that
pl{x e H : ||z —h| <||h]|/2}] = 0 foranyh € H,

and hence: = 0.

4.3 Markovprozesse in stetiger Zeit

Fur viele Anwendungsprobleme sind Modelle, die auf Markogpssen in kontinuierlicher Zeit
basieren, naturlicher. Andert der Prozess nur an abzaklblm zufalligen Zeitpunkten sei-
nen Zustand, dann nennt man ihn eine zeitstetige Markavkktassische Anwendungsberei-
che zeitstetiger Markovketten sind die Modellierung vonrdschlangen und chemischen Re-
aktionen. Wir zeigen hier, wie man zeitstetige aus zeitéign Markovketten konstruiert und
beschreibt. Viele der Aussagen aus den letzten Abschriiiban Entsprechungen im zeitsteti-
gen Fall — wir verweisen dazu auf das einfihrende Lehrbuddddris: Markov Chains].

4.3.1 Ubergangskerne und Markovprozesse

Die Verteilungen von zeitstetigen Markovprozessen wedignh die Ubergangswahrscheinlich-
keitenp, , vom Zeitpunkts zum Zeitpunkt festgelegt.

Definition (Markovprozess). Seienp,,; (0 < s <t < oo) stochastische Kerne auf einem mess-
baren Raunts,S).
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(1). Ein auf einem Wahrscheinlichkeitsrau, A, P) definierter zeitstetiger stochastischer
ProzessX, : 1 — S (t € [0, 00)) heiBtMarkovprozess mit Ubergangswahrscheinlichkei-
tenp;,+(z, dy), falls

P[Xin € B|FY] = pien(Xy, B) P-fast sicher

fur alle B € Sundt, h > 0 gilt, wobei F* = o(X, : 0 < s < t) die vom Prozess
erzeugterr-Algebren sind.

(2). Der Markovprozess heieitlich homogenfalls die Ubergangswahrscheinlichkeitgn . ,
nur vonh abhéngen:

poeen(z,dy) = pulx,dy) furallet,h > 0.

Wenn stochastische Kerne als Ubergangswahrscheinlieinkeines Markovprozesses auftreten,
missen sie konsistent sein, das heil3t es muss

Dsu =  DsitPtu furalle0 < s <t <u, (4.3.1)
bzw., im zeithomogenen Fall,
Ds+t = DPsPt =  DiDs furalles,t > 0 (4.3.2)

gelten.[[4.31) und(4.3.2) werden auch@mapman-Kolmogorov-Gleichungenbezeichnet. Im
zeithomogenen Fall besagt die Chapman-Kolmogorov-Gleigli4.3.2), dass die Ubergangsker-
nep;,t > 0, eineHalbgruppe bilden.

Bemerkung (Diffusions- und Sprungprozessg Einen Markovprozess mit stetigen Pfader
X;(w) nennt man eineiffusionsprozess Ein fundamentales Beispiel ist die Brownsche Be-
wegung. Eineeitstetige Markovketteist ein Markovprozess, dessen Pfade stiickweise konstant
sind, und nur an abzahlbar vielen (venabhéngigen) Zeitpunkten springen. Allgemeine Mar-
kovprozesse kdnnen sowohl stetige als auch Sprungansdiknh- es ist auch maoglich, das sich
die Springe haufen.

Die zeithomogenen reellwertigen Markovprozesse mit réizimhomogenen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten sind gerade die Lévy-Prozesse:
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Satz 4.10(Lévy-Prozesse als MarkovprozesseEin Re-wertiger stochastischer Prozesk,, P)
mit stationaren unabhangigen Inkrement&p, X;, — Xy, ..., X, — Xt,, (0<ty <t; <

. < t,) ist ein zeithomogener Markovprozess mit translationsiavden Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

pn(z,B) = P[Xyn—X,€B—z] furallet,h>0undB € B(R?).

Beweis.Fur jede Partitior) = ¢, < t; < ... < t, = t eines Intervall$0, ¢] sind die Inkremente
Xiyn — X fur b > 0 unabhéngig vomr ( Xy, X, — Xy, ..., Xe, — X3, , ). Wegen

k
th’ = Xto + Z(th - Xti—l)

i=1
erzeugen die Zufallsvariablel,,, X;,, ..., X;, dieselbes-Algebra. Also istX, ., — X; auch
unabhangig von der-Algebra

FX = o(X,:0<s<t) = o—< U a(XtO,th,...,th)>.

O=to<t1<...<tn=t

Damit folgt fur P-fast allew:

P[Xen € B Fil(w) = PIX;i+ (Xepn — Xo) € B| F(w)
= P[Xyn— X € B-X(w)] = pu(Xi(w),B).

O

Beispiel. (1). Poissonprozesg&in Poissonprozess mit Parameker 0 ist eine zeitstetige Mar-
kovkette mit Zustandsraui = {0, 1,2, ...} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

e (AT

(y — x)! fary > =, pe(z,y) = 0 flry <.

pt(x7y> = ¢

(2). Brownsche Bewegungine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein zeitlich homo-
gener Diffusionsprozess mit Zustandsradm= R? und absolutstetigen Ubergangswahr-
scheinlichkeiterp,(z, dy) mit Dichte

—d/2 |z — yl? d
p(zy) = (2rt) ¥ exp ) t>0, z,yeR"

It (X4):cp0,00) DZQl. P ein zeitstetiger Markovprozess uifg,) eine aufsteigende Folge R,
dannist(X;, ) eine zeitdiskrete Markovkette mit Ubergangskerpen, ;. Insbesondere erhalten
wir mit Satz[2.3:
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Korollar 4.11 (Endlichdimensionale Randverteilungen. Fir jedesn > 0 und0 = t; < t; <
o<ty hat(Xy,, Xy, ..., X, ) die Verteilung

M(d%)pto,tl (2o, dﬂ?l)ptl,tg (71, dxy) - - *Pty_1,tn (Tn-1, dxy),
wobeiy = P o X! die Startverteilung des Markovprozesses ist.

Bemerkung (Eindeutigkeit in Verteilung, Modifikationen ). Nach dem Korollar ist die Vertei-
lung eines MarkovprozességX,)~o, P) auf dem Produktrauns!®>) mit Produkte-Algebra
eindeutig durch die Startverteilung und die Ubergangssaiwinlichkeiten festgelegt. Da es
Uberabzahlbar viele Zeitpunktee R, gibt, ist die Situation allerdings etwas subtiler als im
zeitdiskreten Fall. Beispielsweise ist das Ereignis, dés$fadet — X,;(w) des Prozesses ste-
tig bzw. rechtsstetig sinahicht messbabzgl. der Produkt-Algebra ! Tats&chlich kann man zu
einem MarkovprozessX;) mit (rechts-)stetigen Pfaden in der Regel einen modifieieRrozess
(X;) mit

PX;, =X = 1 firjedest e R,
finden, der keine (rechts-)stetigen Pfade hat. Der Prqz;égshat dann dieselben endlichdimen-
sionalen Randverteilungen Wi&’;), und ist daher ein Markovprozess mit derselben Startvertei
lung und denselben Ubergangswahrscheinlichkeiten!

4.3.2 Zeitstetige Markovketten

Wir wollen nun (umgekehrt wie oben) aus einer zeitdiskrdtarkovkette einen zeitstetigen
Markovprozess konstruieren, der dieselben Zustande Buwithaber zu zufélligen kontinuierli-
chen Zeitpunkten von einem Zustand zum nachsten springu Detrachten wir der Ubersicht-
lichkeit halber nur den Fall eines abzahlbaren Zustandsead. Einen zeitstetigen Markovpro-
zess aufS charakterisieren wir dann durch die infinitesimalen Ubrggaaten

-9
D%(.T, y) — ]!Ll\‘n’é pt,t+h(x7 y}i (.T, y) ’

t>0. (4.3.3)

Wir beschranken uns im Folgenden auf den zeithomogenenHfiall hangen die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten nicht vanab, und es gilt

Ly = Ly - }%ph(w)}:é(x’y) firallet >0 (4.3.4)

Wegen

ph(x,y) = hg(l’,y)—}—O(h) fUFx#y,
pr(z,z) = 1+h-ZL(x,x)+o(h),
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ist Z(x,y) fur x # y die Sprungrate vom nachy, und.Z(z, x) ist die negative Wegsprungrate
vonz. Erfilllen die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines paithgenen Markovprozesses auf
die Bedingung(4.314) bzgl. eines zu spezifizierenden Kagyarezbegriffes, dann heil3t die Matrix
Z(x,y) (x,y € 9) infinitesimaler Generator des Markovprozesses. Pga(z, o) fur alleh > 0
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sollten die Zedummen vorZ in diesem Fall gleich
null sein, d.h.

L(x,x) = -Y Lry) firalezes. (4.3.5)

y#w

Sei nunZ(z,y) (z,y € S) eine gegebene Matrix mi¥’(z,y) > 0 fur allez, y € S und (4.3.5).
Wir setzen zudem voraus, dass die Wegsprungtatén, x) beschrankt sind:

Annahme: Es existiert\ € (0, co) mit

Y Lxy) = Lz < A furaleres. (4.3.6)
y#x
Um einen Markovprozess mit Sprungratef(z, y) zu konstruieren, betrachten wir unabhangi-
ge, Exp(\)-verteilte Zufallsvariabled’, T, . .. auf einem Wahrscheinlichkeitsrauif?, A, P),
die die zeitlichen Abstande zwischen moglichen SpringenRtezesses beschreiben. Sei fer-
ner(Y,)n=o1.2.. €ine vono(Ty, Ty, .. .) unabhangige Markovkette a(?, A, P) mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

1 "
W(l‘,y) = X"g(xay) fury;éx,

m(x,z) = 1— Zﬂ'(l‘, Y).
y#x
Die Kette (Y,,) beschreibt die Zustande, die der zu konstruierende ziigstSprungprozess
durchlauft. Der Generato# des zeitstetigen Prozesses und der Generator der Kette(Y},)
unterscheiden sich nur um einen Fakiar

T—1 = \'2. (4.3.7)

In der Tat stimmen die Matrizen auf beiden Seiten Von (4 @uRerhalb der Diagonalen Uberein.
Die Ubereinstimmung auf der Diagonalen folgt, da die Zeilenmen beider Matrizen gleich
null sind. Mit

Ny = #{neN:Ti+To+...+T, <t}

erhalten wir:
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Satz 4.12(Konstruktion von zeitstetigen Markovketten). Der ProzessX; := Yy, ist ein zeits-
tetiger Markovprozess mit ZustandsraginUbergangswahrscheinlichkeiten

= ()"
pe(@,y) = G_MZ%W"(WJ), z,y €8, (4.3.8)

n=0

und GeneratortZ (z, y). Genauer gilt

ph(x,y) — (5(37, y)
h -

lim sup

x, = 0. 4.3.9
MR 2 y) (4.3.9)

Bemerkung. (1). MatrixexponentialfunktionDie Ubergangswahrscheinlichkeiten haben die
Form

D _ e—AteAtw _ eAt(w—I) _ eti”’ (4310)

wobei
o 1 .
(Nwy) = D —q"(@y)
n=0
die Matrixexponentialfunktion ist. Hierbei ist™ auch im abzahlbar unendlichen Fall de-
finiert, da die Matrizer{\t7)" fur allen > 0 nichtnegativ sind. Die Reihe*"~!) konver-
giert bzgl. der multiplikativen Matrixnorm

lgll = sugz la(z,y)l. (4.3.11)
xe

yeSs

da|\"t"(m — I)"|| < (2A¢t)™ fur allen > 0 gilt, und die Identitat[(4.3.10) folgt wegen

e—)\te)\tﬂ _ e—Atle)\tﬂ At(m—1) __ t.i”'

= € = €

(2). Konvergenzbegriffbie Aussagel(4.319) besagt, dass

limph_I = ¥
RO h

bzgl. der durchi{4.3.11) definierten Matrixnorm gilt. Dierslassetzung (4.3.6) gewahrleis-
tet gerade, dass die Norm vd#i endlich ist. In anderer Form ausgedriickt bedeltet (4.3.9),
dass die signierten Ma3&p; (z, ) — d(x, ®)) filr h \, 0 gleichmaRig in Variationsnorm
(¢*-Norm) gegen¥(z, o) konvergieren. Eine entsprechende Aussage gilt auch (rait an
logem Beweis), wenn der Zustandsrawhmicht abzahlbar ist und die Wegsprungraten
beschrénkt sind.
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Beweis.Seient, h > 0 undy € S. Um die Markoveigenschaft
P Xy = y|FY] = pu(Xy,y)  P-fastsicher (4.3.12)

zu zeigen, verfahren wir &hnlich wie fiir Poisson-Prozess8atz 1.1P. Seien zunachistl €
{0,1,2,...} fest, und sei

gk - U(Tla--'aT/ﬂ}/O)}/la"-aYk)

dieo-Algebra, die den Verlauf des Prozesses bis zuien Sprung beschreibt. Da die Wartezeiten
T; (1 € N) und die MarkovkettéY, ) unabhéngig voneinander sind, uivgd messbar bzgk (7; :
i € N) ist, erhalten wir nacH(1.4.3):

PN =k, Ny =k+ 1Y =y| Gl
= P[Nt:k:7Nt+h:k:+l|T17"'7Tk‘]'P[Yk+l:y|ybayi7"'7yk]
D PN, =k|T,,.... Ta] - PNy = 1] - (Y )

Ah)! .
= P[N,=Fk| Gy .e**h( l') 7 (Ys,y) P-fast sicher.

Durch Summieren tbérfolgt:
oM >‘h
PIN, =k, X, n=y|Gr] = P[N, = k|G Z (Y, y) Pfs.  (4.3.13)

Sei nunA € FX. Ahnlich wie im Beweis von Saiz 1.2 (3) zeigt man, dass danrEeeignis
A, € G, existiert mit
AN{N, =k} = An{N, =k},

d.h. fir V; = k hangt der Verlauf vorX, fir 0 < s < ¢ nur von den Zufallsvariablef, . .., T}
undYp, ..., Y; ab. Nach[(4.3.13) folgt dann
PN, =k} n{Xyn =y} N A
= E[PIN, =k, Xoyn =y | Gxl; Axl
= E[P[N =k |Gkl pn(Ye, y) ; Ax]
= Elpn(Xt,y); AN{N; = k}],

wobeip;,, wie in (4.3.8) definiert ist. Hierbei haben wir im letzten 8ttbenutzt, dass(; = Y},
auf{ N, = k} gilt. Durch Summieren Ubér erhalten wir schlief3lich

PiXin=y}NAl = Epu(Xey); A furallede 7Y,

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



4.4. VORWARTS- UND RUCKWARTSGLEICHUNGEN 149

und damit[(4.3.712).
Um den Generator zu identifizieren, verwenden wir die Idéngi, = ' = "> 5.2 aus
Bemerkung (1). Fuk | 0 erhalten wir
oo — 10| = |3 2| = o)
n=2
bezuglich der Norm au§ (4.3]11), und damit (4.3.9). O

4.4 Vorwarts- und Ruckwartsgleichungen

Mithilfe der Chapman-Kolmogorov-Gleichung ergeben sials der Definition des Generators
Differentialgleichungen fiir die Zeitentwicklung der Ugangswahrscheinlichkeiten eines Mar-
kovprozesses. Wir beschranken uns auf den zeithomogeiien Fa

4.4.1 Vorwarts- und Rickwartsgleichungen fur Markovketten

Wir leiten zunéchst Gleichungen fir die Zeitentwicklung tllbergangswahrscheinlichkeiten
von Markovketten her.

Zeitdiskreter Fall. Fur dien-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten einer zeitditdm Mar-
kovkette mit Ubergangskemgilt

atl g = a'(r—-I) = (7—IDa" fur allen > 0. (4.4.2)

Hierbei istm — I der Generator der Markovkette.

Zeitstetiger Fall. Im zeitstetigen Fall erhalten wir als infinitesimale Verso von[(4.4.11) Dif-
ferentialgleichungen fur die Zeitentwicklung der Ubergawahrscheinlichkeiten. Au§ (4.3.9)
und der Chapman-Kolmogorov-Gleichuhg (413.1) folgt uiker Annahme(4.316):

Satz 4.13(Kolmogorovsche Vorwarts- und Rickwartsgleichung. Fir die Ubergangsmatri-
zenp,(z,y) des in Satz 4.12 konstruierten Markovprozesses gilt
lim Ptin — Dt
h—0 h
mit Konvergenz bzgl. der n'4.3]111 definierten Matrixndjran|. Insbesondere erfiillen die Uber-

.l = L furallet > 0

gangswahrscheinlichkeiten di®Imogorovsche Vorwartsgleichung (Mastergleichung)

itpt@,y) = Y p@)Zy),  t>0, (4.4.2)

d
z€eS
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sowie dieKolmogorovsche Ruckwartsgleichung

d
Beweis.Nach [4.3.9) gilt}lbi{‘x}) h=Y(p, — I) = £ bzgl. der Matrixnorm|| - |. Da die Norm
multiplikativ mit ||p;|| < 1 ist, folgt fur¢ > 0 und h \, 0 nach der Chapman-Kolmogorov-
Gleichung
— —1 —1
st o] - o (25| < it
-1
< ‘ b2 .,%H )

h

Entsprechend konvergiert auch
_h— -1 -1
' ptiihpt —ptiﬂH = ||Pt=n (phh —phi”) H < lpe-nll- ‘ phh —phi”H

pn— 1
h

S ‘

furt > 0undh ™\, 0 gegen). Damit haben wir die Vorwartsgleichung

“’%H =l 121

Hm ™ (ppyn —pe) = pif
h—0

gezeigt, wobei der Grenzwert filr= 0 rechtsseitig ist. Der Beweis der Ruckwartsgleichung
verlauft ahnlich. O

Anschaulich kbénnen wir di®&orwartsgleichungolgendermalien interpretieren: Seie S ein
fester Zustand. Dann beschreibt die Funktion

u(t,y) = plzy) = PXi=yl|Xo=2a, t>0, yeb,

die Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeitier Markovkette in Zustandene S.
Die Vorwartsgleichung besagt, dasslas Anfangswertproblem

ou

ou _ fir s >
o (t,y) ZEZSU(L 2)Z(2,y) urt >0,

u(0,y) = 06.(v),

l6st. Die Wahrscheinlichkeitsmasse im Punpkéindert sich also dadurch, dass Ubergdnge von
anderen Zustandennachy mit den Raten?(z,y), bzw. Ubergénge vop in andere Zustande
mit der Rate—_Z(y, y) stattfinden. Bei der Analyse chemischer Reaktionen spieNarwarts-
gleichung eine wichtige Rolle — sie wird in den Naturwiss#radten meist als Mastergleichung
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bezeichnet.
Fur die Rickwartsgleichungrgibt sich eine ahnliche, aber andere InterpretationerSaier
y € Sundt > 0 fest, und

U(S,ZL‘) = pt—s(xay) = P[Xt =Y | Xs = l‘], S [O,t], x € S.

Die Funktionv beschreibt die Abhangigkeit der Aufenthaltswahrschelriieiten von dem zu-
rickliegenden Startzeitpunkt und Anfangszustand des dMgozesses. Die Ruckwartsgleichung
besagt dann, dassdas folgende ,Endwertproblem* 16st:

—o(sw) = Y L(x,2)v(s,z),  se[0.d],

zeS

v(t,z) = 0y(x).

4.4.2 Gleichgewichte zeitstetiger Markovketten

Allgemeiner ergeben sich aus der Vorwartsgleichung Zeiteklungsgleichungen fir die Ver-
teilungenup, des Markovprozesses mit beliebiger Startverteilungnd aus der Ruckwartsglei-
chung Zeitentwicklungsgleichungen fir die Erwartungse&l f (X;) | X, = x] von Funktionen
f S — R. Die Ruckwartsgleichung liefert auch eine infinitesimalea@kterisierung von
Gleichgewichtsverteilungen zeitstetiger Markovketten:

Korollar 4.14 (Gleichgewichte zeitstetiger Markovkettern). Ist die Annahme{4.3.6) erfiillt,
dann sind fur eine Wahrscheinlichkeitsverteilynguf S die folgenden Aussagen aquivalent:

(1). pist ein Gleichgewicht der Ubergangshalbgruppe).~ aus [4.3.8), d.h.

upy = furallet > 0.

). g = 0,d.h.
d p@)Z(zy) = 0 firalleyes.

zeSs

Hierbei gewahrleistet die Annahnie (4]3.6) unter andererssdZ auch im abzahlbar unendli-
chen Fall definiert ist.

Beweis.Anschaulich folgt aus der Ruckwartsgleichung

d .
e = 1Ly furt > 0, WPy = 1, (4.4.4)
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und damit die Aussage. Um dies auch im abzahlbar unendliedkknu rechtfertigen, verwenden
wir die Variationsnorm (*-Norm) ||v|l7v = $>..¢|v(z)| von signierten MaBen. Fir eine
Matrix ¢(z,y) (x,y € S) und eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgilt beztglich der in[(4.3.11)
definierten Matrixnorm:

legllrv < ullev-lldl = llall/2.

Nach Satz 4.12 erhalten wir

i UPt+n — UPt
im —

Dt+h — Pt
Dih — P = 0

— uLpy

< Nl - nm]
TV h™\0

und somit[(4.414), wobei die Ableitung als Grenzwert delf@g&nzenquotienten in Variations-
norm definiert ist. 0

Aufbauend auf den obigen Resultaten kann man nun, ahnlelmvzeitdiskreten Fall in Kapitel

[6, die Rekurrenz und Transienz von zeitstetigen Markoeketintersuchen, mittlere Riickkehr-
zeiten und Trefferwahrscheinlichkeiten berechnen, undreErgodensatz beweisen. Unter der
Annahmel[(4.3]6) kdnnen Rekurrenz und Transienz vollstiadii den zeitdiskreten Fall zurtick-
gefuhrt werden, da der zeitstetige Proz&ss= Y, dieselben Zustéande durchlauft wie die zeit-
diskrete MarkovkettéY,,),—o12,... Flr die Herleitung von Differenzengleichungen fiir mittle
Ruckkehrzeiten, Trefferwahrscheinlichkeiten usw., goden Beweis des Gesetzes der grol3en
Zahlen im zeitstetigen Fall verweisen wir auf das Buch [MariChains] von J. R. Norris.

Wir betrachten abschlieRend ein Beispiel, das einen vgehtiAnwendungsbereich zeitstetiger
Markovketten kurz anreif3t:

Beispiel (M/M/1-Warteschlangenmodel). Im einfachsten Modell einer Warteschlange gibt es
nur einen Server. Die Auftrage kommen jeweils nach unahiggngmit einem Parameter> 0
exponentialverteilten Wartezeiten beim Server an, und\dsande zwischen den Bearbeitungs-
zeiten zweier Auftrage sind ebenfalls unabhangig, und iméra Parameter exponentialverteilt.
Die beiden ,M“s in M/M/1 stehen fur gedéachtnislose (englmueyless) Ankunfts- und Bearbei-
tungszeiten, die ,1“ fur die Anzahl der Server. Unter diegsghr restriktiven) Annahmen wird
die Warteschlange durch eine zeitstetige Markovkette mgt@ndsrauny’ = {0,1,2,...} und
Ubergangsraten

L(x,x+1) = A L(x,x—1) = v,

beschrieben, d.h. durch einen zeitstetigen Birth-Deatizd3s.
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|/V\|/E\|/V\|/V\|
A A A A

Abbildung 4.3: Ubergangsraten einer M/M/1-Warteschlange

Die Wegsprungrater-Z(z, x) sind durchX + v beschrankt, und die Sprungketts,) hat die
Ubergangswahrscheinlichkeiten

A
m(z,x+1) = P m(x,x—1) = /\: furz > 0,
1% 1%
undz(0,0) = )\Lﬂ Insbesondere sind die Sprungkette, und damit auch detetife Markov-

kette, genau dann rekurrent, weArn< v gilt. Die GleichgewichtsbedingungZ = 0 fir den
zeitstetigen Prozess lautet

—(0) - A+ pu(l)-v = 0,
plz—=1) - A—plz)A+v)+plz+1)-v = 0 fir z € N.

Fur \ > v existiert keine Gleichgewichsverteilung, fiir< v ist die geometrische Verteilung

w(w) = (1—%)(%) =012,

das eindeutige Gleichgewicht. Aus dem Ergodensatz fistegige Markovketten folgt dann bei-
spielsweise, dass die mittlere Léngqot X, ds der Warteschlange sich asymptotisch wie der
Erwartungswert2; der Gleichgewichtsverteilung verhait.

4.4.3 Vorwarts- und Rickwartsgleichung fur die Brownsche Bwegung

Fur allgemeine Markovprozesse ist die Herleitung von Votsvdund Ruckwartsgleichungen
technisch haufig deutlich aufwéandiger, da der infinitesar@éneratorZ im Allgemeinen ein
unbeschréankter linearer Operator ist. Dies ist bereitzdigstetigen Markovketten der Fall, wenn
die Wegsprungraten nicht beschrénkt sind. Fur die Bronsn&gwegung erhalten wir die Kol-
mogorovschen Gleichungen unmittelbar aus der explizitemrder Ubergangsdichten

plzy) = @rt) Ve (— 2 y'Q) |

2t
Als infinitesimaler Generator ergibt sich der Laplaceofmara
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Satz 4.15Brownsche Bewegung und Warmeleitungsgleichurg Die Ubergangsdichtep, (z, y)
der Brownschen Bewegung bilden die Fundamentallésung dem@éleitungsgleichung, d.h. es

gilt
0 1 1

mit Anfangsbedingung

1{1& ez, y)fly)dy = f(x) furalle f € Cy(R%) undz € R, (4.4.6)
bzw.
P\I_% g(@)p(z,y)dy = g(y) fur alle g € C,(R?) undy € R, (4.4.7)

Hierbei istA, = Zd 2 der Laplace-Operator in der-Variable.

i=1 81?

Beweis. Die Gleichung[(4.415) verifiziert man durch Nachrechnem.aF& R? ist p;(z, y)dy eine
Normalverteilung mit Mittelwertvektar und Kovarianzmatrix- I,;. Hieraus folgt((4.4)6), da die-
se Wahrscheinlichkeitsverteilung ftir\, 0 analog zu Beispiel 2 in Abschni®? schwach gegen
das Diracmald, konvergiert. Die Identitaf (4.4.7) folgt aus (4.4.6) wegefx, y) = p;(y,z). O

Die Gleichung

0 1

apt(% y) = §Aypt(557 Y)
ist dieVorwartsgleichungund die Gleichung

0 1

ey = Shp(,y)

die Ruckwartsgleichunder Brownschen Bewegung. Anschaulich kdnnen wir die Votsggei-
chung auch folgendermafen interpretieren: Fur jedes GBbe R? mit glattem Rand gilt:

0 0
apt(an) = /@pt(x,y)dy
D

1
= 3 / Aypi(z,y)dy

D

- %/n(y) - Vypi(z, y)v(dy),

oD

wobein der aufRere Normalenvektor undlas Oberflachenmafld atbD ist.
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Abbildung 4.4: AuRRerer Normalenvektor der Mengeém Punkty.

Also beschreibtn(y) - V,p:(z, y) den Nettozufluss von Wahrscheinlichkeitsmasse pro Flachen
einheit durch ein infinitesimales Flachenstuck mit Ausiticly»(y) am Punkty.

Fir Funktionenf € CZ(RY) ergeben sich aus (4.4.5) die Zeitentwicklungsgleichungen

0 1 1
aptf = éAptf = éptAf

fur die Erwartungswerte

(nf)(z) = / ple)f)dy = Elf(B))
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Kapitel 5

Pfadeigenschaften der Brownschen
Bewegung

In diesem Kapitel zeigen wir, dass Brownsche Bewegungdnali zufallige Uberlagerungen
deterministischer Pfade darstellen und konstruiereriaddir untersuchen die Regularitat typi-
scher Brownscher Pfade, und beweisen eine starke MarlgenEchaft und ein Reflektionsprin-

zip fur die Brownsche Bewegung.

5.1 The Wiener-Lévy Construction

In this section we discuss how to construct Brownian mot®a eandom superposition of deter-
ministic paths. The idea already goes back to N. Wiener, vamsttucted Brownian motion as a
random Fourier series. The approach described here idlgldjfierent and due to P. Lévy: The
idea is to approximate the paths of Brownian motion on a fitite interval by their piecewise
linear interpolations w.r.t. the sequence of dyadic parf. This corresponds to a development
of the Brownian paths w.r.t. Schauder functions which tunnsto be very useful for applications
including numerical simulation methods.

Our aim is to construct a one-dimensional Brownian mofipistarting a for ¢ € [0, 1]. By sta-
tionarity and independence of the increments, a Browniatiamalefined for alt € [0, o0) can
then easily be obtained from infinitely many independenieopf Brownian motion oro, 1].
We are hence looking for a random variable

B = (Bt)te[o,l} 0 — C([O,l])
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defined on a probability spa¢€, A, P) such that the distributio® o B~! is Wiener measurg
on the space of all continuous paths [0, 1] — R such that:(0) = 0.

5.1.1 Afirst attempt

Recall thaf: should be a kind of standard normal distribution w.r.t. theer product

1

dzr d

(., 9)n = /Ed—?dt (5.1.1)
0

on functionse, y : [0, 1] — R vanishing abt. Therefore, we could try to define
Bi(w) = i Zi(w)e;(t) fort € [0,1] andw € Q, (5.1.2)
=1
where(Z;);cn is a sequence of independent standard normal random \esjabide; );cy is an
orthonormal basis in the Hilbert space
H = {z:]0,1] = R: z(0) = 0, z is absolutely continuous witfx, =)y < co}.  (5.1.3)
However, the resulting series approximation does not agevie -

Satz 5.1.Supposée; )<y is a sequence of orthonormal vectors in a Hilbert spaceand(Z;);cn

is a sequence of i.i.d. random variables witiZ; # 0] > 0. Then the serie§_ Z;(w)e; diverges
i=1
with probability 1 w.r.t. the norm onf.

Beweis.By orthonormality and by the law of large numbers,

Z Zi(w)e;

P-almost surely as — oo. O

2

= nZZ-wQ —
> Zi(w)
i=1

H

The theorem again reflects the fact that a standard norntabdigon on an infinite-dimensional
Hilbert space can not be realized on the space itself.

9 1/2
dt>

||x||sup = sup |z(t)],
t€[0,1]

To obtain a positive result, we will replace the norm

el = ( / 1

on H by the supremum norm

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



5.1. THE WIENER-LEVY CONSTRUCTION 159

and, correspondingly, the Hilbert spaieby the Banach spacg([0, 1]). Note that the supremum
norm is weaker than thE-norm. In fact, forr € H andt € [0, 1], the Cauchy-Schwarz inequality
implies

2 t
2P = / d(s)ds| <t / (s)Pds < el
0 0

and, therefore,

[2lsep < lzlla foranyz € 4.

There are two choices for an orthonormal basis of the HilbpdceH that are of particular
interest: The first is the Fourier basis given by

eo(t) = t, en(t) = Qsin(ﬂnt) forn > 1.
™m

With respect to this basis, the series[in (5.1.2) is a Fosgees with random coefficients. Wie-
ner’s original construction of Brownian motion is based ormadom Fourier seriesA second
convenient choice is the basis 8€hauder functionthat has been used by P. Lévy to construct
Brownian motion. Below, we will discuss Lévy’s construction detail. In particular, we will
prove that for the Schauder functions, the serie§ in (bdoByerges almost surely w.r.t. the su-
premum norm towards a continuous (but not absolutely caaotis) random patfi; ), 1. It is
then not difficult to conclude thais, )., is indeed a Brownian motion.

5.1.2 The Wiener-Lévy representation of Brownian motion

Before carrying out Lévy’s construction of Brownian motjare introduce the Schauder func-
tions, and we show how to expand a given Brownian motion.whis basis of function space.
Suppose we would like to approximate the paths B;(w) of a Brownian motion by their pie-
cewise linear approximations adapted to the sequence dfapartitions of the intervdD, 1].
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An obvious advantage of such an approximation over a Foarpansion is that the values of
the approximating functions at the dyadic points remairdfieece the approximating partition is
fine enough. Moreover, piecewise linear approximations adrginuous function ofp, 1] w.r.t.
dyadic subdivisions can also be interpreted as an expairsi&m appropriate basis on function
space. For this purpose, we consider the base functions

e(t) = t, and
eni(t) = 2722t —k), n=0,1,2...,k=0,1,2,...,2" ",

t fort € [0,1/2]
where ego(t) = min(t,1 —t)t = 1—t forte (1/2,1]
0 fort e R\ [0, 1]
1+ e(t)
1
6n7k(t)
27(1+n/2)4k

k-2 (k+1)27" 1
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eo0(t)

The functions,, . (n > 0,0 < k < 2") are calledSchauder functions It is easy to verify that
piecewise linear approximation w.r.t. teth dyadic partition of the unit interval corresponds
to the expansion of a function € C(|0, 1]) with z(0) = 0 in the basis given by(t¢) and the
Schauder functions up to order< m.

Above, the normalization constants in defining the function, have been chosen in such a way
that thee,, ,, are orthonormal w.r.t. th&/-inner product introduced before.

Definition (Orthonormal basis in an infinite dimensional Hilbert space. A sequencée;);cn
of vectors in an infinite-dimensional Hilbert spalles called anorthonormal basigor complete
orthonormal systemof H if and only if

(1). Orthonormality: (e;,ej)p = 6;; foranyi,j € N, and

(2). Completeness: Arlyc H can be expressed as
h = Z(h, ei)H €;.
=1

Remark (Equivalent characterizations of orthonormal base$. Lete; (i € N) be orthonormal
vectors in a Hilbert spacH . Then the following conditions are equivalent:

(1). (e;)ien is an orthonormal basis df .

(2). The linear span

k
spafe; :i € N} = {Zciei keN,e,...,c ER}
=1
is a dense subset &f.

(3). There does not exist a non-zero elemesrt H such thaix, e;) y = 0 for everyi € N.
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(4). For any element € H, Parseval’s relation

=17 = D (we)k (5.1.4)

holds.

(5). Foranyzr,y € H,

(z.y)n = Z(x,e»H(y,ei)H. (5.1.5)

For the proofs we refer to any book on functional analysise @f. [Reed and Simon: Methods of
modern mathematical physics, Vol. I].

Lemma 5.2. The Schauder functionsande,, , (n > 0,0 < k < 2™) form an orthonormal basis
in the Hilbert spaced defined by((5.113).

Beweis.By definition of the inner product o#, the linear magpi/dt which maps an absolutely
continuous function: € H to its derivativer’ € L?(0, 1) is an isometry fromi onto L?(0, 1),
i.e.,

(l‘, y)H = (xlv y,)L2(0,1) for anyr,y € H.

The derivatives of the Schauder functions are the Haar ifmmngt

€l(t) = 1, 6;’k(t) = 2n/2([(k.g—n7(k+1/2).2—n)(t) _]((k;+1/2),27n’(k;+1),27n)(t)) for a.e.t.
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e (t) En (1)
1 o 2—n/24k —
(k+1)27"
| 1 1 |
! ko2 !
_9-n/21 —_—

It is easy to see that these functions form an orthonormdd bas? (0, 1). In fact, orthonormality
w.r.t. the L? inner product can be verified directly. Moreover, the linspan of the functions
¢’ ande;,, forn = 0,1,...,m andk = 0,1,...,2" — 1 consists of all step functions that are
constant on each dyadic interya2—(m+1 (j+1).2-0m+1) An arbitrary function in.?(0, 1) can
be approximated by dyadic step functions w.r.t. fifenorm. This follows for example directly
from the L? martingale convergence Theorem, cf. [Introduction to Bastic Analysis]. Hence
the linear span of’ and the Haar functiong, , is dense in.*(0, 1), and therefore these functions
form an orthonormal basis of the Hilbert spakg0, 1). Sincez — 2’ is an isometry fromH
onto (0, 1), we can conclude thatand the Schauder functiong,. form an orthonormal basis
of H. O

The expansion of a function : [0, 1] — R in the basis of Schauder functions can now be made
explicit. The coefficients of a function € H in the expansion are
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1 1

(v, en)n = /:E'e;l’k dt = 2"/2/x'(t) ep (2"t — k) dt
0 0

22 (@l ) 27%) = alk - 27) = al(h+ 1) 27) — (k4 ) - 27)

Satz 5.3(Series expansion of continuous path)s Letz € C([0,1]) with z(0) = 0. Then the

expansion
w(t) = z(e(t) =YD 2PN ux - enn(t),
n=0 k=0
Appr = [(2((k+1)-27") —2((k + %) 227 — (x((k + %) 227 — (k- 27M))

holds w.r.t. uniform convergence @n 1]. For x € H the series also converges w.r.t. the stronger
H-norm.

Beweis. It can be easily verified that by definition of the Schaudecfioms, for eachn € N the
partial sum

m 2"—1

M) = aQ)e(t) =D 2PA - eqi(t) (5.1.6)

n=0 k=0
is the polygonal interpolation of(¢) w.r.t. the(m + 1)-th dyadic partition of the intervab, 1].
Since the function: is uniformly continuous or0, 1], the polygonal interpolations converge
uniformly tox. This proves the first statement. Moreover,fof H, the series is the expansion of
x in the orthonormal basis df given by the Schauder functions, and therefore it also agese
w.r.t. the H-norm. 0

Applying the expansion to the paths of a Brownian motionspiain:

Korollar 5.4 (Wiener-Lévy representatior). For a Brownian motion(B;).c(o,1) the series re-
presentation

2 —

Bw) = Zwet)+> > Znpwlenr(t), telo,1], (5.1.7)

n=0 k=0

—_

e

holds w.r.t. uniform convergence ¢h 1] for P-almost everyw € ), where
Z = By, and Z,; = —2"?A,,B  (n>0,0<k<2" 1)

are independent random variables with standard normakritigtion.
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Beweis. It only remains to verify that the coefficients and Z,, ;. are independent with standard
normal distribution. A vector given by finitely many of thesedom variables has a multivariate
normal distribution, since it is a linear transformationmfrements of the Brownian motiaB;.
Hence it suffices to show that the random variables are ueleded with varianceé. This is left
as an exercise to the reader. O

5.1.3 Lévy’s construction of Brownian motion

The series representatidn (5]1.7) can be used to constraamnizan motion from a sequence of
independent standard normal random variables. The negudonstruction does not only prove
existence of Brownian motion but it is also very useful formarical implementations:

Satz 5.5(Construction of Brownian motion; P. Lévy 1948. LetZ andZ,, , (n > 0,0 < k <
2" — 1) be independent standard normally distributed random \zlga on a probability space
(Q, A, P). Then the series in_(5.1.7) converges uniformly{@r| with probability 1. The limit
process B, )cjo,1] IS @ Brownian motion.

The convergence proof relies on a combination of the Boegit€lli Lemma and the Weierstrass
criterion for uniform convergence of series of functionsorgover, we will need the following
result to identify the limit process as a Brownian motion:

Lemma 5.6(Parseval relation for Schauder functiong. For anys, ¢ € [0, 1],

co 2"—1

e(the(s) + Y Y enklt)eni(s) = min(ts).

n=0 k=0
Beweis. Note that forg € H ands € [0, 1], we have

1

o(s) = g(s)—g(0) = / dTow = (6,h9)n,

t

whereh®)(t) := [ I = min(s, t). Hence the Parseval relatién (5]1.4) applied to the funstio
0

R andh® yields

e(t)e(s) + > enp(t)eni(s)

= (e, h(t))(e, h(s)>+Z(€n,k7h(t))(en,kah(s))
n,k

1

= (h(t), h(s)) = /[(0715)[(073) = min(t, 8).
0
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Proof of Theoreni 5.5 We proceed in four steps:

(1). Uniform convergence foP-a.e.w: By the Weierstrass criterion, a series of functions con-
verges uniformly if the sum of the supremum norms of the sundsas finite. To apply
the criterion, we note that for any fixede [0, 1] andn € N, only one of the functions

eni, k=0,1,...,2" — 1, does not vanish at Moreover,e, . (t)| < 2-"/2. Hence
2" —1
sup Zn,k(w)en,k(t) < 2—n/2 ' Mn(w)a (518)
tel0.1] | 15,
where
M, = max |Z,x|
0<k<2n

We now apply the Borel-Cantelli Lemma to show that with pitmbty 1, M, grows at
most linearly. Let”Z denote a standard normal random variable. Then we have

2n
P[M,>n] < 2"-P||Z]>n] < —-E[|Z|;|Z|>n]
n
2.9m [, no,
- /,’L‘ew /2 daj‘ = 22_.€7n /2
n-Van ™n

for anyn € N. Since the sequence on the right hand side is summabhle< n holds
eventually with probability one. Therefore, the sequentéhe right hand side of (5.1.8) is
also summable foP-almost everyw. Hence, by[(5.1]8) and the Weierstrass criterion, the
partial sums

on—1

BM(w) = ZWe®)+> > Zupw)ear(t), meN,

n=0 k=0

converge almost surely uniformly @@, 1]. Let

B, = lim B™

m— o0

denote the almost surely defined limit.

(2). L* convergence for fixed We now want to prove that the limit process;) is a Brownian
motion, i.e., a continuous Gaussian process With;] = 0 andCov[B;, Bs] = min(t, s)
for anyt, s € [0, 1]. To compute the covariances we first show that for a giverio, 1] the

Stochastische Prozesse Andreas Eberle



5.1. THE WIENER-LEVY CONSTRUCTION 167

series approximation8\™ of B, converge also ii.2. Letl, m € N with [ < m. Since the
Zn, are independent (and hence uncorrelated) with varianee have

E(B™ -B")? = E (Z Zzn,ken,m)) = 3 N et

n=Il+1 k=0 n=l+1 k

The right hand side converges@s!, m — oo since), , eni(t)? < oo by Lemmdhlb.

HenceB(™,m € N, is a Cauchy sequence fi¥ (), A, P). SinceB; = lim B™ almost
m—0o0

surely, we obtain

B™ "2 B, inL*(,A,P).

(3). Expectations and CovarianceBy the L? convergence we obtain for aryt € [0, 1]:

E[B] = 1lm EB™] = 0, and
m—oQ0
Cov|B,B,] = E[BB,] = lim E[B™B™]
m—0o0
m 2"—1
= e(t)e(s) + im ZO % enk(t)enr(s).

Here we have used again that the random variablesd Z,, ,, are independent with va-
riancel. By Parseval’s relation (Lemnia’.6), we conclude

Cov[Bi, B = min(t,s).

Since the process3;).cjo,1; has the right expectations and covariances, and, by catistru
on, almost surely continuous paths, it only remains to stau(13; ) is a Gaussian process
in oder to complete the proof:

(4). (Bi)iepo,1) is a Gaussian proces$ie have to show thatB,,, ..., B;,) has a multivariate
normal distribution for any) < ¢; < ... < ¢; < 1. By TheoreniL45, it suffices to verify
that any linear combination of the components is normalgriiuted. This holds by the
next lemma since

l l
_ : (m)
ijBtj = n},1—1>rcl>o Z ijt]_ P-a.s.
j=1 j=1
is an almost sure limit of normally distributed random vhahes for anyp;, ..., p; € R.

Combining Steps, 4 and the continuity of sample paths, we conclude ti#&ai,; ] is indeed a
Brownian motion. O
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Lemma 5.7 (Limits of normal random variables). Suppose thatX, ),y iS a sequence of
normally distributed random variables defined on a jointlpability space((2, A, P), and X,
converges almost surely to a random variallle ThenX is also normally distributed.

Beweis. SupposeX,, ~ N(m,,o2) with m,, € R ando,, € [0, ). By the Dominated Conver-
gence Theorem,

E[e?X] = lim E[e™*"] = lim s L

The limit on the right hand side only exists for gllif eitheros,, — oo, or the sequences, and
my, both converge to finite limits € [0, 00) andm € R. In the first case, the limit would equal
0 for p # 0 and1 for p = 0. This is a contradiction, since characteristic functiores @ways
continuous. Hence the second case occurs, and, therefore

E[¢?Y] = P37 foranyp € R,
e, X ~ N(m,o?). 0

So far, we have constructed Brownian motion onlytfar [0, 1]. Brownian motion on any finite
time interval can easily be obtained from this process byaigsy. Brownian motion defined for
all t € R, can be obtained by joining infinitely many Brownian motiomstone intervals of

lengthl:
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Satz 5.8(Brownian motion for ¢ € R.). Suppose thaB", B{?, . .. are independent Brownian
motions starting a6 defined fort € [0, 1]. Then the process

1t
B, = B}ﬂgj +y BY, >0,
=1

is a Brownian motion defined fare [0, o).

The proof is left as an exercise.

5.2 Regularity of Brownian paths

In this section we study some properties of Brownian samatbsin dimension one. We show
that a typical Brownian path is nowhere differentiable, veaes it is Holder-continuous with
parametery if and only if &« < 1/2. Furthermore, the sét, = {t > 0 : B, = a} of all passage
times of a given pointt € R is a fractal. We will show that almost surely, has Lebesgue
measure zero but any pointiy, is an accumulation point of,,.

Throughout this section, we consider a one-dimensionavBian motion(B;):>o with By = 0
defined on a probability spa¢e, A, P).

5.2.1 Typical Brownian sample paths are nowhere differentible

For anyt > 0 andh > 0, the difference quotienf*:="* is normally distributed with meaf
and standard deviation

o[(Bisn — B))/h] = o[Bun—Bl/h = 1/Vh.

This suggests that the derivative

d B . By — By
bl = fm—

does not exist. Indeed, we have the following stronger istei.
Satz 5.9(Nowhere differentiability of Brownian paths; Paley, Wiener, Zygmund 1933). Al-
most surely, the Brownian sample path> B; is nowhere differentiable, and

B, — B,
s—1

lim sup = o0 foranyt > 0.

s\t
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Note that, since there are uncountably many 0, the statement is stronger than claiming only
the almost sure non-differentiability for any giver> 0.

Beweis. It suffices to show that the set
N = {wEQ 3t €[0,T],k,L€N: forall s € (t,t+ — ) | Bs(w) — Bt(w)|§L|s—t|}

is a null set for any” € N. Hence fixXI" € N, and consideww € N. Then there exist, L € N and
t € [0, T] such that

1
|Bs(w) — By(w)] < L-|s—t holds fors € (t,t + E)' (5.2.1)
To make use of the independence of the increments over misjwervals, we note that for any
n > 4k, we can find an € {1,2,...,nT} such that the interval§:, “t1), (21 22), and

(2 i43) are all contained ifft, t + 1):

i—1
n
|
|

4 3
4 3
- 3

Hence by[(5.2]1), the bound

Bu(W)—Bl(w)’ < ’BL(> By(w ‘ ’Bt Bl(w)’
| 8L

<y doy < B

n n n

holds forj = i,i + 1,7 + 2. Thus we have shown that is contained in the set

nT
¥ o= U NU{es-s

k,LeN n>4k i=1

8L
< — forj:i,i+1,i+2}.
n

We now proveP[]V] = 0. By independence and stationarity of the increments we have

[

_p UBl

163 L3
< = - .
B Var ni?
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n

_ {|Bl\ < ?/_Lﬁ} (5.2.2)
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for any: andn. Here we have used that the standard normal density is bdiraia above by
1/4/2r. By (65.2.2) we obtain fok, L € N,

nT
8L
P i — B, 8L L :
N U{‘le B, <— forj Z,H—LH—Q}

n>4k i=1
16° : 3/,.3/2

< ;- inf (nTL*/n*?) = 0.
/27 n>4k

Hence,P[N] = 0, and thereforeV is a null set. O

5.2.2 Holder continuity

The statement of Theorem 5.9 says that a typical Browniah jgahot Lipschitz continuous
on any non-empty open interval. On the other hand, the Wikéey construction shows that
the sample paths are continuous. We can almost close theefjapdn these two statements by
argueing in both cases slightly more carefully:

Satz 5.1Q(Hdlder continuity of typical Brownian paths). The following statements hold almost
surely:

(1). Foranya > 1/2,

lim sup e R =S forall t > 0.
AVARNCE
(2). Foranya < 1/2,
B, — B
sup M < forall T > 0.
$,t€[0,T) |S - t|a
s#t

Hence a typical Brownian path is nowhere Holder continuoitls parametery > 1/2, but it is
Hdélder continuous with parameter < 1/2 on any finite interval. The critical cagse= 1/2 is
more delicate, and will be briefly discussed below.

Proof of Theorerh 5.10The first statement can be shown by a similar argument as iprtod
of Theorem 5.0. The details are left to the reader.

To prove the second statement foe= 1, we use the Wiener-Lévy representation

oo 2"—1

B, = Z-t+ Z Z Z rn (t) for anyt € [0, 1]

n=0 k=0
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with independent standard normal random varialdles,, ;. Fort, s € [0, 1] we obtain
Bi=Bi| < 1Z] 1t —sl+ 3 M D lenslt) = ean(s)]
n k

where M,, = max |Z..x| as in the proof of Theorem 5.5. We have shown above that by the
Borel-Cantelli Lemmaj\/,, < n eventually with probability one, and hence

M,(w) < Cw)-n

for some almost surely finite constaritw). Moreover, note that for eacht andn, at most two
summands iy~ |e,x(t) —e,x(s)| do not vanish. Sincg, (¢)| < 3-27"/*and|e], ,.(t)] < 272,
we obtain the estimates

lenr(t) —enr(s)] < 272, and (5.2.3)
leni(t) = eni(s)] < 272 |t —s. (5.2.4)
For givens, t € [0, 1], we now chooséV € N such that
27N < -5 < 20N, (5.2.5)
By applying [5.2.8B) fom > N and [5.2.4) fom < N, we obtain

N (o]
Bi-B| < \Z\-u—sw?("(Zn2"/2-|t—s\+ > ”2”/2)
n=1

n=N-+1

By (5.2.5) the sums on the right hand side can both be boungadbnstant multiple oft — s|*
for anya < 1/2. This proves thatB,).c(o,1) is almost surely Holder-continuous of order [

5.2.3 Law of the iterated logarithm

Khintchine’s version of the law of the iterated logarithmaignuch more precise statement on
the local regularity of a typical Brownian path at a fixed time 0. It implies in particular that
almost every Brownian path is not Holder continuous withepaetern = 1/2. We state the result
without proof:

Satz 5.11(Law of the iterated logarithm for Brownian motion; Khintchi ne 1933. For s > 0,
the following statements hold almost surely:
Bert - Bs

Bs - Bs . .
lim sup ail = +1, and liminf = —

o /2tloglog(1/t) N0 2t loglog(1/t)
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For the proof cf. e.g. Breiman, Probability, Section 12.9.&Bime inversion, the theorem trans-
lates into a statement on the global asymptotics of Browpé&ths:

Korollar 5.12 (Global law of the iterated logarithm for Brownian motion ). The following
statements hold almost surely:

B B
lim sup ! +1, and liminf ! —1.

tsoo  V/2tloglogt - t=oo  y/2tloglogt -

Beweis. This follows by applying the Theorem above to the Browniarti[rrof?t = t- By. For
example, substituting = 1/¢, we have

. Bt . h - Bl/h
lim sup ————= = limsup = +1
t—o00 2t loglog(t) o +/2hloglogl/h
almost surely. m

The corollary is a continuous time analogue of the law of tated logarithm for random walks
stating that forS,, = > n;, n; i.i.d. with E[n;] = 0 andVar[n;] = 1, one has
i=1

1=

S, S,
li — = +1 and liminf ——"F—— = —1
l?_)Sol.}p 2n loglogn gy 2nloglogn

almost surely. In fact, one way to prove the LIL for random kgails to embed a random walk
into a Brownian motion, cf. e.g. Rogers and Williams, VoICh. 7.

5.2.4 Level sets of Brownian paths

We now study the set of passage times to a given le@l a one-dimensional Brownian motion
(By)t>0- This set has interesting properties — in particular it farrdom fractal Fix « € R, and
let

A(w) = {t>0: Biw)=a} C [0,00).

Assuming that every path is continuous, the random\séb) is closedfor everyw. Moreover,
scale invariance of Brownian motion impliesstatistical self similarityproperty for the level
sets: Since the rescaled procéss/?B.,):>o has the same distribution é8;) >, for anyc > 0,
we can conclude that the set valued random variablg,,  has the same distribution as. In
particular,A is afractal in the sense that

Ao ~ ¢ A foranyc > 0.
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Abbildung 5.1: Brownian motion with corresponding leved 4g.

Moreover, by Fubini’'s Theorem one easily verifies thathas almost surely Lebesgue measure
zero. In fact, continuity of — B;(w) for anyw implies that(¢, w) — B;(w) is product measura-
ble (Exercise). Hencé(t,w) : B:(w) = a} is contained in the produet-algebra, and

E[)\(Aa)] - E /[{a}(Bt> dt = /P[Bt = a] dt = 0.

It is also not difficult to see that the level sets are unbodnde

Satz 5.13(Unbounded oscillations, recurrencé.
P {sup B, = +oo} = P {inf B, = —oo] = 1.
t>0 t>0

In particular, for anya € R, the random set, is almost surely unbounded, i.e. Brownian motion
IS recurrent.
Beweis.By scale invariance of Brownian motion,

sup By ~ c 12 sup By = c 1?2 sup By foranyc > 0.

t>0 t>0 t>0

Hence,
P [suth Za} =P lsuth Za-\/E}

t>0 t>0
for anyc > 0, and, thereforesup B; € {0, o0} almost surely. The first part of the assertion now
follows sincesup B; is almost surely strictly positive. By reflection symmetne also obtain
inf B, = —oo with probability one. O
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The last theorem makes a statement on the global structtine sét\,. By invariance w.r.t. time
inversion this again translates into a local regularityles

Satz 5.14(Fine structure of level set$. The set\, is almost surely perfect seti.e., anyt € A,
is an accumulation point of,.

Beweis.We prove the statement far= 0, the general case being left as an exercise. We proceed
in three steps:

STEP 1: 0 is almost surely an accumulation point &f: This holds by time-reversal. Setting
§t =t - By, we see thad is an accumulation point of, if and only of for anyn € N there
existst > n such that@t = 0, i.e., if and only if the zero set oﬁt is unbounded. By Theorem
[£.13, this holds almost surely.
STEP 2: Forany s > 0, Ts := min(Ag N [s,00)) = min{t > s : B, = 0} is almost surely
an accumulation point of\y: For the proof we need the strong Markov property of Brownian
motion which will be proved in the next section. By Theorerdi3.the random variablé, is
almost surely finite. Hence, by continuit®;, = 0 almost surely. The strong Markov property
says that the process

B, := By~ Br, = Br., t>0,

is again a Brownian motion starting @&t Therefore, with probability one) is an accumulation
point of the zero set b, by Step 1. The claim follows since, = 0 implies By, ., = 0.

STEP 3: To complete the proof note that we have shown that theviitig properties hold with
probability one:

(). Ay is closed.
(2). min(Ag N [s,00)) is an accumulation point of, for anys € Q..

SinceQ, is a dense subset &, , (1) and (2) imply that any € A, is an accumulation point of
Ao. In fact, for anys € [0,¢] N Q, there exists an accumulation point&f in (s, ¢] by (2), and
hencet itself is an accumulation point. O

Remark (Hausdorff dimension). It can be shown that the random se&f has almost surely
Hausdorff dimension /2.
5.3 Strong Markov property and reflection principle

In this section we prove a strong Markov property for Brownmaotion. Before, we give another
motivation for our interest in an extension of the Markovgedy to random times.
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5.3.1 Running maximum of Brownian motion

Suppose thatB;):>o is a one-dimensional continuous Brownian motion starting @efined on
a probability spacé2, A, P). We would like to compute the distribution of the maximalueal

M, = max B,

te(0,s]

attained before a given timee R . The idea is to proceed similarly as for random walks, and
to reflect the Brownian path after the first passage time

T, = min{t>0:B;,=a}

to a given level > 0:

It seems plausible (e.g. by the heuristic path integralasgmtation of Wiener measure, or by a
random walk approximation) that the reflected proc(é%%zo defined by

~ B, fort <T,
- a— (B —a) fort>T,
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is again a Brownian motion. At the end of this section, we piitive this reflection principle rigo-
rously by the strong Markov property. Assuming the reflatpoinciple is true, we can compute
the distribution of); in the following way:

P[My>al = P[M;>a,Bs;<a]+ P[M,> a,Bs > d
— P[B, >ad] + P|B, > d]
= 2. P[B; > d]
= P[|B] = d].

Thus M, has the same distribution &B;|. Furthermore, sincd/;, > a if and only if M, =
max{B, : t € [0, s]} > a, we obtain the stronger statement

P[M,>a,B,<d = P[M,>a,B;,>2a—c] = P[B,>2a—
! ]o (—22/25) d
= exXpl—x S X
\V2TS P
2a—c

for anya > 0 andc < a. As a consequence, we have:
Satz 5.15(Distribution of running maxima ).

(1). For anys > 0, the distribution of), is absolutely continuous with density

fu(@) = ﬂ; exp(—/25) - I(o,o0) ().

(2). The joint distribution of\/, and B, is absolutely continuous with density

vV 2ms3 2s

Beweis. (1) holds sinceVl, ~ |B;|. For the proof of (2) we assume w..og= 1. The general

20 — vy 21 — y)?
st,Bs (SC,y) = 2 exp (_g) I(O,oo) (x>1(7oo,m) (y)

case can be reduced to this case by the scale invariancewhBromotion (Exercise). Far > 0
andc < a let

G(a,c) = P[M;>a,B; <cl.

By the reflection principle,

G(a,c) = P[Bi1>2a—¢ = 1—®(2a--c),
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whered denotes the standard normal distribution function. SiteeG(a, ¢) = 0and lim G(a,c) =

a—r0o0 c——00

0, we obtain

P[M; > a,B; <] = G(a,c) = / / (x,y) dydx

T=a y=—00

_ / / 2”3_ - exp (—M) dydz.

r=a y=—00

This implies the claim fos = 1, sinceM; > 0 andB; < M; by definition of M. O

The theorem enables us to compute the distributions of teedassage times,. In fact, for
a > 0ands € [0, 00) we obtain

P[T,<s] = P[My>a] = 2-P[B;>a] = 2-P[B; >a/Vs|
_ \f / %2 g (5.3.1)
al\/3

Korollar 5.16 (Distribution of first passage timeg. For anya € R\ {0}, the distribution off},
is absolutely continuous with density

‘CL| —a?/2s
S = p—— .
fr.(s) s
Beweis.Fora > 0, we obtain
a 2
S = F/ S = 76_0’ /28
fr.(s) 7.(s) —

by (5.3.1). Fora < 0 the assertion holds sinég ~ T_, by reflection symmetry of Brownian
motion. O

We now prove a strong Markov property for Brownian motionlddewe will then complete the
proof of the reflection principle and the statements abovegpjying the strong Markov property
to the passage timE,.

5.3.2 Strong Markov property for Brownian motion

Suppose thatB;):> is ad-dimensional continuous Brownian motion starting @n a probabi-
lity space(€2, A, P), and let

FP = o(B,:0<s<t), t>0,
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denote the filtration generated by the process. It turnshattusually, the first hitting time of an
open set iR is nota stopping time w.r.t77?). The reason is that when reaching the boundary,
a Brownian path may enter the set or return to the compleriiéetefore, given only the infor-
mation inF7, it is not possible to decide wheth&r< ¢. Instead, for knowing i’ < ¢, we need
information about the infinitesimal future developmentlwé Brownian paths after time This
information is encoded in the enlargeehlgebra

Fi o= m‘/—_fks'

e>0

The family (F;):>¢ is again a filtration, and, moreover, itiight-continuous, i.e.,

Fo = () Fue  foranyt >0.

e>0
Definition (Stopping time). A random variablel" : 2 — [0, oo is called an(F;) stopping time
if and only if
{Ir<t} e F foranyt > 0.

Example (Hitting times). The proofs of the following facts are left as an exercise:
(2). Inthe one-dimensional case, the first passage time
T, = min{t >0 : B, =a}
to a levela € R is a stopping time w.r.{77), and hence also w.r.t. the larger filtration
(F2)-
(2). In general, both hitting times of open and closed setg &) stopping times. However,
hitting times of open sets are not necessatiy’ ) stopping times.

The o-algebraF describing the information about the process up to a stgpjome 7" (and an
infinitesimal bit beyond) is defined by

Fr={AcA: An{T <t} e F, foranyt > 0}.
Note that for(F;) stopping timesS and7" with S < T' we haveFs C Fr, since fort > 0,
AN{S<tteF = AN{T <t} = An{S<t}n{T <t} € F.

For any constant € R, the proces$B;.; — Bs):>¢ iS @ Brownian motion independent &f..
Indeed, by continuity, we almost surely have

Bs+t - B, = gg&(BertJre - Bers)a

and the proces8,, ;.. — B,.. is a Brownian motion that is independentﬁﬁg, and hence of
Fs. A corresponding statement holds for stopping times:
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Satz 5.17(Strong Markov property ). Suppose thal’ is an almost surely finitéF;) stopping
time. Then the procee‘qét),zo defined by

ét = Br.y— By if T < o0, 0 otherwise,
is a Brownian motion that is independent’®f.

Beweis.We first assume thdf is an (F;) stopping time that takes values only (huU {oo}
where(' is a countable subset @f, co). Then one verifies that fod € Fr ands € C, we have
ANA{T = s} € F;and Et = Bi.s — Bson AN {T = s}. As remarked above, the process
(Bi+s — Bs)i>0 is @ Brownian motion independent #t. Hence for any measurable subBetf
C([0, 0], R%), we have

P[{(ét)tzo erpnd] = Z P{(Biys — Bs)izo € T} N AN{T = s}
seC

= > wll]-PIAN{T =s}] = po[l]- P[A]

wherep, denotes the distribution of Brownian motion startin@athis proves the assertion for
discrete( ;) stopping times.

For an arbitrary F;) stopping timel” that is almost surely finite and € N, we set

k k—1 k
T, = — on { <T§—} foranyk € N.
n

n n
Since the even{T,, = k/n} is F,,-measurable for any € N, T,, is a discretg.F;) stopping
time. Therefore(Br, .+ — Br, ):>0 iS @ Brownian motion that is independent®f, , and hence
of the smallew-algebraF;. Asn — oo, T,, — T, and thus, by continuity,

ét = Bry— Br = lim (B, — Br,) almost surely.
n—oo
Now it is easy to verify tha(Et)tZO is again a Brownian motion that is independenfof [
The assertion of Theorelm 5117 is even of interest for thétrstopping timel’ = 0!

Korollar 5.18 (Blumenthal's 0 — 1 law). The events idF, have either probability zero or one.

Beweis.By Theoreni{ 5117, the random variablBs = B, — B, are independent of; for any
t > 0. On the other handF, C o(B; : t > 0), and hence any event iR, is independent of
itself. O

Blumenthal'sh — 1 law says that events that only depend on the asymptoticsoovidan motion
B, ast | 0 have probability zero or one. Note that these events carrekfo events depending
on the asymptotics asf oo of the time-inverted Brownian motioB; = B, Jt-
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5.3.3 Arrigorous reflection principle

We now apply the strong Markov property to prove a reflectiongple for Brownian motion.
Consider a one-dimensional continuous Brownian moti8y);-, starting at). Fora € R let

T, = min{t >0 : B, =a} (first passage time),
Bl* = Brin(, 1) (process stopped &t,), and
B, = Br,.+ — Br, (process after),).

Satz 5.19Reflection principle). The joint distributions of the following random variableghw
values inR, x C([0,00)) x C([0,0)) agree:

(T, (Bf*)i20, (B)izo)  ~  (Tuy (BF*)iz0, (—Bi)izo)

Beweis. By the strong Markov property, the procd?sis a Brownian motion starting atthat is
independent ofr, , and hence of, and BT« = (BtT“)tZO. Therefore,

Po(T,,B™ By = Po(T,,B"™) " @uy = Po(T,, B, —B)™".

As a consequence of the theorem, we can complete the arggmentat the beginning of this
section: The “shadow path@t of a Brownian pathB; with reflection when reaching the level
is given by
N Bl fort <T,
Bt - - 5
a—B,r, fort>T,
whereas
Bl- fort < T,

a+ Et_Ta fort > 1T, '
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By Theoreni5.19( B;);~, has the same distribution &8, ),-,. Therefore, and SinCEI[aX} B, >a
- - te|0,s

if and only if m[ax} f?t > a, we obtain fora > c¢:
te(0,s

P m[aX]BtZ(z,Bsgc} = P{max tZa,§522a—c}
te|0,s

= P [ES > 2a — c]
= ! h e~ /2 dy
278 Joag—c
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Kapitel 6
Langzeitasymptotik von Markovketten

In diesem Abschnitt betrachten wir Rekurrenz, TransienkzkEngodzitat von stochastischen Pro-
zessen. Wir beschranken meist auf zeithomogene Markerketit abzahlbarem Zustandsraum.
Einige grundlegende Aussagen beweisen wir auch fur allgenstationare Prozesse.

6.1 Rekurrenz und Transienz von Markovketten

Seip(z,y) (z,y € S) eine stochastische Matrix auf einer abzahlbaren Mehg#ir betrachten
eine zeithomogene Markovkett&,,, P,) mit Ubergangsmatrix im kanonischen Modell, d.h.

Q = 502} X (W) = wp, A= 0(X,:n>0),

und P, ist die Verteilung der Markovkette bei StartinFury € S sei

Byw) = Y Iy(Xn(w))

die Anzahl der Besuch@ufenthaltszejtder Markovkette im Punky. Wir wollen untersuchen,
ob die Markovkette immer wieder zu ihrem Startpunkt zurigtik

Definition (Rekurrenz und Transienz). Ein Punktz € S heittransient falls P,[B, = oo] =0
gilt, und rekurrent, falls P,[B, = oo| = 1. Die Markovkette(.X,,, P,) heil3ttransient bzw.
rekurrent, falls alle Punkter € S transient bzw. rekurrent sind.

Sei nun

Glz,y) = EJ[B) = D p'(zy)

n=0
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die mittlere Anzahl der Besuche der Markovkette im Punkei Start inz. Offensichtlich istx
transient, wenn

G(z,x) = EJB)] < oo
gilt. Wir werden in Korollari6.2 zeigen, dass umgekehntekurrent ist, wenrG(z,z) = oo
gilt. Insbesondere ergibt sich einl-Gesetz: Jeder Punkt ist entweder transient oder rekurrent
Allgemeiner werden wir sehen, dass bei irreduziblen Makktten sogar entweder alle Punkte
transient oder alle Punkte rekurrent sind.
Intuitiv kbnnen wir diese Dichotomie folgendermal3en emraté Jedes Mal, wenn die Markov-
kette zum Startpunkt zurtickkehrt, startet sie aufgrund der Markoveigenschater neu in
diesem Punkt — unabhéngig vom vorherigen Verlauf. KehrKeitte also mit Wahrscheinlichkeit
1 wieder zum Startpunkt zurtick, dann kehrt sie auch mit Wéilsisdichkeit1 immer wieder,
also unendlich oft nach zurtck. Ist die Markovkette zudem irreduzibel, dann ehesie jeden
festen Punkty auf jeder Exkursion mit einer konstanten strikt positiveanfgcheinlichkeit —
trifft also insgesamt den Punktmit Wahrscheinlichkeit unendlich oft.
Kehrt die Kette dagegen mit einer strikt positiven Wahrgaiehkeit > 0 nicht zum Startpunkt
x zuruck, dann wird sie auch bei jedem weiteren Erreichenawonit derselben Wahrschein-
lichkeit £ nicht wieder zuriickkehren — unabhéngig vom vorherigenavdrlAlso wird sie mit
Wahrscheinlichkeitl schlie3lich nicht mehr nach zuriickkehren — sie durchlauft also jeden
Punkt nur endlich oft.
Um dieseDichotomie von Rekurrenz und Transigigoros zu beweisen, werden wir die starke
Markov-Eigenschaft benutzen. Zuvor betrachten wir schah @me Anwendung auf mehrdi-
mensionale Random Walks.

6.1.1 Rekurrenz und Transienz vond-dimensionalen Random Walks

Sei(X,, P,) der klassische Random Walk aif mit Ubergangswahrscheinlichkeitgtw, i) =
2—1d falls |z —y| = 1, p(x, y) = 0 sonst. Wir untersuchen Rekurrenz und Transienz in Abh&edig
von der Dimensiow:

d = 1: Im eindimensionalen Fall erhalten wir fir die Rickkehrvaeinlichkeiten zum Aus-
gangspunki: mithilfe der Stirling-Approximation:

o a) — (zn)q_zn e,

n (n!)?
Varn (2n)?" gt _ 1
2t n?n TR

Also gilt G(z,z) = > 7 p"(z,x) = oo, d.h. jeder Punkt € Z ist rekurrent
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d = 2: Beim klassischen Random Wak, = (X", X?) aufZ? sind die Komponenter"
und X? nicht unabhéangig.

1/4
1/4
1/4
1/4

Abbildung 6.1: Klassischer Random Walk.

Durch eine45° Drehung des Koordinatensystems, kdnnen wir den Prozessrabmen
zweidimensionalen Random Walk

V= (X1 X, XD - X2)

’
2

Abbildung 6.2: Um45° gedrehter Random Walk.
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Uberfihren, dessen Komponentm{’ll) und ;¥ unabhéngige eindimensionale Random
Walks sind. Offensichtlich ist der Proze&s genau dann rekurrent, wenf) rekurrent ist.
Die Ruckkehrwahrscheinlichkeiten fif, sind

an(x’x) = Pm[Yé(;) = T, }/2(2) = xQ] = le[}/?(i) = 1‘1] : Px2[)/2(5) - 1‘2]

_ 2n 9=2n 2 N i
n ™m
Also gilt erneutG(z, z) = oo, d.h. jedes € Z?* istrekurrent

d = 3: Betrachten wir einen dreidimensionalen Random Walk
v, = (X XP x¥),

dessen Komponente)ﬁ,(f) unabhangige klassische Random Walks Aufind, dann gilt

run - ()5 - e

Gla) = S p@a) < oo
n=0

entsprechend

und damit

Der Prozess ist alsmansient Auch der klassische Random Walk &ifist transient — der
Beweis erfordert allerdings etwas mehr Kombinatorik, a sler Prozess in Dimension
3 nicht durch eine Drehung in einen Prozess mit unabhéngigengénenten tberfihren
lasst. Die Details werden in einer Ubungsaufgabe ausgef@ihalog folgt Transienz in
héheren Dimensionen. Zwischen Dimensiband 3 gibt es also einen Ubergang von re-
kurrentem zu transientem Verhalten. Anschaulich stehtimedsiond > 2 soviel Raum
zur Verfigung, dass der Random Walk der Startpunkt scidieRBicht mehr trifft.

6.1.2 Rekurrenz und Transienz von einzelnen Zustanden

Mithilfe der starken Markoveigenschaft konnen wir die ¥dng der AufenthaltszeiB, einer
Markovkette in einem Punkt € S aus den Treffer- bzw. Rickkehrwahrscheinlichkeiten

f('rvy) = Px[Ty<OO]
berechnen. Hierbei bezeichnen wir mit
T, = min{fn>1:X,=y}

die erste Passierzeit des Zustanglddan beachte, dass diese im Gegensatz zur ersten Trefferzei
mit der ersten Ruckkehrzeit nagtubereinstimmit, falls die Markovkette instartet.
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Satz 6.1(Anzahl der Besuche in einem Zustanyl Fur alle z,y € S undn € N gilt

flx,y) - fly,y)» ' fallsy #x

P,[B,>n] = .
’ fly,y)™! fallsy =z

Insbesondere ist jedgsc S entweder rekurrent oder transient, und es gilt:

yrekurrent <—  f(y,y) =1,

ytransient <—  f(y,y) < 1.

Beweis.SeiT := 0, und sei
T(n) — T(n—l) + Ty o QT(n—l)

die n-te Besuchszeit (bei Start aul3erhalb yoibzw. Rickkehrzeit (bei Start in) des Zustands
y. Hierbei istd(wg, w1, . ..) = (wq,ws, .. .) der Shift-Operator auf dem Folgenragin

| \/V

1 4)T5

Mithilfe der starken Markoveigenschaft erhalten wir file N:

PIT™ < 0] = PJ[T" Y < ooundT} o g < )
= FE, [Pm [Ty o QT(n_l) <0 ‘ FT(nﬂ)] ; 71 < oo]
= Ei[Px_, [Ty <oo; T < 0]
_ BT, < od] - AT < o).

Durch Induktion nach ergibt sich:

P[T™ <] = PI[T, <oo]- BT, <00 = fla,y)- fly, )"
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Die Aussage folgt wegen

PT™ < o falls x # v,
P, >0 = [ ] #Y
PT" Y < 00] fallsz =y.

[l

Bemerkung (Dirichletproblem fiir Trefferwahrscheinlichkeiten ). Die Wahrscheinlichkeiten
f(x,y) (und damit die Verteilungen der Aufenthaltszeiten) kanmrima Prinzip durch Ldsen
eines Dirichletproblems berechnen: Nach Korallar P.18éil die Trefferwahrscheinlichkeiten

h(z) = Px[fy < o0), fy = min{n >0: X, =y},
die minimale nichtnegative Losung von
ph = h aufS\{y};  h(y) =1
WegenT, = T, P,-fast sicher fir alle) # « folgt f(x,y) = h(z) fur 2 # y, und

fly) = Y opya)f(ry) = (ph)(y).

zeS
Beispiel(Kartenhaus, Maschinenerneuerung. Wir betrachten eine Markovkette mit Zustands-
raumS = {0, 1,2, ...} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

plr,z+1) = 1-—p(x), p0) = o), ofx)e(01).
o(x)
/—\ - Q(:E)
N\
o -
0 1 2 4y z+1

Hier gilt
n—1
P[Ty>n] = [0 - o))
=0
also:

0 rekurrent <— PBy[Tp = <] = H(l—g(x)) =0 <= ig(w) = 00
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Aus SatZ 6.11 folgt unmittelbar die schon oben erwahnte Gberigierung rekurrenter Zustande
Uber die Greensche Funktion:

Korollar 6.2 (Rekurrenzkriterium ). Fir alle x € S gilt

1 1
G({E,l’) = m = m falls Px[T$ = OO] > 0,

bzw.G(z, x) = oo falls P, [T, = oco] = 0. Insbesondere ist genau dann rekurrent, wergi(z, z)
unendlich ist.

Beweis.Furx € S gilt nach Satz 6]1:

G(z,x) = E,|B,] = ZPx[BJCZn] = Zf(x,x)"_l = Zf(x,x)"
U

Leider ist das Kriterium zwar fir die Theorie wichtig, abeaktisch nur selten einsetzbar. Leich-
ter verifizierbare hinreichende Bedingungen fur Rekurwamt Transienz basieren auf stochasti-
schen Lyapunovfunktionen und dem Martingalkonvergezzsathe zum Beispiel [Markov Pro-
cesses].

6.1.3 Kommunikationsklassen und globale Rekurrenz

Wir wollen nun untersuchen, wie die Rekurrenz verschied@ostander,y € S miteinander
zusammenhangt.

Definition (Erreichbarkeit von Zustdnden). Der Zustand, heil3terreichbarvonz fur die Mar-
kovkette( X,,, P,), falls P,[T, < co] > 0 gilt.

Bemerkung. (1). Ein Zustandy ist genau dann vom erreichbar, wenn es ein € N gibt mit
p™(x,y) > 0. Insbesondere gilt fly ~ z:

yisterreichbarvonr <=  G(z,y)>0.

(2). Isty erreichbar vorr und z erreichbar vory, dann istz erreichbar vorx.

(3). Die Ubergangsmatrix ist genau dann irreduzibel, weniej Zustand von jedem anderen
Zustand aus erreichbar ist.
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Wir wollen zeigen, dass mit einem Zustamd= S auch jeder vorx aus erreichbare Zustand
rekurrent ist. Dazu bemerken wir zunachst, dass wir die &\&(t:, y) der Greenschen Matrix
aul3erhalb der Diagonalen durch die Werte auf der Diagorsddschétzen kénnen:

Lemma 6.3. Flr z,y € S mity # z gilt
Glz,y) = B[, <ool G(y,y).
Beweis.Fury # x gilt P,-fast sicherX, # y, also
B, = B,ofm auf{T, < oo}.

Mit der starken Markoveigenschatft folgt

E.[B)) = E.B,;T,<o] = EJ[B,00™;T,< )
— E,[B,]- P,|T, < ).

O

Satz 6.4(Globale Rekurrenz). Ist z rekurrent, undy vonx aus erreichbar, dann ist auchvon
y aus erreichbary ist rekurrent, und es gilt

B, = oo P,-fastsicher und B, =00 P, fastsicher.
Insbesondere gilt also
G(z,y) = Gly,z) = Glyy = Gz) = oo

Beweis. (1). y ist rekurrent:Day von x aus erreichbar ist, existient > 0 mit p™(x,y) > 0.
Nach Lemma6]3 folgt:

Gly,y) > Glxy) = D ()

v

> 0w )™ (z,y)

—_—— ——

=00 >0

(2). Wir zeigenP,[B, = oo] = 1: Day vonx aus erreichbar und rekurrent ist, gilt nach der
starken Markoveigenschaft

0 < PJT,<o0] "= PT, < o00,Tyobv < ]

= P,[T, < o0|- PT, < 0.
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Hierau folgt f(y, ) = P,[T, < oo] = 1. Dax rekurrent ist, gilt zudenf (z, z) = 1, also
nach Satz 6]1

PJB,=o] = lim PJ[B,>n] = lim(f(y,2)- f(z,z)"") = 1.

n—oo n—oo

Insbesondere ist vony aus erreichbar.

(3). Analog erhalten wi,[B, = oo] = 1 durch Vertauschen der Rolle varundy.
0]

Der Satz zeigt, dass fir eine Markovkette mit irreduzibleetgjangsmatrix und einem rekurren-
ten Zustand alle Zustdnde rekurrent sind, und jeder Zudtenteliebiger Startverteilung mit
Wahrscheinlichkeit unendlich oft durchlaufen wird:

Korollar 6.5 (Dichotomie von Rekurrenz und Transien2. Fur eine zeithomogene Markovkette
mit irreduzibler Ubergangsmatrix gilt entweder

(1). Allex € S sind rekurrent, und®,[B, = oo] = 1 furallez,y € S, oder

(2). Allex € S sind transient, undZ,[B,] < oo fur alle z,y € S.
Ist S endlich, dann kann nur der erste Fall eintreten.

Beweis. Existiert ein rekurrenter Zustand, dann sind nach Gaiz l&4Zastéande rekurrent, und
P,[B, = oo] = 1furallez,y € S. Andernfalls sind nach Stz 6.1 altec S transient, und nach
Korollar[6.2 giltG(z, ) < co. Nach Lemma 613 folgt danh,,[B,] < oo flrallez,y € S. IstS
endlich, dann kann der zweite Fall wegen

Y EI[B] = E,

yes

2B,

yes

nicht eintreten. O

Was konnen wir aussagen, wenn die Ubergangsmatrix nietinibel ist?

Allgemein ist die Relation
T~y »Y ISt vonx aus erreichbar”

eine Aquivalenzrelation auf der Mengg., der rekurrenten Zustande if. Die zugehorigen
Aquivalenzklassers;, i € I, heiBenRekurrenzklassen Wir erhalten also eine disjunkte Zerle-
gung ,

S = SransU| JSi

el

Universitat Bonn Sommersemester 2014



192 KAPITEL 6. LANGZEITASYMPTOTIK VON MARKOVKETTEN

des Zustandsraums in die Men§gs der transienten Zustande, und die verschiedenen Rekur-
renzklassen.

S trans

Abbildung 6.4: Zerlegung der Mengetransiente Zustande und Rekurrenzklassen

Gelangt die Markovkette in eine Rekurrenzklasse, danibtdee dort mit Wahrscheinlichkeit
und durchlauft alle Zustdnde der Rekurrenzklasse undndftcStartet die Markovkette in einem
transienten Zustand, dann lauft sie entweder in eine Rekaktasse, oder sie verbleibt im transi-

enten Bereich, verlasst aber jede endliche Teilmengesyggschliel3lich mit Wahrscheinlichkeit
1.

Beispiel. (1). EhrenfestmodelDie Markovkette aus dem Ehrenfestmodell ist rekurrent,atfa d
Zustandsraun$ = {0, 1, ..., N} endlich, und die Ubergangsmatrix

plk,k—1) = k/N
p(k,k+1) = (N—k)/N

irreduzibel ist.

k Molekile N — k Molekile
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Jeder Zustand wird also unendlich oft durchlaufen, wasltEmodynamischen Irreversi-
bilitat zunachst zu widersprechen scheint (Einwand vom&do, vgl. die Bemerkung unter
Satz??). Tatséchlich kann man zeigen, dass die mittlere Zgjfy -] fiir den Ubergang
vom geordneten Zustarid= 0 in den ungeordneten Zustaikd= N/2 von der Grof3en-
ordnungN log N ist, die mittlere ZeitEy/»[To] fir den umgekehrten Ubergang dagegen
von der GroBenordnung-22". DaN zum Beispiel gleich 0% ist, ist die Rekurrenz jen-
seits des ungeordneten Zustandes de facto nicht beobechtbaakroskopischen Skalie-
rungslimesV — oo ergibt sich bei geeigneter Zeitreskalierung eine irratégDynamik.

(2). Kartenhaus/Maschinenerneuerurign Fall >° /o, = oo sind alle Zustédnde der Mar-
kovkette aus dem Beispiel von oben rekurrentOdakurrent und die Ubergangsmatrix
irreduzibel ist. Andernfalls sind alle Zustande transient

(3). Galton-Watson-ProzesBiir den Galton-Watson-Verzweigungsprozess mit Nachkamsme
verteilungv ist 0 ein absorbierendeZustand, d.h. kein anderer Zustand ist wbaus er-
reichbar. Insbesondere i§t} eine Rekurrenzklasse. Gil{0) # 0, dann ist umgekehfi
von jedem Zustand € N aus erreichbar, also sind alle 0 transient. Es folgt dann:

P.[Z, = 0 schlieBlich odetZ,, — o0] = 1 furallex € Z, .

6.2 Stationare stochastische Prozesse

In vielen Fallen néhert sich die Verteilung eines zeitliemschobenen stochastischen Prozesses
(Y, Yoi1, . ..) mit Zustandsrauns, S) fur n — oo einer Grenzverteilun@ auf dem Produkt-
raum() = S{%1.2-} mit Produkte-Algebra.A an (,asymptotische Stationaritat*). Die Grenzver-
teilung P sollte dann selbst invariant unter Verschiebungen seinfid den Koordinatenprozess
Xn(w) = w, sollte gelten:

(X, Xog1y-0) ~ (X0, X1,.. ) unter P fiir allen > 0. (6.2.1)

Wir wollen stochastische Prozesse mit der Eigenschaftllprin genauer untersuchen. Dabei
setzen wir zunéchst keine Markoveigenschaft voraus !

6.2.1 Stationaritat und Reversibilitat

Definition (Stationdre und reversible Prozesse (1). Eine Wahrscheinlichkeitsverteiluftauf
dem Folgenraun((2, A) bzw. ein beliebiger stochastischer Proz&ss,, ), P) heildtstatio-

nar, falls (6.2.1) gilt.
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(2). Der Prozess$(X,), P) heil3treversibe] falls die endlichdimensionalen Verteilungen inva-
riant unter Zeitumkehr sind, d.h. falls

(Xo, X1, Xn) ~  (Xy, Xoo1,..., X0) unter P furallen > 0.  (6.2.2)

Bemerkung (Stationaritat und mafR3erhaltende Abbildungen). Eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P auf (€2, .A) ist genau dann stationar, wenn die Shiftabbilddng) — 2 maf3erhaltend
ist, d.h. wennP = P o 0~ gilt.

Beispiele. (1). IID Folgen: Eine Folge(X,,),>o unabhangiger, identisch verteilter Zufallsva-
riablen ist ein station&rer und reversibler stochastisBhezess.

(2). GauRBprozesseEin Gaul3prozess ist ein reellwertiger stochastischereBsiZ,,), des-
sen Randverteilungen Normalverteilungen sind. Beispieilse ist einAR(p)-Prozess ein
Gaul3prozess, wenn die Startwerte normalverteilt sind3@inzesse sind eindeutig durch
die Mittelwerte £[X,,] und die Kovarianzefov[X,,, X,,] festgelegt. Stationaritat gilt ge-
nau dann, wen[X,,] = « nicht vonn abhangt, undCov|[X,,, X,,] = ¢,_,, nur von der
Differenzn — m abhéngt.

(3). Deterministische Rotationetst X, gleichverteilt auf dem Einheitskreis!, und X,,,; =
e X, mit ¢ € R, dannist(X,,),>o Stets ein stationarer Prozess. Reversibilitét gilt dagege
nur farg = kxr mitk € 7Z.

Satz 6.6(Reversibilitat impliziert Stationaritat ). Jeder reversible Prozess ist stationar.
Beweis.Aus der Reversibilitat folgt durch Zeitumkehr aiff, 1,...,n + 1} und{0,1,...,n}:
Po(X1,Xs,....Xp11)t = Po(Xn,Xp1,...,X0) ' = Po(Xp,...,X,) !

fur allen > 0. Also gilt
P[(X1,Xs,...) € A] = P[(Xo,Xy,...) €A]
fur alle Zylindermengem € A, und damit fur alled € A. O

Stationaritat bzw. Reversibilitat zeithomogener Markett&n ist durch die Startverteilung und
den Ubergangskern charakterisierbar:

Satz 6.7(Stationaritat und Reversibilitat von Markovketten). Fir eine zeithomogene Mar-
kovkettg X, P,) im kanonischen Modell gilt:
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(1). P,o (X, Xny1,...) " = Py furallen > 0.
(2). P, istgenau dann stationar, wennein Gleichgewicht des Ubergangskepnist.

(3). P, istgenau dann reversibel, wepndie Detailed-Balance-Bedingung

pldz)p(x,dy) = p(dy)p(y,dx) (6.2.3)

erfullt, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilyng p auf S x S invariant unter der
Abbildung(z,y) — (y, =) ist.

Beweis. (1). FurA € Aundn > 0 gilt nach der Markoveigenschatft
Pl(Xu Xotr,.. ) €Al = E,[lao8"] = E,[Px,[A]
— [ P ") (d) = P
(2). folgt unmittelbar aus (1).
(3). Aus der Reversibilitat vofX,,, P,) folgt, dass
p®p = P,o(Xo, X))t

invariant unter Koordinatentausch ist.
Umgekehrt folgt aus der Detailed-Balance-Bedingung dumdiktion

p(dxo)p(wo, dry) - p(@p_y,dry) = p(doy)p(zy, dos) - p(w,-1, dr, ) (21, d2o)
= ... = uldz,)p(zp,dr,_q)- ... plxy,drg)

furallen >0, also P, o (Xo,...,X,) ' =P, 0 (X,,...,Xo) "

6.2.2 Rekurrenz von stationaren Prozessen

Stationéare stochastische Prozesse haben starke Relaigemzchaften. Die folgende Aussage
zeigt unter Anderem, dass die mittlere Ruckkehrzeit in 8leageB endlichen Erwartungswert
hat, wenn der Prozess mit positiver Wahrscheinlichkef istartet:

Satz 6.8(Wiederkehrsatz von Kag). Sei (X, P) ein stationarer stochastischer Prozess mit
ZustandsrauniS, S), und sei

Tp = min{n>1:X, € B}
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die erste Eintritts- bzw. Rickkehrzeit in eine Meiye S. Dann gilt

E[Ts; XoeB] = P[I5< ), (6.2.4)

also mit anderen Worten
E[Tg| X0 € B] = % falls u[B] > 0, und (6.2.5)
PTp<o] = 0 falls u[B] = 0, (6.2.6)

wobeiyu = P o X, ! die Verteilung des Prozesses zu einem festen Zeitpunkt ist.

Bemerkung. (1). Nach[(6.2.5) ist die mittlere Riickkehrzeit in die Mengeler Kehrwert des

Quotienten]%, also des Anteils Vo X, € B} an allen Pfaden, di treffen.

(2). Aligemeiner gilt fir jede messbare Teilmengec A des Pfadraumes:
Elra; A] = Plra < o,

wobeiTy = min{n > 1: (X,, X,11,...) € A} die erste Zeit ist, zu der der verschobene
Pfad inA liegt.

Beweis.Furn € N gilt wegen der Stationaritat des Prozesses:

n—1
E[min(Ts,n); Xo € B = Y _ P[Tp >kundX, € B
k=0

n—1
= Y P[Xo€B,X,¢B,...,X; ¢B]
k=0

n—1

= Y PlX, r€B Xy ¢B,....X, ¢B]
k=0

Hierbei haben wir verwendet, da%s < n genau dann gilt, wenn zu einer der Zeiten- k
(k =10,1,...,n — 1) ein letzter Besuch irB vor der Zeitn stattfindet. Die Aussage folgt fur

n — 00. [l

Nach dem Wiederkehrsatz von Kac kehrt der ProZe§g auf der Menge{ X, € B} P-fast
sicher nachB zurtick. Durch Anwenden dieser Aussage auf die Teilfolg€xy),.>0, k € N, die
alle wieder stationare Prozesse unfesind, erhalten wir sogar:
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Korollar 6.9 (Rekurrenz von stationdren Prozessen Jeder stationare ProzessY,, P) ist
rekurrent in folgendem Sinne: Fur allB € S gilt X,, € B unendlich oftP-fast sicher auf
{X, € B}.

Bemerkung (Wiederkehrsatz von Poincard. Allgemeiner gilt firA € A:

(Xn(w), Xpi1(w),...) €A unendlich oft firP-fast allew € A.

6.2.3 Anwendung auf Markovketten

Wir betrachten nun eine zeithomogene MarkovkéXe, P,) mit abzéhlbarem Zustandsrausn
im kanonischen Modell.

Definition (Positive Rekurrenz). Ein Zustandr € S heil3tpositiv rekurrent falls die mittlere
Rickkehrzeitr, [T,] endlich ist. Die Markovkette heilftositiv rekurrent falls alle Zustéande
positiv rekurrent sind.

Aus dem Wiederkehrsatz von Kac folgt unmittelbar:

Korollar 6.10 (Gleichgewichte und mittlere Ruickkehrzeiter). Seipu ein Gleichgewicht der
Markovkette.

(1). Furallex € S gilt
w(z) - E.[T,] = P,T, <]

Insbesondere sind alle Zustandenit ;(x) > 0 positiv rekurrent.

(2). Ist die Ubergangsmatrix irreduzibel, dann sind sogke a € .S positiv rekurrent mit

ulx) = ATk (6.2.7)

Insbesondere ist das Gleichgewicht in diesem Fall eingeuti

Beweis. (1). Dadie Markovkette mit Startverteilungein stationarer Prozess ist, gilt nach dem
Satz von Kac:

w) - E T, = E\T:; Xo=2xz] = P, <o firallex € S.

(2). Bei Irreduzibilitat folgt globale Rekurrenz, al$g[7, < oo] = 1 fiir allez,y € S. Nach
(1) erhalten wiru(z) - E,[T,] = 1, und damitu(z) > 0 und E,[T,] < oo fur alle z.
0]
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Beispiel (Birth-Death-Procesg. Wir betrachten erneut die zeithomogene Markovkette mit Zu-
standsrauny = {0, 1,2, ...} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(.’E,SC—Fl) = Dz, p(.’E,SC— 1) = (g, p(.T,SC) = Tz,

Da> Gus T > 0Mitp, + g, +7r, = 1,90 = 0, undp,, ¢, > 0 furallex > 1.

—
1 T z+1

Offensichtlich gilt Irreduzibilitat. In Abschnitt 212 hai wir gezeigt, dass das eindeutige Gleich-
gewichtu durch [2.2.7) mi(0) = 1/Z gegeben ist, falls

7 . iPO'pl'---'pml P
=0 qi1 -4z ... (g

gilt. Fur die mittleren Rickkehrzeiten folgt dann
E.T,) = 1/u(x) furallex > 0.

Gilt dagegen”Z = oo, dann existiert keine Gleichgewichtsverteilung. Wir werdn Sat4 6.111
sehen, dass in diesem Fall auch keiner der Zustar@lé positiv rekurrent ist. Durch Losen des
Dirichletproblems kann man zudem zeigen, dass die Marktygenau dann rekurrent ist, wenn

p

= Pr2-- Dz

6.3 Ergodizitat

In diesem Abschnitt werden wir ein Gesetz der grof3en Zalilepdsitiv rekurrente Markovket-
ten beweisen. Dabei verwenden wir, dass die Verlaufe dekddéette wahrend verschiedener
Exkursionen von einem Punkt aus unabhangig voneinandeidentisch verteilt sind. Langzeit-
mittelwerte verhalten sich daher asymptotisch wie der Bxwgswert des zeitlichen Mittelwerts
Uber eine Exkursion. Als Vorbereitung Uberlegen wir unssd#er Anteil der mittleren Exkursi-
onszeit, den die Markovkette in bestimmten Bereichen uaghreine Gleichgewichtsverteilung
definiert.
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Wie zuvor sei(X,,, P,) eine zeithomogene Markovkette mit abzahlbarem Zustandstaund
Ubergangsmatrix(x, 3) im kanonischen Modell. Ferner sei

T. = min{n>1: X, =z}

die erste Treffer- bzw. Rickkehrzeit zum Pumkt

6.3.1 Positive Rekurrenz und Gleichgewichte

Fir einen Zustand € S sei

B = E, z_: [B(Xn)] - iP[Xn € B:n<T) (6.3.1)
n=0 n=0

die mittlere Anzahl der Besuche in einer Menge_ S wahrend einer Exkursion von

Definition (Invariantes MaR). Ein positives Mafy auf S heiRtinvariant bzgl. der Ubergangs-
matrix p, falls

Z v(iz)p(z,y) = v(y) furalley € S gilt.

z€eS

Ein Gleichgewicht ist also eine invariante Wahrscheirkatsverteilung.

Satz 6.11(Exkursionen und invariante Maf3e). (1). Istz € S ein rekurrenter Zustand der
Markovkette, dann igt, ein invariantes Maf3 mit GesamtmagsgS| = E,[T,].

(2). Istx positiv rekurrent, dann ist das normierte Maf3

2B — fiz| B _ mittlere Aufenthaltszeit i3
Ha - BT ~ mittlere Exkursionsdauer

ein Gleichgewicht der Markovkette.

Bei positiver Rekurrenz existiert also stets ein Gleichightv Umgekehrt haben wir in Korollar
[6.9 bereits gezeigt, dass Gleichgewichtsverteilungepaositiv rekurrenten Zustanden eine strikt
positive Gesamtmasse zuordnen. Ist die Markovkette zudewiuizibel, dann ist die Gleichge-
wichtsverteilung nach Korollar 6.9 eindeutig, d.h. dietédungyz, hangt nicht vom Startpunkt
x ab.

Beweis. (1). Istx rekurrent, dann gilf®,-fast sicherl, < oo, und damitX,, = x = X,. Fur

B C S folgt
Tr—1 Ty—1
Y Ip(Xa) = ) In(Xe).
n=0 n=0
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Mit der Markoveigenschaft erhalten wir damit
Te—1

Z [B(XnJrl)]
n=0

= Y P[Xu1 €Bin<T,
n=0

pe(B] = E;

W iEgg [p(X,, B); n < Ty

— /p(y,B)uw(dy) = (p)[B],

d.h. u, ist ein invariantes Mal3. Die Gesamtmasse ist

pe[S] = E;

(2). Istx positiv rekurrent, dann hat, endliche Gesamtmasse, also erhalt man durch Normie-
ren ein Gleichgewicht.
O

6.3.2 Ein Gesetz der grof3en Zahlen fur Markovketten

Wir kdnnen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts foememi. Dazu betrachten wir eine Mar-
kovkette(.X,,, P) mit beliebiger Startverteilung. Die entsprechende KetiteStartwertz im ka-
nonischen Modell bezeichnen wir njiX,,, P,). Firn € Nundy € S sei

By(n) = Iixi=y}

die Anzahl der Besuche der Markovkette im Zustgnebr der Zeitn.

Satz 6.12Ergodensatz fur Markovketten, 1. Versior). Sei(X,,, P) eine irreduzible homogene
Markovkette mit abzahlbarem Zustandsraim

(1). Ist die Markovkette rekurrent, dann gilt

1 n—1 Ty—1
i gy I = B ;fm)] = [rau,

P-fast sicher fir jede Funktiorf : S — R, und alley € S. Hierbei isty, das durch
(6.3.1) definierte invariante MafRR.
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(2). Existiert eine Gleichgewichtsverteilupgdann folgty, = 7 fur alley € S und
1 n—1
lim — z; f(X) = /f du  P-fastsicher.

Die letzte Aussage ist elBesetz der grol3en Zahléir irreduzible, positiv rekurrente Markovket-
ten, und eine erste Version einéggodensatzekir Markovketten: Die ,zeitlichen” Mittelwerte
% Z?:_Ol f(X;) konvergieren fast sicher gegen den ,raumlichen” Mittetlwey dz der Funktion
f bzgl. der Gleichgewichtsverteilung. Insbesondere egjdt

n—1
_ 1 , .
A(w) = lim Z@ I (X;)  P-fastsicher fur aller € S,
d.h. die Gewichte der Gleichgewichtsverteilung sind dgrgstotischen relativen Haufigkeiten
der Zustande € S. Dieser Zusammenhang kann in beide Richtungen verwenddewe

(1). Berechnung der asymptotischen relativen Haufigkedterch Losen des linearen Glei-
chungssystemg = Jip.

(2). Schatzen der Gleichgewichtsverteilung:

I~ -—Y 0y,  furgroRen.

Beweis von Safz 6.1Da die ZufallsvariablenX; nicht unabhangig sind, kdnnen wir nicht wie
im Beweis des klassischen Gestzes der groRen Zahlen vamnfédtattdessen nutzen wir aus, dass
die Markovkette jedes mal, wenn sie den Punkifft, neu startet — unabh&ngig vom vorherigen
Verlauf. Durch Zerlegen der Summe in Teilsummen tber diesgchiedenen Zykel erhalten wir
eine Summe von unabhangigen Zufallsvariablen, auf die dashklassische Gesetz der grol3en
Zahlen anwenden lasst:

(1). Wir betrachten die Markovkette 0.B.d.A. im kanonischdodell. SeiT® die k-te Be-
suchszeit bzw. Riickkehrzeit zu einem festen Zusiaads, d.h.7© = 0, und

TED = T® 4T, 00" firallek > 0.

Da die Kette irreduzibel und rekurrent ist, dgilt*) < oo P-fast sicher fiir allé, und damit

70 -1 T(k+1)
Y HX) = Yi o omit Yii= ) f(X)).
i=1 k=0 i=Tk) +1
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Abbildung 6.5: Regenerative Zyklen.

Wir zeigen nun, dass aufgrund der starken MarkoveigensdteZ ufallsvariablerY;, unter
P unabhéngig und identisch verteilt sind. Es gilt namlich

(k)

T 41,007 Ty
Yo o= ) f(X) = D JGed™) = Ypod™,
i=TF) 1 J=1
also
PlY, € B|Frw] X PpJY,eB] firaleBc S,

d.h.Y;, istunabhangig vorr ) mit VerteilungPonO‘l. Da die Zufallsvariablely, . .., Y,_;
Fru-messbar sind, folgt die Unabhangigkeit derk > 0, unter P. Zudem erhalten wir
furk > 1:

EY] = ENM = E,

if()@)] ~ [ tdu,

Nach denGesetz der grol3en Zahléoigt dann:

7 -1
o1 1 ,
lim 7 ;:1 f(X;) = lim 7 ;:0 Y, = /f dp, P-fast sicher. (6.3.2)

=00 =00
Ist die AnzahlB,(n) der Besuche iy vor der Zeitn gleich/, dann gilt

T < o < T,
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also
T(-1) n T+1)

7 Z f(x) < < 7 Z FX (6.3.3)

Furn — oo konvergiert auch = B,(n) gegen unendlich, da die Markovkette rekurrent
ist. Da die linke und rechte Seite vdn (613.3) ndch (6.3.2) fé» co gegen[ f du, kon-
vergieren, folgt

lim
n—00 [y, TL) -

1
i f(X;) = /fdu P-fast sicher.

(2). Anwenden von Aussage (1) mit der konstanten Funkfien1 liefert

n n—00 .
—  y[S] P-fast sicher.
By(n) !

Da eine invariante Verteilung existiert, ist die Kette posiekurrent, d.h.u,[S] < oo.
Daher folgt furf > 0:

if(Xi) _ By(n) 1 "l‘ fx) T ffduy /fduy

P-fast sicher fiim — oo. Da die Markovkette nach Voraussetzung irreduzibel isties
Gleichgewichtsverteilung nach Korollar 6.9 eindeutigsé\bilt7z, = 7 fur alley € S.
0]

Beispiel (Kartenhaus / Maschinenerneuerung. Wir betrachten die Markovkette aus dem Bei-
spiel von oben.

qo a1 q2 qs q4 qs
~—~— N X\ —X —X\ —\ _—\
I | | | | | | .
Po
I n I I I I I I

Abbildung 6.6: Ubergangswahrscheinlichkeiten Kartershau

Mit den Ubergangswahrscheinlichkeitpti,0) = p; € (0,1) undp(i,i + 1) = ¢ = 1 — p;
erhalten wir
PTo>n] = q-q¢-- Gn, und damit
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co n—1

EO[TO] = Z H q;-

n=0 =0
Gilt Ey[Ty] < oo, dann ist die Kette irreduzibel und positiv rekurrent. Fig asymptotische re-
lative Haufigkeit des Zusammenfallens des Kartenhausgsdahn nach Safz 612 und Korollar
6.9:

n—1
1 1
lim — E Iin(X;) = mn0) = P,-fast sicher fur allec € S.
n1—>ngo n i—0 {O}( ) M( ) EO [To]

Beispiel (Markov Chain Monte Carlo Verfahren (MCMC) ). Seiu eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf eine abzahlbaren Men§ederen Gewichte wir bis auf eine Normierungskon-
stante kennen bzw. berechnen kénnen. Um Erwartungswent€waktionenf : S — R, bzgl

1 approximativ zu berechnen, kénnen wir dann wie in Kaptebeschrieben eine irreduzible
Ubergangsmatriy mit Gleichgewichtu bestimmen, und eine Markovketté(,,, P) mit dieser
Ubergangsmatrix simulieren. Nach Safz 6.13 liefern dieigsghen Mittelwerte

. 1

dann eine konsistente Folge von Schatzern flr den gesuEntertungswert

0 = /fd,u.

Fur praktische Anwendungen ist es wichtig, den Schatzfehleuantifizieren. Eine erste Aus-
sage in diese Richtung liefert ein zentraler Grenzwertat®arkovketten, siehe z.B. [T. Ko-
morowski, C. Landim, S. Olla: Fluctuations in Markov Proses).

6.3.3 Allgemeinere Ergodensatze

Die Aussage von Salz 6/12 lasst sich wesentlich allgemé&newlieren. Wir notieren zunachst
eine elementare, aber wichtige Erweiterung:

Satz 6.13(Ergodensatz fur Markovketten, 2. Version). Ist (X,,, P) eine irreduzible, zeitlich
homogene Markovkette, upicein Gleichgewicht des Ubergangskegnsiann gilt

n—1

.1 _

lim — E [( X, Xig1, o, X)) = / : '/f(on, Ty, ..., 2 (dxo)p(xo, dy) - - - p(Xr—1, day)
i=0

n—oo N

P-fast sicher fur alle- > 0Ound f : S"*! — R,.
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Wir geben nur die Beweisidee an, und Uberlassen die Audfighder Details dem Leser als
Ubung:

Beweis-SkizzeDer Prozess)?i = (X, Xiv1, ..., Xiu) ist wieder eine Markovkette mit Zu-
standsraum
S = {(xo,...,z) €S i p(as, i) >0 VO<i<r}
Ubergangsmatrix
(o) Wos -5 9r) = 0y (Y0) 0 (Y1) -+ O, (Yr—1 )2 (0, Y1),

und Gleichgewichtsverteilung

(o, ..., xr) = [i(xo) - p(xo, 1) -+ P(Tro1, X7 ).
Ist (X,,) irreduzibel, so auckX,,). Die Behauptung folgt daher aus Saiz 6.12. O

Eine wichtige Anwendung von Saiz 6113 ist dashatzen der Ubergangsmateiner Markov-
kette: Furz,y € S qgilt

n—o0o N, 4

n—1

1 .
plzy) = lim = Ixx,—y  P-fastsicher,

=0

d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind die asyngotegn relativen Haufigkeiten der Uber-
gange.

Beispiel (Neues im I.1.D. Fall). Auch im i.i.d. Fall liefert Sat4_6.13 eine neue Aussage: Ist
Xo, X1, ... eine Folge unabhangiger, identisch verteilter Zufalladen (,Buchstaben®) mit
Werten in einer endlichen oder abzahlbaren MefiggAlphabet®), dann ergibt sich fur die a-

symptotische relative Haufigkeit eines Worteg, a,, . . ., a;) € S
1 n—1 k
lim —~ > IixmanXin=anXin=ay = || #(ay) P-fast sicher
i=0 Jj=0

wobeiu(a) = P[X; = o] die Wahrscheinlichkeit des Buchstabenist.

Mit abstrakteren Argumenten kann man Ergodensatze immaligeen Rahmen dynamischer Sys-
teme beweisen. Zum Abschluss dieses Abschnittes geberuwiregin entsprechendes zentrales
Resultat ohne Beweis wieder. Sél, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum urd: Q@ — (2 eine
maRerhaltende Abbildund.h.Po#~! = P. Den Raum2, A, P) zusammen mit der maRerhal-
tenden Abbildung@ nennt man auch eitlynamisches SysteBeispielsweise ist der Shiftoperator
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0 auf dem Pfadraum mal3erhaltend bzgl. der Verteililgines stationaren stochastischen Pro-
zesses. Die-Algebra 7 der6-invarianten Ereignissest definiert als

J = {AcA:07'(A)= A}

Beispielsweise sind die Zufallsvariabléim inf 2 ™" F' 0 6 und limsup £ 3" ' F o ¢ fiir
jede A-messbare Abbildung’ : 2 — R messbar bzgl.7. Allgemein sind allef-invarianten
Ereignisse asymptotisch. Das M&heil3tergodischfalls P[A] € {0,1} fur alle A € 7 gilt. In

dieser allgemeinen Situation kann man zeigen:

Satz 6.14(Birkhoffs individueller Ergodensatz). Fir jede Funktionf” € £1(Q, A, P) gilt

n—1
lim 1 ZF(Qi(w)) = E[F|J](w) fir P-fast allew € (.
=0

n—oo N

Ist P ergodisch, dann folgt

n—1

1 ‘
lim — Fo® = FEF P-fast sicher.
fim 2 Fe 7

Der Beweis findet sich z.B. in den Wahrscheinlichkeitstie&tichern von Breiman oder Dur-
rett. Die £2-Konvergenz lasst sich mit wesentlich einfacheren fumidlanalytischen Methoden
zeigen (Ergodensatz von Neumann, siehe z.B. [VaradhabaBiiay Theory]).

Stochastische Prozesse Andreas Eberle
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