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Kapitel 1
Diskrete Zufallsvariablen

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die mathematische Modellig vonZufallsvorgangen Ein-
fache Beispiele fur Zufallsvorgange sind das Werfen einesfé&ioder Minzwurfe. Anhand
dieser Beispiele wollen wir zunachst einige grundlegendeiBegler Wahrscheinlichkeitstheo-
rie veranschaulichen.

NOTATIONEN:  |A| bezeichnet die Anzahl der Elemente einer Meriged® bezeichnet das
Komplement der Mengd innerhalb einer bestimmten Mengg die A enthélt.

Beispiel (Werfen eines Wiirfels)

e Mdgliche Fallesind 1,2,3,4,5,6. Mit Q = {1,2,3,4,5,6} wird die Menge aller m&g-
lichen Falle bezeichnet. EiBlementarereignisist ein moglicher Fall, also ein Element
w € .

e Ereignissesind die Objekte, denen man eine Wahrscheinlichkeit zuardkann, zum Bei-

spiel:
»Augenzahl ist 3« {3}
»Augenzahl ist gerade« {2,4,6}
»Augenzahl ishicht gerade« {1,3,5} = {2,4,6}¢
»Augenzabhl ist grof3er als 3« {4,5,6}

»Augenzahl ist geradend groer als 3« {4,6} = {2,4,6} N {4,5,6}
»Augenzahl geradeder grof3er als 3« {2,4,5,6} = {2,4,6} U {4,5,6}

Jede<reignis kann durch eindeilmenge A von 2 dargestellt werden!



10 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

e Wahrscheinlichkeiten werden mitP (fir »probability«) bezeichnet. Zum Beispiel sollte
fur einen »fairen« Wrfel gelten:

1

P[»?’(ﬂ = 67
Anzahl glinstige Falle 1{2,4,6}] 3 1
P[»Augenzahl gerad . = = - =
»Aug geradee  ahi mogliiche Falle [{1,2.3.4.5,6]] 6 2

4 2
P[»Augenzahl gerade oder groRer al$ 3«6 =3

e Zufallsvariablen sind AbbildungenX : 2 — S, wobeiS eine beliebige Menge ist, zum

Beispiel:
X(w) =w, »Augenzahl des Wurfseder
1 falsw e {1,2,3,4,5}, _ o _ ,
X(w) = »Gewinn bei einem fairen Spiel«.
-5 fallsw € 6,

Beispiel(MUnzwlrfe) a) EEN MUNZWURF:
Die Menge der moglichen Féalle it = {0, 1}, wobei0 flr »Kopf« und1 fur »Zahl« steht.
Die Wahrscheinlichkeiten sind

Pl{1}}=p und P[{0}]=1-p mit0<p< 1.

Furp = - ist der Minzwurf fair.

1

2

b) ENDLICH VIELE FAIRE MUNZWURFE:
Die Menge der mdglichen Falle lautet

Q={w=(21,...,2,) | x; € {0,1}} =: {0, 1}".

Alle Ausgange sind genau dann gleich wahrscheinlich, wedqw}| = 27" fur allew € Q
gilt. Dies wird im folgenden angenommen. Zufallsvariablem Interesse sind beispiels-
weise:

e X,(w) := x;, das Ergebnis desten Wurfs. Das Ereignisister Wurf ist Kopf« wird
durch die Menged; = {w € Q| X;(w) = 0} =: {X; = 0} beschrieben, und hat die

Wahrscheinlichkei[4;] = 3.

o Sy(w) :=>"" X;(w), die Anzahl der Einsen in Miinzwiirfen. Das Ereignis »ge-
nauk-mal Zahl« wird durch die Mengd = {w € Q| S, (w) = k} =: {S,, = k} be-
schrieben und hat die Wahrscheinlichkgitd] = (}) 27".

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 11

c) UNENDLICH VIELE MUNZWURFE:
Die Menge der mdglichen Falle ist nun

Q={w=(21,79,...) | 2, € {0,1}} = {0, 1}}.
Diese Menge ist Uberabzahlbar, da die Abbildung

Q —[0,1]

(l’l,xg, .. ) — 0.x12o ...

surjektiv ist, (wobei das Einheitsintervall binar dargdistwird). Die Definition von Er-
eignissen und Wahrscheinlichkeiten ist daher in dieserh dtdivandiger. Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf Uberabzéhlbaren Mengen wesystematisch in der Vorlesung
»Einfuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« betratht

In dieser Vorlesung ist die Menge der mdglichen F&llabzahlbar. Solche Zufallsvorgange wer-
dendiskret genannt.

1.1 Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Ereignisse als Mengen

Sei2 die Menge der moglichen Félle und C €2 ein Ereignis. Als Notationen fur die Mengée
werden wir auch verwenden:

A={we|we A} ={we A} = { »Atritt ein« }.

Wir wollen nunKombinationen von Ereignissenbetrachten.
SeienA, B, A;,i € I, Ereignisse. Was bedeuten Ereignisse Mfie AU B, N;c; Ai anschaulich?
Um dies herauszufinden, betrachten wir einen mdglichend~akhd untersuchen, wann dieser

eintritt:
e AU B:
weAUB < we Aoderw € B,
»A U B tritt ein« < »A tritt ein oderB tritt ein«.
o Uier 4

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



12 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

w € Ues Ai & esgibteini € I mitw € A,.
»J;e; As tritteine < »mindestens eines der Ereignissgtritt ein«.

e WEITERE BEISPIELE

ANB < »A undB treten eing,

Nic; Ai & »jedes derd; tritt ein,

A =Q & »Atritt nicht eing,

A=10 < »unmogliches Ereignis« (tritt nie ein),
A=0Q < »sicheres Ereignis« (tritt immer ein),
A={w} <« »Elementarereignis« (tritt nur im Fal ein).

Sei A die Kollektion aller im Modell zugelassenen bzw. in Betragézogenen Ereignisse.
A besteht aus Teilmengen vén d.h.

ACP(Q), wobei
PQ) = {A|AC Q)

die Potenzmenge von, d.h. die Menge aller Teilmengen véhbezeichnet. Die Kollektio4
sollte unter den obigen Mengenoperationen, also abzahmbéreinigungen, Durchschnitten und
Komplementbildung abgeschlossen sein. Wir fordern daher:

Axiom. A C P(Q) ist einec-Algebra d.h.
(i) Qe A,
(i) Furalle A € A qgilt: A e A,
(iii)y FOr Ay, Ay,... € Agilt: U=, A € A
Bemerkung. Fur o-Algebren gilt auch:
a) NacH{(i) und (i) ist) = Q° € A.
b) SindA, B € A, sogiltnach(iifundd): AUB=AUBUDOUPU...€ A
c) SindA;, A, ... € A, soistnach (i) un@(ii): N2, 4 = (U2, A9)C € A.
Beispiel. Die Potenzmengel = P(Q) ist einec-Algebra.

Ublicherweise verwendet maaA = P(2) bei diskreten Modellen, d.h. fir abzahlbar@. Bei
nichtdiskreten Modellen kann macht jede Wahrscheinlichkeitsverteilurigauf eineto-Algebra
A C P(Q) zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung &f<2) erweitern (siehe »Einfihrung in die
Wabhrscheinlichkeitstheorie«).

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 13

Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

Sei(2 eine nichtleere Menge und C P(£2) einec-Algebra. Wir wollen nun Ereignisses € A
eine WahrscheinlichkeiP?[A] zuordnen. Fir Ereignissé, B € A gilt:

AU B tritt ein < A oderB tritt ein.
AngenommenA und B treten nicht gleichzeitig ein d.h.
ANB =1, (A und B sind »disjunkt«).
Dann sollte »endliche Additivitat« gelten:
P[AU B] = P[A] + P[B].
Axiom. Eine Abbildung

P: A—10,00]
A~ P[A]

ist eineWahrscheinlichkeitsverteilungauf (€2, A), wenn gilt:
(i) P ist»o-additivs d.h. fur Ereignissed;, As,... € AmitA; N A; = ( fur i # j gilt:
P[UAz'] - ZP[Ai]-
i=1 =1
(i) P ist»normierts d.h.
P[] =1.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum(€2, A, P) besteht aus einer Mengk einero-Algebra A C P(£2),
und einer Wahrscheinlichkeitsverteilufijauf (2, A).

Satz 1.1(Elementare Rechenregelr§ei((2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
i) Esgilt P[}] =0,
i) Fir A, B € Amit An B = () gilt endliche Additivitat

P[AU B] = P|A] + P|B].

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



14 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

i) Fur A,B e Amit A C B qilt:
P[B] = P[A] + P|B\A|.

Insbesondere qilt:

P[A] < P|B], »Monotonie
P[A®] =1 — P[A], »Gegenereignisx
PlA] < 1.

iv) Fur A, B € Aqgilt:

P[AUB| = P|A] + P[B] — P[AN B] < P[A] + P|B).

Beweis. i) Wegen dew-Additivitat von P gilt

1=P[Q=PQuUOUOU...] = P[Q]+ P[0]+ P[0] +...,
M~~~ =~
=1 >0 >0
und damit
P[0} = 0.

ii) Fur disjunkte Ereignissél, B folgt aus dew-Additivitat und mit[i):
P[AUB|=P[AUBUQUDU.. ]

[A] + P[B] + P[0] + ...

[A] + P[B].

P
P

i) Falls A C B,istB = AU (B\A). Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt mit}ii):
P[B] = P[A] + P[B\A] > P[A].
Insbesondere ist = P[Q] = P[A] + P[A®] und somitP[A] < 1.
iv) Nachiii) gilt:
P[AU B] = P[A] + P[(AU B)\4]

[A] + P[B\(AN B)]
[A] + P[B] — P[AN BJ.

P
P

]

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 15

Aussageé 1V}) des Satzes lasst sich fir endlich viele Eresgnisrallgemeinern. Na¢h jv) gilt fur
die Vereinigung von drei Ereignissen:

P[AUBUC] = P[AUB|+ P[C]— P[(AUB)NC]
= P[AUB|+ P[C] — P[(ANC)uU (BN(C)]
= P[A] + P[B]+ P[C] — P[ANnB] - P[ANC]—-PBNC|+ P[AnBNC].

Mit vollstandiger Induktion folgt:

Korollar (Einschluss-/Ausschlussprinzigyir n € N mit Ereignissem, ..., A, € A gilt:

Pl AiUA U UA, |=> (D" 3" Pl A;nA,N..N4, I.

k=1 1<i1<...<ip<n

»eines der; tritt ein« »A; ., Ai,, ... und 4;, treten ein«

Das Einschluss-/Ausschlussprinzip werden wir auf eingagitere Weise am Ende dieses Kapi-
tels beweisen (siehe Saiz]1.9).

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Als Beispiel fur eine diskrete Wahrscheinlichkeitsvetatd haben wir den Minzwurf betrachtet:

Q= {071}7 A= {{@},{0},{1},{0,1}},
PH1}] =p, P[] =0,
P[0} =1-p, P[] = 1.
ALLGEMEIN: Ist die Menge der mdglichen Falieé endlich oder abzahlbar unendlich, dann

setzen wir als zugehdrige Algebra A = P[(2].

Satz1.2. i) Sei0 < p(w) < 1,) o p(w) = 1 eineGewichtung der moglichen FalleDann
ist durch

P[A]:=) pw), (ACQ),
weA
eineWahrscheinlichkeitsverteilunguf (2, .A) definiert.
i) Umgekehrt ist jede WahrscheinlichkeitsverteiluR@uf (€2, .A) von dieser Form mit
pw) = PHw}]  (we).

p: Q — [0,1] heiBtMassenfunktion(»probability mass function«) der diskreten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung .

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



16 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Fur den Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorbereitungen

Bemerkung (Morbemerkung zu Summen mit positiven Summande&gi A eine abzéhlbare
Menge,p(w) > 0 fur allew € A. Dann definieren wir

D pw) =3 p(w),

w€EA

wobeiw;, ws, . .. eine beliebige Abzahlung voA ist.

Lemmal3. i) > . .p(w) € [0,00] und ist wohldefiniert (d.h. unabhangig von der Abzah-

lung). Es gilt:
= 111
MGZAP(M) sup Zp (1.1.1)
\F\<oo
Insbesondere giMonotonie:
S pw) <> pw),  (ACB). (1.1.2)
w€eA weB

i) Ist A =J;2, A; eine disjunkte Zerlegung, dann gilt:

S pw) =3 pw)

w€eA i=1 weA;

Beweis. i) Seiw;,ws, ... eine beliebige Abzahlung voA. Aus p(w;) > 0 fur allei € N
folgt, dass die Partialsummén_, p(w;) monoton wachsend sind. Daraus folgt:

Zp w) = supr w;).

neN

Falls die Menge der Partialsummen von oben beschranktxistjest dieses Supremum
n [0,00). Andernfalls divergiert die Folge der Partialsummen imestt gegerH-oco. Zu

zeigen bleibt:
sup Zp w)) = sup Y p(w)  istunabhangig von der Abzahlung von A.
nEN FCA wel
|F|<o0

»<«: Fur allen € N gilt:

FCA
|F|<oo

z @)= g plo

da das Supremum auch Ubér= {w, ...,w,} gebildet wird. Damit folgt »<«.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle
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»>«: DaF C Aendlichist, gibtes eim € N, so das¥" C {wy,...,w,} . Also gilt:

n

S plw) £ D) £ 3 pw)

weF

Damit folgt »>«.

i) e Falls A endlich ist, giltA; # () nur fur endlich viele € N und alle A; sind endlich.
Die Behauptung folgt dann aus dem Kommutativ- und dem Astogesetz.

e Sei andernfallsi abzahlbar unendlich.

»<«: DaF C Aendlich, istF = | J;* F' N A;. Da diese Vereinigung disjunkt ist, folgt
mit o-Additivitat und Gleichung[(1.1]2):

P[F] =) P[FNA]<> PlA].
Mit ()] gilt auch:
PlA] = sup P[F] <) P[A)].

FeA ieN
|F|<oo

Damit folgt »<«.
»>«. SeienF; C A; endlich. Da dieF; disjunkt sind, folgt mito-Additivitat und Glei-
chung [(1.1.P) fur aller € N:

S piE)=p|Jr| <p|)al| =Pl
Mit (L.1.1) folgt
S PlA) < PlA)
und firn — oo schlief3lich -
i PA;] < P[A]

Damit folgt »>«.

Beweis von Saiz1.2. i) EsistP[Q)] =) _,p(w) = 1 nach Voraussetzung.
Seien4;, (i € N) disjunkt undA := (J;°, A;. Die o-Additivitat von P folgt aus Lemma
[L.3iiy:

PIUA] =PA =) @)= D plw) = > PlA]

weEA i=1 weA;

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



18 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

i) Aus dero-Additivitat von P folgt:

PlA] = P[ | J{w}] = PHw}.
w€EA wEA

disjunkt

Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Gleichverteilungen / Laplace-Modelle

Sei(2 endlich und nichtleetd = P(Q2) undp(w) = ‘51' far allew € €. Dann ist

_ |A]  Anzahl »gunstiger« Félle
Q] Anzahl aller Falle
die Wahrscheinlichkeitsverteilung zuund wird Gleichverteilung genannt.

PlA] (ACQ),

Beispiele. a) n FAIRE MUNZWURFE:

SeiQ2 = {0,1}" und P die Gleichverteilung. Dann ist
1
p(w) = on

b) ZUFALLIGE PERMUTATIONEN:
SeiQ? =S, = {w: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektive Abbildungen} und P die

Gleichverteilung. Dann ist

_ Al

ol

Beispiele fur zufallige Permutationen sind das Mischen ®ikartenspiels, Vertauschen

P[A]

von Huten oder Umzug in die LWK, wobeiSchlussel zufallig vertauscht werden. Es gilt:
noo1

P[»derk-te Schlussel passt auf Schlass= P[{w € S,, | w(i) = k}] = (n

nl n

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Schlissfort passt?

Das Ereignis »Schliissepasst« istd; = {w | w(i) = i} = {»i ist Fixpunkt«}. Die Wahr-
scheinlichkeit fir das Ereignis »ein Schlissel passt«@shmem Einschluss-/Ausschluss-

prinzip (Sat£1.B):

P|»es gibt mindestens einen Fixpunki« P[A; U A, U... U A,)]

:i(—l)k“ > PlA;, N A, N N A
k=1

1< <ia <. <ip<n

D S

n!
k=1 1< <i2<... < <n

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.1. EREIGNISSE UND IHRE WAHRSCHEINLICHKEIT 19

wobei die innere Summe Uber alteelementigen Teilmengen lauft. Es folgt:

S ()
" (-1

k!
k=1

Fur das Gegenereignis erhalten wir:
P]»kein Schlissel passt« P[»kein Fixpunkt« — P[»mindestens ein Fixpunkt«
N~ D
=1+)_ o
k=1

~ (=1
R

k=0

Die letzte Summe konvergiert fiir — oo gegene~!. Der Grenzwert existiert also und ist
weder0 noch1! Die Wahrscheinlichkeit hangt fir grof3enur wenig vonn ab.

Empirische Verteilungen

Seienxy, xs,...,x, € €2 Beobachtungsdaten oder Merkmalsauspragungen, zum Beilgsel
Alter aller Einwohner von Bonn. Sei

N[A]:=|{ie{l,...,n} | z; € A}|, die Anzahl bzw. Haufigkeit der Werte i, und
—_—, die relative Haufigkeit der Werte iA.

Dann istP eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aut, P(£2)) mit Massenfunktion

o) N2

n

, der relativen Haufigkeit der Merkmalsauspragungen

Beispiele. a) ABZAHLUNG ALLER MOGLICHEN FALLE:

Seixy,...,z, eine Abzahlung der Elemente §{h Dann stimmt die empirische Verteilung
mit der Gleichverteilung tGberein.

b) EMPIRISCHEVERTEILUNG VONn ZUFALLSZAHLEN AUS {1,2,3,4,5,6}:

x=RandomChoice[{1,2,3,4,5,6},n];

ListPlot [BinCounts[x[[1 ;; n], {1, 7, 1}]/n,
Filling —> Axis, PlotRange —> {0, 0.3},
PlotStyle —> PointSize[Large]], {n, 1, 100, 1}

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



20 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

0.30
0.25 f
0.20 f
0.15 f ° °
0.10 f

0.05

N
a1
(o2}

e n = 100: 0 1 2 3

0.30
0.25 f
0.20 f
0.15 f
0.10 f

0.05 -

e n = 10000: o 1 2 s 4 5

Cc) EMPIRISCHEVERTEILUNG DERBUCHSTABEN »A« BIS »Z«:

e in dem Wort »Eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen«:

freq = StringCount["eisenbahnschrankenwaerterhaeuschen", #] & /@
CharacterRange["a", "z"];

relfreq = freq/Total[freq];

ListPlot[relfreq, Filling —> Axis, PlotStyle —> PointSize[Large]]
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e in einem englischen Wérterbuch:

freq = Length[DictionaryLookup[# ~~ __ 1] & /@
CharacterRange["a", "z"];

relfreq = freq/Total[freq];

ListPlot[relfreq , Filling —> Axis, PlotStyle —> PointSize[Large]]
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d) BENFORDSCHESGESETZ
Das Benfordsche Gesetz, auch Newcomb-Benford’'s Law (NBL)Hre#xt eine Gesetz-
mafigkeit in der Verteilung der Ziffernstrukturen von Zatin empirischen Datensatzen,
zum Beispiel ihrer ersten Ziffern. Es lasst sich etwa in Dsé¢ren tUber Einwohnerzah-
len von Stadten, Geldbetrage in der Buchhaltung, Naturkotet etc. beobachten. Kurz
gefasst besagt es:
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»Je niedriger der zahlenmal3ige Wert einer Ziffernsequenz b&immter
Lange an einer bestimmten Stelle einer Zahl ist, umso wahrscidicher ist
ihr Auftreten. Fur die Anfangsziffern in Zahlen des Zehnersydems gilt zum
Beispiel: Zahlen mit der Anfangsziffer 1 treten etwa 6,5-mal & haufig auf
wie solche mit der Anfangsziffer 9.«

1881 wurde diese Gesetzmaligkeit von dem MathematikerrShieavcomb entdeckt und
im ,American Journal of Mathematics" publiziert. Er sollrberkt haben, dass in den be-
nutzten Buchern mit Logarithmentafeln, die Seiten mit Timemit Eins als erster Ziffer
deutlich schmutziger waren als die anderen Seiten, wedféémbar 6fter benutzt worden
seien. Die Abhandlung Newcombs blieb unbeachtet und wamschVergessenheit gera-
ten, als der Physiker Frank Benford (188®48) diese Gesetzmaligkeit wiederentdeckte
und dartber 1938 neu publizierte. Seither war diese Geéigkeit nach ihm benannt,
in neuerer Zeit wird aber durch die Bezeichnung »Newcomb-&erd Law« (NBL) dem
eigentlichen Urheber wieder Rechnung getragen. Bis vor veendghren war diese Ge-
setzmaRigkeit nicht einmal allen Statistikern bekannit Eeit der US-amerikanische Ma-
thematiker Theodore Hill versucht hat, die Benford-Veueg zur Losung praktischer Pro-
bleme nutzbar zu machen, ist inr Bekanntheitsgrad gewagkse | e: »Wikipedia)
HAUFIGKEITSVERTEILUNG DERANFANGSZIFFERN VONZAHLEN:

Ist d die erste Ziffer einer Dezimalzahl, so tritt sie nach dem Bedgchen Gesetz in
empirischen Datensétzen nédherungsweise mit folgendativesi Haufigkeitem(d) auf:

1
p(d) =logy 1+ pi =log,,d + 1 — log,, d.

In der Grafik untenQuel | e: »Wolfram Demonstrations Project«) werden die relativen
Haufigkeiten der Anfangszifferi bis 9 in den Anzahlen der Telefonanschliisse in allen
Landern der Erde mit den nach dem Benfordschen Gesetz pitogedsn relativen Hau-
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figkeiten verglichen.

1.2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei(Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition. 1) Einediskrete Zufallsvariable (ZV)st eine Abbildung
X: Q=5 S abzahlbar,
so dass fur allex € S qilt:
X Ha) ={weN| X(w)=a} €A (1.2.1)
Fur X *(a) (das Urbild vona unter X') schreiben wir im folgendefiX = a}.
ii) Die Verteilungvon X ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung, auf S mit Gewichten
px(a) := P{X = a}], (a €9).
Fur P[{X = a}] schreiben wir im folgendeR[ X = a].
Bemerkung. a) Inder Tatispx Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilunglgsi
SatZ1.2):
) Firallea € Sgilt:  px(a) >0
i) Da die Ereignissd X = a} disjunkt sind, folgt:

S pxla) =Y PX =a]=P[| J{X =a}] = P[O] = 1.

a€sS a€sS a€esS
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b) FurB C S qilt:

{(XeBl={weQX(w)eB} = J{X=a} €A, sowie
X-1(B) w€B  cq
P[X € B] = ZP[X =a] = ZPX(G) = px(B).

Die Verteilungyu.x gibt also an, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die Zufalgable X
Werte in bestimmten Mengen annimmt.

Beispiele(Zweimal wirfeln) SeiQ? = {w = (w1, ws) | w; € {1,...,6}} und seiP die Gleich-
verteilung.

a)
SeiX;: Q) — S:={1,2,3,4,5,6},
X(w) == w;, die Augenzahl desten Wurfs

X; ist eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilung,. Die Gewichte vonu, sind

1
px,;(a) = P[X; =a] = % =5 fur allea € S,

d.h. X; ist gleichverteilt.
b)

SeiY: 0 — S :={2,3,...,12}
Y (w) = Xi(w) + Xo(w), die Summe der Augenzahlen

Die Gewichte der Verteilung vor sind

fallsa € {2,12},

=
<
2
I
3
~
I
2,
I
gl &l~

fallsa € {3,11}, -

d.h.Y ist nicht mehr gleichverteilt!
Allgemeiner:

Beispiel. Sei{) = {wy, ..., w,} endlich,P die GleichverteilungX : 2 — S eine Zufallsvariable
undz; := X (w;). Dann ist
foeQ|X(w)=a}| [{l<i<n|z=ad}
1o n ’
also istu, die empirische Verteilung vomy, . . ., z,,.

PX =a] =
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Binomialverteilung

Beispiel (»Ziehen mit Zurtcklegen«Wir betrachten eine endliche Grundgesamtheit (Populati-
on, Zustandsraumy, zum Beispiel Kugeln in einer Urne, Vdgel im Wald, EinwohneiNRW.
Wir wollen nun die zuféllige Entnahme venEinzelstichproben mit Zuriicklegen aideschrei-
ben und setzen daher

Q=85"={w=(x1,...,2,) | x; € S}.
Wir nehmen an, dass alle kombinierten Stichproben gleichrsaneinlich sind, d.hP sei die
Gleichverteilung auf).
RELEVANTE ZUFALLSVARIABLEN UND EREIGNISSE

e i-ter Stichprobenwert:

XZ((,«)> = Z;,

] ol "
P[X;=a] = = =—, far all S,
[ al Q) S 5] urallea €

d.h. X; ist gleichverteilt aufS.

Sei £ C S eine bestimmte Merkmalsauspragung der Stichprobe, diemvinlgenden
als »Erfolg« bezeichnen (zum Beispiel schwarze Kugel, Baabag einer Amsel). Dann
kénnen wir die Ereignisse

{X; € E} »Erfolg beii-ter Stichprobex

betrachten. Es gilt:

FE
PIX, € E] = pix,(E) = %
Wir setzen
= %, »Erfolgswahrscheinlichkeit«

e Haufigkeit von E / »Anzahl der Erfolge«:
Seinun

N:Q—{0,1,2,...,n},
Nw) =|{1<i<n|X;(w) € E}|

die Anzahl der Einzelstichproben mit Merkmalsauspragbing
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Lemma 1.4.Fur k € {0,1,...,n} qgilt:

Beweis.Es gilt
o e 01N =k} = (1) IBFIS\EI,

wobei
(Z) =Anzahl der Mdglichkeitert Indizes aud1, ..., n} auszuwéahlen
fur die ein Erfolg eintritt,
|E|* =Anzahl der Moglichkeiten fiir jeden Erfolg,
|S\E|"~* =Anzahl der Méglichkeiten fiir jeden Misserfolg
Also gilt:

pix =1y - GUEFISVE™:_ () (181)" (19VE1y™

|S|™ k |S] |S]
n\ i n—k
= 1-— )
(k)p ( P)
]

Definition. Sein € N undp € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung af, 1, ..., n} mit
Massenfunktion

n _
o) = (1)1
heiRtBinomialverteilung mit Parameterm und p (kurz: Bin(n, p)).

Bemerkung. Dassp,,, eine Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertgjlist, folgt aus
Lemmd 138!

Bemerkung. Ereignissely, . . ., £, heildenunabhangig, falls
PE,NE,N...NE;,|=P|E,|-P[E,]--- P|E;]

firallek < nundl <i; <iy < ... <1, <ngil.
SindEy,. .., E, unabhangig un®[E;] = p, dann ist

P[»genauk der £; treten eing= (Z) p*(1=p)" ",

d.h. die Anzahl der Ereignisse, die eintreten, ist binoweidegilt. Der Beweis folgt weiter unten.
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Poissonverteilung

Beispiel (Warteschlange)Angenommen, die Kunden in einer Warteschlange komuoneath-
hangig voneinanderzu zufélligen (gleichverteilten) Zeitpunkten. Wie viele Kunden kommen i
einer Zeitspanne der Langgan? SeiV die Anzahl dieser Kunden ung = 1. Wir unterteilen
das Intervall0, 1]:

L1 L1
| —
0 + & 3 =

n

Wir machen die folgende Annahme (die natirlich in zu moded#inden Anwendungsproblemen
zu Uberprufen ist):

»Wennn sehr grof} ist, dann kommt in einer Zeitspanne der Léj;nmt immer
hdchstens ein Kunde.

E; stehe fiir das Ereignis, dass ein Kunde im Zeitinteryalf, -] ankommt { < i < n).
Wir nehmen aul3erdem an, dass die Wahrscheinlichkeit ungih&on: und naherungsweise
proportional zu% ist, also:

A

Fir das Ereignis, dass genatKunden im Zeitinterval(0, 1] ankommen, sollte dann gelten, dass
PN = k| ~ P[»genauk der E; treten eink~ p, 1 (k),

wobeip,, (k) das Gewicht vork unter der Binomialverteilung mit Parametermind2 ist. Diese
Néherung solltexflr groRe n immer genauer werden«

Satz 1.5(Poissonapproximation der Binomialverteilun®ei\ € (0, oo). Dann gilt:

PN

e k=012

lim p, (k) =

n—oo

Beweis.Es qilt:

B n n
—1 RN 1
/\k
— Ee A furn — oo
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Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung a{if, 1, 2, ...} mit Massenfunktion

)\k;
p(k):Ee_)‘7 k=0,1,2,...,

heil3tPoissonverteilung mit Parametex.

Aufgrund des Satzes verwendet man die Poissonverteilungdherungsweisen Modellierung
der Haufigkeit seltener Ereignisse (zum Beispiel Tippfelleginem Buch, Schadensfalle bei
Versicherung, Zusammenbriiche des T-Mobile-Netzes, nd)damit zur »Approximation« von
Binomialverteilungen mit kleiner Erfolgswahrscheinliditkp.

Fur haufigere Ereignisse (zum Beispiel wenn Erfolgswahratblekeit p unabhangig vom ist)
verwendet man hingegen besser eine Normalverteilung fwrndgsweisen Modellierung der
(geeignet reskalierten) relativen Héufigkgities Ereignisses fur grofke Definition und Eigen-
schaften von Normalverteilungen werden wir spater kereraeh.

Die folgenden (mit »Maple« erstellten) Graphiken zeigenRbisson- und Normalapproximati-
on (Poisson schwarz, Normalverteilung rot) der Binomidkimg (blau) fir unterschiedliche
Parameterwerte:

n =100, p=0,35 n =100, p = 0,02
0,08
005
004
0,024
(D00 oo o o on o ) L B o —
25 30 35 40 45 TTTERT T TTT TTTT TTTT TTTTTTTTTTT

-1 0 1 2 3 4 5

Hypergeometrische Verteilung

Beispiel (Ziehen ohne ZurucklegenWVir betrachtenn Kugeln in einer Urne (Wé&hler, Fische
im See, ...), davom rote undm — r schwarze. Gezogen wird eine zuféllige Stichprobe xon
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Kugeln, n < min(r, m —r). Sind alle Stichproben gleich wahrscheinlich, dann ispeieignetes
Modell gegeben durch:

Q=P{1,...,m}) = alle Teiimengen voK1, ..., m} der Kardinalitat:,

P = Gleichverteilung auf).
Wir definieren eine Zufallsvariabl&y: @ — {1,...,m} durch

N(w) := Anzahl der roten Kugeln in.

Fur das Ereignis, dass genauwote Kugeln in der Stichprobe sind, gilt:

HweNw =k _ (- (%)
€2 W)

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wihypergeometrische Verteilung mit Parameternm,

PN = K]

r und n genannt.

Bemerkung. Untersucht man die Asymptotik der hypergeometrischene\artg flirm — oo,
r — oo, p = - festundn fest, so gilt:

PN =k — <Z> p* (1 —p)",

d.h. die hypergeometrische Verteilung nahert sich der Biatwerteilung an. Eine anschauliche
Erklarung dafur ist:

Befinden sich sehr viele Kugeln in der Urne, dann ist der Unkeesl zwischen Ziehen mit und
ohne Zurlcklegen vernachlassigbar, da nur sehr selteelbeekugel zweimal gezogen wird.

1.3 Simulation von Gleichverteilungen

Ein (Pseudo-) Zufallszahlengeneratorist ein Algorithmus, der eine deterministische Folge
von ganzen Zahlen,, z», x3, . ..mit Werten zwischef und einem Maximalwert, — 1 erzeugt,
welche durch eine vorgegebene Klasse statistischer Tettswon einer Folge von Stichpro-
ben unabhangiger, afif, 1,2,..., m — 1} gleichverteilter ZufallsgréRen unterscheidbar ist. Ein
Zufallszahlengenerator erzeugt also nicht wirklich Zigal Zahlen. Die von »guten« Zufalls-
zahlengeneratoren erzeugten Zahlen haben aber stétsEsgenschaften, die denen von echten
Zufallszahlen in vielerlei (aber nicht in jeder) Hinsiclets ahnlich sind.
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Konkret werden die Pseudozufallszahlen Ublicherweise éine deterministische Rekurrenzre-
lation vom Typ

Tni1 :f(wn—k—&-l;mn—k-ﬁ-%"wxn)a n:k7k+17k+277

ausSaatwertenz, z», . . ., ¥, €rzeugt. In vielen Fallen hangt die Funktiomur von der letzten
erzeugten Zufallszahl,, ab. Wir betrachten einige Beispiele:

Lineare Kongruenzgeneratoren (LCG)

Bei linearen Kongruenzgeneratoren ist die Rekurrenzrelaton Typ

Tpi1 = (az, + ¢) mod m, n=0,1,2,....

Hierbei sinda, ¢ undm geeignet zu wahlende positive ganze Zahlen, zum Beispiel:

ZX81-Generator m=29%4+1, a=75, c=0
RANDU, IBM 360/370: m = 23!, a = 65539, c=10
Marsaglia-Generatar ~ m = 232, a = 69069, c=1.
Langlands-Generator —m = 24, a = 142412240584757, ¢ = 11.

Um einen ersten Eindruck zu erhalten, wie die Qualitat dezwegten Pseudozufallszahlen vgn
¢ undm abhéangt, implementieren wir die Generatoren mit »Matheraat

f[x_] := Mod[a x + ¢, m]

Beispiel. Wir beginnen zur Demonstration mit dem Beispiel eines gahlesbten LCG:

a =11, ¢ = 0; m = 63;
pseudorandomdata NestList[f, 1, 300];
ListPlot [pseudorandomdata]
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Die Folge von Zufallszahlen ist in diesem Fall periodisch emer Periode, die viel kleiner ist

als die maximal mdgliches8). Dies rechnet man auch leicht nach.

Periodizitat mit Periode kleiner als m kann man leicht alésBen. Es gilt namlich:

Satz(Knuth). Die Periode eines LCG ist gleiclh genau dann, wenn

i) cundm teilerfremd sind,

i) jeder Primfaktor vorm ein Teiler vora — 1 ist, und

iii) falls 4 ein Teiler vonm ist, dann auch voa — 1.

Beweis.sieheD. Knut h: »The art of computer programming, Vol. 2.« n

Beispiel (ZX 81-Generator) Hier ergibt sich ein besseres Bild, solange wir nur die Viengj

der einzelnen Zufallszahlen betrachten:

a=175,¢c=0;, m= 2716 + 1;

pseudorandomdata NestList[f, 1, 30000];

ListPlot[pseudorandomdata]
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5000 A 10000 15 00 20 00 25 00 30 000

Fassen wir jedoch Paafe;, x;,1) von aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen als Koardi

ten eines zweidimensionalen Pseudozufallsvektors adfbatrachten die empirische Verteilung
dieser Vektoren, so ergibt sich keine besonders gute Appedion einer zweidimensionalen

Gleichverteilung:

l'l

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2]ListPlot[blocks]
o

B

10000 20000 30000 40000 50 00 60 000

Beispiel (RANDU). Hier scheinen sowohl die einzelnen Pseudozufallszah)ezls auch die
Vektoren(z;, ;1) ndherungsweise gleichverteilt zu sein:

a = 65539; ¢ = 0; m= 2731,
pseudorandomdata NestList[f, 1, 30000];
ListPlot [pseudorandomdata]
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2.0x10°§

1.5x% 10°

1.0x 10°

5.0% 10% }

500 10000 15000 20000 25000 SOOOC

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2]ListPlot[blocks]

Fassen wir aber jeweils drei aufeinanderfolgende Psetaészahlen als Koordinaten eines Vek-
tors

(w5, zi11, Tir2) iIM Z3auf, dann ist die empirische Verteilung dieser Pseudoswtttoren keine
Gleichverteilung mehr, sondern konzentriert sich aufduzweidimensionalen Hyperebenen:

blocks3 = Partition [pseudorandomdata, 3]; ListPointPlot3D[blocks3]
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Beispiel (Marsaglia-Generator)Der von Marsaglia 1972 vorgeschlagene LCG besteht dagegen
alle obigen Tests (und einige weitere):

a = 60069;, c = 1, m= 2732,
pseudorandomdata NestList[f, 1, 30000];
ListPlot[pseudorandomdata]

5000 10000 15000

20000 25 00 30000

blocks = Partition [pseudorandomdata, 2];
ListPlot[blocks]
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1x10°  2x10° 3x10°  4x10°

blocks3 = Partition [pseudorandomdata, 3];
ListPointPlot3D[blocks3]

Dies bedeutet nattrlich nicht, dal3 die vom Marsaglia-Gaoererzeugte Folge eine fille
Zwecke akzeptable Approximation einer Folge von unablgiargStichproben von der Gleich-
verteilung ist. Da die Folge in Wirklichkeit determinigtisist, kann man einen Test konstruieren,
der sie von einer echten Zufallsfolge unterscheidet.

Shift-Register-Generatoren

Bei Shift-Register-Generatoren interpretiert man eine Zal {0,1,... 2~ — 1} zunachst als
Binarzahl bzw. als Vektor auf), 1}*, und wendet dann eine gegebene Maffidarauf an, um
Zn41 ZU erhalten:

Tpr1 = Txy, n=20,1,2,....
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Kombination von Zufallszahlengeneratoren

Zufallszahlengeneratoren lassen sich kombinieren, zurspBgiindem man die von mehreren
Zufallszahlengeneratoren erzeugten Folgen von Pseualtsashlen aug0,1,...m — 1} mo-
dulom addiert. Auf diese Weise erhélt man sehr leistungsfahidgaliBaahlengeneratoren, zum
Beispiel den Kiss-Generator von Marsaglia, der einen LCG wal 3hift-Register-Generatoren
kombiniert, Period@” hat, und umfangreiche statistische Tests besteht.

Zufallszahlen aus [0,1)

Ein Zufallszahlengenerator kann nattrlich nicht wirkligkelle Pseudozufallszahlen erzeugen,
die die Gleichverteilung auf dem Intervall, 1) simulieren, denn dazu wirden unendlich vie-
le »zufallige« Nachkommastellen benotigt. Stattdessedevelblicherweise (pseudo-)zufallige

Dezimalzahlen vom Typ

n— n € 0717"'7 _17
u - x, €4 m—1}

erzeugt, wobein vorgegeben ist (zum Beispiel Darstellungsgenauigkeit desphiters), und:,,
eine Folge ganzzahliger Pseudozufallszahlen{@u4, ..., m - 1 ist. In »Mathematica« kann
man mit

RandomRea[specWorkingPrecision—> k}

L 1

pseudozuféllige Dezimalzahlen mit einer beliebigen vgeipenen Anzaht von Nachkommas-
tellen erzeugen.

Zufallspermutationen
Der folgende Algorithmus erzeugt eine (pseudo-)zufalkgemutation aus), :

Algorithmus 1.6 (RPERM)

rperm[n_] :=
Module[{x = Range[n], k, a}, BeginnmitlListe1,2,...,n
Do[
k = Randomlinteger[{i, n}];
a = x[[i]]; x[[i]] = x[[k]1]; x[[k]] = a; (Vertausche z[[i]] undz[[k]])
, {i, n — 1}]; (Schleife,qlauftvonl bisn — 1)
X (Ausgabe vor) |

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



1.4. ERWARTUNGSWERT 37

rperm[17]
{12, 5, 13, 8, 17, 9, 10, 6, 1, 7, 16, 15, 14, 4, 2, 3, 11}

UBUNG:
SeiQ, ={1,2,...,n} x{2,3,...,n} x -+ x {n—1,n}.

a) Zeigen Sie, daf3 die Abbildung(w) = 7,1, , © -0 Ta, © T1 4, €ine Bijektion vort2,
nachs,, ist (7, ; bezeichnet die Transposition von i und j).

b) Folgern Sie, dal’ der Algorithmus oben tatsachlich eimEh@tobe einer gleichverteilten
Zufallspermutation aus,, simuliert.

1.4 Erwartungswert

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsrauns, C R abzahlbar und(: 2 — S eine Zufallsvaria-
ble auf(Q2, A, P).

Definition. Der Erwartungswertvon X bzgl. P ist definiert als
E[X]:= Za -P[X =a] = Za -px(a),
a€sS a€esS

sofern die Summe auf der rechten Seite wohldefiniert istiddbhéngig von der Abzahlung von
S).

Bemerkung. a) FallsX(w) > 0 fur allew € 2 gilt, sind alle Summanden der Reihe nichtne-
gativ und der Erwartungswefi| X | € [0, co] wohldefiniert.

b) Falls die Reihe absolut konvergiert, d.h. fall3, ¢ |a| - P[X = a] endlich ist, ist der
Erwartungswer'[ X| € R wohldefiniert.
E[X] kann als dePrognosewertoder(gewichteter) Mittelwert fur X (w) interpretiert werden.

Beispiel(Indikatorfunktion eines Ereignissesc A). Sei

1 fallsw € A,

0 fallsw e A°.

X(w) = I4(w) = {
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Ein Beispiel dafir ist ein elementarer Versicherungskaatnat Leistung

¢ fallswe A, »Schadensfall«

0 sonst
Dann gilt:
Y=c-Ip und E[Y]=c-P[A].
Beispiel (Poissonverteilung)Sei X Poisson-verteilt mit Parametar Dann ist der Erwartungs-
wert

00 00 Ak 7/\ 00 )\k,1 7)\ 00 Ak 7)\
k=0 k=0 k=1 k=0

Wir kdbnnen daher den Parameteals Erwartungswert oder die mittlere Haufigkeit des Ereigni
ses interpretieren.

Transformationssatz

Sei nunS eine beliebige abzéhlbare Menge, S — R eine Funktion undX : 2 — S eine
Zufallsvariable. Wir definieren
9(X): Q =R,
w = g(X(w)).
g(X) ist einereellwertige Zufallsvariable.

Satz 1.7(Transformationssatzs gilt

E[g(X)] = g(a) - P[X = d],

a€sS
falls die Summe wohldefiniert ist (zum Beispiel fallsichtnegativ ist oder die Summe absolut

konvergiert).

Beweis.Es gilt mit Verwendung des-Additivitat

Elg(X)]= Y _ b-PlgX)=0b]=> b-P[ |J {X=a}]

beg(S) beg(S) acg=*(b)

=Y b > PX=d

beg(S)  acg=1(b)

=3 Y gla)-PiX=d

beg(S) acg=1(b)

= Zg(a) - P[X = al.

a€sS

]
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Bemerkung. a) Insbesondere gilt:
E[X[)=)_la|- P[X
acs

Ist E£[|X|] endlich, dann konvergie®[X] = > a - P[X = a| absolut.

b) IstQ) abzahlbar, dann folgt fuK : 2 — R:
E[X]=E[Xoidg] = > X(w)- P{w}] =Y _ X(w)
we we

wobeiidy, die identische Abbildung au? bezeichnet. Der Erwartungswert ist adpeswvich-
tete Mittel. Ist P die Gleichverteilung auf?, folgt weiter:

Der Erwartungswert ist in diesem Spezialfall daghmetische Mittel .

Beispiel (Sankt-Petersburg-Paradoxoiyir betrachten ein Glucksspiel mit fairen Minzwirfen
X1, X5, ..., wobei sich der Gewinn in jeder Runde verdoppelt bis zum erstal »Kopf« fallt,
dann ist das Spiel beendet.Wie hoch ware eine faire Teilegkbitihr fur dieses Spiel?

Der Gewinn ist

Glw) = 27, mit
T'(w) :=min{n € N| X, (w) = 1}, der Wartezeit auf »Kopf«.

Fir den erwarteten Gewinn ergibt sich

=> . PT=k=) 2" PX;=- =X, =1,X, =0 =) 2F2*
k=1 k=1 k=1
= OQ.

Das Spiel sollte also auf den ersten Blick bei beliebig hoteindhmegebuhr attraktiv sein —
dennoch wére wohl kaum jemand bereit, einen sehr hohentgingaahlen.

Eine angemessenere Beschreibung — vom Blickwinkel des $pels betrachtet — erhalt man,
wenn man eine (Ublicherweise als monoton wachsend und kordtausgesetzte) Nutzenfunk-
tion u(x) einfuhrt, die den Nutzen beschreibt, den der Spieler vomitilap hat. Fir kleiner
konnte etwau(z) = « gelten, aber fir grof3e wére plausiblen(z) < x. Dann istc ein fairer
Einsatz aus Sicht des Spielers, werin) = E[u(G)] gilt.
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Linearitdt und Monotonie des Erwartungswertes

Satz 1.8(Linearitat des ErwartungswertspeienX : 2 — Sxy C RundY : Q@ — Sy C R
diskrete reellwertige Zufallsvariablen adf2, A, P), fur die E[|X|] und E[|Y|] endlich sind,
dann gilt:

EANX +uY]=AE[X]|+uEY] furalle A\, u € R.

Beweis.Wir definiereng: Sx x Sy = R, (z,y) — Az +py. Dannistg(X,Y) =AX +puY
eine Zufallsvariable mit Werten iy x Sy. Mit dem Transformationssatz folgt:

EXX +pY] = Elg(X,Y)]

=) ) g(ab) PIX =a,Y =] (1.4.1)
a€Sx beSy
=Y ) (Na+ub)PIX =aY =10
a€Sx beSy
=AY a) PX=aY=b+p) b> PX=aY =10
a€Sx bESYy beSy a€Sx
=AY aP[X=a+p > bPY =0
aES’X bESy
— AE[X] + p E[Y].

Hierbei konvergiert die Reihe in (1.4.1) absolut, da

S Pt ubl PIX =0,y =8 < N 3 Jol PIX = a] + [l Y 1P =1
a€Sx beSy a€Sx beSy
= A B[ X[+ [ul £[]Y]]

nach Voraussetzung endlich ist. O]

Korollar (Monotonie des Erwartungswertsyeien die Voraussetzungen von $atz 1.8 erfillt. Sei
zuséatzlichX (w) < Y(w) fur alle w € Q, dann gilt:

E[X] < E]Y].

Beweis.Nach Voraussetzung gilt” — X)(w) > 0 fur allew € 2, weshalb der Erwartungswert
E[Y — X] nichtnegativ ist. Aufgrund der Linearitat des Erwartungsw folgt:

0 < E[Y — X] = E[Y] - E[X].

]
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Beispiele(Unabhangigé)-1-Experimente) SeienA;, A,, ..., A, € A unabhangige Ereignisse
mit Wahrscheinlichkeip, und sei

X; =14, die Indikatorfunktion des Ereignissels, i =0, ..., n.
a) Die ZufallsvariablenX; sindBernoulli-verteilt mit Parameter p, d.h.

¥ 1 mit Wahrscheinlichkeip,

0 mit Wahrscheinlichkeil — p.

Also gilt:
E[Xi] = Ell] = P[A] = p,

analog zu Beispié¢[1l4.

b) Die Anzahl
S,=X1+Xo+--+ X,

der Ereignisse, die eintreten, ist binomialverteilt mitdPaeternn und p (siehe Ubung),
d.h.

n _
PIs, =k = () ot
Den Erwartungswert kann man daher wie folgt berechnen:

E[S:] = k- P[S, =k = Z’“(Z) pF(1—p)

=...=np.

Einfacher benutzt man aber die Linearitat des Erwartungsywend erhéalt

ZXi] = ZE[XJ =np,

sogarohne Verwendung der Unabhé&ngigkeit

E[S,| = E

Beispiel (Abhangige0-1-Experimente) Wir betrachten eine Population ansObjekten, davon
r rote, aus der eine Zufallsstichprobe au®bjekten ohne Zuriicklegen entnommen witd<
min(r, m — r). SeiA; das Ereignis, dass dage Objekt in der Stichprobe rot ist, und, = 14,.
Die Anzahl

Sp=X1+---+X,
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42 KAPITEL 1. DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

der roten Objekte in der Zufallsstichprobe ist dann hypengetrisch verteilt mit Parametern,
r undn. Als Erwartungswert dieser Verteilung erhalten wir anatag letzten Beispiel:

E[S,] = Z ElX)] = Z P[A] =n %

Beispiel (Inversionen von Zufallspermutationer§eien(2 = S,, die Menge aller Permutationen
w:{1,...,n} = {1,...,n}, P die Gleichverteilung auf?, und

N(w) = () | i < jundw(i) > w(j)},
die Anzahl der Inversionen einer Permutatior 2. Dann gilt

N = Z Ia,,, wobei

1<i<j<n

Aij=A{w € S [w(i) >w(j)}

das Ereignis ist, dass eine Inversion vamd j auftritt. Es folgt:

BN =3 Blly,] = > Pliw e Sufw(i) >wil =35 = % (Z) - n(n4_ 2

ANWENDUNG: Beim Sortieralgorithmus »Insertion Sort« wird der Wei(ti) einer Liste
{w(1),w(2),...,w(n)} beim Einfligen vorw(j) genau dann verschoben, wen(y) < w(i)
gilt. Ist die Anfangsanordnung eine Zufallspermutation kierrekten Anordnung, dann ist die
mittlere Anzahl der Verschiebungen, die der Algorithmuswmomt, also gleicHW;—‘l).

Satz 1.9(Einschluss-/Ausschlussprinzigyir n € N und Ereignissed,, ..., A, € A qilt:

PIA UA U UA]=) (D" Y PlA,NA,N...NA].

k=1 1< <. <ix<n
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Beweis.Wir betrachten zunachst das Gegenereignis, und drickewalescheinlichkeiten als
Erwartungswerte von Indikatorfunktionen aus. Unter Ausang der Linearitat des Erwartungs-
werts erhalten wir:

P(AU--UA) =P[AT N N AT] = E[Iycn. nac]

n

_ E[ﬁIAic] = E[H(l —14,)]

3

=) (—1)* Z E[-’A” ..... ]A”J
k=0 1<i1 <. < <n

- Z(—l)k Z E[]Ailm...mAik}
k=0 1< <..<ipg<n
k=0 1<i1 <. <ix<n

Es folgt:
PAU--UA]=1-P[(A U - UA,)"]

=> (=) > PIANA, N NA]L

k=1 1<it<...<ip<n
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A Ereignisse. Was ist die Wahrschein-
lichkeit dafuir, dass! eintritt, wenn wir schon wissen, dasgseintritt?

Relevante Falle: weB
Davon gunstige Falle:w € AN B

Definition. SeiP[B] # 0. Dann heif3t
P[A|B] :=

die bedingte Wahrscheinlichkeit voml gegebenB.

Bemerkung. a) P[e |B]: A— P[A|B]ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ait, A),
die bedingte Verteilung gegebenB . Der Erwartungswert
E[X|B] =) a-P[X =a|B
a€s
einer diskreten Zufallsvariabl& : 2 — S bzgl. der bedingten Verteilung heiBedingte
Erwartung von X gegebens.

b) Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Merigedann gilt:

AN B[/|Q  |ANB|

PAIB= =570 =

furalle A, B C Q.

44
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Beispiele. a) Wir betrachten eine Familie mit 2 Kindern, und stellen Brage nach dem

Geschlecht der Kinder. Sei daher

Q= {JJ,JM, MJ,MM?}.

Angenommen, alle Falle waren gleich wahrscheinlich. Daln g
{MM}| 1

o _
[»beide Madchentoeines Madeheri« =y T = 5

{MM}| 1

P[»beide Madchen*o)das erste ist Madcheh«; W 97

In Wirklichkeit sind die Kombinatione J und M M wahrscheinlicher.

b) Bei 20 fairen Munzwdurfen fallt 15-mal »Zahl«. Wie grof3 it &Vahrscheinlichkeit, dass

die ersten 5 Wurfe »Zahl« ergeben haben? Sei

Q:{w: (fL‘l,...l’Qo) |l'7, S {0,1}}, und
X;(w) =, der Ausgang desten Wurfs.

Es qilt:
20
20 P[X;=...=X;=1und)_X; = 10]
P[X,=..=X;=1| Y X;=15] = _ i=6
i=1 P[> X; = 15]
=1
B 2—5.2—15(}8) 1514011 1
- 2720@(5)) ~920-19-----16 5
Dagegen isP[X; = ... = X5 = 1] = 5.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Fallunterscheidag
Sei() = |J H; eine disjunkte Zerlegung vdn in abzahlbar viele Félle (»Hypothesernk) , i €

I.

Satz 2.1(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). Fur alle A € A gilt:
PlA]= ) P[AH] P[H]

i€l
P[H;]#0
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46 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Beweis.EsistA = An (UH:;) = U(AN H,;) eine disjunkte Vereinigung, also gilt naeh
i€l el
Additivitat: ) )
P[A]=Y P[AnH]=)Y P[AnH] = Y P[AH,]- P[H,.

el €l _ falls P[H;]=0 i€l
P[H;]#0

]

Beispiel. Urne 1 enthalte rote und3 schwarze Kugeln, Urne 2 enthalleote und4 schwarze
Kugeln. Wir legen eine Kugek’; von Urne 1 in Urne 2 und ziehen eine Kuge&} aus Urne 2.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit isk’, rot?

P[Ksrot) = P[Ky rot| K rot] - P[K, rot] + P[K, rot| K, schwarZz- P[K, schwarZ
_ 42 .33 17
8 5 8 5 40

Beispiel (Simpson-ParadoxonBewerbungen in Berkeley:

BEWERBUNGEN INBERKELEY

Statistik 1: | Manner angenommemlj Frauen angenommen)
2083 996 1067 349

EMPINSChe | prain] ~ 0,48 PIAIF] ~ 0,33

Verteilung:

GENAUERE ANALYSE DURCH UNTERTEILUNG IN 4 FACHBEREICHE
Statistik 2: | Manner angenommemj Frauen angenommeni}
Bereich 1 825 511 62% 108 89 82%
Bereich 2 560 353 63% 25 17 68%
Bereich 3 325 110 34% 593 219 37%
Bereich 4 373 22 6% 341 24 7%

Sei Py [A] := P[A|M] die empirische Verteilung unter Mannern uid|A] := P[A|F] die
empirische Verteilung unter Frauen, angenommen zu weienAufgliederung nach Fachbe-
reichen ergibt folgende Zerlegung in Hypothesen:

PylA] = PylA|H;) Py[H)), Pp[A] =) Pp[A|H;) Pr[Hj].

=1 =1
Im Beispiel istPr[A|H;| > Py[A|H;] fur alle i, aberdennoch Pr[A] < Py[A]. Die erste Statis-
tik vermischt verschiedene Populationen und legt deshalbtaell eine falsche Schlussfolgerung

nahe.
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Bayessche Regel

Wie wahrscheinlich sind die Hypotheséh? Ohne zuséatzliche Information i8Y H;| die Wahr-
scheinlichkeit vonH;. In der Bayesschen Statistik interpretiert maif;] als unsere subjektive
Einschéatzung (aufgrund von vorhandenem oder nicht vorraem Vorwissen) tber die vorlie-
gende Situation (»a priori degree of belief«).

Angenommen, wir wissen nun zusatzlich, dass ein Ereignis A mit P[A] # 0 eintritt, und

wir kennen die bedingte Wahrscheinlichkeit (»likelihopdA| H;] fur das Eintreten vord unter

der Hypothesdd; fur jedesi € I mit P[H;] # 0. Wie sieht dann unsere neue Einschéatzung der
Wahrscheinlichkeiten defl; (»a posteriori degree of belief«) aus?

Korollar (Bayessche Regelfur A € A mit P[A] # 0 gilt:

_ P[A|H}] - P[H]] N : .
PH;|A] = S~ P[A|H,] - P, fur alle: € I mit P[H;] # 0, d.h.
Jel
P[H;]#0

P[H;|A] = c- P[H;] - P[A[H}],

wobei ¢ eine von unabhéngige Konstante ist.

Beweis.Es qilt:

_ P[AnH;|  P[A[H,]- P[H)]
PURNAL= =0 = s PAIH,]- P,
Pl 10

]

Beispiel. Von 10.000 Personen eines Alters habe einer die Krankhelfin Test sei positiv{)
bei 96% der Kranken und 0,1% der Gesunden.

A priori: PIK] = . PIKC] = 228
Likelihood: P[+|K] = 0,96. P[+|K®] = 0,001.
A posteriori:
PIK|4] = PLt|K] - PIK]
P[+|K] - P[K] + P[+|K¢] - P[KY]
0,96 - 1074 1

T 0,96-10 4 +102-0,9999 11"
Daraus folgt insbesonder2{K“|+] ~ 12, d.h. ohne zusatzliche Informationen muss man davon

ausgehen, dasﬁ der positiv getesteten Personen in Wirklichkeit gesund!sin
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2.2 Mehrstufige diskrete Modelle

Wir betrachten eim-stufiges Zufallsexperiment. Sind, . . ., ©2,, abzahlbare Stichprobenrdume
der Teilexperimente, dann kdnnen wir

Qlex...xQn:{(u}l,...,wn)|wiEQi}

als Stichprobenraum des Gesamtexperiments auffasseretmahsl = P(2). Firw € Q und
k=1,...,nsei

Xi(w) = wy, der Ausgang dek-ten Teilexperiments.
Angenommen, wir kennen
P[X) = x1] = pi(xy), furaller; € Qq, (2.2.1)
die Verteilung (Massenfunktion) voki,, sowie
PXy =a, | Xy =21,..., Xp1 = xp1] = prlag | 21, -y 1), (2.2.2)

die bedingte Verteilung voiX, gegebenX,... X,  fiurk = 2,...n, z; € Q; mit P[X; =
L1y 7Xk_1 == £L‘k_1] 7é 0.
Wie sieht die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilithguf ) aus?

Satz 2.2.Seienp; undpi( e | z1,...,z_1) fUr jedesk = 2,...,nundx; € Qy,..., 251 €
;1 die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilanff,. Dann existiert genau eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, .A) mit (2.2.1)und (2.2.2) Diese ist bestimmt durch die
Massenfunktion

p(xh e 7$n) :p1(I1)p2($2 ’ Il)p3($3 | Ihxz) s 'pn(ﬁn | A PRI 7%—1)-

Beweis.

e EINDEUTIGKEIT:
Wir behaupten, dass fur eine Verteilufgmit (2.2.1) und[(2.212) gilt:

PIX1=z1,...,Xp = x| = p1(x1)-paxa | 1) -+ (k| 21, - ., 1), kE=1,...,n.
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Der Induktionsanfang folgt aus Bedinguiig (212.1). Sei dikikiionsbehauptung fikr— 1
wahr, dann folgt nach Induktionsannahme Und (2.2.2):

PXi=my,..., X =2 =P[X1 =21,..., X1 = Tpp1]
PXi =21, X =2 | Xn =200, Xpo1 = g4
=p1(1) - pa(z2 | 21) - P (Tpr [ 21,0 Tp2)

'pk(l“k | Tiyew- Jxk—l)u

falls P[X; = 1,..., Xs—1 = x,_1] # 0. Andernfalls verschwinden beide Seiten und die
Behauptung folgt. FUk = n erhalten wir als Massenfunktion vad

p(x1,...,x,) =P Xys =a1,..., Xp =, =p1(21) - oo | 21,y 2p1).

e EXISTENZ:
p ist Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteiluhguf 2, x --- x Q,,, denn:

Z Z p(xy,. .., x,) = Z p1(xy) Z po(xa | 1) ... Z po(Tn | 21,0, Tp)

T1€Q Tn€Qn 1601 r2€Q2 Tn€Qn

J/

-~

=1
= 1.

Far P gilt:
PXi=z,.. X =x] = Z ...Zp(xl,...,a:n)
Z‘k+1€Qk+1 Tn€Qn

:pl(fl)p2($2 | xl) te pk(fk | L1y 7$k—1)7 k= ]-7 sy T

Damit folgen [(2.2.11) und (2.2.2).

Beispiel. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Skat jedésl8pgenau einen der vier
Buben erhalt? Sei

Q = {(w1,ws,ws3) |w; €1{0,1,2,3,4}},

X;(w) = w; = Anzahl der Buben von Spieler
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ps(alaa)
polala)  aa =——
T

pslbjaa

aaa

aab

/
\ |bb)

\
p3(b|bb)
ps(alca)

- —

\
ps(b|ca)

w chba

pg(b|c) cb W .

p3lo|c

bba

bbb

caa
) ca
cab

Abbildung 2.1: Baumdarstellung der Fallunterscheidungen

Es qgilt:
(o) (10s) | _
pi(ry) = e, hypergeometrische Verteilung,
(10)
(4—x1) (18+m1>
X9 0—x2
pz(xz | $1) = 2—21
(i0)
(4711712)(184»11«%12)
8 10—z falls 2 <x1+ax+23 < 4,
p3(xs | 21, 12) = (0)
0 sonst.
Damit folgt:

p(1L,1,1) = pi(1) pa(1 [ 1) ps(1 | 1,1) = 5, 56%.

Im folgenden betrachten wir zwei fundamentale Klassen vehrstufigen Modellen, Produkt-
modelle und Markov-Ketten.
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Produktmodelle

Angenommen, der Ausgang degen Experiments hangt nicht ven, ..., z;_; ab. Dann sollte
gelten:

pi($i ’ L1y 7%‘71) :pi($i)

mit einer vonzy, . . ., x;_; unabhangigen Massenfunktippeiner Wahrscheinlichkeitsverteilung
P; auf(2;. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (2 hat dann die Massenfunktion

p(xy,...,x sz (x;), x €. (2.2.3)

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q = ©; x ... x €, mit Massenfunktion
(2.2.3)heilRtProduktvon Py, ..., P, und wird mitP; ® ... ® P, notiert.

Beispiel(n-dimensionale Bernoulli-Verteilung)Vir betrachtem unabh&éngigé-1-Experimente
mit Erfolgswahrscheinlichkeijt:

0 =...=Q,={0,1}, pi(l) = p, pi(0) =1—p, i=1,...,n.
Seik = , z; die Anzahl der Einsen. Dann ist

p T1yenon, X sz xz — p)n—k

die n-dimensionale Bernoulli-Verteilung.

Bemerkung. Sind die Mengeri2;, i = 1,...,n endlich, und istP; die Gleichverteilung auf?;,
dannistP, ® ... ® P, die Gleichverteilung auf2; x ... x €,,.

Die Multiplikativitat im Produktmodell gilt nicht nur fir i@ Massenfunktion, sondern allgemei-
ner fur die Wahrscheinlichkeiten, dass in den Teilexpenit®e bestimmte Ereignissé,, . ..

Y

A,, eintreten:

Satz 2.3.Im Produktmodell gilt fir beliebige Ereignisse C Q;,i=1,...,n
P[Xy € Ay,.... X, € A)) = [[PIX:i €A (2.2.4)
=1
I H
P[A; x ... x A, HPi[Ai]
=1

(d.h. Xy, ..., X, sindunabhangigeZufallsvariablen, siehe néachsten Abschnitt).
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Beweis.Es qilt:

P[XlGAI,...,XHEAH]:P[(Xl,...,Xn>€A1X"'XATL]:P[A1X"'XAH]

= Z p(x) = Z Z ﬁpl(xl)

T€EAI XX Ap T1 €A Tn€A, i=1
n n
=1 > piz:) =] P4
=1 IqjeAi =1

Insbesondere gilt:

PX; e Aj]=P[X;€Q,....X; 1€, X; € A, X1 €9Q,....X, € Q] = B[A]

Markov-Ketten

Zur Modellierung einer zufalligen zeitlichen Entwicklungt abz&hlbarem Zustandsrausrbe-
trachten wir den Stichprobenraum

Q= Sn+1 = {(1’0,1’1,...,1’”) ’ T; € S}

Oft ist es naheliegend anzunehmen, dass die Weiterentwmigkdles Systems nur vom gegen-
wartigen Zustand, aber nicht vom vorherigen Verlauf abh&siein Gedachtnis«), d.h. es sollte
gelten:

pk(Ik | Zoy - - qu—l) = pk(xk—laxk) ) (2-2-5)
N———
»Bewegungsgesetz«

wobeip, : S x S — [0, 1] folgende Bedingungen erfullt:

) pr(z,y) >0 furallex,y € S

i) > cspr(z,y)=1 furallex € S
d.h.pi(z, e) ist fur jedesr € S die Massenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilangs.

Definition. Eine Matrix py(z,y) (z,y € S) mit[i)] und[ii) heitstochastische Matrix(oder
stochastischer Kerpauf S.

Im Mehrstufenmodell folgt aus Gleichund(2.2,5):

p(To, 21, .., xn) =  po(xo)  pr(xo,x1) pa(x1,22) - Pu(Tp—1, Tn), furzg,..., 2z, € S.
——
»Startverteilung«
Den Fall, in dem der Ubergangsmechanism&r, y) = p(z,y) unabhangig vork ist, nennt
manzeitlich homogen
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Beispiele. a) PRODUKTMODELL (siehe oben):

pr(z,y) = pr(y) ist unabhéngig von.

b) ABHANGIGE MUNZWURFE:

S={0.1}, eel-35 3]

C) SELBSTBEFRUCHTUNG VONPFLANZEN:

L L
IC J A ]

=3

Il
S = =
O = O
— = O

d) RANDOM WALK AUF S = Z, (d € N):

J

T
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L
2d

0 sonst.

falls|z —y| =1,
p(x,y) =

e) URNENMODELL VON P.UND T. EHRENFEST(Austausch von Gasmolekulen in zwei Be-

héltern):
° o ../y. LIPS

Es seienN Kugeln auf zwei Urnen verteilt. Zu jedem Zeitpunkte N wechselt eine
zufallig ausgewahlte Kugel die Urne.

MAKROSKOPISCHESMODELL:

S={0,1,2,...,n}.

x € S beschreibt die Anzahl Kugeln in der ersten Urne.

z fallsy =z — 1,
=t fallsy =x+1,

n

0 sonst.

p(z,y) =

MIKROSKOPISCHESMODELL:
S = {07 1}n = {(0-17 s 70“) | g; € {07 1}}
Esisto; = 1 genau dann, wenn sich dige Kugel in Urne 1 befindet.

_ ~ falls % oy —0i| =1,
p(o,0) =
0 sonst.

Die resultierende Markov-Kette ist ein Random Walk auf denpétyurfel{0,1}", d.h.
sie springt in jedem Schritt von einer Ecke des Hyperwiudelsiner zuféllig ausgewahlten
benachbarten Ecke.
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Satz 2.4(Markov-Eigenschaft)Fur alle 0 < k£ < [ < nundz,...,z; € S mit P[X, =
mo,...,Xk :.Tk] 7£ Ogllt

PXi=x|Xo=w,..., X, =ax] = P[X;=u|X) =

= (pk+1 P2 'pl)($k, SEZ),

wobei

(pa)(z,y) = > plr,2)q(zy)

z€S

das Produkt der Matrizep undg ist.

Bemerkung. a) MARKOV-EIGENSCHAFT.
Die Weiterentwicklung hangt jeweils nur vom gegenwartigestandz; ab, und nicht vom
vorherigen Verlaufeg, z1, ..., ;1.

b) n-SCHRITT-UBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN

PXo=y|Xo=12] = (p1p2---pn)(@,y)
= p"(z,y) falls zeitlich homogen d.h.p; = p.

Beweis.
P[Xo :Qfo,...,Xk :.Cljk,Xl :.Clﬁl]
P[X():ZEO,...,Xk :l’k]
B Zxk“ ,,,,, _— po(wo) p1(xo, v1) - - - pr(T1-1, 71)
Po($o)p1($o, 951) o 'plc(%—l, $k)

= Z e Zpk-l—l(-rku $k+1)Pk+2($k+1, $k+2) e 'pl(ﬂ—l, l‘z)

Th41 Ty—1

P[XZZZL‘Z|X0:[E0,...,Xk:l'k]:

= (pk+1 Pk+2 - 'pl)(xk, Il).
PIXy =z, X; = /]
P[X}y = ]
s 2aapirsan Po(@0) Pr(20, 1) - pr(iea, 1)
a D anany Po(0) P1(Tos 1) - - - pr(Th-1, T1)

P[Xl:$l|Xk:ZL‘k]:

= (D1 Dg2 - - 2u)(@k, 1)

]
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56 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Beispiel.
S={0,1}, O<apB<Ll
P ’777\\\\\ 2 P
ol {0 ) 1) s
~..\ . \\\\ / (T \\\ // .‘ o / )
~ P Fur allen € N gilt:

pn(()?O) = pn_l(ovo) -p(0,0) +pn_1(07 1) -p(l,O)
= p"1(0,0)- (1 —a)+ (1-p""1(0,0)) -8
= (I—a—p5)-p"7(0,0) + .

Daraus folgt mit Induktion:

n B ¢
p"(0,0) atB8 atp
p°(0,1) = 1—p"0,0).

(1—a-p)", und

Analoge Formeln erhalt man fr'(1,0) undp”(1, 1) durch Vertauschung von und . Fir die
n-Schritt-Ubergangsmatrix ergibt sich:

B _a o o
no__ at+B a+p - o n | at+B a+p
p——<ﬁ >+ (1-a-p) <5 ﬁ>

o
atB  atp at+B  atB

N——— ~
Gleiche Zeilen — 0 exponentiell schnell,
fallsa < 1 oderp < 1

Insbesondere gilt" (0, -) ~ p"(1,-) fur groBen € N. Die Kette »vergisst« also ihren Startwert
exponentiell schnell (»Exponentieller Gedachtnisved)is

2.3 Unabhangigkeit von Ereignissen

Sei(£2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Hangen zwei Ereignids® € A nicht voneinan-
der ab, dann sollte gelten:

P[A|B] = P[4], fallsP[B] 0,

sowie
P[B|A] = P|B], fallsP[A] # 0,
N——
P[BNA]
TPlAT
also insgesamt
P[AN B] = P[A] - P|B]. (2.3.1)
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Definition. i) Zwei Ereignissed, B € A heiBenunabhangig(bzgl. P), falls(2.3.1)gilt.
i) Eine beliebige Kollektiom4,, i € I, von Ereignissen heilsnabhangig(bzgl. P), falls
PlA, NA,N...NA,; ] H P[A;,]
fur alle n € N und alle paarweise verschiedenan. . ., i, € I gilt.
Beispiele. a) FallsP[A] € {0, 1} gilt, ist A unabhangig vorB fur alle B € A.

b) Wir betrachten das Modell flawel FAIRE MUNZWURFE, alsof) = {0, 1}? und P sei die
Gleichverteilung. Die Ereignisse

Ay ={(1,0),(1,1)}, w»erster Wurf Zahl«

Ay ={(0,1),(1,1)}, »zweiter Wurf Zahl

Az ={(0,0),(1,1)}, »beide Wurfe gleich«
sindpaarweise unabhangigdenn es gilt:

4
Allerdings ist die KollektionA;, A,, As nicht unabhangig, denn es gilt

PlA; N Ay Ag) = - 7& P[A] - P[As] - P|A3).

Lemma 2.5. Seien die Ereigniss8,,..., A, € A unabhangigB; = A, oderB; = Ajc fur alle
j=1,...,n.Dann sind die EreignissBi, ..., B, unabhangig.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit:
Bi=A, ..., Bi=Ay, Bya=AL, ..., B,=AY

. Dann gilt unter Verwendung der Linearitat des Erwarturgyssvund der Unabhangigkeit von
A, AL

P[BiN...N B, =P[AiN...0ANAY N.. AS]
:E[[Al"'lAk.(1_IAk+1)"'<1_[An)]
E

LR D DI e i | 20

JC{k+1,...n} jeJ
= Y WP[An. . nANn()A)]
JC{k+1,...n} jeJ
= > (=nMIPlA]-- P4 - T] PIA
JC{k+1,...n} jeg

= P[Ai] -+ P[Ag] - (1 = P[Agya]) ... (1 = P[An]) = P[Bi] - P[By].
]
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58 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Verteilungen fur unabhangige Ereignisse
SeienA, A, ... € A unabhangige Ereignisse (bzdt) mit P[A;] = p € [0, 1]. Die Existenz
von unendlich vielen unabhangigen Ereignissen auf einesiggeten Wahrscheinlichkeitsraum
setzen wir hier voraus — ein Beweis wird erst in der VorlesuBm#tihrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie« gegeben.
Geometrische Verteilung
Die Wartezeit auf das erste Eintreten eines der Ereignissest
T(w) =inf{n e N|w € A,}, wobei min §) := co.
Mit Lemmal2.5 folgt:
P[T =n]=P[ASNnASN...nAY NA,]
= P[A,)] -ﬁP[Aﬂ
=1

=p-(1-p)" "
Definition. Seip € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung alifmit Massenfunktion

p(n)=p-(1-p)""
heiRtgeometrische Verteilung zum Parametgr

Bemerkung. a) Furp # 0 gilt:

dop-(1=pnt=1,
n=1

d.h. die geometrische Verteilung ist eine Wahrscheinkdiskerteilung auf den nattrlichen
Zahlen, und
P[T =o0] =0.

b) Allgemein gilt:
P[T>n]=P[AN...NnAS] = (1-p)™.

c) Esqgilt:

E[T]zZP[T>n]:1—:—7

(siehe Ubung).
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Binomialverteilung

Die Anzahl der Ereignisse unterA,, ..., A,, die eintreten,ist
Salw) = Hl<i<n|we A} =Y Lsw)
i=1

Es gilt:

PlS,=k= > P[An [\ 4]

IC{1,...,n} el 1€{1,..,n}\I
[|=k
= 2 1Pl I1 piaf]
IC{1,...,n} iel i€l
||=k

- 3 I T10-

IC{1,..,n} i€l i€I®
=k

:Zp \II

IC{1,...,n}
|I|=k

- (1)rra-r

d.h. S, ist Binomialverteilt mit Parametern »n und p.

Satz 2.6(»Law of Averages«, Bernstein-Ungleichund)ir alle ¢ > 0 undn € N gilt:

P [& > p+51 < % und
n

P {& <p- 51 < e~ 2"
n

Insbesondere gilt:
Sh 2
P H— —p‘ > 5} <2e7 %M
n

d.h. die Wahrscheinlichkeit fir eine Abweichung des Mittab\% vom Erwartungswerp um
mehr alse fallt exponentiell inn.

Bemerkung. a) SatZZ.b ist eine erste Version des »Gesetzes der groREmZ£a

b) Der Satz liefert eine nachtragliche Rechtfertigung degdentistischen Interpretation der
Wahrscheinlichkeit als asymptotische relative Haufigkeit
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60 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

c) Anwendung auf Schétzen ven

p A % = relative Haufigkeit des Ereignisses leiinabhangigen Stichproben.

d) Anwendung auf ndherungsweise Monte Carlo-Berechnungyon
Simulieren unabhangige Stichproben~ relative Haufigkeit.

Beweis.Seiq := 1 — p, S,, ~ Bin(n, p). Dann gilt fir\ > 0:

n _
PlS,>n(p+e)]= > (k)p’“q” ’
k>np+ne

|
R
> 3
~_
o
>
En
=
=
i)
i
E
ml
<
3
Jr
3
o

k>np+ne
u n
< Z <k) (p eA)k qnfk ef)\np e*/\ns
k=0
— pe)\ + q)" ef)\np 67/\715 < (p e/\q _'_qef)\p) e Ane
Wir behaupten:
Aq —Ap A2
pe™t+qe <es.
Damit folgt:

P[S,>n(p+e)] < e (s —2e),

Der Exponent ist minimal fUkh = 4<. Fur diese Wahl von folgt schlief3lich
P[S, >n(p+e)] <e 2,

Beweis der Behauptung:

f(A) :=log (p M qe_’\p) = log (e_’\p (p e+ q)) = —-Ap+log (p et + q) .

Zu zeigen ist nun

)\2
fN) < 5 far alle A > 0.
Es gilt:

f(0) =0,

A
‘N =—p+ L= L p)=0,
PO ==t B =t FO)
iy~ Pae <1
F (p+ge?)? 4
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Die letzte Ungleichung folgt aus::
(a+b)?=a’>+b*+2ab>4ab

Damit folgt
A
FN) = £(0) + / f(x) de

Ao A g A2
- / / " (y) dydx < / Sdr < faralle) > 0.
0 0 0 4 8

Beispiel. Im letzten Satz wurde gezeigt:

S, = Z]Ai’ A; unabhéngig mi? [A;]=p = P H& —p‘ > 5} — 0 furn — cc.

n
=1

Zur Demonstration simulieren wir den Verlauf v undS—Ty mehrfach {z-mal):

VERLAUF VON S,

m = 30; nmax = 1000; p = 0.7,
(Wir erzeugenn x nmaz Bernoulli-Stichproben mit Wahrscheinlichkeit p)
x = RandomChoice[{1— p, p} — {0, 1}, {nmax, m}]; s = Accumulate[x];
Das Feld s enthélt m Verlaufeven =z + ... + z,,n =1,... ,nmax
Manipulate [Show[
ListLinePlot[Transpose[s[[1 ;; n]ll].
ListLinePlot[pxRange[n], PlotStyle —> {Black, Thick}]]
, {{n, 50}, 1, nmax, 1}]
(Vergleich demn Verlaufe vons,, mit np)

e n = 50:

40
30!
20!

10|
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e n = 500:

350
300
250
200
150 [
100 -

50

VERLAUF VON %

100 200 300

400

500

mean = s Range[nmax];

(Das Feld mean enthalt m Verlaufe der Werte voi

Manipulate [Show[
ListLinePlot[Transpose[mean|[[1

;onllll,

ListLinePlot[ConstantArray[p, n],PlotStyle —> {Black, Thick}] ], {{n,
50}, 1, nmax, 1}]
e n = 50:

09F “““x“"““ AN

0.8} 9 S S =SS
A S

‘Q’w.“oo».::&&:»%

0.5+

04!

L L I L L L L I L L L L I
7
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0.75

‘ n‘. \
“M .‘ i

0.701 n HH ‘n “‘l"

i
'. ’ 'Mn‘n‘“

il LI\ “m /
\ u\ ""/’; Wi 0
” ’W' v

l “U‘| m" u

0.65

i

500

VERTEILUNG VON S,

Manipulate [

ListPlot[Table[{k, PDF[BinomialDistribution[n, p], k]}, {k, 0, n}],
PlotRange —> All , Filling —> Axis]

, {{n, 50}, 1, nmax, 1}]

0.08
0.06 |-
0.04|

0.02}
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e n = 500:
0.04 -

0.03
0.02

0.01

100 200 300 400 500

2.4 Unabhangige Zufallsvariablen und Random Walk

Unabhangigkeit von diskreten Zufallsvariablen

SeienX;: O — S;,i = 1,...,n, diskrete Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkaiisn
(Q, A, P). Dannist( X1, ..., X,,) eine Zufallsvariable mit Werten im Produktraumx - - - x S,,.

Definition. Die Verteilunguy, .. x, des Zufallsvektor§Xy, ..., X,,) heilitgemeinsame Vertei-

-----

lung der ZufallsvariablenX;, . .., X,,. Die Massenfunktion der gemeinsamen Verteilung lautet
Pxyxn (01, ay) = PIXy =a1,..., X, = a,).

Definition. Die diskreten ZufallsvariableX, . .., X,, heiBenunabhéangig falls gilt:

n

PXy=a,.... X, =a,) = [[P[X;=a] firaleq €S, i=1,....n.
Die gemeinsame Verteilung enthalt Informationen Gber desafhmenhang zwischen den Zu-
fallsgrof3en;.
Satz 2.7.Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
() Xq,...,X, sind unabhangig.
(i) px,..x. (a1, ... a,) =1, px,(a;).

(i) pexy,x, = @iy fix,-
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(iv) Die Ereignisse{X; € A}, ..., {X, € A,} sind unabhangig fur alled; C S;, 1 =

1,...,n.

(v) Die Ereignissd X; = a;},...,{X, = a,} sind unabhéngig fir alle; € S;,i = 1,... n.

Beweis.
e [(i)] < [(ii)Jnach Definition vorpx, . x,-
e [(if] < [(ii))Jnach Definition von@®?"_, /ix, .
o [(ii)]=
Seienl < iy <iy <...<i, <nundA; CS;,(k=1,...,m). Wir setzend, := Q fur

i ¢ {i1,..., %y} Mit[ii)folgt dann nach Satz 2]2:

P[Xll 6Ai17"'>XimeAim]:P[XleAl,...,XnEAn]

o [(iv)]=[(V)] = [()]ist klar.
]
Definition. Eine beliebige KollektionX;: Q@ — S;, i € I, von diskreten Zufallsvariablen heif3t

unabhangig falls die Ereignisse X; = a;}, i € I, fur alle a; € S; unabhéngig sind.

Der Random Walk auf Z

SeienXy, X, ... unabhangige identisch verteilte (»i.i.d.« — independadtidentically distribu-
ted) Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsra@m.A, P) mit
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Die Existenz von unendlich vielen unabhangigen identisateiten Zufallsvariablen auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (unendliches Praoaldiell) wird in der Vorlesung »Ein-
fuhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie« gezeigt..5eiZ ein fester Startwert. Wir betrachten
die durch

SO = a,
SnJrl = Sn + XnJrla

definierte zufallige Bewegung (»Irrfahrt« oder »Random Whatk« Z. Als Position zur Zeitn
ergibt sich:

Sn:a+X1+X2+-~-+Xn.

Irrfahrten werden unter anderem in primitiven Modellendig Kapitalentwicklung beim Glicks-
spiel oder an der Borse (Aktienkurs), sowie die Brownsche kdebewegung (im Skalierungs-
limes Schrittweite— 0) eingesetzt.

Beispiel (Symmetrischer Random Walk,= %).x

zufall = RandomChoice[{1, 1}, 10000];

randomwalk = FoldList[Plus, 0, zufall];

Manipulate [

ListLinePlot[randomwalk[[1 ;; nmax]]], {nmax, 10, 1000010}]

e nmax = 50:

10 20 30
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e nmax = 500:

30+

20

100 200 300 400 500

o nmax = 5000:

100 |
80
60 -
40

20

K 1000 2000 3000 4000 5000

Lemma 2.8(Verteilung vonsS,,). Fur k € Z gilt

0 falls n + k ungerade odefk| > n,
P[S, =a+ k| = ik .
() P (1-p)™* sonst.

2

Beweis.Es gilt:

X;=1 genau’t*-mal,
S,=a+ke X+ -+X,=k<&
X;=-1 genau’;*-mal

Beispiel (Ruckkehrwahrscheinlichkeit zum Startpunkyjithilfe der Stirlingschen Formel

n\" .
n!l ~ V2mn <—> flr n — oo.
e
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folgt:

PP = o= (=) e

wobei zwei Folger,, undb,, asymptotisch aquivalentheiRen(a,, ~ b,), falls lim,, ‘;—: =1
gilt.

e Fallsp # % gilt 4p (1 — p) < 1 und P|[S,,, = a] konvergiert exponentiell schnell gegén

e Fallsp = 1 konvergiertP[S,, = a] ~ \/% nur langsam gegeh

Symmetrischer Random Walk

Ab jetzt betrachten wir desymmetrischenRandom Walk, d.hp = %
Sei\ € Z. Wir wollen die Verteilung der Zufallsvariable

T\(w) :=inf{n € N| S, (w) = A}, (min § := 00),

bestimmen. FUA # a ist T, die erstelrefferzeit von A, fir A = a ist es die erst®iickkehrzeit
nach a. Beschreibt der Random Walk beispielsweise die Kapitalehiwng in einem Glicks-
spiel, dann kann mafy, als Ruinzeitpunkt interpretieren.

Sein € N. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit

Utsi = A}]

berechnen. Da das Ereignjg) < n} von mehreren Positionen des Random Walks abh&angt

(51,59, ...,.S,), bendtigen wir digemeinsameéverteilung dieser Zufallsvariablen. Sei also
S(w) = (So(w), S1(w), ..., Sp(w))
derBewegungsverlauf bis zur Zeitn . Dann istS eine Zufallsvariable mit Werten im Raum
QM = {(s0,51,...,5,) | So = a,s; € Z, sodassts; — s;_1| = 1 furallei € {1,...,n}}
der moglichen Pfade des Random Walk. getdie gemeinsame Verteilung vahunter P.

Lemma 2.9. y, ist die Gleichverteilungauf dem Pfadraur”.
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Beweis.Es gilt

ta({(s0,---,80)}) = P[So =50, = Su]
= P[So=50,X1=51—50,---,Xpn = Sp — Sn_1]
0 falls so # a oder|s; — s;_1| # 1fureini € {1,...,n},
= (d.h.(s0,. .., sn) & Q)

2= sonst, d.h. fall§so, .. ., s,) € Q5.

]

Satz 2.10(Reflektionsprinzip) Seien\,b € Z. Es gelte entwedefa < A undb < \), oder
(a > Aundb > \). Dann gilt:

P[T\ <n,S,=0b] = P[S, =b"],
wobeib* := A + (A — b) = 2\ — b die Spiegelungvonb an X ist.

Beweis.Es qilt:

7 N\

P[T/\Sn,sn:b] = :ua[ (807"'7871)
P[S, =b"] = u.{(s0y.--,5n)

Die im Bild dargestellte Transformation (Reflektion des Pfadlech Treffen von) definiert eine
Bijektion von A nachB. Also gilt |A| = | B|. Day, die Gleichverteilung auf(™" ist, folgt:

1)
P[S, > A+ P[S, > )], falls\>aq,
P[S, < A\ + P[S, < ], falls\<a.
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Abbildung 2.2: Spiegelung des Random Walks\aa 3

PIT | TP[Spo1=A—=1] = iP[S,-1 =X +1], fallsA>a,
by = nl =
TP[S,o1=A+1]=3P[S,.1=A—1], fallsA<a.
{A%Mgggn falls A > a,

A (who) 27" fallsA <a.

Beweis.Wir beweisen die Aussagen fiir> «, der andere Fall wird jeweils analog gezeigt.

i)
P[T\ <n] =) P[T\<n,S, =10

) P[S,=0b] fallsb> A,
P[S, =b*] fallsb < A.

=> P[S,=b+> P[S, =b]=P[S, >\ +P[S, > ).

b>A b<A

= 3" P[Sn=]
b> A
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i)
P[T)\:n]:P[TASTL]—P[T)\STL—H
Mit [)[folgt
! =t
= PlSy > A — P[Sy1 > N+ P[Sy > A+ 1 — P[Syy > A+ 1]
=:A =:B
Wegen

P[A] — P[B] = P]|A\B]| + P[AN B] — P[B\A| — P[BN A] = P[A\B] — P[B\A]
erhalten wir flr den ersten Term:

| = P[S, >\ Su1 <= P[Su1>A\S, <A\
= PlSyu1=A—1,8=A—P[Sp1=AS5,=A—1]
1

1
= SPISwi=A—1]= PlSis =l

Hierbei haben wir benutzt, dass
{(s0, .- 5n) € QM | 5,1 =A—1}]
= H{(s0,---,8n) | Sn_1 = A —1lunds, = \}|
+{(s0y---y8n) | Sn-1 = A—1unds, =\ — 2}|
= 2-{(so,---Sn)|Sn1 = A— 1,8, = A}

gilt. Mit einer analogen Berechnung fur den zweiten Term kehawir insgesamt:

P[Ty=n] = I+l
_ % (P[Sy = A—1] — P[Sy 1 = A
ISy = (A1) —1] = P[Sy 1 = A+ 1])
_ % (P[Su 1 = A—1] = P[Sy1 = A+ 1]).

SeiM,, := max(Sy, S1,...,5).
Korollar (Verteilung des Maximums)Fir A > a gilt:

P[M, > )\ = P[T\ < n] = P[S, > ]| + P[S, > Al
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2.5 Simulationsverfahren

Die Simulation von Stichproben verschiedener Wahrsclogikeitsverteilungen geht von auf
[0, 1] gleichverteilten Pseudo-Zufallszahlen aus. In Wirkliettlsimuliert ein Zufallszahlengene-
rator nattrlich nur aufkm=" |k =0,1,...,m — 1} gleichverteilte Zufallszahlen, wobei !
die Darstellungsgenauigkeit des Computers ist. Dieser li&spied im folgenden ignoriert. Um
Simulationsverfahren zu analysieren, benétigen wir n@hBegriff einer aufo, 1] gleichverteil-
ten reellwertigen Zufallsvariablen. Die Existenz solcBefallsvariablen auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum wird hier vorausgesetzt, unchkenst in der Vorlesung »Analysis Ill«
bzw. in der »Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheengzeigt werden.

Sei(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, urad: 2 — [0, 1] eine Abbildung.

Definition. i) U ist einereellwertige Zufallsvariablefalls gilt:

{we|Uw)<yte A firalley e R.

i) Eine reellwertige Zufallsvariablé/: 2 — [0, 1] ist gleichverteilt auf|0, 1], falls
PU<y]=y furalley € [0,1].
Wir notieren dies im folgenden a(§’ ~ Unif[0, 1]).

iii) Reellwertige Zufallsvariable/;: 2 — R, i € I, heillerunabhangig falls die Ereignisse
{U; <y;},1 € 1, fur alley; € R unabhéngig sind.

Ein Zufallszahlengeneratorsimuliert Stichproben; = U;(w), us = Us(w), ...von auf[0, 1]
gleichverteilten unabhangigen Zufallsvariablen. Wieseigt man daraus Stichproben von diskre-
ten Verteilungen?

Das direkte Verfahren

SeiS = {a1, as, .. .} endlich oder abz&hlbar unendlich, yndine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf.S mit Gewichterp; = p(a;). Wir setzen

n
sni=Y pi, neN,  »kumulative Verteilungsfunktion«
=1

SeiU: Q2 — [0, 1) eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wir setzen

X(w) = ay, falls s;—1 < U(w) < sy, i€ N.
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Lemma 2.11. Falls U ~ Unif[0, 1), gilt X ~ p.
Beweis.Fir alle: € N gilt:

P[X:ai]:P[Si_l<U§Si]ZP[USSi}—p[USSi_l]:SZ’—Si_l:pi.

Algorithmus 2.12 (Direkte Simulation einer diskreten Verteilung)
INPUT: Gewichtepy, po, ...,
OuTPUT: Pseudozufallsstichprobevon .
n:=1
S=D1
erzeuge Zufallszahl ~ Unif|0, 1)
while v > s do

n:=n-+1
S =S+ pn
end while

return z :=a,

Bemerkung. a) Die mittlere Anzahl von Schritten des Algorithmus ist

Z np, = Erwartungswert von Wahrscheinlichkeitsverteilupg) aufN.

n=1

b) Fur groRe Zustandsraunseist das direkte Verfahren oft nicht praktikabel, siehe Upun

Acceptance-Rejection-Verfahren

Sei S eine endliche oder abzahlbare Mengeeine Wahrscheinlichkeitsverteilung adf mit
Massenfunktiop(z), undr eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atiimit Massenfunktiory(x).
Angenommen, wir kdnnen unabhangige Stichproben warzeugen. Wie kdnnen wir daraus
Stichproben vonu erhalten? bEe:  Erzeuge Stichprobe von v, akzeptiere diese mit Wahr-
scheinlichkeit proportional zgl((j—g, sonst verwerfe die Stichprobe und wiederhole.

ANNAHME:

es gibteinc € [1,00) : p(z) < cq(x) furallez € S.
Aus der Annahme folgt:
p(z) <1 furallex € S,
cq(x)

d.h. wir k(‘jnnenj’q% als Akzeptanzwahrscheinlichkeitwéhlen.
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74 KAPITEL 2. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT

Algorithmus 2.13 (Acceptance-Rejection-Verfahren)
INPUT:  Gewichtep(y), q(y), € (y €9),
OuTPUT. Stichprober von p.

repeat

erzeuge Stichprobe ~ v

erzeuge Stichprobe ~ Unif][0, 1]
until % > u {akzeptiere mit Wahrscheinlichkeg%}
return x

ANALYSE DESALGORITHMUS
Fur die verwendeten Zufallsvariablen gilt:

X1, Xs, ...~ v, (Vorschlage,
Uy, Us, ... ~ Unif]0, 1].

Es gilt Unabhéangigkeit, d.h.
PXy=ar,..., Xy = ap,Us <y, U < go] = [[ PIXG = @] - [ PIU < il

furallen € N, a; € Sundy; € R.
Seien
T = min {n eN } % > Un} die »Akzeptanzzeit«, und

Xr(w) = Xpw)(w) die ausgegebene Stichprobe.

des Acceptance-Rejection-Verfahrens. Wir erhalten:
Satz 2.14. i) T istgeometrisch verteilit Parameterl /c,
i) Xr ~ p.
Bemerkung. Insbesondere ist die mittlere Anzahl von Schritten bis Akagz:
E[T] =c.

Beweis. i) Sei

e {2500
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Aus der Unabhangigkeit der Zufallsvariablén, U, X,, Us, . .. folgt, dass auch die Er-
eignisseA;, A,, ... unabhangig sind. Dies wird in der Vorlesung »Einfihrungien\ahr-
scheinlichkeitstheorie« bewiesen. Zudem gilt wegen dextdbéngigkeit vonX,, undU,,:

PlA] =P HUn < pla) } N{X, = a}]

R T
Slfe- 2 e
=X 0=

Also ist
T(w)=min{n e N|w e A,}

geometrisch verteilt mit Parametefc.
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Kapitel 3

Konvergenzsatze und Monte Carlo
Verfahren

Seiu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzéahibdiengesS, undf: S — R eine
reellwertige Zufallsvariable. Angenommen, wir wollen demvartungswert

0= Eu[f] = Zf(x) ()

€S

berechnen, aber die Menggist zu grol3, um die Summe direkt auszuflhren. In eildomte
Carlo-Verfahren simuliert man eine grofl3e Anzahl unabhéngiger Stichprobgw), . .., X, (w)
von u, und approximiert den Erwartungswértdurch derMonte Carlo-Schéatzer

Oul) = 3 X))

Wir wollen nun Methoden entwickeln, mit denen der Approxi'masfehler|§n — 0| abgeschatzt
werden kann, und die Asymptotik des Approximationsfehférsn — oo untersuchen. Nach
dem Transformationssalz (1L.7) und der Linearitat des Enngswerts[(1]8) gilt:

B = - B = 5 S f@uieh) = Bulf =0,

i=1 z€S

d.h.o, ist einerwartungstreuer Schatzer fup. Der mittlere quadratische Fehler (»MSE« —mean
squared error) des Schatzers ist daher:

MSE = E[|6, — 0] = E[lf, — E[6.]]").

76
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3.1 Varianz und Kovarianz

Sei(Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum unk: Q@ — S eine Zufallsvariable auff2, A, P),
so das<Z[| X|] endlich ist.

Definition.
Var(X) := E [(X — E[X])?]

hei3tVarianz von X und liegt in[0, co].
o(X) = +/Var(X)
heiRtStandardabweichungon X.

Die Varianz bzw. Standardabweichung kann als Kennzahli@@do3e der Fluktuationen (Streu-
ung) der ZufallsvariabletX um den Erwartungswe#t| X | und damit als MaR fir das Risiko bei
Prognose des Ausgang§w) durch E[X | interpretiert werden.

Bemerkung. (a) Die Varianz hangt nur von der Verteilung véhab:

Var(X) = Z(a —m)?px(a), wobei m = F[X] = Zapx(a).

a€sS aesS

(b) Esgilt
Var(X) =0 genau dann, wenn P[X = E[X]] = 1.

Bemerkung (Rechenregeln) i)
Var(X) = E [X?] — E[X]*.

Insbesondere ist die Varianz von X genau dann endlich, w&iit] endlich ist.

Var(aX + b) = Var(aX) = a* Var(X) furallea,b € R.
Beweis. i) Nach der Linearitat des Erwartungswerts gilt
Var(X) =F [X2 —2X - FX]+ E[X]Q] =F [XQ} — EB[X]?.
i) Wiederholte Anwendung der Linearitat des Erwartungds/befert
Var(aX +b) = E [(aX +b— E[aX +b])?] = E [(aX — E[aX])*] = a® Var(X).

]
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Beispiele. a) SeiX = 1 mit Wahrscheinlichkeip und X = 0 mit Wahrscheinlichkeit — p.
Dann ist der Erwartungswert vox:

E[X?] = E[X] =p,

und die Varianz vonX;
Var(X)=p—p°=p(1—p).

b) SeiT geometrisch verteiltll ~ Geom(p)) mit Parametep € (0, 1]. Der Erwartungswert
vonT betragt:

- 11
ET =S k(l-—pFlp=—pL Y
[T ;( PP pdpk:()( p) Py
AulRerdem gilt:
ET(T+1)]=)Y k(k+1)(1—pF'p
k=1
. k=2 ? 2
sz(/f—l)(l—p)‘p:pd— (1-p)"= .
p
k=1 k=0

Die Varianz vonI ist somit;

Var(T) = E [T?] — E[T]
Definition.

L(Q,A P) = {X:Q— R| X istdiskrete Zufallsvariable mif [ X*] < co}

Lemma3.1. i) Fur ZufallsvariablenX,Y € £? gilt:

E[IXY|| < VE[XVE[Y?] < c0.
i) £*ist ein Vektorraum, und
(X,Y)2 = E[XY]
ist einepositiv semidefinite symmetrische Bilinearfor(mwSkalarproduktd auf £2.

Bemerkung. i) Insbesondere gilt di€auchy-Schwarz-Ungleichung

EXYP<E|XY||<E[X?)| E[Y?] furalleX,Y €L
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ii) Fur eine ZufallsvariableX € £? gilt

El|X|| < VEXTVE[T < <.
Beweis. i) Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

E[XY[]= Y |ab|P[X =a,Y =]
aeX(Q)
beY (Q)

= Y ol VPIX =a Y =0]|)| V/P[X =a,Y =1

aeX(Q)
bey (Q2)

< \/ZaQP[X:a,Y:b] \/ZbQP[X:a,Y:b]

:\/ZaQP[X:a]\/ZbQP[Y:b]
= VE[X]VE[Y?].

i) SeienX,Y € L2, a € R. Dann istaX + Y eine diskrete Zufallsvariable, fuir die nach
Monotonie und der Linearitat des Erwartungswerts gilt:

E[(aX +Y)?] = E[a®X? + 24X Y +Y?] < 2a°E [X?] + 2E [Y?] < 0.

(X,Y)2 = E[X Y] istbilinear, daZ| e | linear und symmetrisch ist, und positiv semide-
finit, aufgrund von:

(X, X)z=E[X?’ >0 furalleX e £*.

Definition. SeienX,Y € £2.
)
Cov(X,Y):= E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] = E[X Y] — E[X] E[Y]
hei3tKovarianzvon X undY'.
i) Gilt o(X),0(Y) # 0, so heil3t

Cov(X,Y)

oY) = TR)e)

Korrelationskoeffizientvon X undY'.
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iif) X undY heil3enunkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0, d.h.

E[XY] = E[X]- E[Y].

Bemerkung. Cov : £? x £? — R ist eine symmetrische Bilinearform mit:
Cov(X,X) = Var(X) >0 furalle X € £%

Satz 3.2(Zusammenhang von Unabhangigkeit und Unkorrelierth&dienX : @ — S und
Y: Q — T diskrete Zufallsvariablen auf?, A, P). Dann sind aquivalent:

() X undY sind unabhangig, d.h.

P[X € A)Y € B]= P[X € A|P]Y € B] faralle A, B € A.

(i) f(X) undg(Y) sind unkorreliert fur alle Funktionerf : S — Rundg: 7" — R mit
f(X),g(Y) € L2,

Beweis. e [(I)}=[(i)] Seien X undY unabhangig, dann gilt:

E[f(X)g(Y)] =Y fla)g(b) P[X =a,Y =]

acS beT
=3 f(@) PIX = o] 3 g(8) PLY = b = B[f(X)] Elg(¥)
a€eS beT

Somit folgt:
Cov(f(X),g(Y)) = 0.

e [(iN}=[(0)} Aus|(ii)|folgt fur allea € S,b € T*

PIX = a,Y =b] = E[I{a)(X) Iy (V)]
= Bl (X)] Ellpy(Y)] = PIX = o] P[Y = 0].

Beispiel. Sei X = +1,0, —1 jeweils mit Wahrscheinlichke%, undY = X?2. Dann sindX und
Y nicht unabhangig, aber unkorreliert:

E[XY]=0= E[X]E[Y].
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Satz 3.3(Varianz von Summen)Fur X, ..., X, € £ qilt:

Var(Xy + -+ X,) = Y Var(X;) +2 ) Cov(X;, X)).
i=1 ij=1
z']<j

Falls X1, ..., X, unkorreliert sind, folgt insbesondere:
Var(X; + -+ X,) = iVar(Xi).
=1
Beweis.Nach Bilinearitat der Kovarianz gilt:
Var(X; + -+ X,,) = Cov(i Xi, in)
i=1 j=1

= i COV(XZ', X]) = iV&I‘(Xz) + 2 i COV(XZ‘, Xg)
i=1

i,j=1 1,j=1

1<j

Beispiel (Varianz der Binomialverteilung)Sei

Sn:iXia Xz{

mit unabhéngigen Zufallsvariablex,. Mit Satz[3.2 folgt:

1 mit Wahrscheinlichkeip,
0 mit Wahrscheinlichkeitl — p,

Var(S,,) = ZVar(XZ-) =np(l—p).

Analog gilt fir den Random Walk:

3.2 Das schwache Gesetz der grol3en Zahlen

SeienX, Xs, ... : Q — R Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscloikdiits-
raum (€2, A, P) definiert sind (z.B. wiederholte Ausfuhrungen desselberalisgxperiments),
und sei

Sp(w) = Xj(w)+-+ Xp(w).
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Wir betrachten die empirischen Mittelwerte

Sn(w) Xi(w)+ ...+ X, (w)

Y

n n

d.h. die arithmetischen Mittel der ersterBeobachtungswert&’; (w), ..., X, (w). Gesetze der
groRen Zahlen besagen, dass sich unter geeigneten Vdrauggen die zufalligen ,Fluktuatio-
nen“ derX; fur grof3en wegmitteln, d.h. in einem noch zu prazisierenden Sinn gilt

Sn(w) ~ E[&} fur gro3en,
n

bzw.

Ist insbesonder&[X;] = m fur alle i, dann sollten die empirischen Mittelwertg /n gegenm
konvergieren. Das folgende einfache Beispiel zeigt, das®kne weitere Voraussetzungen an
die ZufallsvariablenX; kein Gesetz der grofRen Zahlen erwarten konnen.

Beispiel. Sind die ZufallsvariabletX; alle gleich, d.h.X; = X, = ..., so gilt& = X, fur alle
n
n. Es gibt also kein Wegmitteln des Zufalls, somit kein Gegetif3er Zahlen.

Andererseits erwartet man ein Wegmitteln des Zufallsuseibhéangigerwiederholungen des-
selben Zufallsexperiments.

Wir werden nun zeigen, dass sogar Unkorreliertheit undthés&te Varianzen der Zufallsva-
riablen X; gentigen, um ein Gesetz der grol3en Zahlen zu erhalten. Damuenewir an, dass
X1, Xo, ... diskrete Zufallsvariablen au&*(Q, A, P) sind, die folgende Voraussetzungen erfiil-
len:

ANNAHMEN':

(i) Die Zufallsvariablen sind unkorreliert:

Cov(X;, X;) =0 fur allei # 7.

(i) Die Varianzen sind beschrankt:

v := sup Var(X;) < oo.
ieN

Es wirdkeine Unabhéangigkeit vorausgesetzt
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Satz 3.4(Schwaches Gesetz der grof3en Zahlémter den Voraussetzungen (i) und(ii) gilt fur
allee > 0:
d

GiltauRBerden¥[X;] = mflurallei € N, folgt% =m und% konvergiert stochastiscigegen

Su_ ElS)

v .
> 5} < 5——0 fir n — oo.
n n eZn

m.
Zum Beweis bendtigen wir:

Lemma 3.5(Ceby3ev-Ungleichung)Fir X € £2 undc > 0 gilt:
1
P[|X — E[X]| > ¢ < gVar(X).
Beweis.Es gilt
1
Ix-p)ze) < 5 (X = EIX])*

4 (X — E[X])? ist uberall nichtnegativ und 1 auf {|X — E[X]| > c}. Durch Bilden des
Erwartungswerts folgt:
1

c2

PIIX - EIX]| > d = E [Ipx_spxjeg] < Bl (X — B[X])?) =

c2

E [(X — E[X])?]
]

Beweis von Safz3.4ach derCebysev-Ungleichung und den Annahrieh (i) (i) giltfir

> 5] <L var (&) _ ! Var(3 X,) = ! S Var(X,) € —.
=1

n?e? : n2g? 4 ne?
=1 =
]

Bemerkung (Starkes Gesetz der grol3en Zahlen)

Sp(w)

n

—m mit Wahrscheinlichkeit.

Dies wird in der Vorlesung »Einfuhrung in die Wahrscheihkeitstheorie« bewiesen.

3.3 Monte Carlo-Verfahren

Sei S eine abzahlbare Menge undeine Wahrscheinlichkeitsverteilung abif Wir bezeichnen
im folgenden die Massenfunktion ebenfalls mjtd.h.

p(r) = p({z}).
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Seif: S — R eine reellwertige Funktion mit:
EJf’) =) f()’ u(z) < 0.
z€eSs
Wir wollen den Erwartungswert
0:=E,lf]=) f(z)p(x)
€S

naherungsweise berechnen bzw. schatzen. Dazu approgimier ¢ durch dieMonte Carlo-
Schatzer

~ 1 <
Q'ﬂ, = — X’L 9 Y
n;?x) neN

wobei X, X, ... unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlitbiem (€2, A, P)
mit Verteilungu sind. Nach der Abschéatzung aus dem Gesetz der groR3en Zapibhsich:

Korollar.
1

P9, — 0] > ¢] <
(167 ‘—d—ng

Var,[f] — 0 furn — oo,
d.hﬁn ist einekonsistente Schatzfolgkir 6.

Beweis.Da die ZufallsvariabletX; unabhéngig sind, sinfl( X;), i € N, unkorreliert. Zudem gilt

E[f(X))=>_ f(x)u(zr) = E,[f] =6,  und

z€eS
Var[f(X,)] = Y _(f(x) = 6) u(x) = Var,[f] < o0
zeS
nach Voraussetzung. Die Behauptung folgt nun aus[Satz 3.4. O]

Bemerkung. a) 0, ist einerwartungstreuer Schatzerfir 6:

b) Fir den mittleren quadratischen Fehler des Schatzets sigh nach a):
B8~ 0P] = Var(@,) = - Var,[]
n H

Insbesondere gilt:

~

16, — 0l c2 = \/ B[|6, — 02] = O(1/V/n).

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



3.3. MONTE CARLO-VERFAHREN 85

Beispiele. a) MONTE CARLO-SCHATZUNG VON 6 = f[o 1 f(x)dx
Das mehrdimensionale Integral ist folgendermal3en detfinier

f(x dx—/ /fxl,..., Ydxy ... dzy.
[0,1]

Der Wert vord kann mit dem folgenden Algorithmus geschatzt werden.

erzeuge Pseudozufallszahlen us, . . ., u,q € (0,1)
e = (uy, ..., ug)

]7(2) = (udJrla s 7u2d)

x(n) = (u(n 1)d+17 o und)

=15 | f(29) ist Schatzwert fug.

b) MONTE CARLO-SCHATZUNG VON WAHRSCHEINLICHKEITEN:
SeiS abzahlbarB C S. Wir suchen:

p::M(B)::ELUE]
Ein Monte Carlo-Schatzer ist
PO o _
= Z I5(X)), X; unabhangig mit Verteilung.
n 4

FEHLERKONTROLLE:

e Mithilfe der CebySev-Ungleichung (Lemria8.5) ergibt sich:

pA-p) _ 1
nez T 4ne?

~ 1 - 1
PHpn _p| 2 5] S 8_2 Var(pn) = @ Varu(IB) =
Gilt beispielsweise: > 2, dann erhalten wir:
Plp ¢ (b, —e,pn+¢)] <5%,  unabhangig vomp,

d.h. das zuféllige Intervallp,, — ¢, p,, + ¢) ist ein 95%-Konfidenzintervall fir den
gesuchten Wert.

¢ Mithilfe der Bernstein-Ungleichung (Chernoff-Abschatzyeghalten wir fiir§ > 0
unds, :=>""  Ip(X;):

log(2
Plp & (pn—e.pute)] = U—S —p[>e] <2 <5 fallsn > Og2(€2/5).
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Fur kleine ist die erhaltene Bedingung anwesentlich schwacher als eine entspre-
chende Bedingung, die man durch Anwenden@eby3ev-Ungleichung erhalt. Fir
denrelativen Schatzfehler(p,, — p)/p ergibt sich:

log(2/0)
52p2 :

Pl|p, — p| = ep] < 2¢72°P° < 4, falls n, >

Die bendtigte Anzahl von Stichproben fur eife ¢)-Approximation vonp ist al-
so polynomiell ing, log(1/6) und 1/p. Mit einer etwas modifizierten Abschétzung
kann man statt der Ordnum@{#) sogar()(%) erhalten, sieh®l t zenmacher und

Upf al : »Probability and Computing«.

Beispiel. Wie viele Stichproben sind nétig, damit dexdative Fehler mit 95% Wahrscheinlich-
keit unterhalb vor10% liegt? Mithilfe derCebyev-Ungleichung (LemrhaB.5) ergibt sich:

p—=p) 1000 =D) _ s fasn > 200 =p)

Plp, —p| >0,1p] <
[P — p| > p]_n@’lp)2 D p

So sind zum Beispiel fip = 10~° ungefahm ~ 2 108 Stichproben ausreichend. Dies ist nur ei-
ne obere Schranke, aber man kann zeigen, dass die tatbdmdtiotigte Stichprobenzahl immer
noch sehr grof3 ist. Fur solch kleine Wahrscheinlichkegéedas einfache Monte Carlo-Verfahren
ineffektiv, da die meisten Summanden \@ndann gleichD sind. Wir brauchen daher ein alter-
natives Schéatzverfahren mit geringerer Varianz.

Varianzreduktion durch Importance Sampling

Seiv eine weitere Wahrscheinlichkeitsverteilung &umit Massenfunktion/(z) = v({z}). Es
gelter(x) > 0 fur allex € S. Dann kdnnen wir den gesuchten Werauch als Erwartungswert
bzgl. v ausdriicken:

0= Bl = 3 @) ulw) = 3 £ X0y = B, [f 0,

zesS zeS l/(%)

wobei

der Quotient der beiden Massenfunktionen ist. Ein altereaMonte Carlo-Schatzer fift ist
daher

o= D 1Y) oY),
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Abbildung 3.1: kleiner Beispielgraph fir Perkolation

wobei dieY; unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilungsind. Auchd,, ist erwartungstreu:

E,[6,] = E,[f o] = 6.
Fur die Varianz erhalten wir:

Var, (0,) = — Varu (fo) Z fla () — 6%).

€S

Bei geeigneter Wahl von kann die Varianz von,, deutlich kleiner sein als die des Schatzers
Faustregel fur eine gute Wahl ven: v(x) sollte grof3 sein, wenfy (x)| groR3 ist.
»Importance Sampling«: Mehr Gewicht fir die wichtigen

Beispiel(Zuverlassigkeit von Netzwerken; Perkolatio®egeben sei ein endlicher Gra@h £),
wobei V" die Menge der Knoten unfl die Menge der Kanten bezeichnet. Wir nehmen an, dass
die Kanten unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichke& 1 ausfallen. Seiem,w € F
vorgegebene Knoten. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit

p = P[»v nicht verbunden mitv durch intakte Kanterj«
approximativ berechnen. Sei
S = {07 1}E = {(xE)eeE | Te € {07 1}}

die Menge der Konfigurationen von intaktéry = 0) bzw. defekten(z; = 1) Kanten undu die
Wahrscheinlichkeitsverteilung agfmit Massenfunktion

p(x) = F@(1 — g)lEI=k@) k(z) = Zme.

ecE
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Sei
A = {x € S| v,w nicht verbunden durch Kantermit z, = 0}.

Dann ist
p=p(A) = E,[1.].

Der »klassische Monte Carlo-Schatzer«fiist
P I o .
Dn = — E I4(X;), X;unabhangig mit Verteilung.
n
=1

Fordern wir nun zum Beispiel

~ pd—p) L p
— < —
o (Pn) n 10’
dann bengtigen wir eine Stichprobenanzahl
. 100 (1 —p)

juiy Y

p
um diese Bedingung zu erflllen. Die GroRenordnungvéir das in der obigen Graphik darge-

stellte Netzwerk mit = 1% lasst sich wie folgt abschéatzen:

107% = p(»eq, eq, €3 versagenk < p < p(»mindestens 3 Kanten versagen«
22
= (3) 21075~ 1,5-1073.

Es sind also eventuell mehrere Millionen Stichproben nétig
Um die bengtigte Stichprobenanzahl zu reduzieren, wendegimimportance Sampling-Verfahren
an. Sei

v(w) =t (L= )@ k() = " a,

die Verteilung bei Ausfallwahrscheinlichkeit= 2. Da unter im Schnitt 3 Kanten defekt sind,
ist der Ausfall der Verbindung bzgk. nicht mehr selten. Fur den Schatzer

1 ¢ Y, . :
Dn = - ; ]A(E)[:Eyg, Y; unabhangig mit Verteilung,

erhalten wir im Beispiel von oben:

Var(p) = (3 140

@ )

22 k |E|—k

1 |E]\ (& (1—¢)? p
<=3 £ < P
_nk:3<kz)(t) ( 1—t _0’005371

Diese Abschatzung ist etwa um den Faktor 200 besser als daefiieinfachen Monte Carlo-

2

Schatzer erhaltene Abschatzung der Varianz.
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3.4 Gleichgewichte von Markov-Ketten

Sei S eine abzahlbare Menge,eine Wahrscheinlichkeitsverteilung atif undp(x,y), (z,y €
S), einestochastische Matrixbzw. Ubergangsmatrix, d.h.p(z, y) erfullt die folgenden Bedin-
gungen:

() p(z,y) >0 furallex,y € S,

(i) Y,coplz.y)=1 firaller e s.

Hier und im folgenden bezeichnen wir diskrete Wahrschehkieitsverteilungen und die entspre-
chenden Massenfunktionen mit demselben Buchstabeny@d:h:= v({x}).

Definition. Eine FolgeXy, X1, ...:  — S von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (), A, P) heiR3tzeitlich homogene Markov-Kettmit Startverteilung’ und Ubergangsma-
trix p, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Faralle zo € S gilt:

(i) Furalle n € Nundx,...,z,1 € Smit P[Xy = zo,..., X, = x,] # 0qgilt:

P[XnJrl = Tnp+1 ’ XO = Xg, .- 7Xn = xn] = p(l'n, xn+1).

Bemerkung. Die Bedingungef (j) und (ji) sind aquivalent zu:

P[Xo=z0,..., X, = x,] = v(xo) p(xo, 1) - - - p(X0_1, T1) furallen € N, z; € S.

Gleichgewichte und Stationaritat

Fir eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgmit Massenfunktion:(z) = u({z}) und eine stochas-
tische Matrixp auf S setzen wir

(up)(y) == > px)p(z,y),  (yeSI),

€S

d.h.u p ist der Zeilenvektor, den wir erhalten, wenn wir den Zeilgktor (14(z)).cs von links an
die Matrix p multiplizieren.

Lemma 3.6. i) Die Verteilung zur Zeit, einer Markov-Kette mit Startverteilungund Uber-
gangsmatrixp ist v p".
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i) Gilt vp = v, dann folgtX,, ~ v fur alle n € N. (»Stationaritatq
Beweis. i) Wie im Beweis von Satz 214 erhalten wir
PlX, =y | Xo=1z]=p"(z,y)
furallen € Nundz,y € S mit P[X, = z| # 0, und damit:

PIX,=y|= Z PIX, =y | Xo = 2] P[Xy = 7]

T€S
P[Xo=x]#£0

= 3 Py v@) = ") ).

zeS
v(z)#0

i) Ausvp = v folgtvp™ = v furallen € N.

O
Definition. i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S heil3t Gleichgewichtsverteilung
(oderstationare Verteilung der Ubergangsmatriy, falls z.p = i, d.h. falls:
> @) p(ry) =ply) furalley € S.
€S
ii) u erfullt die Detailed Balance-Bedingundzgl. der Ubergangsmatrix, falls gilt:
p(z)plz,y) = w(y) ply,x)  furallez,y e S (3.4.1)

Satz 3.7.Erfullt i die Detailed Balance-Bedingur@.4.1) dann istu eine Gleichgewichtsver-
teilung vonp.

Beweis.Aus der Detailed Balance-Bedingung folgt:

> @) p(ry) =Y uly)ply, ) = uy).

zeSs zeSs

Bemerkung. Bei Startverteilung: gilt:

w(z) p(z,y) = P[Xo =z, X1 = y], »Fluss vonr nachy«.
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Beispiele.

b)

DETAILED BALANCE: w(y) p(y, )

»Fluss vory nachz«

> ves H(Y) p(y, )
»Gesamter Fluss vayk.

() p(x,y)
»Fluss vonr nachy«

> wes @) p(z,y)
»Gesamter Fluss naghk

GLEICHGEWICHT:

a) MARKOV-KETTE AUF S = {0, 1}:
Seiena, 8 € [0, 1] und
1 -«
p =
B

~— \\\ // B \\\\\‘ ’//,,

Dann ist die Gleichgewichtsbedingupg = 1 aquivalent zu den folgenden Gleichungen:
p(0) = p(0) (1 — @) + (1) B,
p(1) = p(0) v+ (1) (1 = ).
Da . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sind beide Glaingen aquivalent zu
B (1= u(0)) =au0).

Die letzte Gleichung ist aquivalent zur Detailed BalanceiBguaing [3.4.11). Falla+3 > 0
gilt, ist . = (a’%ﬂ, ﬁ) die eindeutige Gleichgewichtsverteilung und erfillt diet&iled

Balance-Bedingung. Falls = g = 0 qilt, ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilungeine
Gleichgewichtsverteilung mit Detailed Balance-Bedingung.

ZYKLISCHER RANDOM WALK: SeiS = Z/nZ ein diskreter Kreis, und
pk,k+1)=p,  plkk-1)=1-p.

Die Gleichverteilung:(z) = % ist ein Gleichgewicht. Die Detailed Balance-Bedingung ist
dagegen nur fup = % d.h. im symmetrischen Fall, erfullt.

EHRENFESFMODELL:

SeiS ={0,1,...,n},

Universitat Bonn
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Man kann erwarten, dass sich im Gleichgewicht jede Kugelwahrscheinlichkei% in
jeder der beiden Urnen befindet. Tatsachlich erfiillt die Birdverteilungu(k) = (}) 27"
mit Parametep = % die Detailed Balance-Bedingung:

plk — 1) p(k —1,k) = p(k)p(k, k —1) k=1,...,n

ist &quivalent zu

n! n—(k—1) n! k
n

S Ty 3 H(n— )l

d) RANDOM WALKS AUF GRAPHEN:
Sei(V, E') ein endlicher Graph$ = V die Menge der Knoten.

e Sei

@ fa||S {l‘,y} € E,

0 sonst.

p(z,y) =
Die Detailed Balance-Bedingung lautet in diesem Fall:

() pla,y) = puly) ply, ).

Sie ist erfullt, falls

p(x) = ¢ deg(x)
gilt, wobeic eine Konstante ist. Damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss
¢ so gewahlt werden, dass gilt:

Z deg(z) =2|E)|.
zeB

Somit ist die Gleichgewichtsverteilung:

_ deg(x)

e Sei/\ := max,cy deg(x),

falls {z,y} € E,
p(z,y) =

1
N
1— dei(“) sonst.

Es gilt p(z,y) = p(y, x) und somit ist die Gleichverteilung alf die stationare Ver-
teilung.
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Ist deg(z) konstant, dann stimmen die Random Walks in beiden Beispidderein, und
die Gleichverteilung ist ein Gleichgewicht.

Im nachsten Abschnitt zeigen wir:

Satz(Konvergenzsatz fir Markov-Kettenlst S endlich, und eine irreduzible und aperiodische
stochastische Matrix mit Gleichgewicht dann gilt fir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
aufs:

lim (v p")(z) = p(zx) farallez € S.

n—o0
Aufgrund des Konvergenzsatzes kénnen wir Stichproben voer &Vahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1 n@herungsweise erzeugen, indem wir eine Markov-K&ttanit Gleichgewichtu, simu-
lieren, und fur grol3es auswerten. Wie findet man eine Markov-Kette mit einer voedpemen
stationaren Verteilung?

Metropolis-Algorithmus und Gibbs-Sampler
Die Metropolis-Kette

Sei q(z,y) eine symmetrische stochastische Matrix, dfx, y) = ¢(y,x) fur alle z,y € S.

Dann erfillt die Gleichverteilung die Detailed Balance-Bepling [(3.4.11). Sei nup eine be-
liebige Wahrscheinlichkeitsverteilung adfmit u(x) > 0 fur alle z € S. Wie kdnnen wir die
Ubergangsmatriy so modifizieren, dass die Detailed Balance-Bedingung bzeifiillt ist?

Algorithmus 3.8 (Metropolis-Algorithmus (Update — y)).  schlage Ubergang — 3 mit
Wahrscheinlichkeit(z, y) vor
akzeptiere Ubergang mit Wahrscheinlichkejt:, y) € [0, 1]
sonst verwerfe Vorschlag und bleibe bei

UBERGANGSMATRIX:

a(z,y) q(z,y) flry # z,
plz,y) =
1— Zy# alz,y)q(z,y) firy=z.

Die Detailed Balance-Bedingung lautet:

w(x) alz,y) = puly) a(y, x) furallex,y € S.

Sie ist Aquivalent dazu, dass
b(z,y) == u(x) afz,y)
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symmetrisch inc undy ist. Was ist die groRtmogliche Wahl véf, y)?
Ausa(z,y) < 1 folgen

b(z,y) < p(z),
b(z,y) = by, z) < u(y),

und somit

b(w,y) < min(u(z), u(y)).

Der groRtmaogliche Wet(z, y) = min(u(z), u(y)) entspricht gerade

{1 falls u(y) > p(x),
> pu(y).

2 falls pu(x)

p(z)

Definition. Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

p(z,y) = min (1, %) ~q(z,y) firy # x

heiRtMetropolis-Kettemit Vorschlagsverteilung(z, y) und Gleichgewicht.
Satz 3.9. erfillt die Detailed Balance-Bedingung bzgl.

Beweis.siehe oben. O

Der Gibbs-Sampler

SeiS = S5 x --- x S, ein endlicher Produktraum(z1, . . ., x4) eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung aufS und

M({El, cee ,I'd)
sy Lim 15 25 Tig 1y - - - ,l’d)

:ul('rl | T1yee oy Ti—1, Tig1y - - - 7'Td> =
ZzéSi /'L(xl’
die bedingte Verteilung dérten Komponente gegeben die Gbrigen Komponenten.

Algorithmus 3.10 (Gibbs-Sampler (Update — y)). vy :==x
fori:=1,...ddo
updatey; ~ (@ [y, .- Yio1,Yir1,- - - Ya)
end for
return vy
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UBERGANGSMATRIXI
P = PdPd-1"" " D1,

wobei

:U’Z(yl | Y1,- -5 Yi—1,Yit15 - - - 7yd> falls Y = Tk fur alle k 7é i’
0 sonst.

Satz 3.11. i) p erflllt die Detailed Balance-Bedingung bzgl.furalle: =1,...,d.
i) p istein Gleichgewicht vop.
Beweis. i) Der Beweis der ersten Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

i) Nach der ersten Aussage jsiein Gleichgewicht vom; fur allei. Also gilt auch

WP = WUpgpPa—1---P1 = M.
L]

Bemerkung. Zur Simulation vonY,,, n > 0, genigt es, die Massenfunktigniz) bis auf eine
multiplikative Konstante zu kennen:
ausu(z) = C f(X) folgt

—rc unabhangig vod'.
f(x) 99

a(z,y) = min (1,

Beispiel(Rucksackproblem)Gegeben:

wi,...,wg € R, »Gewichtek
vy,...,0g € R, »Werte«

Rucksack mit maximalem Gewicht> 0, packe soviel Wert wie moglich ein.

S ={0,1}, alle Konfigurationen
Sy ={(21,...,20) € S: %, zw; < b}, zulassige Konfigurationen
z; = 1 : i-ter Gegenstand im Rucksack

RUCKSACKPROBLEM

maximierel/ (z) = 3¢, z v; unter Nebenbedingunge S,.
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Das Rucksackproblem istP-vollstéandig, insbesondere ist keine Losungdr{d*) Schritten fur
eink € N bekannt.

STOCHASTISCHERZUGANG: SIMULATED ANNEALING

Fir 8 > 0 betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

L BV .e
7; ¢ ) fir z € Sy,

0 fur z € S\ Sy,

pa(z) =

aufS,wobeiZs = >
normiert. Furg = 0 ist us die Gleichverteilung au$,. Fur 3 — oo konvergiertuz gegen die

e#V () eine Konstante ist, dig zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

Gleichverteilung auf der Menge der globalen Maxima vgrdenn:

i 1 0 falls V(2) # max V,
uglz) = = Vs —
Zy Ty VO VE)

falls V(z) = max V.

1
Hy | V(y)=max V}|

IDEE:  Simuliere Stichprobe von p fur 5 gro3 3 — oo0). Dann istV/(z) wahrscheinlich
nahe dem Maximalwert.

METROPOLISALGORITHMUS:  Seiz™ := max(z,0) der Positivteil vonz. Wir wahlen als
Vorschlagsmatrix die Ubergangsmatrix

falls z; # w; fir genau ein € {1, ..., d},

1
g(z,w) =4 °
0

sonst

des Random Walks ayf), 1}4. Fur die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ergibt sich

uﬁ(w)> e PVE=VW)  fir z,w € S,

ag(z,w) = min (1,
115(2) 0 fir z € Sp,w ¢ 5.

Der Vorschlage wir also mit Wahrscheinlichkeit akzeptiert, weniv' (w) > V(z) gilt —andern-
falls wird der Vorschlag nur mit Wahrscheinlichkeitp —5 (V' (z) — V(w)) akzeptiert.

Algorithmus 3.12 (Simulation einer Markov-Kette mit Gleichgewicht). initialisierez(©) ¢
Sh
forn=1,2,...do
2 = = 2D
erzeuge ~ Unif{l,...,d}
w; =1 —w;

if we S, then
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erzeuge: ~ Unif(0, 1)
if u < ag(z,w)then
2 =
end if
end if
end for

Algorithmus 3.13 (Simulated Annealing)Wie Algorithmus 3.1 aber mj = 5(n) — oo flr

n — .

Bemerkung. @) PHYSIKALISCHE INTERPRETATIONEN
s ist die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewichtdigr Energiefunktion? (z) =
—V(z) bei der Temperatuf = 1/. Der Grenzwerti — oo entsprichtl” — 0 (»simulier-
tes Abkuhlen).

b) Die beim Simulated Annealing-Verfahren simulierte [zt inhomogene Markov-Kette
findet im allgemeinen nicht das globale Maximum Jdnsondern kann in lokalen Maxi-
ma »steckenbleiben«. Man kann zeigen, dass die Verteilanyyldrkov-Kette zur Zeit
gegen die Gleichverteilung auf den Maximalstellen konieetgfalls 3(n) nur sehr lang-
sam (logarithmisch) gegenco geht. In praktischen Anwendungen wird der Algorithmus
aber in der Regel mit einem schnelleren »Cooling schedtile¢ verwendet. Das Auf-
finden eines globalen Maximums ist dann nicht garantierotzéiem erhalt man ein oft
nitzlichesheuristischesVerfahren.

3.5 Konvergenz ins Gleichgewicht

SeiS = {x1,...,z,} eine endliche Menge, und

m

WV(S) = {p = (1), ..., @) | px:) =0, > pa;) =1} CR™

=1

die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen 8uGeometrisch istWV(.S) ein Simplex im
R™. Wir fuhren nun einen Abstandsbegriff aafV (.5) ein:

Definition. Die Variationsdistanzzweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen- auf S ist:

drv () = glln = vl = 5 3 () — ().

zeS
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Bemerkung. a) Furalley, v € WV(S) gilt:

drv(p,v) < 5 () + (@) = 1.

z€eS

b) Seienu, v Wahrscheinlichkeitsverteilungen und:= {x € S | u(z) > v(z)}. Dann gilt:

drv () = 3 (u(e) — v()) = max [u(A) - v(A)].

ACS
€A
Der Beweis dieser Aussage ist eine Ubungsaufgabe.

Wir betrachten im folgenden eine stochastische Maifix ), (z,y € S), mit Gleichgewicht
. Die Verteilung einer Markov-Kette mit Startverteilungind Ubergangsmatrix zur Zeitn ist
v p". Um Konvergenz ins Gleichgewicht zu zeigen, verwenden veifalgende Annahme:
MINORISIERUNGSBEDINGUNG Esgibteins € (0,1] und einr € N, so dass fur alle,y € S

gilt:
Pz, y) >0 u(y). (3.5.1)

Satz 3.14.Gilt die Minorisierungsbedingun(@.5.1) dann konvergiert: p™ fir jede Startvertei-
lung v exponentiell schnell gegen Genauer gilt fur allen € Nundv € WV(5):

dryv(vp", p) < (1—0)"r.

Bemerkung. Insbesondere igi daseindeutige Gleichgewicht: Betrachte eine beliebige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit v p = v. Dann folgt flrn — oo:

dry (v, ) = dry(vp™, 1) — 0,
alsodry (i, v) = 0, und somity = v.
Beweis. 1. Durch die Zerlegung
P, y) =0 puly) + (1 —6) q(z,y)

der r-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten wird estechastischeMatrix ¢ definiert,
denn

(i) Aus der Minorisierungsbedingung (3.5.1) folgtr, y) > 0 fur allex,y € S.

(i) Aus >° s p"(z,y) = 1,3 coply) = 1folgt 3 s q(z,y) = 1furallex € S.
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Wir setzen im folgenden := 1 — §. Dann gilt fur aller € WV/(.5):
vp =1=MNpu+Avg. (3.5.2)
2. Wir wollen mit vollstandiger Induktion zeigen:
vp" =1 = N)Ypu+ Nvgt  furallek >0, ve WV(9). (3.5.3)

Furk = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr. Gilt (3.5.3) fur &ir> 0, dann erhalten wir
durch Anwenden von Gleichung(3.5.2) auf” mit v = v ¢*:

(k+1)r _ Vpkr p'r

— 1_>\k +)\k v k r
(( ) 1 q~)p
= (1= pp" +(1 =) N u+ M vghg
~—
=n

— (1 o /\k:—&-l),u_+_ )\Ic—f—l qu-&-l.

vp

3. Furne Nyn=kr+i, (k€ N,0 <i<r), folgt:

vp" =vpp = (1= N) pp’ +N vy,
—~—
=p
also
vp" — =N (g pt — p) furaller € WV(95),
und damit

1 ,
dryv(vp",m) = 5 llvp" —ulli = Nodpy (v g p'sp) < AF

nach der letzten Bemerkung.

Welche Ubergangsmatrizen erfiillen die Minorisierungahguahg?

Definition. i) Die stochastische Matriy heil3tirreduzibel falls es fur allex,y € S ein
n € N gibt, so das9"(x,y) > 0 gilt.

i) Die Periodevonzx € S ist definiert als

Periode(z) := ggT({n € N | p"(x,x) > 0}).

=:R(x)
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Lemma 3.15. i) Falls pirreduzibel ist, giltPeriode(z) = Periode(y) fur alle x,y € S.

ii) Falls p irreduzibel und aperiodisch (d.Reriode(z) = 1 fur alle x € S) ist, gibt es ein
r > 0,s0das9’(x,y) > 0furallex,y € S gilt.

Beweis.Seienx,y € S.

1) Seip irreduzibel. Dann gibt es eifiund eint € N, so dass gilt:
p*(z,y) >0 und  p(y,z) > 0.
Fira := s + t folgt:

o p*(z,z) > p*(z,y) p'(y,z) > 0, alsoa € R(z).

o p"t(x,x) > pi(x,y) p"(y,y) p'(y,x) > 0 flrallen € R(y), alson + a € R(x) fur
allen € R(y).

Periode(x) ist ein gemeinsamer Teiler vai(z), somit Teiler vona undn + a, also auch
vonn fur allen € R(y). Daher istPeriode(x) ein gemeinsamer Teiler vaR(y) und somit

gilt:
Periode(z) < Periode(y).

»>« wird analog gezeigt. Es folgt:

Periode(z) = Periode(y).

i) R(z) ist abgeschlossen unter Addition, denn falls € R(x) ist, gilt:
p (2, x) > p(z,x) p(x, x) > 0,

und somits + t € R(z). Dap aperiodisch ist, folgggT(R(z)) = 1 fur allex € S. Nach
einem Satz der Zahlentheorie gilt:

Da R(z) additiv abgeschlossen, gibt es fur alleein r(z) € N mit n € R(z) fur alle
n > r(zx).

n € R(x) impliziert p"(x,z) > 0. Dap irreduzibel ist, folgt, dass es fur alle y ein
r(z,y) € N gibt, so dass gilt:

p"(x,y) >0 fur allen > r(z,y).

Flrr > max, yes (7, y) folgt dannp”(z,y) > 0 furaller,y € S.
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]

Satz 3.16(Konvergenzsatz fuendliche Markov-Ketten) Ist p irreduzibel und aperiodisch mit
Gleichgewichiu, dann gilt:

Tim dyy (vp",p) =0 furaller e WV(S).
Beweis.Dap irreduzibel und aperiodisch ist, gibt es eire N mit:
P (z,y) >0 furallez,y € S.
Daher gibt es eim € N und eind > 0, so dass gilt:
P (z,y) > 6 uy) furallez,y € S,

(z.B.0 := min, 45" (x,y)). Mit Satz[3.14 folgt die Behauptung. O

Beispiel (Metropolis-Kette) Sei.S endlich,u(z) > 0 fur allez € S, nicht konstant, und(z, y)
irreduzibel. Dann isp(z, y) irreduzibel und aperiodisch. Somit folgt die Konvergerz @ieich-
gewicht nach Safz 3.16, allerdings evtl. sehr langsam!

ANWENDUNG: MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-VERFAHREN
Seip e WV(S), f: S —R.
GESUCHT.

0= Eu[fL
MARKOV-CHAIN-MONTE CARLO-SCHATZER:

b+n

/Q\n,b - % Z f(Xk>7

k=b+1

wobeib € N eine feste Konstante (»burn-in-Zeit«) uql; ).cy irreduzible Markov-Ketten mit
Gleichgewichtu sind.

Satz(Ergodensatz / Gesetz der grof3en Zahlen fur Markov-KetteR)ur alle b € N gilt:

lim @l,b =60 mit Wahrscheinlichkeit,

n—oo

Beweis.siehe Vorlesung »Stochastische Prozesse«. n

Die Analyse des Schatzfehler ist im Allgemeinen diffizil!
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Kapitel 4

Stetige und Allgemeine Modelle

4.1 Unendliche Kombinationen von Ereignissen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. I§tl,,),.cny €ine Folge von bzglP unabhéngigen
EreignissenA,, € A mit fester Wahrscheinlichkeit

P[A,] =p€0,1]

und
Sp(w) = In(w)=[{1<i<n:we A}
=1

die Anzahl der Ereignisse unter den erstemlie eintreten, dann isf,, binomialverteilt mit den
Parameterm undp. Fir die relative Héufigkeiﬁff der Ereignissel; gilt die Bernstein-Chernoff-

g

d.h. die Verteilung voni—n konzentriert sich flin — oo sehr rasch in der Nahe vgn siehe Ab-
schnit{Z.8. Insbesondere ergibt sich ein Spezialfall dagvachen Gesetzes der groRen Zahlen:
die Folge der Zufallsvariableﬁ& konvergiertP-stochastisch gegen d.h.

Ungleichung

& _p‘ 2 6:| S 2 . 6_262’"‘7 (4.1.1)
n

Sh n—00 g0
——p'zs] =0 furalles > 0.

r||%

Definition. (1). EineP-Nullmengeist ein EreignisA € A mit P[A] = 0.

(2). Ein EreignisA € A tritt P-fast sicherbzw. furP-fast allew € Q2 ein, falls P[A] = 1 qilt,
d.h. fallsA¢ eine P-Nullmenge ist.
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Wir wollen nun Methoden entwickeln, die es uns erméglictmnzeigen, dass aus (4.11.1) sogar

lim Sn(w)

n—00 n

—p  fir P-fastallew € Q (4.1.2)

folgt. Das relevante Ereignis

L= {w e tim 22 :p}

n—oo n

lasst sich offensichtlich nicht durch endlich viele derbeschreiben.

Seien nun allgemeid, A,, ... € A beliebige Ereignisse. Uns interessieren zusammengesetzt
Ereignisse wie z.B.

U 4, (,Eines derA,, tritt ein®)
n=1

N An (,Alle der A, treten ein®)
n=1

N UA.={weQ:Vm In>m:weA,} (,Unendlichviele der4, treten ein“ oder

m=1n=m

» A, tritt immer mal wieder ein®)

o0

U ﬁ A, ={weQ:3Im Vn>m:weA,} (,A, trttschliellich ein“)

m=1n=m
Aufgrund der Eigenschaften einerAlgebra liegen alle diese Mengen wiedetdnDas Ereignis
L lasst sich wie folgt als abzahlbare Kombination deausdricken:

weL <— lim&:
Sh .
— v56Q+:‘——p'§gschI|eBI|ch
n
Sn
— VeeQ, dmneN Van:‘W—p'Se
Somit gilt

Sn _ p’ <e SChIieBIiCh}

n
"=}
— —p| =€
n

Um Wahrscheinlichkeiten von solchen Ereignissen berathnekdnnen, ist es wesentlich, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht nur endlich additiv, sondern sogatfadditiv ist. Der
folgende Satz gibt eine alternative Charakterisierungre@&dditivitét:

L:m{

e€Q4

- NUN{

e€Q+ meNn>m
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104 KAPITEL 4. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Satz 4.1(c-Additivitat und monotone Stetigkeit). Sei.A einec-Algebraund P : A — [0, 0]
additiv, d.h.
ANB=0 = P[AUB] = P[A] + P[B].

(i) P isto-additivgenau dann, wenn:

C A, C = i
A CAC...=> P L_JlAn lim P[A,]
(i) Gilt P[Q?] = 1, dann ist dies auch &quivalent zu:
A DAy D ﬂA = lim P[A,]

Beweis. (i) Sei P o-additiv undA4; C A, C .... Die MengenB; := A;, By := A)\Aj,
Bs := A3\ Ay, ... sind disjunkt mit

i=1 1=1 =1 i=1

Also qilt:

o0
=1

P GBZ-
=1
a—édd. iP[B
=1
=1

n

B
=1

= lim P[A,].

n—oo

= lim P

n—oo

Der Beweis der umgekehrten Implikation wird dem Leser alsndisaufgabe berlassen.

(0r)

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle

(i) Gilt P[Q?] = 1, dann folgt

ol
=1

Die Behauptung folgt nun aus (i).

—P GA; .
i=1

]




4.1. UNENDLICHE KOMBINATIONEN VON EREIGNISSEN 105

Ab jetzt setzen wir wieder voraus, daBseine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Eine weitere
Folgerung aus der-Additivitat ist:

Satz 4.2(o-Subadditivitat). Fur beliebige Ereignissel;, A,, ... € A qilt:

.

n=1

P

< » P[A,)]
n=1

\
i
IA

[ |
— ~~
Abbildung 4.1: Darstellung von drei Mengen. Das Mal3 der Megeing von Mengen ist stets
kleiner gleich als die Summe der Mal3e der einzelnen Mengen.

Beweis.Die Mengen
B,=A,\(A,_1U---UA)
sind disjunkt mit|J B, = |J A,. Also gilt:
n=1 n=1

~-Y P[B .
;J\ﬁl < ; P[A,]
<P[a,]

P —P

U
n=1

U
n=1
L]

Bemerkung. Insbesondere ist eine Vereinigung von abzahlbar vieletnuigen wieder eine
Nullmenge.

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim Beweis vomvEmenzaussagen fur Zufalls-
variablen:

Satz 4.3(1. Borel - Cantelli - Lemma). Fur EreignisseA;, A,, ... € A mit

f:P[An] < 0
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gilt:

Pl,unendlich viele derA,, treten ein‘| = P = 0.

U 4.

m n>m

Beweis.Da die Folge | J A,, =: B,, von Ereignissen aud monoton fallend ist, ergibt sich nach
n>m
SatZ 4.1 und 4]2:

A
S»—’_'
12
El
il
D
S
[l
\.O

da die Summé_ P[A, ] nach Voraussetzung konvergiert. O

n=1
Das erste Borel-Cantelli-Lemma besagt, dass mit Wahrsatiekeit 1 nur endlich viele der Er-
eignisseA,,,n € N eintreten, falls) | P[A,] < oo gilt. Die Unabhangigkeit der Ereignisse er-
moglicht die Umkehrung dieser Aussage. Es gilt sogar:

Satz 4.4(2. Borel - Cantelli - Lemma). Fir unabhangige Ereignissé;, A,, ... € A mit

Y PlA,] =

gilt:
P[A,, unendlich oft= P

Bemerkung. Insbesondere ergibt sich édrl Gesetz

Sind Ay, A, ... € A unabhangige Ereignisse, dann betragt die Wahrscheislicitass unend-
lich viele derA,,,n € N, eintreten, entwedéy oder1 - je nachdem ob die Summyg P|[A,]
endlich oder unendlich ist.
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Wir zeigen nun das zweite Borel-Cantelli-Lemma:

Beweis.Sind die Ereignissel,,n € N unabhangig, so auch die Ereignissg, siehe Lemma
[2.5. Zu zeigen ist:

P[A,, nur endlich oft= P

U4

m n>m
Nach Satz 4]1 gilt:
cl _ 1 C
Pl A4S = lim P ) AS (4.1.3)
m n>m n>m
Wegen der Unabhéangigkeit der Ereignisig erhalten wir zudem
Stetigkeit i
C mon. _e IgKel . C
k
M fim P[AS]
k—oo - ———
=M _1— PlAy]<exp(—P[Aq])
k
< lim inf e~ FlAn]
k—o00 —m
> PlAL]
= liminfe == =" =0, (4.1.4)
k—o0
k o)
daklim > P[A,] = > P[A,] = oo nach Voraussetzung.
=0 n=m n=m
Aus[4.1.3 und4.1]4 folgt die Behauptung. O

Mithilfe des 1. Borel-Cantelli-Lemmas kénnen wir nun eingeigersion eines starken Gesetzes
groRRer Zahlen beweisen. Sek [0, 1].

Satz 4.5(Starkes Gesetz grofRer Zahlen I, Borel 1909, Hausdorff 1914, @éelli 1917). Sind
Ay, Ay, ... € Aunabhangige Ereignisse mit Wahrscheinlichkefitl,,| = p fur alle n € N, dann

giltfir S,, = > I4;:
=1

(2

Sy, .

lim () = p fir P-fastallew € Q)
n—o0 n N~~~
N———— M

asymptotische Wkeit

relative Haufig-
keit des Ereig-
nisses
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Beweis. Sei .
L:= {w € Q‘ﬁsn(w) —>pfijrn—>oo}

Zu zeigen ist, dass® € A mit P[LC] = 0.

Wegen
we Ll «— % Hp <= JeeQ,: Sn(w) —p‘ > ¢ unendlich oft
gilt:
Sp(w) . Sp(w)
c _ _ — —
L _U{ . p’>€ unendllchof% UﬂU{ S —p|>er €A

ecQ+ e€eQ+ m n>m

Zudem folgt aus der Bernstein-Chernoff-Abschatzung:
>r|
n=1

fur allee > 0, also nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma:

S

d

— P
Also ist L¢ eine Vereinigung von abzahlbar vielen Nullmengen, und tdaach Satz 412 selbst

Sn = —2ne?
— —p| >l < E 2e < 00
n

n=1

> ¢ unendlich of] =0.
n

eine Nullmenge. O

Das starke Gesetz grof3er Zahlen in obigem Sinn rechtfedigitimals im Nachhinein die empiri-
sche Interpretation der Wahrscheinlichkeit eines Ersggs als asymptotische relative Haufigkeit
bei unabhéngigen Wiederholungen.

Beispiel(Random Walk/Irrfahrt ). Wir betrachten einen Random Walk
Zy=X1+Xo+Xs+...+X, (neN)
mit unabhangigen identisch verteilten Inkrementén: € N, mit
PX;=1=p und P[X;=-1=1-—p, pe(0,1)fest
Die Ereignissed; := {X; = 1} sind unabhé&ngig miP[A4;] = p und es gilt:
Xi=1In —Iyo =214 — 1,

also .
Z,=25,—n, wobei S,= ZIA,
=1
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Nach Satz 4I5 folgt:

Zn Sy :
lim — =2 lim — — 1 = 2p — 1 P-fast sicher.
n—oo n n—oo M

Furp # 1 wachst (bzw. fallt)Z,, also mit Wahrscheinlichkeit asymptotisch linear (siehe Abbil-

dung4.2):

Zn~ (2p—1)-n P-fastsicher

Abbildung 4.2: Random Walk mit Driftp = 0.55,n = 500

Furp = % dagegen wachst der Random Walk sublinear, gih.—> 0 P-fast sicher. In diesem
n

Fall liegt fur hinreichend grof3e der Graph einer typischen Trajektotie (w) in einem beliebig

kleinen Sektor um die-Achse (siehe Abbildung4.3).

Abbildung 4.3: Random Walk ohne Drift:= 0.5, n = 500

Eine viel prazisere Beschreibung der Asymptotik des Randoik Me#ert der Satz vom iterier-
ten Logarithmus:

lim sup Sn(w)

n—oo /nloglogn

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010
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g on(@)
im inf ———
n—oo y/nloglogn

Mehr dazu: siehe Vorlesung ,Stochastische Prozesse.”

= —1 P-fast sicher

4.2 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage befasst, ob @bethein Wahrscheinlichkeits-
raum existiert, auf dem unendlich viele unabhéangige Erssgnbzw. Zufallsvariablen realisiert
werden kénnen. Auch die Realisierung einer auf einem engtiicbellen Intervall gleichverteil-

ten Zufallsvariable auf einem geeigneten Wahrscheingthkaum haben wir noch nicht gezeigt.
Die Existenz solcher RAume wurde stillschweigend vorawtges

Tatsachlich ist es oft nicht notwendig, den zugrunde lieganWahrscheinlichkeitsraum expli-
zit zu kennen - die Kenntnis der gemeinsamen Verteilungkan e¢levanten Zufallsvariablen
genugt, um Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte zadbmen. Dennoch ist es an dieser
Stelle hilfreich, die grundlegenden Existenzfragen zuddaund unsere Modelle auf ein sicheres
Fundament zu stellen. Die dabei entwickelten Begriffsiiigen werden sich beim Umgang mit
stetigen und allgemeinen Zufallsvariablen als unverbiaherweisen.

Beispiele von Wahrscheinlichkeitsraumen

Wir beginnen mit einer Auflistung von verschiedenen Wahegdithkeitsraumeni(, A, P), die
wir gerne konstruieren wirden:

Dirac-Mal}

Sei(2 beliebig,a € Q) fest, A = P(Q?), P = ¢,, wobei

1 fallsaec A
dalA] =
0 sonst

Dies ist eine deterministische Verteilung mit:
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Ist  eine abz&hlbare Menge und: Q — [0, 1] eine Gewichtsfunktion mit) | p(w) = 1,
we
dann haben wir bereits gezeigt, dass eine eindeutige WagirdichkeitsverteilungP auf der

Potenzmengel = P((2) existiert mit

PlA] = p(a) =) p(a)d.A] VACQ.

acA [(ISY)

Jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eineyégkombination von Diracmalien:

P = Zp(a)(sa

ac
Endliche Produktmodelle

Auch die Konstruktion mehrstufiger diskreter Modelle ist diese Weise mdglich: Ist beispiels-
weise
Q:{(wl,...,wn) T Wy GQi}:Ql X ... %Xy,

eine Produktmenge, und sipg, . . ., p,, Gewichtsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
genpPy,...,P,aufQ,...,Q,, dann ist

p(w) = [ pi(wi)
=1
die Gewichtsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertegl® = P, ®...® P, auf(2. Unter dieser
Wahrscheinlichkeitsverteilung sind die Zufallsvariablé;(w) = w; unabhangig.
Unendliches Produktmodell (z.B. Minzwurffolge)

Es stellt sich die Frage, ob wir auch unendlich viele unaglgenZufallsvariablen auf einem &hn-
lichen Produktraum realisieren kénnen. Im einfachstelr@thten wir eine Folge unabhangiger
fairer Munzwdrfe (0-1-Experimente) auf dem Grundraum

Q={w=(w,wa,...) w; €{0,1}} ={0,1}"

modellieren 2 ist Uberabzéahlbar, denn die Abbilduig: (0,1) — £, die einer reellen Zahl die
Ziffernfolge ihrer Bindrdarstellung zuordnet, ist injaktiGenauer ist eine injektive Abbildung
X :(0,1) — Q definiert durch

X(w) = (Xi(w), Xao(w), X3(w), ...), (4.2.2)
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Xi(w) Xo(w) X3(w)
1 ——o0 1 o o o o 1 o e o e o e o
o % ¢ ¢ 1 O—¢—0—¢—0—¢—0
0.5 1.0 0.25 0.50 0.75 1.00 0.25 0.50  0.75 1.00
Abbildung 4.4: Darstellung der ersten de€j(w).
2n71
wobei X,,(w) = Ip, (w), D, = U [(20 — 1) -27™,2i-27™).
=1
Wir suchen eine WahrscheinlichkeitsverteiluRguf ©2 mit
Pw e Q:w; =aj,ws =ag,...,w, =a,}| =27" (4.2.2)

Gibt es einer-Algebra A, die alle diese Ereignisse enthélt, und eine eindeutiger$tabinlich-
keitsverteilungP auf A mit (4.2.2)?

Wir werden in Abschnitt 513 zeigen, dass dies der Fall isheiaber

1). A£PQ)  und
(2). P{w} =0

gelten muss. Das entsprechende Produktmodell unterstiseti in dieser Hinsicht grundlegend

fur allew € Q

von diskreten Modellen.

Kontinuierliche Gleichverteilung

Fur die Gleichverteilung auf einem endlichen reellen Naér(2 = [a,b], —0c0 < a < b < o0,
sollte gelten:

Pl(e.d)] = Plle.d] = £=°

A T b—a

Va<c<d<b. (4.2.3)

Gibt es einer-Algebra#, die alle Teilintervalle vora, b] enthlt, und eine Wahrscheinlichkeits-
verteilungP auf.# mit (4.2.3)?

Wieder ist die Antwort positiv, aber erneut gilt notwendigeise# # P(2) und P[{w}] = 0
far allew € Q.

Tatsachlich sind die Probleme in den letzten beiden Absieimiveitgehend aquivalent: die durch
die Binardarstellund(4.2.1) definierte AbbilduAgist eine Bijektion vor{0, 1) nach{0, 1}¥\ 4,
wobei A = {w € Q : w, = 1 schlielllich eine abz&hlbare Teilmenge ist. Eine Gleichverteilung
auf[0, 1) wird durch X auf eine Mlnzwurffolge auf0, 1} abgebildet, und umgekehrt.
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Brownsche Bewegung

Simuliert man einen Random Walk, so ergibt sich in einem gestén Skalierungslimes mit
Schrittweite— 0 anscheinend eine irregulare, aber stetige zufallige Bemgegukontinuierlicher
Zeit. Der entsprechende, 1923 von N. Wiener konstruiedehsistische Prozess heBtown-

16 +
14 +
12 +
10 +

Abbildung 4.5: Graph einer Stichprobe der eindimensian8wnschen Bewegung

sche Bewegungund kann durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilih@as Wienermalf3) auf dem
Raum
Q=C(0,1,R) = {w: [0,1] — R|w stetig}

beschrieben werden. Fir diese, als Modell fiir Aktienkuzaéillige Bewegungen, etc. in diver-
sen Anwendungsbereichen fundamentale Wahrscheinlisivkeieilung gilt unter anderem:

P{w € Q: w(t) € [a,b)}] =

V2t

siehe zum Beispiel die Vorlesung ,Stochastische Prozess&ammersemester.

b
1 22 .
/e‘zt dx fur allet > 0,
Tt

Um Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie in den letzterdbeiBeispielen zu konstruieren, beno-
tigen wir zunachst geeigneteAlgebren, die die relevanten Ereignisse bzw. Intervatlénalten.
Dazu verwenden wir die folgende Konstruktion:

Konstruktion von o-Algebren

Sei(2 eine beliebige Menge, ungZ C P((2) eine Kollektion von Ereignissen, die auf jeden Fall
in der zu konstruierendestAlgebra enthalten sein sollen (z.B. die Mengen aus den Beéspi
zu unendlichen Produktmodellen und kontinuierlichen Gleerteilungen auf Seife T111f).
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Definition. Die Kollektion

von Teilmengen voft heil3t die von 7 -erzeugter-Algebra.

Bemerkung. Wie man leicht nachpruft (Ubung), is{_# ) tatsachlich eine-Algebra, und damit
die kleinstes-Algebra, die_# enthalt.

Beispiel(Borel'scheo-Algebra auf R). Sei©? = Rund _¢ = {(s,t)| —oo < s <t < oo} die
Kollektion aller offenen Intervalle. Die von? erzeugter-Algebra

heiRtBorel'sche o-Algebra. Man prift leicht nach, das8(R) auch alle abgeschlossenen und
halboffenen Intervalle enthélt. Die Borel'scheAlgebra wird auch erzeugt von der Kollektion
aller abgeschlossenen bzw. aller kompakten IntervallnEbejilt:

B(R) = o({(-00,d|c € R})
Allgemeiner definieren wir:

Definition. Sei{2 ein topologischer Raum (also z.B. ein metrischer RaumRitie” (|0, 1], R)
etc.), und set die Kollektion aller offenen Teilmengen var(die Topologig. Die vonr erzeugte
o-Algebra

heiRtBorel'sches-Algebra auf ).

Wieder verifiziert man, das8(f2) auch von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugt wird. Im
Fall ©2 = R ergibt sich die oben definierte, von den Intervallen erzeugilgebra.

Bemerkung. Nicht jede Teilmenge voiR ist in der Borelschen-Algebra53(R) enthalten - ein
Beispiel wird in den Ubungen gegeben.

Trotzdem enthal3(R) so gut wie alle Teilmengen voR, die in Anwendungsproblemen auf-
treten; z.B. alle offenen und abgeschlossenen TeilmengeiRysowie alle Mengen, die durch
Bildung von abzahlbar vielen Vereinigungen, Durchschnitted Komplementbildungen daraus
entstehen.
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Beispiel (Produkt o-Algebra auf {0, 1}Y). EineZylindermenge auf dem Folgenraum
Q={0,1}" = {(wy,wa,...) w; € {0,1}}
ist eine Teilmenged von €2 von der Form
A={w e w =a,wy=ay,...,w, =ay}, neNa,..., a,€{0,1}.

In Beispiel[4.2 von oben betrachten wir die von der Kollekt@mller Zylindermengen erzeugte
o-AlgebraA = (%) auf{0, 1}". A heil3tProdukt- o-Algebra auf .
Allgemeiner seil eine beliebige Menge, urd = [] €2; eine Produktmenge (mit endlich, ab-
i€l

zéhlbar, oder sogar Uberabzahlbar vielen Faktéxene I).
Definition. Sind.A;,i € I o-Algebren auf?;, dann heil3t die von der Kollektica aller Zylin-
dermengen

{w = (wy)ier € Q:wy € Aj,wiy, € Ay, ..y, € Ay},

ne€Niy,....i, € [,A;, € A;y,..., A € A, , erzeugter-Algebra

A=) Ai=0(%)

iel

Produkt o-Algebra auf(.

Man kann nachpriifen, dass die etwas anders definierte Rroedilgebra aus Beispié[ 4.2 ein
Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion ist.

Existenz und Eindeutigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilurgen

Sei (©2,.A) ein messbarer Raum d.h. Q ist eine nichtleere Menge und C P(Q) eineo-
Algebra. In der Regel sind die Wahrscheinlichkeitefd] zunéchst fur Ereignissé aus einer
Teilmenge7 C A mit A = o(J) gegeben, z.B. fur Intervalle bei Wahrscheinlichkeitsvknte
gen aufR. Es stellt sich die Frage, ob hierdurch bereits die Wahistblekeiten aller Ereignisse
in A eindeutig festgelegt sind, und ob si€hzu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung adffort-
setzen lasst. Diese Fragen beantworten die folgendenrbiiddamentalen Satze.

Definition. (1). Ein Mengensyste C A heil3tdurchschnittsstabil falls

A Beg = AnBeJ.

(2). J heil3tAlgebra falls
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@ QeJg
by Acg = A%ec¢Jg
(c) ABeJg = AUuBe/J.

Eine Algebra ist stabil unter endlichen MengenoperatidBaden von endlichen Vereinigungen,
Durchschnitten und Komplementen). Insbesondere ist jdgebda durchschnittsstabil.

Beispiel. (1). Die Kollektion aller offenen Intervalle ist eine dusdhnittsstabile Teilmenge
vonB(R), aber keine Algebra. Dasselbe gilt fir das Mengensystem { (—oo, ¢]|c € R}.

(2). Die Kollektion aller endlichen Vereinigungen von ledligen Teilintervallen voiR ist eine
Algebra.

Satz 4.6 (Eindeutigkeitssat?d. Stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungerund P auf
(€, A) Uberein auf einendurchschnittsstabilen Mengensystefh C A, so auch aub (7).

Den Satz werden wir am Ende dieses Abschnittes beweisen.

Beispiel. (1). Eine Wahrscheinlichkeitsverteilugauf B(R) ist eindeutig festgelegt durch die
Wahrscheinlichkeite®[(—oo, c]], ¢ € R.

(2). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Modell der unendlich vielen Minzwirfe ist ein-
deutig festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten der Angg der ersten Wiirfe flr alle
n € N.

Nach dem Eindeutigkeitssdiz 4.6 ist eine Wahrscheinlitéherteilung durch die Wahrschein-
lichkeiten der Ereignisse aus einem durchschnittsstalitizeugendensystem festgelegt. Um-
gekehrt zeigt der folgende Satz, dass sich eine auf eineeugendensystent gegebener-
additive Abbildung zu einem Mal3 auf derAlgebra fortsetzen lasst, fallg eine Algebra ist.

Satz 4.7(Fortsetzungssatz von Carathéodory, Ist 7 eine Algebra, und® : 7 — [0, co] eine
o-additive Abbildung, dann besitzt eine Fortsetzung zu einem MaR3 af7 ).

Den Beweis dieses klassischen Resultats findet man in viel&thdarie-, Analysis- bzw. Wahr-
scheinlichkeitstheorie-Bluchern (siehe z. B. Williams: JRability with martingales”, Appendix
Al). Wir verweisen hier auf die Analysisvorlesung, da fie eieitere Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie in dieser Vorlesung der Existatzgwar fundamental ist, das Beweisver-
fahren aber keine Rolle mehr spielen wird.
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Bemerkung. Ist P[2] = 1, bzw. allgemeineP[(?] < oo, dann ist die Maf3fortsetzung nach Satz
[4.6 eindeutig, denn eine Algebra ist durchschnittsstabil.

Als Konsequenz aus dem Fortsetzungssatz erhalt man:

Korollar 4.8 (Existenz und Eindeutigkeit der kontinuierlichen Gleichverteilung). Es exis-
tiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteiludg ) auf 5((0, 1)) mit

Uonl(a,b)] =b—a firalle0 <a <b < 1. (4.2.4)

Zum Beweis ist noch zu zeigen, dass die dufch (#.2.4) de®ni@bbildungi/ 1 sich zu ei-
ner o-additiven Abbildung auf die von den offenen Intervallemeargte Algebrad, aller endli-
chen Vereinigungen von beliebigen (offenen, abgeschiesséhalboffenen) Teilintervallen von
(0, 1) fortsetzen lasst. Wie die Fortsetzung adif aussieht, ist offensichtlich - der Beweis der
o-Additivitat ist etwas aufwandiger. Wir verweisen dazu eee auf die Analysisvorlesung, bzw.
den Appendix Al in Williams: ,Probability with martingalés

Bemerkung. (1). Auf &hnliche Weise folgt die Existenz und Eindeutidldes durch

d
)\[(O,l, bl) X ... X (ad, bd>] = H<b7’ — G/i) fur alle a;, b, e R mit a; < b;
=1
eindeutig festgelegten Lebesguemakesif B(R?), siehe Analysis Ill. Man beachte, dass
wegen)\[R9] = oo eine Reihe von Aussagen, die wir fir Wahrscheinlichkeiteileingen
beweisen werden, nicht fir das LebesguemafR4ufelten!

(2). Auch die Existenz der Wahrscheinlichkeitsverteilengn Modell fiir unendlich viele faire
Munzwuirfe kann man mithilfe des Satzes von Carathéodoryepeify/ir werden diese
Wahrscheinlichkeitsverteilung stattdessen unmittederder Gleichverteilung 1) kon-
struieren.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun den Etrgl@itssatz. Dazu betrachten wir
das Mengensystem
D:={Ae A|P[A]=P[A]} D J.

Zu zeigenist:D D o(J).

Dazu stellen wir fest, das8 folgende Eigenschaften hat:

() Qe D
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(i) AcD = A€ D

(ili) Aj, As,... € D paarweise disjunks | JA; € D
Definition. Ein Mengensyste® C P(£2) mit (i) - (iii) heit Dynkinsystem

Bemerkung. Fir ein DynkinsystenD gilt:

ABeED,ACB = B\A=BnA°=(B°UA)“ €D

disjunkt

Lemma 4.9. JedesN - stabile Dynkinsyster ist einec - Algebra.

Beweis.Fur A, B € D qilt:
€D falls N—stabil
—~
AUB = A LTJ (B\(AnB)) €D.

disjunkt €D nach Bem.

Hieraus folgt flrA;, A,, ... € D durch Induktion
B, = U A, €D,
=1

und damit

[e.o]

lJ B.\B._1) €D.

n=1
T
disjunkt

Ja=Us,
i=1 n=1

€D nach Bem.

]

Lemma4.10.Ist 7 einN - stabiles Mengensystem, so stinai&s$ von7 erzeugte Dynkinsystem

D(J) = N D
D Dynkinsystem
DoJ

mit der vonJ erzeugtenc - Algebrac(7) uberein.
Aus Lemmal[(Z.10) folgt der Eindeutigkeitssatz, d§ahe A |P[A] = P[A]} ist ein Dynkin-
system, dag/ enthalt, und somit gilt nach dem Lemma

{Ae A|P[A] = PA]} 2 D(T) = o(T),

falls 7 durchschnittsstabil ist.
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Beweis.(von Lemmal(4.10))

Jeder - Algebra ist ein Dynkinsystem, also giR(.7) C o(J).

Es bleibt zu zeigen, dasB(J) eineo - Algebra ist (hieraus folgt dan®(7) = o(7)). Nach
dem ersten Lemma ist dies der Fall, weR(17) durchschnittsstabil ist. Dies zeigen wir nun in
zwei Schritten:

Schrittl: Be J,Ae D(J) = ANB € D(J)
Beweis: Dy = {AcA|ANB €D(J)} 2 J istein Dynkinsystem. Z.B. gilt

AeDg = ANBeDJ)
c . Bem.
= A°NB= ? \(ANB) € D)
G'D(j) ED(J)
= A% € Dy usw.

Also qilt Dp O D(J),unddamitAN B € D(J) furalle A € D(J).
Schritt2: A, BeD(J) = ANB €D(J)

Beweis: Dy = {Be€ A |ANB € D(J)} 2 J nach Schritt 1. Zudem istD, ein
Dynkinsystem (Beweis analog zu Schritt 1), also §ilt > D(J). O

4.3 Allgemeine Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wollen nun Zufallsvéen X : 2 — S mit
Werten in einem allgemeinen messbaren Ra6nd) betrachten. Beispielsweise ist= R oder
S = R?undS ist die Borelscher-Algebra. Oft interessieren uns die Wahrscheinlichkeitem
Ereignissen der Form

{(XeB}={weQXw)eB}=X1B),
.Der Wert der ZufallsgroR3eX liegt in B*

wobei B C S eine Menge aus der-AlgebraS auf dem Bildraum ist, also z.B. ein Intervall oder
eine allgemeinere Borelmenge, fafls= R gilt.

Wir erweitern dementsprechend die zuvor eingefuhrten Kptezeiner Zufallsvariablen und ihrer
Verteilung.
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Allgemeine Zufallsvariablen

Definition. Eine AbbildungX : 2 — S heil3tmessbar bzgl4/S, falls
(M) X1 (B)e A furalle B e S.

EineZufallsvariableist eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definierte bassAbbildung.

Bemerkung. (1). IstQ abz&hlbar undd = P(Q2), dann ist jede Abbildund( : Q@ — S eine
Zufallsvariable.

(2). IstS abzaéhlbar und = P(S), dann istX genau dann eine Zufallsvariable, falls
{(X=a}=X"'{a}) € A furallea € S
gilt. Dies ist gerade die Definition einer diskreten Zufedisable von oben.

Stimmt dieo-Algebra$ nicht mit der Potenzmengd@(S) Uiberein, dann ist es meist schwierig,
eine Bedingund M) fir alle MengenB € S explizit zu zeigen. Die folgenden Aussagen liefern
handhabbare Kriterien, mit denen man in fast allen praktietevanten Fallen sehr leicht zeigen
kann, dass die zugrunde liegenden Abbildungen messbar\indbemerken zunachst, dass es
genugt die Bedingung)M) fur alle Mengen aus einem Erzeugendensystémer o-AlgebrasS

zu Uberprifen:

Lemma 4.11.SeiJ C P(S) mitS = o(J). Dann gilt (M) bereits, falls
X B)eA furalle B € J.

Beweis.Das MengensystefiB € S|X'(B) € A} ist eines-Algebra, wie man leicht nach-
pruft. Diese enthal7 nach Voraussetzung, also enthalt sie auch die ¥a@rzeugter-Algebra
S. O

Korollar (Reellwertige Zufallsvariablen). Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung X : 2 — R ist genau dann eine Zufallsvariable bzgl. der Borelscheflgebra,
wenn

{X<c}={we|X(w)<c}eAd VceR, bzw. wenn
{X<e}={weQ|X(w)<cte A VceR.

Beweis.Es gilt { X < ¢} = X~ !((—o0,c]). Die Intervalle(—oo, ], ¢ € R, erzeugerB(R), also
folgt die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog O
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Beispiel (Indikatorfunktionen ). Fir eine Menged C  gilt:
1, ist Zufallsvariable< A € A,

denn
1] fallsc < 0

{Ia<c}=<¢0 fallsc>1 ;
AC falls0<c<1
und A® ist genau dann itd enthalten, wennt in A enthalten ist.

Korollar (Stetige Abbildungen sind messbar Seien(2 und S topologische Raume, und, S
die Borelschermr-Algebren. Dann gilt:

X : Q) — S stetig = X messbar.

Beweis.Sei J die Topologie vonS, d.h. die Kollektion aller offenen Teilmengen voh Nach
Definition der Borelschen-Algebra giltS = o(J). Wegen

BeJ = Boffen=X%" x-(B)offen = X '(B) € A

folgt die Behauptung. O
Kompositionen von messbaren Abbildungen sind wieder nassb

Lemma 4.12. Sind (€21, A1), (Q,.42) und (23, .43) messbare Raume, und &% : Q; — Qy
messbar bzgl4, /A, und X : Q, — Q3 messbar bzgld,/ A3, dann istX; o X; messbar bzgl.
Ap [ As.

Ql — QQ ﬁ) Qg
Ay Ay As

Beweis.Fiir B € As gilt (X, 0 X1)"Y(B) = X;Y(X;1(B)) € A,. O
A
€A2

Beispiel. (1). IstX : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable unfl: R — R eine messbare
(z.B. stetige) Funktion, dann ist auch

f(X)=foX: Q=R

wieder eine reellwertige Zufallsvariable. Beispielsweigea | X |, | X |7, eX usw. Zufallsva-
riablen.
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(2). SindX,Y : Q — R reellwertige Zufallsvariablen, dann i€X,Y) : w — (X (w), Y (w))
eine messbare Abbildung in d&t mit Borelschewr-Algebra.
Da die Abbildung(x, y) — = + y stetig ist, istX + Y wieder eine reellwertige Zufallsva-
riable. Dies sieht man auch direkt wie folgt: Riie R gilt:

X+Y<c <<= drseQ:r+s<c¢, X <rundY <s,

also
{(X+Y <= J{Xx<rn{yr<sheA

r,s€Q
r4+s<c

Verteilungen von Zufallsvariablen

Um Zufallsexperimente zu analysieren, missen wir wissenywelchen Wahrscheinlichkeiten
die relevanten Zufallsvariablen Werte in bestimmten Béreicannehmen. Dies wird durch die
Verteilung beschrieben. Seiéft, A) und (.S, S) messbare Raume.

Satz 4.13(Bild einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unter einer ZV). Ist P eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf<2, .4), und X : Q@ — S messbar bzgl4/S, dann ist durch

px(B) = P[X € B]=P[X"Y(B)] (B€S)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung guf, S) definiert.
Beweis. (1). ux(S)=P[X1(S)] =P[Ol =1

(2). SindB,, € S, n € N, paarweise disjunkte Mengen, dann sind auch die Urbildel(B,,),
n € N, paarweise disjunkt. Also gilt wegen detAdditivitat von P:

o ool (us)

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungx auf (S,S) heil3tBild von P unter X oder

MUx =P =P

Jx(B.)

= ZP[X_I(BH)] = ZNX[Bn]-

]

Verteilung (law) vonX unter P.

Fur ux werden haufig auch die folgenden Notationen verwendet:

px =PoX ' =Lx=Px=X(P)
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Charakterisierung der Verteilung

e Diskrete Zufallsvariablen:
Die Verteilungu x einer diskreten Zufallsvariablen ist eindeutig durchMessenfunktion

px(a) = P[X =a] = px[{a}], a€S,
festgelegt.

e Reelle Zufallsvariablen
Die Verteilungu.x einer reellwertigen Zufallsvariablel : 2 — R ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung au3( R). Sie ist eindeutig festgelegt durch die Wahrscheinlictekei

px|[(—oo, ] = P[X < ¢, c € R,

da die Intervallg —oo, ¢], ¢ € R, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem der Borel-

schens-Algebra bilden.
Definition. Die FunktionFy : R — [0, 1],
Fx(c) = P[X < ] = px[(—o00,]]

heil3t Verteilungsfunktion (distribution function) der ZufallsvariableX : @ — R bzw. der
Wahrscheinlichkeitsverteilungy auf(R, B(R)).

Beispiel (Kontinuierliche Gleichverteilung)Seiena,b € R mit a < b. Eine Zufallsvariable
X : Q — Rist gleichverteilt auf dem Intervalk, b), falls

Cc —

Fx(e) = PIX <o =Uap|(a,0)] = 7—

far allec € (a,b)
gilt. Eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist zum Beispiel die |digitt
Ulw)=w

auf dem Wahrscheinlichkeitsrauff®, A, P) = ((0, 1), B((0,1)),U,1)). IstU gleichverteilt auf
(0, 1), dann ist die Zufallsvariable

gleichverteilt auf(a, b).
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Beispiel(Exponentialverteilung)Angenommen, wir wollen die Wartezeit auf das erste Eintrete
eines unvorhersehbaren Ereignisses (radioaktiver Zeffalbeben, . . .) mithilfe einer Zufallsva-
riableT : Q@ — (0, c0) beschreiben. Wir Uberlegen uns zunachst, welche Verteitun Model-
lierung einer solchen Situation angemessen sein konntedigdWahrscheinlichkeiP[T" > t] zu
approximieren, unterteilen wir das Intervéll | in eine groRe Anzaht € N von gleich grof3en

Intervallen(¥=1E k] < <,
/ i 1 i i i i i 1
g X X X X X X X 1
0 (k—1)t Kkt t

Abbildung 4.6: Unterteilung des Interval(8, t] in n Teile.

Sei A, das Ereignis, dass das unvorhersehbare Geschehen iwﬁe(tﬂ%\;ﬁ, K1 eintritt. Ein
nahe liegender Modellierungsansatz ist anzunehmen, aagsalgnissed,, unabhangig sind mit
Wahrscheinlichkeit

P[A;] = )\%,

wobei A > 0 die ,Intensitat®, d.h. die mittlere Haufigkeit des Geschehero Zeiteinheit, be-
schreibt, und die Approximation fiir — oo immer genauer wird. Damit erhalten wir:

AN
PIT > 1] = P[AYNn...Nn AY] ~ (1 — —) fur groResn.
n

Furn — oo konvergiert die rechte Seite gegen.
Daher liegt folgende Definition nahe:

Definition. Eine Zufallsvariablel’ : @ — [0, co) heitexponentialverteilt zum Parameter>0,
falls
P[T >t]=e™  furallet > 0 gilt.

Die Exponentialverteilung zum Parametek ist dementsprechend die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungp = Exp(\) auf (R, B(R)) mit

pl(t,00)] = e fur allet > 0,
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bzw. mit Verteilungsfunktion

1l—e™ fart>0
F(t) = p[(—o0,t]] = (4.3.1)
0 furt < 0.

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist digp(\)-Verteilung durch[(4.311) eindeutig festgelegt.

Wir konstruieren nun explizit eine exponentialverteiltgfalsvariable. Dazu bemerken wir, dass
T : Q2 — R genau dann exponentialverteilt mit Parametést, wenn

1
PeM <u=P [T > —Xlogu} — exlosu —y

fur alleu € (0,1) gilt, d.h. wenne=*T auf (0, 1) gleichverteilt ist. Also kénnen wir eine expo-
nentialverteilte Zufallsvariable konstruieren, indenm wingekehrt

1
T:= —X log U U~ Z/{(OJ)

setzen. Inshesondere ergibt sich die folgende Methodeimui&ion einer exponentialverteilten
Zufallsvariable:

Algorithmus 4.14 (Simulation einer exponentialverteilten Stichprobg.
Input: Intensitath > 0
Output: Stichprober von Exp(\)

(1). Simuliereu ~ U 1)

(2). Setzer := —% log u

Wir werden in Abschniti 4]5 zeigen, dass mit einem entsgedbn Verfahren beliebige reel-
le Zufallsvariablen konstruiert und simuliert werden kénnZum Abschluss dieses Abschnitts
zeigen wir noch eine bemerkenswerte Eigenschaft expatesttieilter Zufallsvariablen:

Satz 4.15GedAachtnislosigkeit der Exponentialverteilung. Ist7" exponentialverteilt, dann gilt
fur alle s,t > 0:
P[T —s>t|T > s|=P[T >t].

Hierbei istT — s die verbleibende Wartezeit auf das erste Eintreten degiiissies. Also:

Auch wenn man schon sehr lange vergeblich gewartet hat,
liegt das nachste Ereignis nicht naher als am Anfang!
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Beweis.

PT —s>tundT >s] P[T>s+t] e+l
P[T—s>tT > s] = PT > o = —Fs, =% =eM=P[T>t.

]

4.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR

In diesem und im nachsten Abschnitt beschaftigen wir untesyatischer mit der Beschreibung,
Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariab. Wir notieren dazu zunachst einige
grundlegende Eigenschaften der Verteilungsfunktion

F(e) = P[X <(

einer auf einem Wahrscheinlichkeitsrauf, .4, P) definierten ZufallsvariableX : Q@ — R.
Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dass umgekehrtHedktion mit den Eigenschaften
(1)-(3) aus Satz 4.16 die Verteilungsfunktion einer reeRefallsvariable ist.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Satz 4.16.Fur die Verteilungsfunktiod” : R — [0, 1] einer reellwertigen Zufallsvariabl& gilt:

(1). F istmonoton wachsend

(2). lim F(c)=0undlim F(c) =1,

c——00 Cc—00

(3). Fistrechtsstetigd.h.F'(c¢) = lim F(y) fur alle ¢ € R,

Y\
(@) F(e) =l F(y) + px[{e}]
Insbesondere iskt' stetig beic, falls i x[{c}] = 0 gilt.

Beweis.Die Aussagen folgen unmittelbar aus der monotonen Stetigkel Normiertheit der
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteildhder Beweis der Eigenschaften (1)-(3) wird
dem Leser als Ubung tiberlassen. Zum Beweis von (4) bemerkedass fiiry < c gilt:

Fle) = Fly)=PX < -PX <y|=Ply<X <.

Fur eine monoton wachsende Folge ” ¢ erhalten wir daher aufgrund der monotonen Stetigkeit
von P:

F(c)— lim F(y,) = lim Ply, <X < =P

n—oo n—oo

(M < X < c}]

= PX =d = px[{c}]
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Da dies fur alle Folgen,, " c qilt, folgt die Behauptung. ]

Im Folgenden betrachten wir einige Beispiele von eindin@raen Verteilungen und ihren Ver-
teilungsfunktionen.

Diskrete Verteilungen

Die Verteilungu einer reellen Zufallsvariabl®& heil3t diskret, wenp[S] = 1 fUr eine abzéhlbare
Menges gilt.

Beispiele. (1). BERNOULLI-VERTEILUNG MIT PARAMETER p € [0, 1]:
pl{l}=p,  wp[{0}=1-p
Als Verteilungsfunktion ergibt sich

0 firc< 0

Fle)=41—p furcelo,1)

1 flrc > 1.
1hx F
1 + 1+ ——
1—p+ 1—p o
\ 7 1
1 1

Abbildung 4.7: Massen- und Verteilungsfunktion eidgrr(p)-verteilten Zufallsvariablen.
(2). GEOMETRISCHEVERTEILUNG MIT PARAMETER p € [0, 1]:
pl{kYl =1 —-p)*tp furkeN
Fur eine geometrisch verteilte Zufallsvariafleyilt:

Flc)=PT < =1-P[T>c=1-(1-pl furc>0,
——
=P[T>|cl]

wobei|c| := max{n € Z | n < ¢} der ganzzahlige Anteil voaist.
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1AW
‘ I ! 1 + + +
1 2 3 4 5} 6 7
F
L - §———

— 0

Abbildung 4.8: Massen- und Verteilungsfunktion eid&ton (1 )-verteilten Zufallsvariablen.

(3). BINOMIALVERTEILUNG MIT PARAMETERN 1 UND p:

ul{k}] = <Z)pk(1 —p)"F fur k=0,1,...,n

Somit ist die Verteilungsfunktion voBin(n, p):

0.15 +
0.10 +
0.05

|
T

; | ..|||” HH“IH. ‘
3 40

_o0.05 1 10 20 0 50

—-0.10 +

Abbildung 4.9: Massenfunktion ein®&in (55, 0.6)-verteilten Zufallsvariable.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



4.4. WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN AURR 129

1.0 + W

0.9 +
0.8
0.7 T+
0.6 +
0.5
04 +
0.3 T
0.2 +
0.1 +

Lecossossopossossosatorestt® | |

—-0.1 + 10 20 30 40 50

®-0
-0
[ 2]
[ 2]
[ 2]
[ 2]
[ 2]
&0
[ 2]
[ 2]

Abbildung 4.10: Verteilungsfunktion voRin(55, 0.6)

Allgemein sind die Unstetigkeitsstellen der Verteilungsg{tion F' einer reellwertigen Zufallsva-
riable X nach Satz 4.16 (4) gerade domeder Verteilung, d.h. die € R mit ux[{c}] > 0.
Nimmt X nur endlich viele Werte in einem Intervdllan, dann ist” auf I stiickweise konstant,
und springt nur bei diesen Werten.

Stetige Verteilungen
Die Verteilungy einer reellen Zufallsvariabl& heil3tstetig, bzw. absolutstetig falls eine inte-
grierbare Funktiorf : R — [0, o) existiert mit

F(c) = P[X <] = p[(—o0,c]] = / f(x) dx fur allec € R. (4.4.1)

Das Integral ist dabei im Allgemeinen als Lebesgueinteguahterpretieren. Ist die Funktiofi
stetig, dann stimmt dieses mit dem Riemannintegral Ubeban. eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ist, folgt, dasg eineWahrscheinlichkeitsdichteist, d.h.f > 0 und

/f(x) ~ 1.

Definition. Eine Lebesgue-integrierbare Funktigh R — [0, co) mit (4.4.1) heiRDichtefunk-
tion der ZufallsvariableX bzw. der Verteilung:.

Bemerkung. (1). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrecty gilt

F'(z) = f(x) (4.4.2)
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fur allex € R, falls f stetig ist. Im Allgemeinen gilt(4.412) fix-fast allex, wobei\ das
Lebesguemal? al ist.

(2). Aus [4.4.1) folgt aufgrund der Eigenschaften des Lgbemtegrals (s. Kapitél 6 unten):

P[X € B] = /f (4.4.3)

fur alle MengenB € B(R). Zum Beweis zeigt man, dass beide Seiten yon (4.4.3) Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen definieren, und wendet dexl&itigkeitssatz an.

Beispiele. (1). GLEICHVERTEILUNG AUF (a,b) (—o0 < a < b < 00).

0 firc<a
1
flz) = b_a](a,b)(@a F(c) = — flira<e<bd
1 flire>b
1 £
° °
1 2 3

Abbildung 4.11: Dichtef (x) = 1, 5(«) einer uniform aufl, 3] verteilten Zufallsvariable (blau),
und deren Verteilungsfunktiof(c) (rot)

Affine Funktionen von gleichverteilten Zufallsvariablandwieder gleichverteilt.

(2). EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER \ > 0.
F(2) = Ae ™ Lp o0 (2)
F(e) = pl(=00, )] = (1 — e / fa

Ist T eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Paramgternda > 0, dann istaT
exponentialverteilt zum Parametgé,rdenn

PlaT >d =P[T > S| =e3¢  firallec> 0.
a
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Abbildung 4.12: Dichtef(z) = 1} (x) - e einer zum Parameter exponentialverteilten
Zufallsvariable (blau) und deren Verteilungsfunktibiic) (rot)

(3). NORMALVERTEILUNGEN
Wegen [ e */2dz = \/2r ist die ,GauRsche Glockenkurve*

1 2
f(z) = e F /2 z € R,
Vo

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine stetige Zufallgtde Z mit Dichtefunktionf heif3t
standardnormalverteilt. Die Verteilungsfunktion

1
CD(C):/ e 2dz

V2T
der Standardnormalverteilung ist i.A. nicht explizit belvenbar. IstZ standardnormalver-
teilt, und

X(w)=0Z(w)+m

mit o > 0, m € R, dann istX eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

FX(C):P[XSC]:P{ch_m} :@(C_m).

g o

Mithilfe der Substitutiornz = = erhalten wir:

c—m
o

1 _22 r 1 _1(z=—m)?
FX(C):/\/%G 2dz:/\/me :(5") d

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteiluny (m, %) auf R mit Dichtefunktion

fmo(z) = 1 b=’

vV 2mo?

o

heilRtNormalverteilung mit Mittelm und Varianz 2. Die VerteilungN (0, 1) hei3tStan-
dardnormalverteilung
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Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dass die Binomiiheng (also die Verteilung
der Anzahl der Erfolge bei unabhéngigen 0-1-Experimentéirfolgswahrscheinlichkeit
p) fur grof3en n&dherungsweise durch eine Normalverteilung beschrielsedem kann.
Entsprechendes gilt viel allgemeiner fir die Verteilungen Summen vieler kleiner un-
abhangiger ZufallsvariableZéntraler Grenzwertsats.u.).

Abfall um Faktore™ 2

m — 30 m — 20 m-—o m m+ o m+ 20 m + 30

Abbildung 4.13: Dichte einer normalverteilten Zufallsiedole mit Mittelwertm und Varianzo?.

m — 30 m — 20 m—o m m-+o m + 20 m + 30

Abbildung 4.14: Verteilungsfunktion einer normalverteil Zufallsvariable mit Mittelwernt» und
Varianzo?.
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Die Dichte der Normalverteilung ist an der Steltemaximal, und klingt aul3erhalb einer
c-Umgebung vonn rasch ab. Beispielsweise gilt

fro(mto) =1 m;”/(gm)
fma

fmo(m*£20) = #
fmo

fmo(m=*£30) = %

Fir die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteiltealisfariable Werte au3erhalb der
o-, 20- und3c-Umgebungen annimmt, erhalt man:

= P[|Z| >k =2P[Z > k] = 2(1 — ®(k))

31.7% furk =1
= (46% furk=2

PlX —m|> ko] = P|:X_m‘>k‘:|

0.26% furk =3

Eine Abweichung der Grof3evom Mittelwertm ist also fur eine normalverteilte Zufalls-
variable relativ typisch, eine Abweichung der Grifdedagegen schon sehr selten.

Die folgenden expliziten Abschéatzungen fur die Wahrsdiwikeiten groRer Werte sind oft niitz-
lich:

Lemma 4.17. FUr eine standardnormalverteilte Zufallsvariablegilt:
—1/2 1 1 —y2/2 —1/2 - 2/2
(27) =) e < PlZ>y] < (2m) ~§-ey Yy >0
y oy

Beweis.Es qgilt:

P|Z > y] = (271')_1/2/6_22/2 dz
y

Um das Integral abzuschatzen, versuchen wir approxim&isenmfunktionen zu finden. Zu-

e (_16_'22/2) - (1 + i) T > e >,
dz z 22
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also

16_22/2 = / (le_zg/Q) dz > /6_22/2 dz,
Yy Y
y y

woraus die obere Schranke fBfZ > y| folgt.

Far die untere Schranke approximieren wir die Stammfunktioch etwas genauer. Es gilt:

d 1 1 2 1 1 3 2 2
el - - —2z%/2 1L - - 2 —2z%/2 —2z%/2
dz(( z+z3>€ )_(1+22 22 24)6 se ’
<1 - %) e v /2 < /6_22/2 dz.
Yy Yy

und damit

]

Fur eineN (m, o?)-verteilte ZufallsvariableX mit ¢ > 0 ist Z = ¥ standardnormalverteilt.
Also erhalten wir fliry > m:

_ _ o2
PIX >y = P2 > Vo o L gyt 08
o o y—m

sowie eine entsprechende Abschéatzung nach unten.

Transformation von absolutstetigen Zufallsvariablen

Wir haben in Beispielen bereits mehrfach die Verteilung vamk&ionen von absolutstetigen
Zufallsvariablen berechnet. Sei nun allgeméifi R ein offenes Intervall, un : 2 — I eine
Zufallsvariable mit stetiger Verteilung.

Satz 4.18(Eindimensionaler Dichtetransformationssaty. Ist ® : I — J einmal stetig diffe-
renzierbar mit®’(x) # 0 fur alle z € I, dann ist die Verteilung vo®(X') absolutstetig mit
Dichte

fx(@7 () - (271 (y)|  fury € &(1)

fox)(y) = : (4.4.4)

0 sonst
Beweis.Nach der Voraussetzung gilt entwedgr> 0 auf/ oder®’ < 0 auf /. Wir betrachten
nur den ersten Fall. Aug’ > 0 folgt, dass® streng monoton wachsend ist, also eine Bijektion
von I nach® (7). Daher erhalten wir

Faole) = P@(X)<d = PX<®'(1)] = Fx(@()
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fur allec € ®(7). Nach der Kettenregel ist dariy ) fur fast allec € ®(1) differenzierbar, und
es gilt

Fyxyle) = fx(@7H(e) - (@71 (o).

Die Behauptung folgt hieraus nach dem Hauptsatz der Diffedenind Integralrechnung, da
P[®(z) € ®(1)] = 0.
O

Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeite). Seif : Q@ — [0, 27) ein zufélliger, auf0, 27)
gleichverteilter, Winkel. Wir wollen die Verteilung vats # berechnen. Da die Kosinusfunktion
auf [0, 27) nicht streng monoton ist, ist (4.4.4) nicht direkt anwerdeir konnen aber das
Intervall [0, 27) in die Teile[0, 7) und[r, 27) zerlegen, und dann die Verteilung ahnlich wie im
Beweis von Satz 4.18 berechnen. Wegen

Plcos >c¢|] = Plcosf >c und 6e[0,7)]+ Plcosf® >c und 0 € [m 27|
= P[0 € [0,arccosc)| + P[0 € [r — arccosc, 7)]
. arccos ¢
2T

erhalten wir, dassos 6 eine sogenannte ,Halbkreisverteilung“ mit Dichte

1
V1— 22

fcosé(x) = Féosg<x) - % : X € [—1, 1)

hat.

Abbildung 4.15: Abbildung der Dichtefunktiofy.s
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Anstelle von[(4.4}4) gilt in diesem Fall

feso(z) = fx(Wn(2)) - [ ()] + fx (a(2)) - [5(2)],

wobei v (x) = arccosz und s (z) = 2m — arccos z die Umkehrfunktionen auf den Teilinter-
vallen sind. Entsprechende Formeln erhélt man auch allggemenn die Transformation nur
stuickweise bijektiv ist. Auf ahnliche Weise zeigt man i 0 (Ubung):

1 1

fatan@(flj) = Em, r € R.

04 +

0.2 +

-2 -1 1 2

Abbildung 4.16: Abbildung der Dichtefunktiof), ;an

Die Verteilung mit dieser Dichte hei@auchyverteilung zum Parameter. Sie beschreibt unter
anderem die Intensitatsverteilung auf einer Geraden,atieiner in alle Richtungen gleichmalig
strahlenden Lichtquelle im Abstantbestrahlt wird.

oY
0

\a

a-tand

4.5 Quantile und Inversionsverfahren

Quantile sind Stellen, an denen die Verteilungsfunktiareeibestimmten Wert lberschreitet.
Mithilfe von Quantilen kann man daher verallgemeinerte @hrkunktionen der im Allgemeinen
nicht bijektiven Verteilungsfunktion definieren. Diese kiehrabbildungen werden wir nutzen,
um reellwertige Zufallsvariablen mit einer gegebenen&ikrhgsfunktion explizit zu konstruie-
ren.
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Quantile

In praktischen Anwendungen (z.B. Qualitatskontrolle) neiasksaufig Werte berechnet werden,
sodass ein vorgegebener Anteil der Gesamtmasse einerdhahmgchkeitsverteilung auR un-
terhalb dieses Wertes liegt. S¥i: () — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum($2, A, P) mit Verteilungsfunktion/".

Definition. Seiu € [0, 1]. Dann heil3y € R einu-Quantil der Verteilung vonX,, falls
PIX <q <u und PIX>q¢ <1l-u
gilt. Ein -Quantil heiBtMedian.

Ist die Verteilungsfunktion nicht streng monoton wachsetahn kann es mehrereQuantile zu
einem Wert, geben.

Beispiel (Stichprobenquantile). Wir betrachten eine Stichprobe, die auseellwertigen Daten
| Messwertency,...,x, mitz; < 2o < ... < =z, besteht. Dieempirische Verteilung der
Stichprobe ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

auf(R,P(R)), d.h. furB C R ist
1 .
uB] =~ [{zi € B,1<i<n}|
die relative Haufigkeit des Bereiclisunter den Messwerter). Die empirische Verteilung ergibt

sich, wenn wir zufallig eiri € {1, ..., n} wahlen, und den entsprechenden Messwert betrachten.

Die Quantile der empirischen Verteilung bezeichnet masathprobenquantile. Furu € [0, 1]
sei
ky:=14(n—1)u € [1,n].

Ist k, ganzzahlig, dann ist;, das eindeutige-Quantil der Stichprobe. Allgemein ist jedes
[ k0] 1k, 1) €INu-Quantil der Stichprobe, d.h. fiir, ¢ Z gibt es mehrera-Quantile.

Wir definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer &kmgsfunktionf’, die ja im Allge-
meinen nicht bijektiv ist. Fin € (0,1) sei

G(u) :=inf{z € R|F(z) > u} = sup{z € R|F(z) < u}
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und
G(u) = inf{x € R|F(z) > u} = sup{r € R|F(z) < u}.

Offensichtlich giltG(u) < G(u). Ist die FunktionF" stetig und streng monoton wachsend, also
eine Bijektion vonR nach(0, 1), dann giltG(u) = G(u) = F~*(u). Die FunktionG hei3t daher
auch dielinksstetige verallgemeinerte Inversevon F'. Der folgende Satz zeigt, dagu) das
kleinste und=(u) das groRte-Quantil ist:

Satz 4.19.Fur u € (0,1) undq € R sind die folgenden Aussagen aquivalent:
(2). ¢ ist einu-Quantil.
). Flg—) < u< F(q).
(3). G(u) < ¢ < G(u).

Hierbei ist F'(¢—) := li}n F(y) der linksseitige Limes voA an der Stelle;.
v,/4q

Beweis.Nach Definition ist; genau dann ein-Quantil, wenn

PX <q<u<1-P[X >¢q|=P[X <(q

gilt. Hieraus folgt die Aquivalenz von (1) und (2).

Um zu beweisen, dass (3) aquivalent zu diesen Bedingunganiissen wir zeigen, dags(u)
das kleinste undr(u) das groRte:-Quantil ist. Wir bemerken zunachst, d&sg:) ein u-Quantil
ist, da
F(Gu)—)= lim F(r) <u,
(Gw=)= lm = F(z) <
<u
fir <G (u)

und

F(G(u)= lim F(z) >u.
G = i, £ 2
fUrx;Q(u)
Andererseits gilt fur < G(u):

F(x) < u,

d.h. z ist keinu-Quantil. Somit istG(«) das kleinste:-Quantil. Auf &hnliche Weise folgt, dass
G(u) das groRte-Quantil ist (Ubung!). O
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Konstruktion und Simulation reellwertiger Zufallsvariablen

Wie erzeugt man ausgehend von &ufl) gleichverteilten Zufallszahlen Stichproben von ande-
ren Verteilungen, auf R'?

Endlicher Fall:  Gilt 4(S) = 1 fur eine endliche Teilmeng€ C R, dann kénnen wir die Frage
leicht beantworten: Seb = {z1,...,2,} C Rmitn € Nundz; < 23 < ... < z,. Die
Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertay: auf S ist

F(e) = pl(—oo. ] = Y pl{ai}).

ix; <c

Ist U eine auf(0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann wird durch
X(w) =z falls Fl(xp_1) < U(w) < F(xg), xp:=—00
eine Zufallsvariable mit Verteilung definiert, denn

PIX = x] = F(xy) — F(wr-1) = pl{ze}]-

F(x)

® 1

o £ 1

>

@ — 3
@ Up=———————————————————— *u

o —

2 < —o :

(= —0 I

=3 —o !

—h I
/- = |
= = I
= ¢ — Ny + } } ¥ }
——

X1 T2 T3 Ty Ts Te X7

Abbildung 4.17: Wir generieren eine uniform gt 1) verteilte Pseudozufallszahl Suche nun

k
das minimalet € N, fur das)_ p(z;) > u. Dann istr = x;, eine Pseudozufallsstichprobe von
=1

der Verteilungu.
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Allgemeiner Fall:  Wir wollen das Vorgehen nun verallgemeinern. $ei R — [0, 1] eine
Funktion mit den Eigenschaften

(1). monoton wachsend: F(z) < F(y) Va <y
(2). rechtsstetig: h?l F(x)=F(c) VceR

3). normiert:  lim F(z)=0 , lim F(z)=1.
®3) A F(z) Jim F(z)

Das folgende Resultat liefert eine explizite Konstruktiamee Zufallsvariable mit Verteilungs-
funktion £:

Satz 4.20.1st F' : R — [0, 1] eine Funktion mit (1)-(3), und
G(u) =inf{z e R|F(z) > ¢}, wue€(0,1),
die linksstetige verallgemeinerte Inverse, dann ist dés Bi
pi=Ug o G!

der Gleichverteilung auf0, 1) unterG eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aimit Verteilungs-
funktionF.
Insbesondere gilt: Ist/ : & — (0, 1) eine unterP gleichverteilte Zufallsvariable, dann hat die
Zufallsvariable

X(w) = G(Uw))

unter P die Verteilungsfunktior'.

Beweis.Da G (u) einu-Quantil ist, gilt /(G(u)) > u, also
G(u) = min{z € R|F(z) > u},

und somit furc € R :

G(u) <c < F(z) >ufireinz <c¢ <= F(c) > u.

Es folgt:
PIGU) <d = Uonl{u e (0,1)] G(u) < c}]
——
< F(c)>u
= Uo[(0, F(c))] = F(o).
Also ist F" die Verteilungsfunktion voii7(U') bzw. von. O
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Bemerkung. (1). IstF eine Bijektion vornR nach(0, 1) (also stetig und streng monoton wach-
send), dannist/ = F'~!,

(2). NimmtX nur endlich viele Werte, < z» < ... < z,, an, dann ist" stiickweise konstant,
und es gilt:
G(u) =z fUr F(zp_1) <u < F(xy), xo:= —00,

d.h.G ist genau die oben im endlichen Fall verwendete Transfoomat
Das Resultat liefert einen

Existenzsatz: Zu jeder Funktion¥ mit (1)-(3) existiert eine reelle Zufallsvariablé bzw. eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R mit Verteilungsfunktion?'.

Zudem erhalten wir einen expliziten Algorithmus zur Sintigla einer Stichprobe von:
Algorithmus 4.21 (Inversionsverfahren zur Simulation einer Stichprobexz von p).
(1). Erzeuge (Pseudo)-Zufallszahk (0, 1).
(2). Setzer := G(u).

Dieser Algorithmus funktioniert theoretisch immer. Er adter oft nicht praktikabel, da mag
nicht immer berechnen kann, oder da das Anwenden der TramstfionG (zunachst unwesent-
liche) Schwachstellen des verwendeten Zufallsgeneratmstérkt. Man greift daher oft selbst
im eindimensionalen Fall auf andere Simulationsverfalwierz.B. ,Acceptance Rejection” Me-
thoden zurtck.

Beispiel. (1). BERNOULLI(p)-VERTEILUNG AUF {0, 1}. Hier gilt:
F = (1 —p) . ][0,1) +1 'I[l,oo)

undG = 1(1_,,1), siehe Abbildung4.78.
Also ist die Zufallsvariabl&Z (U) = Ijy<1—p) flr U ~ U1y Bernoulli(p)-verteilt.
(2). GLEICHVERTEILUNG AUF (a, b):

c—a
b—a

G(u)=a+ (b—a)u,

F(c) fur ¢ € [a, 0],

siehe Abbildung 4.19. Also ist+ (b — a)U fiir U ~ U 1y gleichverteilt auf(a, b).
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G=1Inpa
14 - 1 (1-p,1)

> —

Abbildung 4.18:G(U) = I{y>1-p) ist Bernoullip)-verteilt.

bt G=a+(b—a)u

Abbildung 4.19:G(u) = a + (b — a)u ist (fir u ~ unif{(0, 1)}) uniform auf(a, b) verteilt

(3). EXPONENTIALVERTEILUNG MIT PARAMETER A > 0:

Fa)=1—e™  Gu)=F\(u) = —ilog(l ).

Anwenden des Logarithmus transformiert also die gleidieéz Zufallsvariablel —  in
eine exponentialverteilte Zufallsvariable.
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4.6 Normalapproximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parameternund p beschreibt die Verteilung der Anzahl derjenigen
untern unabhangigen Ereignissen mit Wahrscheinlichigttie in einem Zufallsexperiment ein-
treten. Viele Anwendungsprobleme fihren daher auf die Benaeg von Wahrscheinlichkeiten
bzgl. der Binomialverteilung. Fir grof3eist eine exakte Berechnung dieser Wahrscheinlichkei-
ten aber in der Regel nicht mehr méglich. Bei seltenen Eresgnikann man die Poissonappro-
ximation zur naherungsweisen Berechnung nutzen:

Konvergiertn — oo, und konvergiert gleichzeitig der Erwartungswertp,, gegen eine positive
reelle ZahlA > 0, dann néhern sich die Gewichig,, (k) der Binomialverteilung denen einer
Poissonverteilung mit Parametean:

n N L
bn,pn(k) = <k)pﬁ(1 _pn)n k — Ee A (k - O, 1,27 .. .),

siehe Satz 115. Geht die Wahrscheinlichkgifir n — oo nicht gegen 0, sondern hat zum Bei-
spiel einen festen Wept< (0, 1), dann kann die Poissonapproximation nicht verwendet werde
Stattdessen scheinen sich die Gewichte der Binomialvengieiner Gaul3schen Glockenkurve
anzunéhern, wie z.B. die folgende mit Mathematica erstélitgik zeigt:

Manipulate[
ListPlot |
Table[{k, PDF[BinomialDistribution[n, Min[1, lambda /n]], k1}, {k, O,
IntegerPart[4 lambdal}],
Filling —> Axis, PlotRange —> All ,
PlotMarkers —> {Automatic, Medium}, Axes —> {True, False}] , {{n, 10,
"n"}, 3, 300,1},
{{lambda, 5, "Erwartungswert:;np=Lambda"}, 2, 20}]

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



144 KAPITEL 4. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Wir wollen diese Aussage nun mathematisch prazisieren angisen.

Der Satz von De Moivre - Laplace

Wir analysieren zunéchst das asymptotische Verhalten voorBialkoeffizienten mithilfe der
Stirlingschen Formel.

Definition. Zwei Folgema,,, b, € R, n € N, heiRemnasymptotisch aquivalenta,, ~ b,), falls

gilt.
Bemerkung.

Q). a,~b, <<= Fe,—0:a,=0b,(14¢c,) <= loga,—logb, —0

(2). an~ by = ba~va, = o~

3). a, ~by,cp~d, = a,-c,~b,-d,

Satz 4.22(Stirlingsche Formel).

n! ~\V2mn - <E>
e

Zum Beweis nimmt man den Logarithmus, und schatzt die siokbengde Summe mithilfe eines
Integrals ab, siehe z.B. Forster: ,Analysis I*.

Mithilfe der Stirlingschen Formel kdnnen wir die Gewichte
n _
buall) = ()01 =

der Binomialverteilung fiir gro3e und k& approximieren. Sei dazfi,, eine Bin(n, p)-verteilte
Zufallsvariable auf(2, A, P). Fur den Erwartungswert und die StandardabweichungSyagilt:

E[S,)=np und o(S,) =+/Var[S,] = /np(1 —p).

Dies deutet darauf hin, dass sich die Masse der Binomiallertefir grol3en tUberwiegend in
einer Umgebung der GroéRenordnufi¢,/n) um np konzentriert.
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v
O(v/n)

Abbildung 4.20: Die Gewichte der Binomialverteilung liegém grol3en ndherungsweise auf
einer Glockenkurve mit Mittehp und Standardabweichungnp(1l — p).

Wir werden nun mithilfe der Stirlingschen Formel die Geweh

boy(k) = P[S, = k] = (Z) (L )

der Binomialverteilung fur groBe und k in einer Umgebung der Gré3enordnufig,/n) von
np ausgehend von der Stirlingschen Formel approximieren,di@d/ermutete asymptotische
Darstellung préazisieren und beweisen.

Dazu fuhren wir noch folgende Notation ein: Wir schreiben

an (k) = b, (k) (,lokal gleichmaRig asymptotisch aquivalent"

falls )
an(k
21| —=0 furaller € R, gilt,
wobei
Uwr = {0<k<n:|lk—np| <r n}

Die Aussagen aus der Bemerkung oben gelten analog fiir digsdeAlokal gleichmaRigen
asymptotischen Aquivalenz van, (k) undb, (k).

Satz 4.23(de Moivre 1733, Laplace 1819 Seip € (0,1) undo? = p(1 — p). Dann gilt:

D). PIS. =k = bk =~ ﬁexp <—% (“—ﬁ)) = Dup(k)

- n oo b 1 22
(2). P {a < Sn 1P < b} s i e 22 dzx

Gaul3sche Glockenkurve

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



146 KAPITEL 4. STETIGE UND ALLGEMEINE MODELLE

Beweis. (1). Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

(&) Wir zeigen zunachst mithilfe d&tirlingschen Formel:

k n—k
1 P 1—0p -
bnp(k) = il D) ' (z) ’ (1_—5> =1 byy(k)
™= - = n n

Es gilt

Firk € U, gilt

also folgt
k!
sup |———— -1 — 0 farn — oo,
et | vk (1)
d.h. .
k
k! =~ 2k <—) :
e

Analog erhalt man

und damit

n!

bup(k) = mpk(l—mn_k

V2 - nmpk e (1 — p)nk
2m\/k(n — k) - k¥ - (n — k)n—Fk
- e () (222
b p(k)-

(b) Wir zeigen nun mithilfe einefaylorapproximation :
bnp(k) =~ bnp(k)

Firk € U, gilt

(AN
<
N
ol

I
n

-

(4.6.1)

(4.6.2)
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147
woraus folgt:

\/QW-n-E-(l—E) ~
n

n

V2r-n-p-(1-p)

V2r-n-o2 (4.6.3)
Um die Asymptotik der Gibrigen Faktoren vép, (k) zu erhalten, verwenden wir eine
Taylorapproximation fur den Logarithmus :

Wegen

x
rlog= = x—p+—(v—p)*+0(z—p]
) 5y & 2V Oz =)
gilt:

N— ——

= (-n) §1g<5> T (1_5)1@( ‘5>

I-p
"LTE i L (k—p)2r0(E—pfp) =Pt ey (P ) HOU5 A |
koo 1 ko, k
- —(=— — 21002 —p3
2p(n p) +2(1_p)(p ~)+0(- = pl)
(= (1 1
2 p 1—p
“p(-p)
1 ko, k
- = o= = pl?
2p<1_p)(p ~)"+O(- —»l)

Furk € U, qilt:

k 3 3 _3
——p S re.-n- 2
n
Also folgt:
k 1 n—k 1 1 9
p —Pp
1 =l — = ——(-- Ry,
+((8) (=) o () o1

wobei| Ry, .| < const.. r3n"z fir allek € U,,.,, d.h

k n—Fk 9
P 1—0p N 1 [k
£ () = ()
Aussagel(4.6]2) folgt dann als (416.3) und (4.6.4).
Universitat Bonn
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(c) Aus (a) und (b) folgt nun Behauptung (1).

(2). Aufgrund von (1) erhalten wir fik, b € R mit a < b:

S, —
P[aé ”pr} = Y PS.=4
v RefOdLn} Y
< k—np< :b"’p(k)zb"ap(k)
aiﬁib
= D bup(B) 1+ en,(R)),
ke{0,1,....,n}
a<k=rE<p
wobei
Enp = sup Jep(k) — 0 firn— oo (4.6.5)
ag’“—%gb

Wir zeigen nun

b
. ~ 1 x?
lim > bylk) = / Nor R (—ﬁ) dz (4.6.6)
ke{0,1,....,n} "
ag’“——ﬁgb

Aus (4.6.5) und[(4.616) folgt dann die Behauptung, da

S bupk) enpB)] < Eapr > bag(k)ne — 0
:’0'/ ke{0,1,...,n}
a<t=rR<p a<trR<p

(. J/
~~

—>ff...dx<oo

Zum Beweis von[(4.6]6) sei

k—np
T, =
{7

Dann istl’,, ein aquidistantes Gitter mit Maschenweite= Ln und es gilt

k‘zO,l,...,n}gR

~ 1 )
ke{g;w}bn,p(k) ; Norre Az,
agk—i\/%pgb a<x<b
Firn — oo folgt (4.6.6), da die rechte Seite eine Riemannsummenappabion des
Integrals ist.

]
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Der Satz von de Moivre/Laplace besagt, dass die Verteilurigps Zufallsvariablengi}—nm’ far

n — oo schwachgegen die Normalverteilunyy (0, o%) mit Varianzo? = p(1—p) konvergieren.
Die allgemeine Definition der schwachen Konvergenz einégd=eon Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen wird in Abschnitt 813 unten gegeben. Iseine standardnormalverteilte Zufallsvariable,

dann gilt:
S, —np D
Z
NG —  o0Z,
bzw.
Sp—FE[S.)]  Si—np
(5 = o — 7, (4.6.7)

wobei , > fiir schwache Konvergenz der Verteilungen der Zufallsafalen stehti{onvergenz
in Verteilung, s.u.).

Bemerkung. (1). Die Aussagel(4.6.7) ist ein Spezialfall eines viel afiggineren zentralen
Grenzwertsatzes:

Sind X1, X5, ... unabhangige, identisch verteilte Zufallsvariablen midleer Varianz,
und istS, = X; + ... + X, dann konvergieren die Verteilungen der standardisierten
Summen

schwach gegen eine Standardnormalverteilung, s.u.
Die Normalverteilung tritt also als universeller Skaliegslimes von Summen unabh&ngi-
ger Zufallsvariablen auf.

(2). Heuristisch gilt fiir groRe nach [4.6.17)
w Sn 2 np+/np(l—p)-Z, “ (4.6.8)

wobei ,,g“ daflr steht, dass sich die Verteilungen der Zufallsvdeakeinander in einem
gewissen Sinn anndhern. In diesem Sinne ware flr gtol3e

JBin(n,p) ~  N(np,np(1—p)).

Entsprechende ,Approximationen” werden haufig in Anwergkmbenutzt, sollten aber
hinterfragt werden, da beim Ubergang vén (4.6.7)[zu (% .8\8)dem divergierende Fak-
tor \/n multipliziert wird. Die mathematische Prazisierung eneghender heuristischer

Argumentationen erfolgt Gblicherweise Uber den Satz vokldire/Laplace.
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Beispiel (Faire Minzwirfe). SeienXy, X5, ... unabhéangige Zufallsvariablen nft{.X; = 0] =
PIX;,=1] = % und seiS,, = X; + ... + X, (z.B. Haufigkeit von ,Zahl“ bei fairen Minzwur-

fen). In diesem Fall istalsp = ; undo = /p(1 — p) = 1.
(1). 100 faire Munzwiirfe:

S100 — E[S100] N 10
a(S100) /100

S100—EIS . . .
Da S 28l nach [4.6.7) naherungsweisg0, 1)-verteilt ist, und—J8= = 2, folgt

P[Si00 > 60] = P[Si00 — E[S100) > 10] = P

P[S100>60] ~ PlZ>2 = 1-0(2) ~ 00227 = 227%.

(2). 16 faire Munzwirfe:

516 — E[Slﬁ] 0.5 :|
= P <
H a(S1e) ~ o0v/16
Mit % = 1 folgt:
PlSs=8 =~ P[|Z]<14 = 01974..

Der exakte Wert betrag®?[S1s = 8] = 0.1964.... Bei geschickter Anwendung ist die Nor-
malapproximation oft schon fir eine kleine Anzahl von Sumden relativ genau!

Approximative Konfidenzintervalle

Angenommen, wir wollen den Anteil der Wahler einer Partei durch Befragung vokiVahlern
schatzen. SeieX, ..., X,, unter P, unabhéngige und Bernoult)-verteilte Zufallsvariablen,
wobei X; = 1 daflr steht, dass dette Wahler fir die Parted stimmen wird. Ein nahe liegen-
der Schatzwert fup ist X,, := % Wie viele Stichproben braucht man, damit der tatsachliche
Stimmenanteil mif5% Wahrscheinlichkeit um héchstens= 1% von Schatzwert abweicht?

Definition. Seia € (0,1). Das zufallige Interval[X,, — ¢, X,, + ¢] heit Konfidenzintervall zum
Konfidenznivead — o (bzw. zum Irrtumsniveaa) flir den unbekannten Parametgrfalls

PlpgXo—eXotel < a

fur alle moglichen Parameterwertec [0, 1] gilt.
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Im Prinzip lassen sich Konfidenzintervalle aus den Quantler zugrundeliegenden Verteilung
gewinnen. In der Situation von oben gilt beispielsweise:

peX,—e,X,+¢] = |X,—-pl<e <= X, €p—c,p+te
<~ S,enp-—ce),np+e)]

Diese Bedingung ist fup € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit> 1 — « erflllt, falls z.B.n(p — ¢)
oberhalb des;-Quantils undn(p + <) unterhalb degl — §)-Quantils der Binomialverteilung
Bin(n, p) liegt.

Praktikablere Methoden, um in unserem Modell Konfidenzuatke zu bestimmen, sind zum

Beispiel:

Abschatzung mithilfe der Ceby3ev-Ungleichung:
1 1— 1 !
Pp[&—p'Z»s] < g-Var(&) = p(l—p) < < Vpel0,1]

n n ne
Dies ist erfullt flirn > ;- 2 ,

also im Beispiel fim > 50.000.

Abschétzung Uber die exponentielle Ungleichung:
S,

A

——p
ist erfiillt flir n > 515 log(2), also im Beispiel fiin > 18445.

26] < 2. < a0 VYpelol]

Die exponentielle Abschatzung ist genauer - sie zeigt, dassts weniger als 20.000 Stichpro-
ben geniigen. Kénnen wir mit noch weniger Stichproben auskem? Dazu berechnen wir die

Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter im Intervall Jie§herungsweise mithilfe des zentralen
Grenzwertsatzes:

Approximative Berechnung mithilfe der Normalapproximatio n:

Rll2-s<d - Pp[j;}fp <= ]
~  N(0,1) (‘\/p 1ni \/p\/lﬁi )

> 20(2y/ne)—1 > 1—a Vpelo1],
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falls

vz (g (-9)

P! (1—%) ~ 196

und die Bedingung ist fun > 9604 erfullt. Also sollten bereits cal0.000 Stichproben ausrei-

Im Beispiel gilt

chen! Exakte(also ohne Verwendung einer Naherung hergeleitete) Kamdideervalle sind in
vielen Fallen zu konservativ. In Anwendungen werden datest@ansapproximativeKonfidenz-
intervalle angegeben, die mithilfe einer Normalapproxiorahergeleitet wurden. Dabei ist aber
folgendes zu beachten:

Warnung: Mithilfe der Normalapproximation hergeleitete approxtiva Konfidenzintervalle
erfullen die Niveaubedingung im Allgemeinen nicht (bzwr ndherungsweise). Da die Qualitat
der Normalapproximation fiw — 0 bzw.p — 1 degeneriert, ist die Niveaubedingung im All-
gemeinen selbst fitr — oo nicht erflllt. Beispielsweise betragt das Niveau von apjpnativen
99% Konfidenzintervallen asymptotisch tatsachlich 618 %!
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Kapitel 5

Unabhangigkeit und Produktmodelle

5.1 Unabhangigkeit in allgemeinen Modellen

Unabhangigkeit von Ereignissen

In Abschnitt[2.8 haben wir einen Unabhangigkeitsbegriff Hieignisse eingefihrt: Eine Kol-
lektion A;,7 € I, von Ereignissen aus derselberAlgebra A heil3tunabhangig bzgl. einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, falls

P[A, NA,N...NA,] = HP[A%] (5.1.1)
k=1

fur allen € N und alle paarweise verschiedenen . ., i, € I gilt.

Beispiel. Ein EreignisA ist genau dann unabhangig von sich selbst, wepf = P[A N A] =
P[A]? gilt, also wenn die Wahrscheinlichkeit vohgleich(0 oder1 ist. Solche Ereignisse nennt
man auch deterministisch.

Wir wollen den obigen Unabh&ngigkeitsbegriff nun auf Enesgysteme erweitern.
Definition. Eine KollektionA; (i € I) von Mengensysteme#; C A heil3tunabhéngig (bzgl.
P), falls jede Kollektion4; (i € I) von Ereignissem; € A; unabhangig ist, d.h.

PlA;, N...N4] = PlA;,]

1

n
k=
furallen € N,iy,...,i, € I paarweise verschieden, unt, € A;, (1 <k <n).

Sind zum Beispield und B unabhangige Ereignisse, dann sindd) = {0, A, A°,Q} und
o(B) = {0, B, B¢, Q} unabhangige Mengensysteme. Allgemeiner:
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Satz 5.1.SeienA; (i € I) unabhéngige Mengensysteme. Jedesei durchschnittsstabil. Dann
gilt:

(1). Dieo-Algebrens(.A4;) (i € I) sind unabhangige Mengensysteme.

(2). IstI = |J I eine disjunkte Zerlegung vah dann sind auch die-Algebrens( | A;)

keK iy,
(k € K) unabhangige Mengensysteme.

Beispiel. Sind A4, ..., A, unabhangige Ereignisse, dann sind die Mengensysteme
A = {A}, ... A, = {4}
unabhé&ngig und durchschnittsstabil, also sind auclrdMgebren
o(A) = {0,4,AY.Qy  (i=1,...,n)

unabhangige Mengensysteme, d.h es gilt
PBin...NB,] = [[PIB] VB €{0 A, AL Q}.

Dies kann man auch direkt beweisen, siehe Lemma 2.5 oben.

Ein Beispiel zum zweiten Teil der Aussage von $atz 5.1 werdemwAnschluss an den Beweis
des Satzes betrachten.

Beweis. (1). Seieny,...,i, € I (n € N) paarweise verschieden. Wir mussen zeigen, dass
P[B,N...nB;,|] = P[B;]|-...-PB;] (5.1.2)
furalle B, € o(A;,),..., B, € o(A,,) gilt. Dazu verfahren wir schrittweise:

(a) Die Aussagd (5.1.2) gilt nach VoraussetzungBire A;,,...,B;, € A, .

(b) Fur B, € A,,,...,B;, € A; betrachten wir das Mengensystémaller B;, €
A, fur die (51.2) gilt.D ist ein Dynkinsystem, dasl;, nach (a) enthélt. Da4;,
durchschnittsstabil ist, folgt

D 2 D(AZ1) = U(Ai1>‘

Also gilt (5.1.2) fur alleB;, € o(A;,).
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(c) FurB;, € o(A;,) und B;, € o(A,),...,B;, € o(A;,) betrachten wir nun das
Mengensystem alleB;, € A, fur die (5.1.2) gilt. Wiederum isb ein Dynkinsystem,
das.A;, nach (b) enthalt. Wie im letzten Schritt folgt daher

D 2 DA, = o(Ay),

d.h. (5.1.2) ist fur alleB;, € o(A;,) erfillt.
Anschlie3end verfahren wir auf entsprechende Weise w&lerhn-facher Anwen-
dung eines analogen Arguments folgt die Behauptung.
(2). Furk € K qilt: o(|J A;) = o(Cx) mit
’ielk

C. = {ByNn...NBj|ne€N,i,... i, € I paarw. verschiedens;, c A; }.

Die Mengensystemé,, k € K, sind durchschnittsstabil und unabhangig, da jede Kollek-
tion von EreignisserB; € A;, ¢ € I, nach Voraussetzung unabhangig ist. Also sind nach
Teil (1) der Aussage auch dieAlgebrenc(Cy), k € K, unabhéngig.

0

Beispiel (Affe tippt Shakespearg. Wir betrachten unabhéngigel-Experimente mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeip. Sei X;(w) € {0,1} der Ausgang desten Experiments. Fur ein binares
Wort (ay, ..., a,) € {0,1}", n € N, gilt:

P[Xlzal,...,Xn:an} = P

- bh. n—

ﬂ{Xi = Gi}] =t (1—p*,

i=1

wobeik = a; + ... + a, die Anzahl der Einsen in dem Wort ist. Wir zeigen nun:
Behauptung: P[Wort kommt unendlich oft in der Folg&,, X,,...vor] = 1, fallsp & {0, 1}.
Zum Beweis bemerken wir, dass die Ereignisse

E, = {an+1 :alaxanrQ:a27-"7an+n:an}7 mEN,

»1ext steht imm-ten Block"
unabhangig sind. Nach Safz 5.1 sind namlich«diglgebren
o({{Xmna1 = 1} {Xmni2 = 1}, A Xongn = 13}),  meN,
unabhéngig, also auch die darin enthaltenen Ereigigsd-lr p # 0 gilt:

PE,]=p"- (1—p)" " >0,

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



156 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

also

> PE, = oo

m=1

Damit folgt nach Borel-Cantelli:

1 = P[E,unendlichoff < P[Wortkommtunendlich oft vdr

Unabhéangigkeit von Zufallsvariablen
Wir betrachten nun Zufallsvariablen mit Werten in einem shesen Rauns, S).
Definition. SeienX, X; : 2 — S, € I, Abbildungen.
(1). Das Mengensystem
o(X) = {X'(BIBeS} C PO
heil3tdie von X erzeugter-Algebraauf (2.

(2). Allgemeiner heif3t
o(Xiliel) = o (U O'(XZ')> = o({X;YB)|B€S,icl})
el
die von den AbbildungeX;, i € I, erzeugter-Algebra.

Bemerkung. (1). Man prift leicht nach, dasg X)) tatsachlich eine-Algebra ist.

(2). Eine AbbildungX : Q — S ist messbar bzgl4d/S genau dann, wena(X) C A qilt.
Somit isto(X) die kleinste o-Algebra auf(?, bzgl. derX messbar ist.

(3). Entsprechend ist(X;,: € I) die kleinstes-Algebra auf(2, bzgl. der alle AbbildungerX;
messbar sind.
Beispiel (Produkt-o-Algebra). SeiQ) = {0,1} = {w = (z1,22,...)|z; € {0,1}}, oder ein
allgemeiner Produktraum, und s&j(w) = x; die Projektion auf dig-te Komponente. Dann ist
die Produkts-Algebra.A auf() gerade die von den AbbildungeXy erzeugter-Algebra:
A = o({Xi=ay,...., X, =a,}n €Nay,...,a, € {0,1})
= o{X;=1}|ieN)
= O'(Xl,XQ, .. )
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Messbare Abbildungen a¢f?, A) sind z.B.

Spw) = Xi(w)+...+X,(w),
- : 1 e
L(w) = limsup—95,(w), L(w) = liminf-S5,(w), etc.
n—oo N n—oo M

Wir kdnnen nun einen Unabhangigkeitsbegriff fur allgemneeiufallsvariablen einfihren, der
kompatibel mit dem oben definierten UnabhéangigkeitsbienifiMiengensysteme ist.

Definition. Sei(£2,.4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(1). Eine endliche KollektioX, ..., X,, : @ — S von Zufallsvariablen auf(2, A, P) heif3t
unabhangig falls

PIX,€Bi,...X,€B,] = [[PX;eB] VB eS (1<i<n). (513)
=1

(2). Eine beliebige KollektiorX;,7 € I, von Zufallsvariablen auf(, A, P) hei3tunabhéan-
gig, falls jede endliche TeilkollektioX, , ..., X; (i1,...,i, € I paarweise verschieden)
unabhangig ist.

Bemerkung. (1). Die Definition istkonsistent Jede endliche Teilkollektion einer unabhangi-
gen endlichen Kollektion von Zufallsvariablen ist wiedeabhangig im Sinne voa (5.1.3).

(2). Die ZufallsvariablenX;,i € I, sind genau dann unabhangig, wenn@ialgebren
o(X;)) = {{X;eB}BeBS)}, el
unabhangige Mengensysteme sind.

Sei (§, 5) ein weiterer messbarer Raum. Eine sehr wichtige KonsequemBemerkung (2) ist:

Satz 5.2(Funktionen von unabh&ngigen Zufallsvariablen sind unabhégig). SindX; : Q2 —
S, i € I, unabhangige Zufallsvariablen a(f2, A, P), und sindh; : S — S messbare Abbildun-
gen, dann sind auch die Zufallsvariabl&h:= h;(X;), ¢ € I, unabhéngig bzglP.

Beweis.
oY) = {Y7'B) | BeSh
———
X, (hy H(B))
Da dieo-Algebrens(X;), i € I, unabhangig sind, sind auettY;), i € I, unabhangige Mengen-
systeme. n
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Aufgrund von SatZ 5]1 kann man allgemeiner eine Kollektion i € I, von unabhangigen

Zufallsvariablen in disjunkte GruppeXy;, i € I, [ = Ulk, einteilen, und messbare Funktionen
k

von den Zufallsvariablen der verschiedenen Gruppen bdeacAuch dieY;, sind dann wieder
unabhangige Zufallsvariablen.

Fir unabhangige reellwertige Zufallsvariabl®n (i € I) gilt insbesondere

P[Xi_l S Cly.nny in S Cn] = H P[sz S Ck] (514)
k=1
furallen € N,iy,...,i, € I paarweise verschieden, undc; € R.

Tatsachlich werden wir im nachsten Abschnitt zeigen, dastingeng [(5.1.4) aquivalent zur
Unabhéngigkeit dekX; ist. Als erste Anwendung betrachten wir Extrema von unabiggem ex-
ponentialverteilten Zufallsvariablen.

Beispiel(Maxima von exponentialverteilten Zufallsvariablen). SeienT;, Ts, . .. unabhéngige
Exp(1)-verteilte Zufallsvariablen. Wir wollen uns tberlegenewich die Extremwerte (Rekorde)

M, = max{Ty,...,T,}
asymptotisch fin — oo verhalten. Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor:

(1). Wir zeigen zunachst mithilfe des Borel-Cantelli-Lemmas

lim sup =1 P-fast sicher. (5.1.5)
n—00 10g n

Zum Beweis berechnen wir figre R:

T,
P[ = Zc] = P[T, > c-logn]
logn

—clogn —c

= € =N

Furc > 1 gilt > n~° < oco. Nach dem 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt daher

n=1
T, T, .
P {lim sup > c < P { > ¢ unendlich oﬂ = 0.
n—oo l0gMN logn
Furc N\, 1 erhalten wir dann wegen der monotonen Stetigkeit ¥on
: T, . . T,
P |limsup >1 = lim P |limsup >c = 0. (5.1.6)
n—oo ogn e\ n—oo ogn
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Firc < 1 gilt Y n=¢ = oo. Da die Ereignissé€T,, > clogn},n € N, unabhéngig sind,

n=1
folgt nach dem 2. Borel-Cantelli Lemma:

T, T, .
P [lim sup > c} > P { > ¢ unendlich Of} = 1.
n—oo l0gMN logn
Furc 7 1 erhalten wir mithilfe der monotonen Stetigkeit:
: T, : : T,
P |lim sup >1 = lim P [limsup >c| = 1 (5.1.7)
n—oo 107N c /1 n—oo 10gM

Aus (5.1.6) und[(5.1]7) folgt die Behauptung (511.5).

(2). Als néachstes folgern wir:

M,
M, ~logn, d.h. lim —=

n—oo log n

=1  Pdis. (5.1.8)

Zum Beweis zeigen wir:

M,
(a) limsup <1 P-fs.,und
logn

n—o0

M,
(b) limimf1 " >1 P-fs.

n—o0 Og n

Aussage (a) folgt aus (1), denn file R gilt:

lim sup c
n—oo 1027
= max{Ty,...,T,} =M, > c-logn unendlich oft
= Tywmy > c-logn furk(n) < nflroo vielen
= T, > c¢-logk unendlich oft
= I >
1m sup gk = c

Nach (1) hat das letztere Ereignis féir> 1 Wahrscheinlichkeit O, also gilt wegen der
monotonen Stetigkeit vOR:

M, M,
P [Iim sup —— > 1] = limP [Iim sup —— > c] = 0.
n—oo 1081 e\ n—oo 10gMN
Zum Beweis von (b) gentigt es wegen der monotonen Stetigkerigen, dass fir < 1
M, . M, .
P " > ¢ schlieBlic = P <c¢ nurendlichoft = 1
logn logn
gilt. Nach Borel-Cantelli | ist dies der Fall, wenn
M,
>opr { n< c} < (5.1.9)
neN 1Ogn
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160 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE
gilt. Fur ¢ € R gilt aber wegen der Unabhéangigkeit der
M, :
P{ gc] = P[T;,<c-logn V1<i<n)]
logn
= P[Ty <c-logn]" = (1 —eclsmn
— (1 - nfc)n S efn-n_‘3 — efnl_‘zj
und diese Folge ist fir < 1 summierbar. Also gilt(5.119) fur alle < 1, und damit (b).
(3). Abschlie3end untersuchen wir die Fluktuationen derdexwerte),, um log n noch ge-

nauer. Wir zeigen, dass die Zufallsvariable — log n in Verteilung konvergiert:

P[M, —logn < ¢ =% e " fir allec € R. (5.1.10)
Beweis.Wegen
PM,<¢ = PT,<c Vi=1,...,n]
S pITy <

folgt

PIM,~logn<d = PM,<ctlogn] = (- ¢ "Fo

Aussage[(5.1.10) besagt, da&s — log n in Verteilung gegen eine Gumbel-verteilte Zu-
fallsvariable X, d.h. eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktidix (c) = ¢~ “ konver-
giert. Fur grof3e: gilt also ndherungsweise

M, R logn + X, X ~ Gumbel

wobeilog n die Asymptotik undX die Fluktuationen beschreibt.

Konfidenzintervalle flr Quantile

Sei(zy,...,z,) einen-elementige Stichprobe von einer unbekannten Wahrsatiekelitsver-
teilung . auf (R, B(R)). Wir nehmen an, dass,, .. ., z,, Realisierungen von unabhéangigen Zu-

fallsvariablen mit stetiger Verteilung sind:
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Annahme: Xj,..., X, unabhangig unteP, mit stetiger Verteilung..

Wir wollen nun die Quantile (z.B. den Median) der zugrundgtieden Verteilung auf der Ba-
sis der Stichprobe schatzen. Eine FunktibpX;, ..., X,),7 : R” — R messbar, nennt man
in diesem Zusammenhang auch Siratistikder Stichprobd X, ..., X,,). Eine Statistik, deren
Wert als Schatzwert fir eine Kenngréfde:) der unbekannten Verteilung verwendet wird, nennt
man auch eine(Punkt-) Schatzetir q. Nahe liegende Schéatzer fur die Quantile yosind die
entsprechenden Stichprobenquantile. Unser Ziel ist eskamfidenzintervalléir die Quantile
anzugeben, d.h. von den Wertéq, . . ., X,, abhdngende Intervalle, in denen die Quantihe
abhéangig von der tatsachlichen Verteilungt hoher Wahrscheinlichkeit enthalten sind. Seien
dazu

Xy = Xo = ... = X
die der Grol3e nach geordneten WeXige . . . , X, — diese nennt man au@rdnungsstatistiken

der Stichprobe. Die Verteilung der Ordnungsstatistikemidhn wir explizit berechnen:

Satz 5.3(Verteilung der Ordnungsstatistiken). Ist i, eine absolutstetige Wahrscheinlichkeits-
verteilung mit Verteilungsfunktioft, dann hatX;, die Verteilungsfunktion

Fuy(c) = Bin(n, F(c))[{k,k+1,...,n}]

n

S (”) F(e) - (1— F(&))"™. (5.1.11)

. J
Jj=k
Beweis.Da die Ereigniss¢ X; < c},1 < i < n, unabhé&ngig sind mit Wahrscheinlichkéifc),
gilt
Fuy(c) = Pu[Xw <] = P,JX; <c firmindestens verschiedenec {1,...,n}]
= Bin(n, F(¢))[{k,k+1,...,n}]

3 (?)FW (1= F(o))".
O]

Nach Satz 5]3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der WertXgm unterhalb eines-Quantils der
zugrundeliegenden Verteilungliegt, fir alle stetigen Verteilungen gleich! Damit folgtmittel-
bar:

Korollar 5.4 (Ordnungsintervalle). Seiu € (0,1) und0 < k£ < [ < n. Dann ist das zufallige
Intervall (X, X(;)) einKonfidenzintervall fur dasu-Quantil der zugrundeliegenden Verteilung
1 zum Konfidenzniveau

3 = Bin(n,k)[{kk+1,...,01—1}]
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162 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

d.h. fur jede absolutstetige Wahrscheinlichkeitsvartejl, auf R, und fur jedes:-Quantil ¢, (1)
gilt:
PulXuw < qulp < X)) > B

Beweis. Da die Verteilungen stetig sind, gif, (¢, (1)) = u fir jedesu-Quantil, und damit nach
SatZ5.8:

P Xw < qu(p) < X(1)] = Bin(n,u)[{k,k+1,...,n}] = Bin(n,u)[{l,1 +1,...,n}]
= Bin(n,u)[{k,k+1,...,1 —1}].

O

Fur gro3en kann man die Quantile der Binomialverteilung n&dherungseveighilfe der Norma-
lapproximation berechnen, und erhalt daraus entspreehi€ofidenzintervalle fir die Quantile
von stetigen Verteilungen. Bemerkenswert ist, dass dies@id@nzintervalle nicht nur fir Vertei-
lungen aus einer bestimmten Familie (z.B. der Familie denidverteilungen) gelten, sondern
fur alle stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen &ufnichtparametrisches Modgll

5.2 Gemeinsame Verteilungen und endliche Produktmodelle

Um Aussagen Uber den Zusammenhang mehrerer Zufallsvemiahl . . . , X,, zu treffen, beno-
tigen wir Kenntnisse tber deren gemeinsame Verteilung, ttber die Verteilung des Zufalls-
vektors X = (X3,...,X,). Diese ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf demdBko der
Wertebereiche der einzelnen Zufallsvariablen.

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf endlichen Produktraumen

Seien(S;, S;), 1 <i < n, messbare Raume. Die ProdukiAlgebraS; ®...®S, aufS; x...x .S,
wird von den endlichen Produkten von Mengen ausdg@igebrens; erzeugt:

Bezeichnen wir mitr; : S; x ... x S, — S;, mi(x1, ..., x,) := z;, die kanonische Projektion auf
diei-te Komponente, so gilt

S$1®..08, = o(m,..., ).
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Beispiel. Fur die Borelsche-Algebra aufR” gilt:

BR") = BR)®..@BR) = K)BR),

S

n‘r'r,1al
dennB(R™) wird zum Beispiel von den offenen Quadern, also Produkteroff@men Intervallen,
erzeugt. Ein anderes ErzeugendensystemB(@®f) bilden die Produktmengen

(—00, 1] X (=00, ¢a] X ... X (—00, ¢y, Clyey0n €R (5.2.1)
Ist 1 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a(fi; x ... x 5,,51 ® ... ® §,), dann hei3en die

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

M, = /LOTI';l, 1< <n,

auf S; (eindimensionale) Randverteilungen (marginalsyon .. Wir werden in Kapitel P allge-
meine Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Produktraukunstruieren und systematisch unter-
suchen. Im Moment beschranken wir uns meist auf eine spekiklsse von solchen Verteilun-
gen: die endlichen Produktmodelle.

Definition (Endliches Produktmafy). Seien(S;, S;, ;) Wahrscheinlichkeitsraume, < i < n.
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilungauf (S; x ... x 5,,81 ® ... ® S,,) hei3t Produkt dey;,
falls

pBix...xB)] = [JwlB] VBeS,1<i<n, (5.2.2)
=1
gilt.

Bemerkung. Das Produktmafg ist durch [5.2.Rpindeutigfestgelegt, denn die Produktmengen
bilden einen durchschnittsstabilen ErzeugeradéigebraS; ® ... ® S,. Die Existena/on Pro-
duktmaf3en folgt aus dem Satz von Fubini, den wir in AbscBhfitbeweisen. Fur Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auR zeigen wir die Existenz von Produktmal3en im nachsten Abdchn

Das nach der Bemerkung eindeutige Produktmalf3 der Wahréich&aitsverteilungem, . . . , .,
bezeichnen wir mify; ® ... ® u,. Die eindimensionalen Randverteilungen eines Produktmalie
sind gerade die Faktoren.

Lemmab5.5. Unterpy = 1 ® ... ® u, sind die Projektionen
TS X . XS, — S, mi(x,. ., my) = T, 1<i<n,

unabhéngig mit Verteilung,.
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Beweis.Fur B; € §;,1 < i < n, gilt:

M[WiEBi] = [Sl XS 1XB¢XS¢+1X...><Sn]
= HM] = wiBil,
it
und
plm € Bi,...,m € B,] = p[Bix...xB,] = []wlBi H i[mi € Bi.
=1 =1

]

Sind die MengenSy, ..., .S, abzahlbar, dann gilt = 1 ® ... ® u, genau dann, wenn die
Massenfunktion vom das Produkt der einzelnen Massenfunktionen ist, d.h.

,u(q:l, C. ,SL’n) = H,uz(xl) fur alle T; € Si, 1< <n.

Im Fall S; = ... = S, = R mit Borelschero-Algebra bilden die Mengen auls_(5.2.1) einen
durchschnittsstabilen Erzeuger der ProduidgebraB(R™). Also isty = 11 ® ... ® p,, genau
dann, wenn

pl(—oo 1] x ..o x (=00,ca]] = J[mil(=o0.ci)]  furallec,...,c, €R
=1
gilt. Die linke Seite ist die Verteilungsfunktiof),(ci, .. ., ¢,) der multivariaten Verteilung, die
rechte Seite das Produkt der Verteilungsfunktioneryger

Beispiel (Gleichverteilung auf n-dimensionalem Quadey). Ist ji; = U, 5,y die Gleichvertei-
lung auf einem endlichen Intervdl;, b;), —oo < a; < b; < oo, dannisty = pu; ® ... ® p, die

Gleichverteilung auf dem Quadsr= ﬁ (ai, b;), denn flrcy, ..., ¢, € S gilt:
=1

u[H(—oo,Ci]] = Hu—l —00, ¢

=1
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Absolutstetigkeit von multivariaten Verteilungen
Absolutstetigkeit von endlichen Produktmodellen

Der Satz von Fubini, den wir in Abschnitf 9.1 in groRerer Algeinheit beweisen werden, be-
sagt unter anderem, dass dadimensionale Lebesgueintegral einer beliebigen Boredsin@ren
nicht-negativen Funktiori : R™ — R existiert, und als Hintereinanderausfiihrung von eindimen
sionalen Integralen nach den Koordinaten. . ., x,, berechnet werden kann:

[ttt = [ [ onominin
/

Hierbei kdnnen die eindimensionalen Integrationen indiédjer Reihenfolge ausgefihrt werden.
Fir den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung bazvAdschnitf{9.1 unten.

In Analogie zum eindimensionalen Fall heif3t eine Wahrsulatikeitsverteilung: auf(R”, B(R™))
stetigoderabsolutstetigfalls eine3(R™)-messbar®ichtefunktionf : R" — [0, co) existiert mit

/f(x)dx - /IB(x)f(x)dx

fur jeden Quader, bzw. allgemeiner fur jede BorelmeBge R". Endliche Produkte von eindi-
mensionalen absolutstetigen Verteilungen sind wiedeolatstetig, und die Dichte ist das Pro-
dukt der einzelnen Dichten:

Lemma 5.6. Sind ., . . ., 4, absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen @if3(R)) mit
Dichtefunktionenfi, ..., f,, dann ist das Produkt = ;; ® ... ® u, eine absolutstetige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ayR™, B(R™)) mit Dichtefunktion

n

f([El,...,I'n) = HfZ(ZL’Z)

=1
Beweis.Fir jede ProduktmengB = B; x ... x B,,, B; € B(R), gilt nach dem Satz von Fubini:

n

ulBl = zlj,ul[Bl] = H/ (x;)dx; = /-~-/IB(Q;1,... Hfl Jdxy - day,.

]

Die Dichtefunktion der Gleichverteilung auf dem Quadet= (a1,b1) X ... X (an,b,) ist bei-
spielsweise

1 1
f(xl, . ,.Tn) = ]i[ b,L Y I(ai,bi)(xi) = m[g(%‘)
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Ein anderes Produktmal von fundamentaler Bedeutung fur diestheinlichkeitstheorie ist die
mehrdimensionale Standardnormalverteilung:

Beispiel (Standardnormalverteilung im R"). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

T ®N(0, 1)

auf(R”, B(R™)) heifl3tn-dimensionale Standardnormalverteilung Die mehrdimensionale Stan-
dardnormalverteilung ist absolutstetig mit Dichte

- 1 1’2 2
flzy, ... x,) = - exp (——’) = (2m) "2 IelIP/2, x € R".
V2T 2

(2

Abbildung 5.1: Dichte der Standardnormalverteilundrin

Gemeinsame Verteilungen

SindX; : Q — S;,1 < i < n, beliebige Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Raumen
(S;, S;), welche auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsi@um, P) definiert sind, dann

ISt

(Xl,...,Xn)I Q — Slx...XSn
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eine Zufallsvariable mit Werten im Produktrauisy x ... x S,,81 ® ... ® S,,), denn furB; €
S;, 1 <1 <n,qilt:

{(Xy,....X,)€Bix...xB,} = (({XieB} €A
=1

Wie zuvor im diskreten Fall (s. Abschniitt 2.4) definieren:wir

Definition. Die Verteilungux,.. x, des ZufallsvektoréX;,..., X,,) auf (S; x ... X 5,,81 ®

... ®S&,) heiBtgemeinsame Verteilunder ZufallsvariablenXy, ..., X,,.

-----

Der folgende Satz gilt analog zum diskreten Fall:
Satz 5.7.Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(1). Die ZufallsvariablenXy, ..., X,, sind unabhangig.

x,, ISt ein Produktmal.

.....

Q). txyx, = pfx, @... D ux,.

Beweis., (1) = (3) “: folgt direkt aus der Definition der Unabhé&ngigkeit uwhel gemeinsamen
Verteilung: SindX1, ..., X,, unabhangig, dann gilt

pxy x| B1 X ... x By = Pl(X1,...,X,) € By X...x B,]

= ﬁP[XZ- € B|]

=1

= H tox, [ Bil

furalleB; € S;, 1 <i <n.

. (3) = (2) “: Die Implikation ist offensichtlich, und ,, (2}=- (1) “ folgt aus Lemma5I5: Ist
ix,...x, €in Produktmaf3, dann sind die kanonischen Projektionen ., 7, unabhéangig unter
x5 ix, - Also gilt fir B; € S;:

P[XleBl,.‘.,XnEBn] = HUxy,., Xn[le'--XBn]

]
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Wir wenden die Aussage von Satz]5.7 nun speziell auf diskiedereellwertige Zufallsvariablen
an:

Diskrete Zufallsvariablen

Sind die Wertebereichgi, ..., S, der ZufallsvariablenXy, ..., X, abzahlbar, dann wird die
gemeinsame Verteilung vollstandig durch die gemeinsameskfgunktion

Pxi,.., Xn(al,...,an) = P[Xlzal,...,Xn:an], (al,...,an)GSlx...xSn

beschrieben. Die Zufallsvariableyy, . . ., X,, sind genau dann unabhangig, wenn die gemeinsa-
me Massenfunktion das Produkt der einzelnen Massenfurédicst, s. Safz 2.7. Als Konsequenz
aus Satz 5]7 ergibt sich zudem:

Korollar 5.8. SindX; : Q2 — 5;, 1 < i < n, diskrete Zufallsvariablen, und hat die gemeinsame
Massenfunktion eine Darstellung

n

Pxy,.., Xn(al,. .. ,an) = C- ng(az) ‘v’(al,. .. ,an) € Sl X ... X Sn
=1

in Produktform mit einer Konstanten € R, und Funktionery; : S; — [0, 00), dann sind
X1,..., X, unabhangig mit Massenfunktion
gi(a;)
pxi(a) = <~
Y gi(a)

a€S;

Beweis.Die Werte (@)
- gi\ @
gi(ai> == ~ /0 a; € Si7
Z gz’(a)

a€S;
sind die Gewichte eine Wahrscheinlichkeitsverteilunguf S;. Nach Voraussetzung gilt

Hxy,..., Xn[{a1}><---><{an}] = PXxy,.., Xn(ala---aan)

= Eﬁ/j){l[{al}] V(al,...,an)ESlx...xﬁ.2.3)

mit einer reellen Konstanté Da auf beiden Seiten voh (5.2.3) bis auf den Faktdie Massen-
funktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen stelggibc = 1, und damit

Also sind dieX; unabhangig mit Verteilung;, d.h. mit Massenfunktiop;. O
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5.2. GEMEINSAME VERTEILUNGEN UND ENDLICHE PRODUKTMODELLE as

Beispiel(Zwei Wurfel). SeienX,Y : Q — {1,2,3,4, 5,6} gleichverteilte Zufallsvariablen. Fur
die Gewichte der gemeinsamen Verteilung vBrund Y gibt es dann beispielsweise folgende
Maoglichkeiten:

(1). X, Y unabhangig.

Y
6t-—————e——e0———0——-0-——0

| | | | | |

| | | | | |
54 -——4-——¢-—4-——¢-——¢——9¢

| | | | | |
44+ -——@0———6-—— 66— ——6———b-——o

| | | | | |

| | | | | |
3f-——4———p-—d——p-———9

| | | | | |

| | | | | |
225 minia S S Sl i St

| | | | | |

| | | | | |
l+--¢-90-——-0——e-——0 -0

| | | | | |

! ! ! ! ! !

1 2 3 4 5 66X

Abbildung 5.2:X, Y unabhangigj.x y = px ® uy. Gewichte der Punkte sind jewe'g%

(2). X,Y deterministisch korreliert, z.B. = (X + 1) mod 6.

Y
64 _________________ _.___1

| | | | | |

| | | | | |
54+-—4---t--q--——¢-——-——1

| | | | | |

| | | | | |
4 +—-——d———b—— e —— -

| | | | | |

| | | | | |
3f-——q-——¢-——q-——F-—-——1

| | | | | |

| | | | | |
2 e e T S S

| | | | | |
I R e

| | | | | |

| | | | | |

! ! ! ! ! !

1 2 3 4 5 66X

Abbildung 5.3:Y = (X +1) mod 6. Das Gewicht eines einzelnen Punktesist

(3). Y = (X + Z) mod 6, Z unabhangig vorX, Z = 0, £1 mit Wahrscheinlichkeit .
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Y
6 +r——e———r——a———+—— - ——o
| | | | | |
| | | | | |
Sp e
| | | | | |
| | | | | |
/T P S S S
| | | | | |
| | | | | |
S8 AR G S SR R
| | | | | |
| | | | | |
21y
| | | | | |
A S S
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
1 2 3 4 5 66X

Abbildung 5.4 = (X+Z) mod 6; Z ~ unif{—1,0, 1}. Das Gewicht eines einzelnen Punktes
ist L
18

Reelle Zufallsvariablen

Die gemeinsame Verteilung reellwertiger Zufallsvariahlg , . . ., X,, : Q — R auf der Produkt-
o-AlgebraB(R") = @ B(R) ist vollstandig durch die Werte
i=1

Fx . x,(Cly...,¢0) = pxy. x,[(—00,c1] X ... X (=00, ¢]

= P[Xlgcl,...,XnéCn], (Cl,...,Cn)ERn,

beschrieben. Die Funktiofy, x, : R* — [0,1] heilstgemeinsame Verteilungsfunktion

-----

Insbesondere sind4, . . ., X, genau dann unabhangig, wenn
FX1 77777 Xn(Cl,...,Cn) = HFXI(CZ) \V/(Cl,...7cn) ER”
i=1

gilt. In Analogie zu Korollai 5.8 erhalten wir zudem:
Korollar 5.9. SeienXy, ..., X, : Q@ — R reellwertige Zufallsvariablen.

(2). SindXy, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen mit absolutstetigen Vartegen mit Dich-
tenfx,,..., fx,, dann ist die gemeinsame Verteilung absolutstetig mitt@ich

Ixix, (@1, 2,) = HfX(xz) VaxeR™
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5.2. GEMEINSAME VERTEILUNGEN UND ENDLICHE PRODUKTMODELLE 1

(2). Umgekehrt gilt: Ist die gemeinsame Verteilung abstéiig, und hat die Dichte eine Dar-
stellung

fxooxo (@1, ) = Cng(l’z) VreR"

in Produktform mit einer Konstantec R und integrierbaren Funktioneg : R — [0, c0),
dann sindX1, ..., X,, unabhangig, und die Verteilungen sind absolutstetig mihin

91(331)

ﬁ{[ gi(t) dt’

sz(xZ) =

Der Beweis verlauft ahnlich wie der von Korol[arb.8, und wiem Leser zur Ubung tiberlassen.

Beispiel(Zufallige Punkte in der Ebene). SeienX undY unabhangige Zufallsvariablei,(0, o2)-
verteilte auf(£2, A, P) mit ¢ > 0. Dann ist die gemeinsame Verteilupg - absolutstetig mit
Dichte

1 % + 92
fX,Y(x7y) - 'eXp<_ 202

R?.
27'('0'2 )7 (l’, y) S
es gilt(X,Y’) # (0,0) P-fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil

R : Q— (0,00), d . Q—0,2m)

durch
X = R-cos? und Y = R-sin®,

dh.R=vX2+Y2und® = arg(X +:Y) falls (X,Y") # (0,0). Auf der Nullmenge{(X,Y) =
(0,0)} definieren wir( R, ®) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionenemgelir
berechnen nun die gemeinsame Verteilung fomnd &:

PR <71y, ® < ¢g] = P[(X,Y) € ,Kuchenstick" mit Winkelp, und Radius-]

= // fX’y(.I', y) dl’ dy
Kuchenstiick
ro o

= //fx,y(rcosgb,rsin@\ﬁ/ d¢ dr

0 0 Jacobideterminante
der Koordinatentrans.

T0

o r 2/(2 2)
= TR de dr.
//0 oma?s ¢ dr

0
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172 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatdgdtutionsregel) fur mehrdimensio-
nale Integrale verwendet - der Faktast die Jacobideterminante der Koordinatentransformatio
(s. Analysis). Es folgt, dass die gemeinsame Verteilupg absolutstetig ist mit Dichte

1
fra(ng) = oL e
' 21 o2

Da die Dichte Produktform hat, sind und® unabhangig. Die Randverteilung ist absolutste-
tig mit Dichte

1
fa(¢) = const. = o (0< ¢ < 2m),
s
d.h.® ist gleichverteilt auf0, 27). Somit istuz absolutstetig mit Dichte
r _r2/(252
or(r) = 2 ¢ /(@2e%) (r>0).

Die Berechnung kdnnen wir verwenden, um Stichproben von tierdardnormalverteilung zu
simulieren:

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer
N(0, 1)-verteilten ZufallsvariableX ist

1 * 2
Fx(x) = \/_2_7r / e U2 dt

Das Integral ist nicht explizit I6sbar und die Inver8g" ist dementsprechend nur approximativ
berechenbar. Daher ist die Simulation einer Standardriwentailung durch Inversion der Ver-

teilungsfunktion relativ aufwendig. Ein einfacheres Slationsverfahren ergibt sich, wenn wir
eine zweidimensionale Standardnormalverteilung beteschnd auf Polarkoordinaten transfor-
mieren. Dann gilt fir den Radialanteil:

Fr(z) = / e Prdr = 1—e "2,

0

Das Integral ist also explizit berechenbar, und

Fpl(u) = /—2log(1—u), wue(0,1).

Der Winkelanteil® ist unabhangig vork und gleichverteilt auf0, 27). Wir kdnnen Zufallsva-
riablen mit der entsprechenden gemeinsamen Verteilureyigen, indem wir

P = 27TU1,

R = \/—210g(1 —Us) <bZW. = +/—2log U2> ,
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5.2. GEMEINSAME VERTEILUNGEN UND ENDLICHE PRODUKTMODELLE 13

setzen, wobel/; und U, unabhangige, aui, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichpro-
ben vonU; und U, kénnen durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. dfallBuariablen

X = Rcosd und Y = R-sind

sind dann unabhé&ngig und(0, 1)-verteilt. Firm € Rundo > 0sinde X +m undoY +m
unabhangigeV (m, o?)-verteilte Zufallsvariable.

Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulatron Stichproben einer Normalver-
teilung:

Algorithmus 5.10 (Box-Muller-Verfahren). Input: m € R0 > 0
Output: unabhéangige Stichprobény von N (m, o?).

1. Erzeuge unabhéangige Zufallszahl@nu, ~ U 1

2. 1= +/—2log u; cos(2musy), y 1= /—2log u; sin(2mwus)

. rz:=0x+m,y=o0y+m

Beispiel (Ordnungsstatistiken). Fur die gesamte Verteilung der Ordnungsstatistikgn <
. < X(»), unabhangiger, identisch verteilter, stetiger ZufaltitdenX,, ..., X, : @ — Rgilt
aus Symmetriegrinden und wegBfX,; = X;| = 0 fir ¢ # j:

PXqy<c,oo oy Xy < 6] = Z PXqy < ey Xagmy <6 Xoy < -0 < X))
ﬂ'ESn
= n'PX1<cl,.. Xp <, Xi < Xo <.l < X,

= n'/ /I{y1<y2< <ot S W) - f(yn) dyr - - - dyn.

Also ist die gemeinsame Verteilung vog,), . . ., X(,,) absolutstetig mit Dichte

fX(l) ,,,,, X(n)(ylv cee 7yn) - n!- I{y1<y2<---<yn}f(y1) o f(yn>

Durch Aufintegrieren erhalt man daraus mithilfe des SateesRubini und einer erneuten Sym-
metrietiberlegung die Dichten der Verteilungen der eireel@rdnungsstatistiken:

PXu <c = N!/"'/[{y1<y2<~~~<yn}f(yl)"'f(yn)'[Yk<c dy; - - - dy,,

= / fooy (Ur) dy
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174 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

mit
n!

fwly) = (k_1)!(n_k>!F(y)k‘l(1—F(y))(n—k)f(y)-

Dasselbe Resultat hatte man auch mit etwas Rechnen aus $herlgien konnen.

Bemerkung (Beta-Verteilungen). Sind die ZufallsvariablenX; auf (0,1) gleichverteilt, dann
hat X ;, die Dichte

fxp@) = B(k,n—k+ D7 (1 =) Loy ()

mit Normierungskonstante

Bla,h) — /Olu“_l(l—u)b_ldu (: (a=Dib— L) fUra,beN).

(a+b—1)!
Die entsprechende Verteilung heB¢ta-Verteilung mit Parametern a,b > 0, die FunktionB
ist die Euler'sche Beta-Funktian

9 | \

Abbildung 5.5: Abbildung der Dichtefunktionen der zugebén Verteilungen von
Xy, ..., X5 bein = 5in (rot, gelb, grin, blau, magenta).

5.3 Unendliche Produktmodelle

Konstruktion von unabhéngigen Zufallsvariablen

Seienuy, 9, . .. vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen @uf3(R)). Wir werden nun
explizit unabhangige Zufallsvariablexy,, k£ € N, mit Verteilungenu, konstruieren. Als Konse-
guenz ergibt sich die Existenz des unendlichen Produktméak als gemeinsame Verteilung
der Zufallsvariablen,. Die ZufallsvariablenX; konnen wir skc:)éar auf den Rauth= (0, 1) mit

Gleichverteilung realisieren:
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Satz 5.11.Auf dem Wahrscheinlichkeitsrauff, B((0,1)),U,1)) existieren unabhéngige Zu-
fallsvariablenX, : 2 — R, k£ € N, mit Verteilungen

PoX,' = furallel <i<n.
Beweis. Wir verfahren in drei Schritten:

(1). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
1
e = Bernoulli (5) = U,y VkeN,

d.h. im fairen Minzwurfmodell. Dazu verwenden wir die schiorAbschnitt[4.2 einge-
fuhrte TransformationY : (0,1) — {0, 1}, die einer reellen Zahl die Ziffernfolge ihrer
Binardarstellung zuordnet, d.h. wir setzen

2k—1

Xp(w) = Ip(w), D = Jl@i-1)-27%2i-27),

i=1

siehe Abbildung 4]4. Die Abbildungel,, : (0,1) — {0, 1} sind messbar, und es gilt
PX,=ay,...,. Xp=qa,] = 2" Vn € N,ay,...,a, € {0,1}, (5.3.1)

da die Mengglw € Q : X;(w) = a4,..., X, (w) = a,} gerade aus den Zahlen (f, 1)
besteht, deren Binardarstellung mit den Ziffem. . ., a,, beginnt, und damit ein Inter-
vall der Lange2~" ist. Nach [5.3.11) sind\y, ..., X, fur alle X, k € N, unabhangig mit
Verteilung .

(2). Wir konstruieren die Zufallsvariablen im Fall
M = U(()J) VEkeN.

Dazu zerlegen wir die gerade konstruierte Folggw) € {0,1}, k£ € N, in unendlich
viele Teilfolgen, und konstruieren aus jeder Teilfolge aée eine Zahl au), 1] mit den
entsprechenden Binarziffern. Genauer setzen wir in Binateldung:

U1 = 0.X1X3X5X7"' s
Uy = 0.XoXeX10X14-",
U3 = O.X4X12X20X28 ity usw,

also allgemein fuk € N:

Uk(w) = Z Xk,i(w) . 271’ mit Xk,i = X(Qi_l).gkfl.
=1
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).

Da die ZufallsvariablenX; ;, i,k € N, unabhangig sind, sind nach dem Zerlegungssatz
auch dieo-Algebren

Ay = o(Xgili €N), ke N,
unabhangig, und damit auch dig.-messbaren Zufallsvariablén,, k£ € N. Zudem gilt fur
n € N und .
r=> a;-27" € {0,1,...,2"—1}:
=1
PlU,e(r-27"(r+1)-27" = PXpi=a1,...,Xpn=0ay] = 27"

Da die dyadischen Intervalle ein durchschnittsstabileg&gendensystem der Borelschen
o-Algebra bilden, folgt, dass die Zufallsvariabl&p auf [0, 1] gleichverteilt sind.

Im allgemeinen Fall konstruieren wir die Zufallsvdnien aus den gerade konstruierten un-
abhangigen gleichverteilten Zufallsvariablep & € N, mithilfe des Inversionsverfahrens
aus Satz 4.19: Sindy, k € N, beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen &Rf 5(R)),
und

Gi(u) = inf{z eR: Fy(x) > u}

die linksstetigen verallgemeinerten Inversen der Vartgsfunktionen
Fk(c) = /Lk’[(_oojc]]v

dann setzen wir
Vilw) = GiU(w)), keNwe

Da die Zufallsvariablew,,, k € N, unabhangig sind, sind nach Satz5.2 auchgié: € N,
wieder unabhangig. Zudem gilt nach Satz 4.19:

PoY, ' = fur allek € N.

O

Bemerkung. (1). Der Beweis von Safz 5.111 ist konstruktiv. Fir numeriséhezendungen ist

).

allerdings zumindest der erste Schritt des beschriebenastkiktionsverfahrens ungeeig-
net, da Defizite des verwendeten Zufallszahlengeneratatslie Darstellungsungenauig-
keit im Rechner durch die Transformation verstarkt werden.

Mithilfe des Satzes kann man auch die Existenz eineggd=ohabhangiger Zufallsvariablen
X, k € N, mit Werten imR¢, oder allgemeiner in vollstandigen, separablen, metgisch
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RaumensSy, k£ € N, und vorgegebenen Verteilungen auf den Borelschen-Algebren
B(S) zeigen. Sind beispielsweigg : R — S, Bijektionen, sodasg,, und ¢, ' messbar
sind, und sindX;, :
P[X; € B]

2 — R unabhangige reellwertige Zufallsvariablen mit Vertegan
= ux|ox(B)], dann sind die transformierten Zufallsvariablen

X, = Qbk()zk) Q= 5, Vk € N,

unabhéngig mit Verteilungem.

B(R?)),

und seienX;, i € N, unabhangige Zufallsvariablen mit identischer Verteilufg~ .. Der durch

Sn = G—i-iXi,
i=1

definierte stochastische Prozess h&8hdom Walk mit Startwedt € R¢ und Inkrementvertei-

lung .
Im Fall d = 1 kénnen wir Stichproben von den Zufallsvariabl&p, und damit vom Random

Beispiel (Random Walks im R9). Seiu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a(i?,

n=0,1,2...,

Walk, beispielsweise mithilfe der Inversionsmethode dienen.

150 | N

L il
o fp [V

L A
50F hy

\‘-‘-

%\\F"‘w ‘\‘“,..r\ e, |
K
N ﬁf"* - “’*’m

ﬂ;-e“* n/fﬁww

_fws"\ Ve ?S’ﬂtl

=50 F

o |

a‘?'»(ﬂ"ﬁln
J

ISDD

“eﬁn Er-‘*”"‘».r\J 560 e

Abbildung 5.6: Grafiken von Trajektorien des Random Walksvaischiedenen Inkrementver-

teilungen.

Abbildung[5.6 zeigt Grafiken von Trajektorien des Random \Waik den Inkrementverteilungen

ILL —_=

ILL =

1
5(51 +0_1)

N(0,1)

(klassischer Random Walk (SSRW))

(diskrete Brownsche Bewegung),
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1 mit Dichte
fl) = eI ow (zentrierteExp(1)-Verteilung)
und . mit Dichte

f(x)

: . . 3
(zentrierte Pareto(— 1, a)-Verteilung mita = 5).

1 2 3
Abbildung 5.7: Dichten der drei stetigen Verteilungen ausbidung[5.6: fx 1) in Blau,

frxp(1)—1 IN Magenta undfearetga—1,0) i ROL.

Im Gegensatz zu den anderen Verteilungen fallt die DichtePdeeto-Verteilung fir — oo
nur sehr langsam ab (,heavy tails*). Insbesondere hat dieeNeng unendliche Varianz. Die
Trajektorien der Random Walks werden mit der folgenden Mattea-Routine simuliert:

nmax = 10000; )

RandomChoice[{1, 1}, nmax];
RandomReal[NormalDistribution[0, 1], nmax];

u = RandomReal [{0O, 1}, nmax]; y =Log[u] — 1;
$\alpha$ = 3/2; x0 =$\alpha$—- 1; p =
RandomReal[ParetoDistribution[x0$\alpha$], nmax];
m = Mean[ParetoDistribution[x0, $\alpha$]]; g = p— m;

X

z

rwsimple = Accumulate[x]; rwexp = Accumulate[y];
rwnormal

Accumulate[z]; rwpareto = Accumulate[q];

ListLinePlot[{rwsimple[[1 ;; 3000]], rwexp[[1l ;; 3000]],
rwnormal[[1 ;; 3000]], rwpareto[[1 ;; 3000]]}]
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Die Trajektorien des klassischen Random Walks, und der RaMilalks mit exponential- und
normalverteilten Inkrementen sehen in grof3eren Zeitr&wamnlich aus. Die Trajektorien des
Pareto-Random Walks (griin) verhalten sich dagegen ancdetsyerden auch in langeren Zeitrau-
men von einzelnen grof3en Springen beeinflusst. Tatsadaimhman zeigen, dass alle obigen
Random Walks mit Ausnahme des Pareto-Random Walks in eineigingeen Skalierungslimes
mit Schrittweite gegen 0 in Verteilung gegen eine Brownschaedgging konvergieren (funktio-
naler zentraler Grenzwertsatz).

Unendliche Produktmalle

Als Konsequenz aus dem Satz kdnnen wir die Existenz von Uiseed Produktmafien als ge-
meinsame Verteilung von unendlich vielen unabhéngigeali&yariablen zeigen. Dazu versehen
wir den Folgenraum

RY = {(z1,22,...)|7s €R,VEk €N}

mit der Produkts-Algebra

QRBR) = o) = o(mlkeN),

keN

die von der KollektiorC aller Zylindermengen
{mieB,...,meB,}y = {x=(x;) eRVx,€By,...,z, € B,},
n €N, By,...,B, € B(R), von den Koordinatenabbildungen : RY — R, m.(z) = ;.

Korollar 5.12 (Existenz von unendlichen Produktmaf3eih Zu beliebigen Wahrscheinlichkeits-
verteilungenu, auf(R, B(R)) existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsvertajlun= @) 1

keN
auf (RY, ® B(R)) mit
keN

pulm € By, ...,mp € By = ulBi] ... pn|By (5.3.2)
furallen € NundBy,..., B, € B(R).

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungmit (5.3.2) heiRProdukt der Wahrscheinlich-
keitsverteilungenuy, k € N.

Beweis.Die Eindeutigkeit folgt, da die Zylindermengen ausinN-stabiles Erzeugendensystem
der Produkis-Algebra bilden.
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Zum Beweis der Existenz: betrachten wir die Abbilduxig 2 — RY mit

Xw) = (KW),Xaw), ),
wobei X, unabhéangige Zufallsvariablen mit Verteilupg sind. X ist messbar bzgl) B(R),
keN
denn ©
X'z e RY(zy,...,z,) €BY = {weQ(Xi(w),....,X,(w)€EB} € A

fur allen € NundB € B(R"). Seiu = P o X! die Verteilung vonX aufRY. Dann gilt

plm € By,...,mm € By = pl{z € Rz € By, ..., 2z, € B}
= P[X; € By,...,X, € B,

= [ mlBd

firallen € NundBy,..., B, € B(R). Also istu das gesuchte Produktmal3. O

Bemerkung. Auf analoge Weise folgt nach Bemerkung 2. von oben die Exzstis Produkt-

maRes®) 1, von beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen £ € N, auf vollstandigen, se-
keN
parablen, messbaren RAumgnmit Borelschens-AlgebrensS,.. Das Produktmal? sitzt auf dem

Produktraum

keN keN
Der Satz von Carathéodory impliziert sogar die Existenz varebigen (auch Gberabzahlbaren)
Produkten von allgemeinen Wahrscheinlichkeitsrautgns;, ;)i € I.
Sind(S;, S;, ;) beliebige Wahrscheinlichkeitsrdume, dann sind die Keaiginabbildungen, :
X S; — Sk unter dem Produktma®) 1; unabhangig undgi,-verteilt. Man nennt den Produk-

€N i€l

traum
(A P) = <><Sza®8w®ﬂz>

daher auch dasanonische Modellfiir unabhéngige:;-verteilte Zufallsvariablen.

5.4 Asymptotische Ereignisse

Sei X; (i € I) eine unendliche Kollektion von Zufallsvariablen, die aifen gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraurtf2, A, P) definiert sind.
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Definition. Ein EreignisA € o(X; |i € I) heildtasymptotisches Ereignis (tail eventplls
A€ o(X;|ie I\l fur jedeendlicheTeilmengel, C I gilt.

Die Menge
ro= (| o(Xi|iel\L)

IoCI endlich

aller asymptotischen Ereignisse ist einedlgebra.r hei3tasymptotischer-Algebra(tail field).

Beispiel. (1). DYNAMISCH: Ist X,,,n € N eine Folge von Zufallsvariablen (welche beispiels-
weise eine zuféllige zeitliche Entwicklung beschreib@nd gilt fir ein EreignisA €
(X, n € N):

Aasymptotisch < A € o(X,41, Xogo, ) far alle n.
Zukunft aby

Beispiele fur asymptotische Ereignisse von reellwertigefallsvariablen sind

n—o0

) 1
{X,, > 5n unendlich of}, {limsuan < c} , {3 lim X, }, {Hlim -5, = m} ,
n—oo n
wobeisS, = X; + ...+ X,,. Die Ereignisse

{sup X,, = 3} und {limS, =5}

neN
sind dagegenichtasymptotisch.

(2). SrATISCH: Eine Kollektion X;,i € Z4, von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) heif3t stochastisches Feldrandom field). Beispielsweise basieren
verschiedene grundlegende Modelle der statistischen déiclauf stochastischen Feldern
X; : Q — {0,1}, wobei X; = 1 dafur steht, dass

e sich ein Teilchen am Gitterpunkbefindet,
e ein Atom am Gitterpunki angeregt ist,
e der Gitterpunki durchlassig ist (Perkolationsmodell),

e etc.

Asymptotische Ereignisse beschreiben in diesem Fall ,osdapische” Effekte.
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Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Satz 5.13( 0-1-Gesetz von Kolmogoroy). SindX; (i € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf
(Q, A, P), dann gilt
P[A] € {0,1} furalle A € 7.

»YAsymptotische Ereignisse sind deterministisch.”

Beweis.Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis im FAl= N - der Beweis im
allgemeinen Fall verlauft ahnlich. Es gilk;, X5, ... unabhangige Zufallsvariablen

= 0(X1),0(X2),...,0(X,),0(Xni1),0(Xnt2), ... unabh@ngige Mengensysteme

—=0(X1, ..., Xpn),0(Xpns1, Xpyo, ...) sind unabhéngig fir alle: € N

= o0(Xy,...,X,) und 7 sind unabhangig fir alle € N

—>7 unabhangig volr (X1, X5,...) DO 7

— Ereignissed € 7 sind unabhangig von sich selbst

—> P[A] € {0,1} VAer.

Hierbei gilt die zweite Implikation nach Sdiz 5.1 (2), und dierte nach Safz 5.1 (1) O

Anwendungen auf Random Walks und Perkolationsmodelle

Beispiel (Ruckkehr zum Startpunkt von Random Walks, Rekurrenz). Wir betrachten einen
eindimensionalen klassischen Random Walk mit Startpurk? und unabhangigen Inkremen-
ten X; mit Verteilung

Fiurn € N erhalt man die Rickkehrwahrscheinlichkeiten

P[S2n+1 = Cl] =0

Plsa = = (%) - (-pr = Gk o (L)
Wir betrachten nun die Asymptotik fir — oo dieser Wahrscheinlichkeiten. Aus datirlings-
chen Formel
n n

I~ (2

n! 2mn (e)
folgt

Varn () " 1 S
PlSpm=a] ~ S—=- (o pe(L=p)" = \/ﬁ(ﬁlp(l—p)) furn — oo.
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Furp # % fallen die Wahrscheinlichkeiten also exponentiell schalel Insbesondere gilt dann

iP[Sm:a] = f: P[Ssy, = a] < o0,
n=0

m=0

d.h. der asymmetrische Random Walk kehrt nach dem 1. Borekidr@mma mit Wahrschein-
lichkeit 1 nur endlich oft zum Startpunkt zurlick§ANSIENZ). Nach dem starken Gesetz groR3er
Zahl gilt sogar

Sn o~ (2p—1)n P-fast sicher.

Furp = § gilt dagegenP[S,, = a] ~ 1/y/7n, und damit

iP[Sm:a] io: P[Sy, =a] = oc.
n=0

m=0

Dies legt nahe, dass der Startpunkt mit Wahrscheinliclkeitendlich oft besucht wird.

Ein Beweis dieser Aussage uber das Borel-Cantelli-Lemma estrabht direkt moglich, da die
Ereignisse{S,,, = 0} nicht unabhé&ngig sind. Wir beweisen nun eine starkere Ayeseathilfe
des Kolmogorovschen 0-1-Gesetzes:

Satz 5.14(Rekurrenz und unbeschrankte Oszillationen des symmetrideen Random Walks.
Fur p = ; gilt
P[lim S, = +ooundlim S, = —00] = 1.

Insbesondere ist der eindimensionale Random \Wdirrent, d.h.
PIS,, = aunendlich oft= 1.

Tatsachlich wird nach dem Satz mit Wahrscheinlichkesbgar jeder Punkt € Z unendlich oft
getroffen.

Beweis.Fir allek € N gilt:
P[S,+r — S, = kunendlich off = 1,

denn nach dem Beispiel zu Saizl5.1 (,Affe tippt Shakespeayibt)es P-fast sicher unendlich
viele Blocke der Langé mit X,,,; = X,,.0 = ... = X, = 1. Es folgt

Pim S, —lim S, =o0] > P [ J{Sumx—Su=k} = 1,

k
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184 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

und damit
1 = P[limS, = +ocooderlim S, = —o00] < P[lim S, = +o0] + Pllim S,, = —oa).

Also ist eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der rti$eite groRer als, und damit nach
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz gleichAus Symmetriegriinden folgt

Pllim S, = —00] = PllimS, =+cc] = 1
O

Das vorangehende Beispiel zeigt eine typische Anwendungalesogorovscher-1-Gesetzes
auf stochastische Prozesse. Um die Anwendbarkeit in réberi Modellen zu demonstrieren,
betrachten wir ein einfaches Perkolationsmodell:

Beispiel (Perkolation im Z%). Seip € (0,1) fest, und seielX; (i € Z?) unabhangige Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsradfn .4, P) mit

Ein Gitterpunkti € Z? heiRtdurchlassig, falls X; = 1 gilt. Wir verbinden Gitterpunkte, j € Z4

mit |i — j| = 1 durch eine Kante. Seil das Ereignis, dass bzgl. dieser Graphenstruktur ei-
ne unendliche Zusammenhangskomponente (Cluster) ausla@ksigfen Gitterpunkten existiert
(Eine Flussigkeit konnte in diesem Fall durch ein makrogiapes Modellstlick, das aus mi-
kroskopischen Gitterpunkten aufgebaut ist, durchsickelaher der Name ,Perkolation“) ist
asymptotisch, also gilt nach dem Satz von Kolmogorov

P[A] € {0,1}.

Hingegen ist es im Allgemeinen nicht trivial, zu entscheideelcher der beiden Falle eintritt.
Im Fall d = 1 zeigt man leicht (Ubung):

P[A] =0 furallep <1.

Fiurd = 2 qilt:
1
PAl=1 < p> 37

s. z.B. die MonografigPercolation von Grimmett Fird > 3 ist nur bekannt, dass ein kritischer
Parametep. € (0, 1) existiert mit
1 farp > p..

P[A] =
0 farp < pe.
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Man kann obere und untere Schrankeniftinerleiten (z.B. giltfl_1 <p. < %), aber der genaue
Wert ist nicht bekannt. Man vermutet, daBgA| = 0 fur p = p, gilt, aber auch diese Aussage
konnte bisher nur in Dimensiah> 19 (sowie furd = 2) bewiesen werden, siehe das Buch von
Grimmett.

Definition. Eine ZufallsvariableY” : QO — [—o0, oo] heiBtasymptotisch wenn die bzgl. der
asymptotischen-Algebrar messbar ist.

Das Perkolationsmodell ist ein Beispiel fur ein sehr einfamulierbares stochastisches Mo-
dell, das zu tiefgehenden mathematischen Problemstelfufighrt. Es ist von grol3er Bedeu-

tung, da ein enger Zusammenhang zu anderen Modellen destistdten Mechanik und dabei

auftretenden Phasenlibergangen besteht. Einige eleméniasagen tber Perkolationsmodelle
werden in den Wahrscheinlichkeitstheorie-LehrbiichemY:dSinaiund A. Klenkehergeleitet.

Korollar 5.15. Sind X; (i € I) unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlitbke
raum (€2, A, P), dann ist jede asymptotische Zufallsvariable 2 — [—oo,00] P - fast sicher
konstant, d.h.

Jeg € [—o0,00] : PlY =¢] = 1.

Beweis.Ist Y 7 - messbar, dann sind die Ereigni§3¢ < ¢}, ¢ € R, in 7 enthalten. Aus
dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz folgt:

Fy(¢) = Py <d e {01} VceR

Da die Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, exisgar ¢, € [—oo, co] mit

0 fir ¢ < ¢
PlY < = :
1 fur ¢ > ¢

und damitP[Y = ¢o] = ligl(Fy(co) —Fy(eg—¢)) = 1.= 1L O

Beispiele fur asymptotische Zufallsvariablen im Hal- N sind etwa

_ l — I
lim X,,, lim X,, lim —;Xi, sowie lim 5;)@.

n—00 n—0o0 n—oo 10~

Insbesondere sind fur unabhangige ZufallsvariablgnXs, ... : 2 — R sowohl

1 — 1<
lim - ; X; alsauch lim - ZZI X, P -fs. konstant.

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



186 KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT UND PRODUKTMODELLE

Hieraus ergibt sich die folgend2ichotomie Sind X;,i € N, unabhangige reellwertige Zufalls-
variablen, dann gilentwederin Gesetz grof3er Zahlen, d.h.

I : o
- E X; konvergiertP - f.s., und der Limes isP - f.s. konstant
n

i=1

(falls der Limes inferior und Limes superiét-fast sicher tbereinstimmergger

P

1 < :
=3 X konvergler] = 0.
n

=1
Es ist bemerkenswert, dass fur die Gultigkeit der Dichotokd&ine Annahmen tber die Vertei-
lung derX; bendtigt werden. Inshesondere misseniaicht identisch verteilt sein!
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Kapitel 6
Erwartungswert und Varianz

In diesem Kapitel definieren wir den Erwartungswert, digdaz und die Kovarianz allgemeiner
reellwertiger Zufallsvariablen, und beweisen grundlefge&igenschaften und Abschatzungen.
Da wir auch Grenziubergange durchfihren wollen, erweisiagsas gunstig, die Wertg-oo
und —oo zuzulassen. Wir setzen dahiRr= [—oo, oc]. Der RaumR ist ein topologischer Raum
bzgl. des lblichen Konvergenzbegriffs. Die Borelsehflgebra aufR wird u.a. erzeugt von
den Intervallen—oo, c],¢ € R. Die meisten Aussagen Uber reellwertige Zufallsvarialzlasa
den vorangegangenen Abschnitten iibertragen sich uniaittauf ZufallsvariablerX : Q — R,
wenn wir die Verteilungsfunktiod’y : R — [0, 1] definieren durch

Fx(e) = px[[-o0,d] = PX <d.

6.1 Erwartungswert

Sei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum urd :  — R eine Zufallsvariable. Wir wollen den
Erwartungswert (Mittelwert, Prognosewert) vahbeziglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P in sinnvoller Weise definieren. Dazu gehen wir schrittweige

Definition des Erwartungswerts
Elementare Zufallsvariablen

Nimmt X nur endlich viele Werte, ..., ¢, € R an, dann soll gelten:

i=1
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d.h. der Erwartungswert ist das Mittel der Wertegewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten der
Ereignisse4; := {X = ¢;}.

Definition. Eine Zufallsvariable von der Form
X =) cli, (neN, ¢eR, A €A
=1
heitelementar Ihr Erwartungswertbzgl. P ist

E[X] = Z ¢; - PIA].

Diese Definition ist ein Spezialfall der Definition des Erusigswerts diskreter Zufallsvariablen
aus Kapitel 1. Insbesondere ist der ErwartungsweX | wohldefiniert d.h. unabhangig von der
gewdahlten Darstellung der Zufallsvariahlé als Linearkombination von Indikatorfunktionen,
und die AbbildungX — E[X] istlinear undmonoton

ElaX +bY] = a-E[X]+0b-E[Y] furallea,b € R,

X<Y = E[X]<EJY].

Die Definition des Erwartungswerts einer elementaren Zyfatiable stimmt genau mit der des
Lebesgueintegrals der Elementarfunkti§rbzgl. des MalR3e#® lberein:

E[X] = /XdP = /X(w)P(dw)

Fur allgemeine Zufallsvariablen liegt es nahe, den Erwayswert ebenfalls als Lebesgueintegral
bzgl. des MaRe# zu definieren. Wir skizzieren hier die weiteren Schritte Kanstruktion des
Lebesgueintegrals bzw. des Erwartungswerts einer allgpemeZufallsvariable, siehe auch die
Analysisvorlesung.

Nichtnegative Zufallsvariablen

Die Definition des Erwartungswerts einer nichtnegativefalfsvariable beruht auf der monoto-
nen Approximation durch elementare Zufallsvariablen:

Lemma6.1.SeiX : Q — [0, oo] eine nichtnegative Zufallsvariable ai?, A, P). Dann existiert
eine monoton wachsende Folge elementarer ZufallsvarigbkenX; < X, < ... mit

X = lmX, = suplX,.

n—oo neN
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Beweis.Firn € N sei

(k—1)-27 falls (k—1)-27"< X(w)<k-27"fureink=1,2,...,n-2"
Xp(w) = :
n falls X(w) >n

Abbildung 6.1: Approximation durch Elementarfunktionétier ist die Anndherung in rot in
zwei verschiedenen Feinheiten dargestellt.
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Dann istX,, eine elementare Zufallsvariable, denn es gilt

n2"—1

k

Xn = Z 27]{2%§X<%}+n]{)(2n}‘
k=0

Die FolgeX,, (w) ist fur jedesv monoton wachsend, da die Unterteilung immer feiner wird, un

sup X, (w) = lim X,(w) = X(w) fur allew € Q.
neN n—00
O
Definition. SeiX : Q — [0, o] eine nicht-negative Zufallsvariable.
Der Erwartungswert(bzw. dad_ebesgueintegrglvon X bzgl. P ist definiert als
E[X] := lim F[X,] = sup E[X,] € [0, 0], (6.1.1)

n—oo n—oo

wobei X,, eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen elemerfafallsvariablen mit
X =sup X, ist.

Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert wohldefiniert[(ino]):

Lemma 6.2. Die Definition ist unabhangig von der Wahl einer monoton waaoken FolgeX,,

von nichtnegativen Zufallsvariablen mit = sup X,,.
neN

Fur den Beweis verweisen wir auf die Analysisvorlesung odéde Literatur, siehe z.B. Ap-
pendix 5 in WLLIAMS ,Probability with martingales.*

Bemerkung. Sind X,, = I4, und X = [, Indikatorfunktionen, dann folgi(6.1.1) aus der mono-
tonen Stetigkeit vorP. In diesem Fall gilt namlich:

X, "X <— A, MA (d.h. A,, monoton wachsend und = U Ap).
Aus der monotonen Stetigkeit vanfolgt dann
E[X] = P[A] = lmP[4,] = IlmE[X,]
Aus der Definition des Erwartungswerts folgt unmittelbar:
Lemma 6.3. Fir nichtnegative ZufallsvariableX, Y mit X <Y gilt £[X] < E[Y].

Beweis.Ist X < Y, dann gilt auchX,, <Y, fur die approximierenden elementaren Zufallsva-
riablen aus Lemm@a8.1, also

EX] = suk[X,] < supkLlY,] = EY|.

neN neN

]
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Allgemeine Zufallsvariablen

Eine allgemeine Zufallsvariabl® : Q — R konnen wir in ihren positiven und negativen Anteil
zerlegen:

X = Xt-X mit Xt = max(X,0), X~ := —min(X,0).

X1 und X~ sind nichtnegative Zufallsvariablen. Ist mindestens eilee beiden Erwartungswer-
te E[X "] bzw. E[X ] endlich, dann kénnen wir (&hnlich wie in Kapitél 1 fur diste@ufallsva-
riablen) definieren:

Definition. Der Erwartungswert einer Zufallsvariabl&d : Q — R mit E[X*] < oo oder
EX7] < ooist
E[X] := E[X'|-FE[X] € [-o0,00].

Notation: Der Erwartungswerts[X]| ist das Lebesgueintegral der messbaren Funkion
Q2 — R bzgl. des MaRe®. Daher verwenden wir auch folgende Notation:

BlX] = /XdP _ /X(w)P(dw).

Eigenschaften des Erwartungswerts

Nachdem wir den Erwartungswert einer allgemeinen Zufatisble X : Q — R definiert ha-
ben, fassen wir nun einige grundlegende Eigenschaften easrtangswerts zusammen. Dazu
bezeichnen wir mit

L= LY(P)=L'(Q,A, P):={X:Q— R Zufallsvariable | E[|X]] < oo}

die Menge aller bzglP integrierbaren Zufallsvariablen. Fur Zufallsvariabl&ne £(9, A, P)
ist nach Lemma_6l3 sowot#f[ X *] als auchE[X ] endlich. Also ist der Erwartungswef| X |
definiert und endlich.

Satz 6.4.Fur ZufallsvariablenX,Y € £1(Q, A, P) unda, b € R gilt:
(1). X > 0 P-fast sicher=- E[X] >0
(2). Die Zufallsvariablez X + 0Y ist bzgl. P integrierbar, und

ElaX +bY] = a-E[X]+0b-E[Y].
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Insbesondere ist der Erwartungswert monoton:
(3). X <Y P-fastsicher= E[X] < E[Y].
Zum Beweis der Eigenschaften (1) und (2) verweisen wir aufAdialysisvorlesung oder die
Literatur. Eigenschatft (3) folgt unmittelbar aus (1) ungl (2
Nach Aussage (2) des Satzesas((, A, P) ein Vektorraum. Durch

X~Y < PX=Y]=1

wird eine Aquivalenzrelation auf diesem Raum definiert. E{ioesequenz von Aussage (3) des
Satzes ist, dass zwei aquivalente (atsdast sicher identische= Zufallsvariablen denselben Er-
wartungswert haben:

X~Y = E[X] = E[Y].
Daher ist der Erwartungswert einer Aquivalenzklasse Refast sicher gleichen Zufallsvariablen
eindeutig definiert. In Zukunft verwenden wir haufig diesdNotation fur die Aquivalenzklassen
und Reprasentanten aus den Aquivalenzklassen.[Satz 6.4t beass der Erwartungswert ein
positives lineares Funktionaluf dem Raum

LY(QAP) = LY(QAP) ~
aller Aquivalenzklassen von integrierbaren Zufallsvaleéa definiert. Aus dem Satz folgt zudem:

Korollar 6.5. Durch
IXl[v@ar = ElX]]
wird eine Norm aufl'(Q2, A, P) definiert. Insbesondere gilt fur Zufallsvariablén: Q — R :

E[IX|]=0 = X =0 P-fast sicher.

Beweis.Fir eine Zufallsvariableél : Q — R mit E[|X|] = 0 unde > 0 gilt wegen der Monoto-
nie und Linearitat des Erwartungswerts:
X1

PIXIZd = Bllpxpal < B[

1
= —FE[|X]|]=0.
] “E[IX]
Fure N\, 0 folgt
P[|X]| > 0] =lim P[|X| > ¢] =0,
e\o0

alsoX = 0 P-fast sicher.
Zudem folgt aus der Monotonie und Linearitat des Erwartwagts die Dreiecksungleichung:

ElX+Y[l < ElX[+Y] = E[IX]+E]Y].

]
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In der Analysis wird gezeigt, dass der Ral{((2, A, P) bzgl. der im Korollar definierten Norm
ein Banachraum ist.

Konvergenzsatze

Ein Vorteil des Lebesgueintegrals gegentiber anderenrattegsbegriffen ist die Gultigkeit von
sehr allgemeinen Konvergenzsatzen. Diese lassen sickkiuinien auf den folgenden funda-
mentalen Konvergenzsatz, der sich aus der oben skizzigdestruktion des Lebesgueintegrals
ergibt:

Satz 6.6(Satz von der monotonen Konvergenz, B. Leyi Ist X,,,n € N, eine monoton wach-
sende Folge von Zufallsvariablen niif X | < oo (z.B.X; > 0), dann gilt:

E[sup X,] = E[lim X,,] = lim F[X,] = supFE[X,]

neN n—oo n—oo neN
Der Beweis findet sich in zahlreichen Lehrblichern der Intemra- oder Warscheinlichkeits-
theorie, siehe z.B. WLIAMS : PROBABILITY WITH MARTINGALES , APPENDIX5.

Eine erste wichtige Konsequenz des Satzes von der monokanmemrgenz ist:

Korollar 6.7. Fur nichtnegative ZufallsvariableX’;, i € N, gilt:

E ix] = iE[Xi].
Beweis. h B
E ;X] = E T}E&;Xi_
= JLH;OE zn:Xi_ (wegen monotoner Konvergenz)
=1 |

= lim Zl E[X;]  (wegen Linearitat)

= ZE[Xi].
O

Bemerkung (Abzahlbare Wahrscheinlichkeitsraume, Summation als Spaalfall von Inte-
gration). Falls2 abzahlbar ist, kdbnnen wir jede Zufallsvariabte: 2 — R auf die folgende
Weise als abzahlbare Linearkombination von Indikatorfiomen darstellen:

X = ) Xw)- I

weN
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Ist X > 0, dann gilt nach Korolldr 6]7:
E[X] = ) X(w)-P{w}].
weN

Dieselbe Darstellung des Erwartungswerts gilt auch figreaieine reellwertige Zufallsvariablen
auf(, falls der Erwartungswert definiert ist, d.8[ X *] oder E[X | endlich ist.

Insbesondere sehen wir, d&smmation ein Spezialfall von Integratimt: Ist (2 abzahlbar und
p(w) > 0 fur allew € Q, dann gilt

S X@pw) = [xap

weN

wobei P das Mal3 mit Massenfunktignist. Beispielsweise gilt also

/Xdl/

wobeir das durch/[A] = |A|, A C Q, definierte Z&hlmaR ist.
Konvergenzsatze wie der Satz von der monotonen Konvergaenlaich also auch auf Summen

wEQ

anwenden!

Beispiel. Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Meri@edann ist

dasarithmetische Mittel von X.

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Konvergenzséatze, die sus dem Satz von der monoto-
nen Konvergenz ergeben:

Korollar 6.8 (Lemma von Fatou). SeienX;, X,,--- : Q — R Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraurf2, A, P) und seiY” € £'(Q, A, P) (z.B.Y =0).

(). Gilt X,, > Y fur allen € N, dann folgt

Elliminf X,,] <liminf E[X,,].

(2). Gilt X,, <Y furallen € N, dann folgt

E[limsup X,,] > limsup E[X,].
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Beweis.Die Aussagen folgen aus dem Satz Uber monotone Konvergerspi@sweise gilt:

Eliminf X,,] = F [lim é1>1f Xk} = lim F {égf Xk}
n—oo k>n n—00 >n
< lim inf E[X;] = liminf £[X,],
n—oo k>n n—00

da die Folge der Infima monoton wachsend ist und durch dignietdare Zufallsvariabl®& nach
unten beschrankt ist. Die zweite Aussage zeigt man analog. O

Korollar 6.9 (Satz von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue Sei X, : Q@ — R,n €
N, eine P-fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen. &t eine MajoranteY” €
L£1(Q, A, P) mit|X,,| <Y furalle n € N, dann gilt

ElimX,] = lim E[X,]. (6.1.2)
Beweis.Nach dem Lemma von Fatou gilt:
Elliminf X,,] < liminf E[X,] < limsup E[X,] < E[limsupX,,],

daX, > -Y € LtundX, <Y € £!firallen € N gilt. KonvergiertX,, P-fast sicher, dann
stimmen die linke und rechte Seite der obigen Ungleichueigskiberein. n

Beispiel. Wir betrachten Setzen mit Verdoppeln auf »Null« fur einegeolon fairen Minz-
wurfen. Bei Anfangseinsatzbetragt das Kapital des Spielers nacNunzwirfen

X, = 2" Ipery,
wobeiT die Wartezeit auf die erste »Eins« ist. Es folgt
E[X,] = 2"P[I'>n] = 2"-27" =1 furallen € N,
das Spiel ist also fair. Andererseits fallt alieffast sicher irgendwann eine »Eins«, d.h. es gilt:
lim X,, = 0 P-fastsicher.

n—oo

Die Aussagel(6.112) des Satzes von Lebesgue ist in diesgtiSit nicht erfiillt!

6.2 Berechnung von Erwartungswerten; Dichten

Sei(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In diesem Abschnitt zeigénwie man in verschie-
denen Fallen den Erwartungswert einer Zufallsvariable (2 — [0, co| aus der Verteilung von
X berechnen kann.
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Diskrete Zufallsvariablen

Falls X nur abzéhlbar viele Werte annimmt, konnen wir die Zufaliedge X auf folgende Weise
als abzahlbare Linearkombination von Indikatorfunktiogl@rstellen:

X = a - [{X:a}-
aeX(Q)

Es folgt:
EX] = ) Ela-Iix—g) = Y a-P[X=ad]

acX(Q) aeX(Q)
Dieselbe Aussage gilt allgemeiner fur diskrete reellvgerzufallsvariablenX” mit

E[X"] <o oder E[X7]< cc.

Fur ZufallsvariablenX : €2 — S, mit Werten in einer beliebigen abzéhlbaren Mesgend eine
Borel-messbare Funktion: S — R erhalten wir entsprechend

Eh(X)] = Y h(a)- PX =ad], (6.2.1)

aeX(Q)
falls E[h(X)] definiert ist, also z.B. fallé > 0 oderi(X) € £L1(Q2, A, P) gilt.

Die allgemeine Definition des Erwartungswerts als Lebeisgegral stimmt also fir diskrete
Zufallsvariablen mit der in Kapitéll 1 gegebenen Definitidoetein.

Allgemeine Zufallsvariablen

Die Berechnungsmethode (6.2.1) fiir den ErwartungswertetiskZufallsvariablen lasst sich auf
Zufallsvariablen mit beliebigen Verteilungen erweiteBei dazu(2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum,(.S, S) ein messbarer Raunk : 2 — S eine Zufallsvariable, undt : S — [0, 0]
eine messbare Abbildung.

Satz 6.10(Transformationssatz). Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
Belh(X)] = [X@)IP@) = [h@)udn) =Bl

wobeiy = Po X ! die Verteilung vorX unter P ist, undEp bzw.E,, den Erwartungswert unter
P bzw.;, bezeichnet.

Die Erwartungswerte hangen somit nur von der Verteilung von ab!

Beweis.Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



6.2. BERECHNUNG VON ERWARTUNGSWERTEN; DICHTEN 197

(). Isth = I die Indikatorfunktion einer messbaren Mengec S, dann gilt:
EIWX)) = [ 1a(X(@)P(de) = PIXB)) = ulB] = [ 1Indn
da[B(X(W)) = IX—l(B) (CJ) gl't

(2). FurLinearkombinationeh = Y"" | a;I5, von Indikatorfunktionen mit € N, a; € R, und
B; € S qgilt die Aussage auch, da das Lebesgueintegral linear veegianden abhangt.

(3). Fur eine allgemeine messbare Funktior 0 existiert schliel3lich eine monoton wachsen-
de Folgeh,, von Elementarfunktionen mit, (z) ~ h(x) fur allex € S. Durch zweimalige
Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz erhdtemeut:

E[h(X)] = Eflim hy (X)] = lim Elhy(X)] = lim / hy djt = / hdp.

]

Das hier verwendetBeweisverfahren der »malfitheoretischen Induktion&d noch sehr haufig
auftreten: Wir zeigen eine Aussage

(2). far Indikatorfunktionen,

(2). fur Elementarfunktionen,

(3). fur nichtnegative messbare Funktionen,
(4). fur allgemeine integrierbare Funktionen.

Mit maf3theoretischer Induktion zeigt man auch:

Ubung: Jedes(X)-messbare Zufallsvariablg : 0 — R ist vom TypY = h(X) mit einer
messbaren Funktiol: S — R.

Nach Satz 6.70 ist der Erwartungswelil’] einer reellwertigen Zufallsvariablg : @ — [0, oo]
eindeutig bestimmt durch die Verteilupg = P o T~

BT) = [ tunar),
also auch durch die Verteilungsfunktion
Fr(t) = P[T <t] = pur[[0,t]], teR.

Der folgende Satz zeigt, wie man den Erwartungswert kordust’ berechnet:
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Satz 6.11.Fur eine Zufallsvariabld™ : Q@ — [0, oo] gilt

ﬂﬂ:/wﬂfnwhi/u—H@Mt
0 0
Beweis.Wegen
T(w) 00
im@5/ m:/.mmwm
0 0
erhalten wir

E[l|=E UOOO I{T>t}dt} = /OOO E [Iirsy] dt = /OOO P[T > t] dt.

Hierbei haben wir im Vorgriff auf Kapitél]9 deSatz von Fubinbenutzt, der gewéahrleistet, dass
man zwei Lebesgueintegrale (das Integral (therd den Erwartungswert) unter geeigneten \Vor-
aussetzungen (Produktmessbarkeit) vertauschen kahe,Saz 9]1. O]

Bemerkung (Stieltjesintegral) Das Lebesgue-Stieltjes-Integrfh dF’ einer messbaren Funkti-
onh : R — [0, 00| bzgl. der Verteilungsfunktiod” einer Wahrscheinlichkeitsverteilungauf R
ist definiert als das Lebesgueintegral

/Mﬂﬁﬁ):: /MﬂMﬁ)

Ist h stetig, dann lasst sich das Integral als Limes von Riemanma&mrdarstellen. Nach dem
Transformationssatz gilt fur eine Zufallsvariafile 2 — [0, co]:

Die Aussage von Satz 6J]11 folgt hieraus formal durch péetlategration.

Beispiel(Exponentialverteilung). Fur eine exponentialverteilte Zufallsvariatilanit Parameter
A > 0 erhalten wir:

Es gilt also

Mittlere Wartezeit =

Mittlere relative Haufigkeit pro Zeiteinheit
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Beispiel(Heavy tails). Seia > 0. Fur eine Zufallsvariabl@ : 2 — [0, co0) mit
PT>t] ~ t° furt — oo

gilt

[e.e]

BT - /Pﬁ>ﬂﬁ < o
0
genau dann, wenn > 1. Allgemeiner ist dag-te Moment

E[T?] = /P[TP >t)dt = /P[T > t1/P] dt
0 0 ~ta/p

nur furp < « endlich.

Zufallsvariablen mit Dichten

Die Verteilungen vieler Zufallsvariablen haben eine Dichigl. des Lebesguemalies, oder bzgl.
eines anderen geeigneten Referenzmal3es. Wir wollen undedegen, wie man in diesem Fall
den Erwartungswert berechnet.

Sei (S,S) ein messbarer Raum undein MaR3 auf(S,S) (z.B. das Lebesguemal oder eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Definition. Eine Wahrscheinlichkeitsdichteauf (S, S, v) ist eine messbare Funktian: S —
[0, co] mit

/Sg(x) v(de) = 1.
Satz 6.12. (1). Istp eine Wahrscheinlichkeitsdichte aiff, S, v), dann wird durch
ulB] = / o) vlde) = [ In(a)ola) vido (62.2)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf (S, S) definiert.
(2). Fur eine messbare Funktidn: S — [0, o] gilt
/h(x) p(dr) = /h(m)g(x) v(dzx). (6.2.3)
Insbesondere folgt nach dem Transformationssatz:
B = [ b)) vido)

fur jede ZufallsvariableX mit Verteilungp.
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Beweis.Wir zeigen zunachst, dagseine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist: Sibg, B,, ... € S
disjunkt, so folgt

s
i=1

1

~ [ 10z 5@) - ole) vld)

= lim [ Iy B,(7)-o(z)v(dr) (wegeng > 0und monotoner Konvergenz)

n—oo

= lim /Qx v(de) = lim | B;

= > ulBi.
=1
Zudem gilt:

pulS] = /QdV = 1
Die Aussagel(6.213) uber den Erwartungswert beweisen wahdmaf3theoretische Induktion:

(1). Die Aussage folgt unmittelbar, weihn= Iy fur B € S gilt.

(2). Fur Linearkombinationeh = """ | ¢;I, folgt die Aussage aus der Linearitat beider Sei-

ten von [(6.2.B) inh.

(3). Furallgemeiné > 0 existiert eine Teilfolgé:,, aus Elementarfunktionen miit, * h. Mit
monotoner Konvergenz folgt

/hdu = lim/hnd,u = lim/hngdi/ = /hgdy.

Bemerkung. Durch (6.2.2) wird die Dichte(z) der Wahrscheinlichkeitsverteilungbzgl. des
MaResv fur v-fast allex eindeutig festgelegt: Existiefte £!(S, S, v) mit

/QdV = pu[B] = /Edu firalle B € S,
B B

]

dann folgt:

/{g>@}(g_@dy N /{K@}(Q_@d’/ = 0, also
/(Q—@ery = /(Q—@_dl/:o.

Somit erhalten wir:
(0—0)" =(0—0)" =0 wv-fast liberall,

und damitp = o v-fast Uberall.
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Notation: Die Aussagel(6.2]3) rechtfertigt die folgende Notationdiire Wahrscheinlichkeits-
verteilungu mit Dichte p bzgl. v:

uldx) = o(x) v(dr) bzw. du = odv bzw. W o= o-v

Fir die nach der Bemerkungfast Uberall eindeutig bestimmte Dichte voefzgl. » verwenden
wir dementsprechend auch die folgende Notation:

o) = L)

Wichtige Spezialfalle:

(1). MASSENFUNKTION ALSDICHTE BZGL. DES ZAHLMASSES.
Das Zahlmal} auf einer abzéhlbaren Melgst das durch

v[B] = |Bl, BCS,

definierte MaR3 auf. Die Gewichtsfunktion: — u[{x}] einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1« auf S ist die Dichte vonu bzgl. des Zéhimales. Insbesondere ist die Massen-
funktion einer diskreten Zufallsvariablé : (2 — S die Dichte der Verteilung voX bzgl.

v

ux[B] = P[XeB] = pr(a) = /px(a)l/(da), furalleB C S.

a€eB B

Die Berechnungsformel fur den Erwartungswert diskretealsdariablen ergibt sich da-
mit als Spezialfall von Safz 6.112:

E[h(X)] /h(a)px(a)u(da) = Zh(a)px(a) furalleh : S — [0, c0].

a€sS

(2). DICHTEN BZGL. DESLEBESGUEMASSES
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R? mit Borelschero-Algebra hat genau dann
eine Dichtep bzgl. des Lebesguemaligswvenn

c1 cq
u[(_oo7cl]x-~-x<_ooacd“ = /"'/Q(Q?l,...,l’d)dl'd'-'dwl
fur alle (cy, . .., cq) € R? gilt. Insbesondere hat die Verteilung einer reellwertigerfalls-

variable X genau dann die Dichtgy bzgl. A\, wenn

Fx(c) = px[(—oo,c]] = /fX(a:) dx farallec e R
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gilt. Die Verteilungsfunktion ist in diesem Fall eine Stafumktion der Dichte, und damit
A-fast Uiberall differenzierbar mit Ableitung

Fe(z) = fx(z) fur fast allex € R.

Fir den Erwartungswert ergibt sich:

Eh(X)] = / W) fx () dr

R

fur alle messbaren Funktionén R — R mit h > 0 oderh € L' (R, B(R), ).

Beispiel (Normalverteilungen). Die Dichte der Standardnormalverteilung bzgl. des Lebesgu
mafes isb(z) = (2r)~1/2 - e=**/2, Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert und die Varianz
einer Zufallsvariable€Z ~ N (0, 1):

E[Z] = /x-(27r)_1/2-e_w2/2 de = 0, und

—0o0

Varlz] = E[(Z-E[z)] = B2

= / 2 (2m) V2 e gy

—00
o0

= / 1-@2m) V2 e Pde = 1.

Hierbei haben wir im letzten Schritt partielle Integratioenutzt.
Ist X eine N (m,o?)-verteilte Zufallsvariable, dann ist = ¥~ standardnormalverteilt, und es
gilt X =m+ 07, also

EX] = m+oEZ] = m,
und

Var[X] = Var[oZ] = o*Var[Z] = o~

Die Parametern und o geben also den Erwartungswert und die Standardabweichemiyat-
malverteilung an.

(3). RELATIVE DICHTEN: Seienyu und v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem
messbaren Raufip, §) mit Dichtenf bzw. g bezliglich eines ReferenzmalRe&.B. Z&hl-
malf3 oder Lebesguemal). Gijlt- 0 A-fast Uberall, dann hat bzgl. v die Dichte

dpf _ dp/dX

dv g  dv/d\’
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denn nach Safz 6.112 gilt:

_ _ [/
ulBl = [farn = B/ggdA

m\ U:J\

idu furalle B € S.
g

In der Statistik treten relative Dichten als ,Likelihoodsienten* auf, wobeif (z) bzw.
g(x) die ,Likelihood" eines Beobachtungswerte®zgl. verschiedener moglicher zugrun-
deliegender Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrgiAbschnitf 9.11.

Existenz von Dichten

Wir geben abschliel3end ohne Beweis den Satz von Radon-NikadyDieser Satz besagt, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder allgemeiner eiendliches Mal3): genau dann ei-
ne Dichte bzgl. eines anderena-éndlichen) Males hat, wenn allev-Nullmengen auchu-
Nullmengen sind. Ein Mafg auf einem messbaren Rauifi, S) hei8to-endlich, wenn eine

Folge von messbaren Mengéh) € S mit u[B,] < coundS = |J B, existiert.
neN

Definition. (1). Ein MaRy auf (5, S) hei3tabsolutstetigbzgl. eines anderen MaResauf
demselben messbaren Raym« v) falls fur alle B € S gilt:

v[B] =0 = p[B] =0

(2). Die MaRReu undr heiRendquivalent(u ~ v), falls 1 < v undv < p.

Beispiel. Ein Diracmalfy¥,, = € R, ist nicht absolutstetig bzgl. das Lebesguema3asfR, denn
es giltA[{z}] = 0, aberd,[{z}] > 0. Umgekehrt ist auch das Lebesguemal nicht absolutstetig
bzgl. des Diracmalies.

Satz 6.13(Radon-Nikodym). Fir o-endliche MalRg: undv gilt ;4 < v genau dann, wenn eine
Dichtep € £(S, S, v) existiert mit

ulB] = /le/ furalle B € S.

B

Die eine Richtung des Satzes zeigt man leicht: [datne Dichte bzglv, und giltv[B] = 0, so

w) = [ewr = [omma — o

B

folgt
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dap - Iz = 0 v-fast Uberall. Der Beweis der Umkehrung ist nicht so einfagtd kann funk-
tionalanalytisch erfolgen, siehe z.B. Klenke: ,Wahrschehnkeitstheorie®“. Einen stochastischen
Beweis Uber Martingaltheorie werden wir in der VorlesungogBiastische Prozesse* fuihren.

Beispiel (Absolutstetigkeit von diskreten Wahrscheinlichkeitsveteilungen). Sind x und v

Wahrscheinlichkeitsverteilungen (oderendliche Mal3e) auf einer abzahlbaren Megelann
gilt © < v genau dann, wenp(x) = 0 fur allez € S mit v(x) = 0 gilt. In diesem Fall ist die
Dichte vony bzgl. v durch

diy 553 falls v(z) # 0
dv beliebig  sonst

gegeben. Man beachte, dass die Dichte nurfiarst allez, also fir aller mit v(z) # 0, eindeutig
bestimmt ist.

6.3 Varianz, Kovarianz und lineare Regression

Varianz und Standardabweichung

SeiX : Q — R eine integrierbare Zufallsvariable auf einem Wahrschehikkitsraum(2, A, P).
Wie zuvor fur diskrete Zufallsvariablen (s. Abschhittl3d&finieren wir auch im allgemeinen Fall
die VarianzVar[X ] und die Standardabweichua¢X] durch

Var[X] = E[X - E[X))?], o[X] = Var[X].
Auch in diesem Fall folgen aus der Linearitat des Erwartwagts die Rechenregeln

Var[X] = E[X? - E[X] und (6.3.1)

Var[aX +b] = Var[aX] = a*- Var[X] fur allea, b € R. (6.3.2)
Insbesondere ist die Varianz genau dann endlich, weépx?] endlich ist. Nach KorollaF 615
gilt zudem genau danWar[X] = 0, wenn X P-f.s. konstant gleich#[X] ist. Aufgrund des

Transformationssatzes fur den Erwartungswert kbnnen wiNdrianz auch allgemein aus der
Verteilungux = P o X! berechnen:

Korollar 6.14. Die VarianzVar[X] hangt nur von der Verteilungy = P o X! ab:

Var[X] = /(x—i)zux(dx) mit 7 = E[X] :/w(dx).
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Beweis.Nach Satz 6.12 gilt
ValX] = EI(X-EXIP) = (e~ B (i)
mit £[X] = [ zux(dz). O

Beispiel (Empirisches Mittel und empirische Varianz). Ist die zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf) eine empirische Verteilung

1 n
P = g;%

vonn Elementenuy, . . ., w, aus einer Grundgesamtheit (z.B. alle Einwohner von Bonn,@der
Stichprobe daraus), dann ist die Verteilung einer Abbitgdan: €2 — S (statistisches Merkmal,
z.B. Alter der Einwohner von Bonn) gerade die empirische Verig der auftretenden Werte
x; = X(w;):

1 n
nx = ﬁ;aﬁ.

Die Gewichte der empirischen Verteilung sind die relatitAgufigkeiten
px(a) = ——, ha) = H1<i<n:z;=a}|

Fur den Erwartungswert einer FunktighX ), g : S — R, ergibt sich
1 n
Elgx)) = >  gla)—= = -} glx)
=1

d.h. der Erwartungswert bzgl. der empirischen Verteilsiglas arithmetische Mittel der Werte
g9(xi).

Ist X reellwertig, so erhalten wir als Erwartungswert und Vazidasempirische Mittel

E — ma) 2 I
[X] Y a . 2 Tn,
a€{z1,....zn} i=1
und dieempirische Varianz
2 _ 2 h(a)
Var[X] = E[(X —E[X])?] = > (a—T) -
ac{x1,....tn}
1 _\2 YOVCTY —\2 2
= = (% —7T,)" =(2?),—(Tn) = o,
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Sind diex; selbst unabhangige Stichproben von einer Wahrscheiditdverteilungu, dann ist

die empirische Verteilung ! Enj 0., nach dem Gesetz der grof3en Zahlen eine Approximation
von u, siehe Abschnift 7]2 unzt:eln. Daher verwendet man das Stbepmittelz,, und die Stich-
probenvarianz? bzw. die renormierte Stichprobenvarianz

1
2 — \2
@=L S w7

i=1

in der Statistik, um den Erwartungswert und die Varianz emgrundeliegenden (unbekannten)
Verteilung zu schatzen.

Beispiel (Exponentialverteilung). Fur eine zum Parametar> 0 exponentialverteilte Zufalls-
variableT gilt E[T] = % Mit partieller Integration folgt zudem:

o0 o0

E[T? = / tfpt)dt = / t2he M dt
= / e Mdt = ; / tfp(t) dt
2
also .
o(T) = Var[T| = (E[T? - E[T]*)Y? N

Die Standardabweichung ist also genauso grol3 wie der Emgstvert!

Beispiel(Heavy Tails). Eine ZufallsvariableX : €2 — R mit Verteilungsdichte
fx(x) ~ x| fir |z| — oo

ist integrierbar fup > 2. Furp € (2, 3] gilt jedoch
Var[X] = /(x CEX])fx(2)dr = ool

—00

Quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Fur einen gegebenen WahrscheinlichkeitsrgimA, P) bezeichnen wir mitC?($2, A, P) den
Raum aller bezuglicl¥ quadratintegrierbaren Zufallsvariablen:

L2, AP) = {X:Q-— Rmessbar E[X?] < c}.
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Der Raum ist ein Unterraum des Vektorraums allgi3(R) messbaren Abbildungen, denn fir
X,Y € £?(Q, A, P)unda € R gilt:

El(aX +Y)?] < ER(aX)?+2Y3 = 2°E[X?*+2E[YY < oo
Zudem gilt
LY A P) C LY A P),

denn augX| < (X% +1)/2 folgt

BlX|] < EB(XMU] _ %(E[XZ]Jrl) < o

fur alle X € £%(Q, A, P). Hierbei haben wir wesentlich benutzt, da3=in endliches MaR ist
- fur unendliche Mafe ist der Raug¥ nichtin £! enthalten! Nach[{6.3.1) ist umgekehrt eine
Zufallsvariable au€! genau dann ir£? enthalten, wenn sie endliche Varianz hat.

Auf dem Vektorraum

L*(QAP) = LYQAP)~

der Aquivalenzklassen voR-fast sicher gleichen quadratintegrierbaren Zufallszen wird
durch
(X,Y): = E[XY] und  [|X|p = (X, X)¥

ein Skalarprodukt und eine Norm definiert. Hierbei ist dev&tungswerts[ X Y] wegen X Y| <
(X? +Y?)/2 definiert. Insbesondere gilt d@auchy-Schwarz-Ungleichung

|E[XY]| < E[X?Y2. E[Y?Y? furalle X, Y € £*(Q2, A, P).

In der Analysis wird gezeigt, dagg (2, A, P) bzgl. desl.>-Skalarprodukts ein Hilbertraum, also
vollstandig bzgl. def.?-Norm ist.

Beste Prognosen

Angenommen wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperisi@nthersagen, dass durch eine
reellwertige ZufallsvariableX : 2 — R beschrieben wird. Welches ist der beste Prognosewert
fur X (w), wenn uns keine weiteren Informationen zur Verfugung st€he

Die Antwort hangt offensichtlich davon ab, wie wir den Progafehler messen. Haufig verwen-
det man den mittleren quadratischen Fehheeg&nsquareerror)

MSE = E[(X —a)?
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208 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

bzw. die Wurzel (oot meansguareerror)
RMSE = MSEY? = |X —alzquar)

Satz 6.15(Erwartungswert als bester L2-Prognosewer). Ist X € £%(Q, A, P), dann gilt fur
allea € R:

E[(X —a)’] = VarlX]+(a—E[X]))* > E[X - E[X])]

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewerissalso die Summe der Varianz von
und des Quadrats d@&sas (systematischer bzw. mittlerer Prognosefehler) £[X|:

MSE = Varianz+ Bias'.
Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler gemau=i£[X | minimal.

Beweis.Fira € R gilt wegen der Linearitat des Erwartungswertes:

E[(X —a)’] = E[(X - E[X]+ E[X] - a)’]
= E[(X - E[X])’] + 2E[(X — EIX)) - (BIX] - a)| + E[(E[X] - a)’]
=(E[X ] [X]) (£[X]-a)

(. 7

]

Verwendet man eine andere Norm, um den Prognosefehler zsemedann ergeben sich im
Allgemeinen andere beste Prognosewerte. Beispielswdise gi

Satz 6.16(Median als bester!-Prognosewer}. Ist X € L'(Q, A, P) undm ein Median der
Verteilung vonX, dann gilt fur allea € R:

ElX —d] = E[|X —m]]

Beweis.FlUrm > a folgt die Behauptung aus der Identitéat
(X —m[—|X —a] < (m—a)((—oom)(X) = Iimoo) (X))
durch Bilden des Erwartungswertes. Der Beweis#iK « verlauft analog. O

Insbesondere minimieren Stichprobenmittel und Stichgnotedian einer Stichprobs, ..., z, €
R also die Summe der quadratischen bzw. absoluten Abweiemngz; — a)? bzw. " |x; — al.
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Kovarianz und Korrelation

SeienX undY quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablerg duf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraurtt2, A, P) definiert sind. Wie schon fur diskrete Zufallsvariablen defi
nieren wir wieder dikovarianz

Cov[X,Y] = E[(X-E[X))Y —E[Y])] = E[XY]-E[X] E[Y]

und denKorrelationskoeffizienten

Cov[X,Y]

XYl = R

falls o[X] - o[Y] # 0. Die ZufallsvariablenX undY heien unkorreliert, fall€ov[X,Y] = 0
gilt, d.h. falls
E[XY] = E[X]-E[Y]

Um die Kovarianz zu berechnen, benétigen wir die gemeinsémeilung der Zufallsvariablen
X undY. Aus dem Transformationssatz fir den Erwartungswert folgt

Korollar 6.17. Die KovarianzCov[X, Y] hangt nur von der gemeinsamen Verteilung
puxy = Po(X, Y)!
der ZufallsvariablenX undY ab:
cotxv] = [ (o= [euxta)) (v [2nrtas)) nxstara)
Beweis.Nach dem Transformationssatz gilt

Cov[X,Y] = E[(X - E[X])(Y - E[Y])]

— /(x—/zux(dz)) (y—/zuy(dZ)) px,y (dz dy).

Aus der Linearitat des Erwartungswertes folgt, dass dieildbbg Cov : £2 x £2 — R symme-

]

trisch und bilinear ist. Die Varian¥ar[X| = Cov[X, X] ist die zugehtrige quadratische Form.
Insbesondere gilt wie im diskreten Fall:

Zn:XZ-] = ) Var[X;]+2- ) Cov[X;, X].

Var
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210 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Sind die ZufallsvariablerX, . . ., X,, unkorreliert, dann folgt:
Var[X; +...+ X,] = > Var[Xj].
=1

Die folgende Aussage ist ein Spezialfall der Cauchy-Schwhngleichung. Wir geben trotzdem
einen vollstandigen Beweis, da dieser auch in Zusammenhdrig@arer Regression von Inter-

esse ist.
Satz 6.18(Cauchy-Schwarz) (1). Fur X,Y € £2 gilt:

|Cov[X,Y]| < Var[X]"?. Var[Y]'? = o[X]-0o[Y]. (6.3.3)

(2). Im Fallo[X] - o[Y] # 0 gilt fur den Korrelationskoeffizienten
olX.Y]] < L (6.3.4)

Gleichheit in [6.3.8) bzwl(6.3.4) gilt genau dann, wenneeja 0 und einb € R existieren,
sodassY = aX + b P-fast sicher gilt. Hierbei isto|X,Y] = 1 im Fallea > 0 und

o[ X,Y]=—1fura <0.
Beweis.Im Fall o[ X] = 0 gilt X = E[X] P-fast sicher, und die Ungleichunig (6.B.3) ist trivia-
lerweise erflllt. Wir nehmen nun an, dass{| # 0 gilt.
(). Fura € R gilt:

0 < Var[Y —aX] = Var[Y]—2aCov[X,Y]+ a® Var[X] (6.3.5)

- (a.a[X]——COZF;’Y]) ——Covviﬁg] + Var[Y].

Da der erste Term fiir := C‘;V[%;Y] verschwindet, folgt:

Cov[X,Y]?

VarlY] — “Var[x] >

(2). Die Ungleichung|o[X,Y]| < 1 folgt unmittelbar aus[(6.313). Zudem gilt genau dann
Gleichheit in [6.3.5) bzw[(6.3.3), wervar[Y” — aX]| = 0 gilt, alsoY — aX P-fast si-
cher konstant ist. In diesem Fall folgt

CovlX,Y] = Cov[X,aX] = aVar[X],

also hato| X, Y] dasselbe Vorzeichen wie
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]

Beispiel (Empirischer Korrelationskoeffizent). Ist die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-
verteilung eine empirische Verteilung = %Z(SM, und sindX,Y : Q2 — R reellwertige

=1
Abbildungen (statistische Merkmale), dann gilt

1 n
= = Oz mit i, = X (w;)undy; = Y (w;).

:uX,Y n Zz:; ( uyz) T (w ) y (w )

Als Kovarianz ergibt sich
1 & _ _ I _
Cov[X,Y] = n (@ —Z) (¥ = Tp) = n inyz- — Tnlp-
=1 i=1

Der entsprechendampirische Korrelationskoeffizientder Datenx;, y;), 1 <1i < n, ist

= —_—— = = Tn.

ot o[X]o[Y] n B 2 /o, } 1/2
(Ee-mr) (So-n0)
=1 i=1

Den empirischen Korrelationskoeffizienten verwendet marSahétzer fir die Korrelation von

Zufallsgrof3en mit unbekannten Verteilungen.
Die Grafiker 6.B unf 613 zeigen Stichproben mit verschiedétmerelationskoeffizienten.

|
[\
°
ol
X
® %P

i

_ 1 =1
0= "3
Abbildung 6.2: Stichprobe von 100 Punkten von korrelie¢andardnormalverteilungen
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212 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Abbildung 6.3: Stichprobe von 100 Punkten von korrelie&andardnormalverteilungen

Anwendung auf lineare Prognose (Regression)

SeienX,Y € £*(Q, A, P) Zufallsvariablen miz[X] # 0. Angenommen, wir kennen den Wert
X (w) in einem Zufallsexperiment und suchen die bédisteare Vorhersage

Y(w) = aX(w)+b, (a,b € R) (6.3.6)
flr Y (w) im quadratischen Mittel, d.h. den Minimierer des mittlegeradratischen Fehlers,
MSE = E[Y -Y),
unter alle Zufallsvariableir, die affine Funktionen voiX sind.

Korollar 6.19. Der mittlere quadratische Fehler ist minimal unter allenfdlisvariablenY =
aX +0b(a,b € R)flr

V) = B+ S (Xe) - BLX)),
Beweis.Es gilt

MSE = Var[Y — Y]+ E[Y —Y]?
= VarlY —aX]+ (E[Y] — aE[X] — b)%.
Der zweite Term ist minimal ftir
b = E[Y]-aE[X],
und der erste Term fir

Cov[X,Y]
o[X]? 7
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siehe den Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,[Satrz Bié®zgl. des mittleren quadra-
tischen Fehlers optimale Prognose Ylgestutzt aufX ist also

Yo = aX+b = E[Y]+aX — E[X]).
O

Beispiel(Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadratelm Beispiel der empirischen
Verteilung von oben erhalten wir die Regressionsgetagenz + b, die die Quadratsumme

n

Z(axi—l-b—yif = n-MSE

=1

der Abweichungen minimiert. Es gilt

a = M B lzzl(xl —T)(Yi — Up)
= U[X]Z = zn:(xz fn)Q
und =
b = E[Y]—a-EX] = 7,—a- T

Die Regressionsgeraden sind in Grafik 6.3 eingezeichnet.

Beispiel(Zweidimensionale Normalverteilung). Die zweidimensionale Normalverteiluag(m, C)
ist die Verteilung imR? mit Dichte
1 1

hcte) = e (e -m)Ca-m), reR

Hierbei istm € R2 undC = (”l C) eine symmetrische positiv-definite Matrix mit Koeffizi-
C Uy

entenc € Rund vy, v, > 0. Mit 0; := \/v;,7 = 1,2, undp := —<- gilt:

o102

detC = V1V — 62 = 0-%0-5 : (1 - Q2)7 und

1 0
C_l _ 1 Vy —C _ 1 ‘ U_% T o102
det C' —c 1-— Q2 o 1 ’

2 2
o) = — (ot () —2emgm e () )
m,c\r) = .
2mo1094/1 — 02

Die folgende Aussage zeigt, dass die Koeffizientens; und p tatsachlich der Mittelwert, die
Standardabweichung und die Korrelation der Koordinateand x, sind:

also

Behauptung:
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214 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

(1). fm.c ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte bzgl. des LebesguesafiR?.

(2). Fur reellwertige ZufallsvariableN;, X, mit gemeinsamer Verteilungy, x, = N(m,C)
undi = 1,2 gilt

E[XZ] = m;, Var[XZ] = U, und COV[Xl,XQ] = C, (637)

d.h.m ist der Mittelwertvektor und” = (Cov[X;, X,]);; die Kovarianzmatrix der Nor-
malverteilungN (m, C').

Der Beweis der Behauptung wird der Leserin/dem Leser als Ubibegassen - wir zeigen nur
exemplarisch die Berechnung der Kovarianz im kak= 0. Mit quadratischer Erganzung kdnnen
wir den Exponenten in der Dichtg (x) schreiben als

1 I ) 2 1 ) 2
2(1 — 0?) \ oy Qag 2\0oy /)

Mit m(z2) = T2991 erhalten wir dann nach dem Satz von Fubini:
02
/$1$2f0,0($) dz
R2
1 // 1 ~ ) ( 3 )
= T1T eXp|——————(x1 — m(x driexp | ——= | dz
27’(’010’2 /—1 — Q2 142 [ 2(1 _ QQ)O'%( 1 ( 2)) ] 1 20_% 2
1 ~ 2
= o - M(x2) - exp (_a:_22> dry = o102 = ¢
27103 ) ~—— 203

z3001 /02

wobei wir im zweiten und dritten Schritt die Formeln fiir demviartungswert und die Varianz von
eindimensionalen Normalverteilungen verwendet habeichNkEem Transformationssatz ergibt
sich:

E[X:X,] = /xle px, x,(dx) = ¢

Da auf ahnliche Weis€&[X,| = E[X,] = 0 folgt, ist ¢ die Kovarianz vonX; und Xs.

Bemerkung. Ist X = (X, X,) ein N(m, C)-verteilter Zufallsvektor, dann ist jede Linear-
kombinationY = oy X; + oo X5, a € R?, normalverteilt mit Mittelwerta. - m und Varianz

a - Ca. Auch dies kann man durch eine explizite Berechnung der Memtgsfunktion aus der
gemeinsamen Dichte vai; und X, zeigen. Wir werden multivariate Normalverteilungen sys-
tematischer in Abschnift 9.3 untersuchen, und dort auckneeleganteren Beweis der letzten
Aussage mithilfe von charakteristischen Funktionen geben
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Beispiel(Autoregressiver Prozesy SeienX,undZ,,n € N, unabhangige reellwertige Zufalls-
variablen mitZ,, ~ N (0, 1) fur allen. Der durch das ,stochastische Bewegungsgesetz*

X, = aX, 1 - €y , neN, (6.3.8)
N—— ~—~
lineares zufallige Stérung,

Bewegungsgesetz Rauschen

definierte stochastische Proz¢ss,),.—o 1 .. heiBtautoregressiver Prozess AR(1init Parame-
terne, o € R. Autoregressive Prozesse werden zur Modellierung vorrelbeén eingesetzt. Im
allgemeineren autoregressiven Modell AR(p € N, mit Parameters, a4, ..., ®, € R lautet
das Bewegungsgesetz

p
Xn = Z Oéan—@' + 5Zna nzp.
=1

Grafik[6.3 zeigt simulierte Trajektorien von AR(1)- und AR@)ezessen:

Das folgende Lemma fasst einige grundlegende Eigenschadi® AR(1) Modells zusammen.
Lemma 6.20. Fur den AR(1)-Prozess mit Parametery undm € R, o > 0 gilt:
(1). X,,.1 ~ N(m,0%) = X, ~ N(am,a?s*+¢&?).
(2). Fur|a| < 1ist die Verteilungu = N (0, %) ein Gleichgewicht, d.h.
Xo~p = X,~p Vn € N.

Bei Startverteilung® o X; ' = p gilt:

2
k e

COV[Xn,Xn_k] = o - 1 — o2

furalle0 <k <n.

Exponentieller Abfall der Korrelationen

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



216 KAPITEL 6. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Beweis.Gilt X,,_; ~ N(m,0o?), dann ist(X,,_;, Z,) bivariat normalverteilt, also ist auch die
LinearkombinationX,, = a X,,_; + ¢Z, normalverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von
X,, ergeben sich au§(6.3.7). Der Beweis der Ubrigen Aussagehdein Leser als Ubungsauf-
gabe Uberlassen. O

Bemerkung. (1). Der AR(1)-Prozess ist eirdarkovkettemit Ubergangswahrscheinlichkeiten
p(z,-) = N(az,?), s. Abschnitt 91l unten.

(2). Istdie gemeinsame Verteilung der StartweXte X, ..., X,_; eine multivariate Normal-
verteilung, dann ist der AR}-Prozess eiltGaussprozessl.h. die gemeinsame Verteilung
von Xy, X1,..., X, istfur jedesn € N eine multivariate Normalverteilung.

Unabhangigkeit und Unkorreliertheit

Wir zeigen abschlie3end, dass auch fir allgemeine Zu&lsvienX undY aus Unabhangigkeit
die Unkorreliertheit von beliebigen FunktiongiiX') und ¢(Y) folgt. SeienX : 2 — S und
Y : Q — T Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Raun&nS) und (7', 7).

Satz 6.21.Es sind aquivalent:
(1). Die ZufallsvariablenX undY” sind unabh&ngig, d.h.

PIXe€AYeB] = P[XecA] PYe€B] firalleAe SundB €T

(2). Die Zufallsvariablerf(X) und g(Y') sind unkorreliert fir alle messbaren Funktiongny
mit f, g > 0 bzw.f(X),g(Y) € £L*(Q, A, P), d.h.

E[f(X)-9(V)] = E[f(X)]- Elg(Y)]. (6.3.9)

Beweis. Offensichtlich folgt (1) aus (2) durch Wahl vgh= 1, undg = I5. Die umgekehrte Im-
plikation folgt durch maf3theoretische Induktion: Gilt,(@xnn ist[(6.3.19) fir Indikatorfunktionen

f undg erflillt. Wegen der Linearitat beider Seiten dieser Glenghin / und g gilt (6.3.9) auch
fur beliebige Elementarfunktionen. Fir messbAre > 0 betrachten wir Folgen von Elementar-
funktionenf,,, g, mit f,  f,9, /" g. Die Aussagel(6.319) folgt durch monotone Konvergenz.
Allgemeine Funktionen zerlegen wir in ihren Positiv- undgdgvanteil, und wenden die Aus-
sage auf diese an. Also giltov[f(X),g(Y)] = 0 fur alle messbarerf, g mit f,g > 0 bzw.
f(X),g(Y) € £L2(Q, A, P). O
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Korollar 6.22. SindX,Y e £'(Q, A, P) unabhangig, so gilt:
XY € LYQAP) und  E[XY] = E[X]-E[Y].
Beweis.Nach Satz 6.21 gilt:
EIXY] = EIX|-EY] < o

Die Formel furE[X Y] folgt durch die ZerlegungeX = X+ — X~ undY =Y+ - Y. [
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Kapitel 7
Gesetze der grol3en Zahlen

In diesem Kapitel beweisen wir verschiedene Gesetze d&egrdahlen, d.h. wir leiten Bedin-
gungen her, unter denen die Mlttelwe#ti X; einer Folge( X;);cn von reellwertigen Zufalls-

variablen gegen ihren Erwartungswert konvergleren Dailkeirscheiden wir verschiedene Arten
der Konvergenz, die wir zunéachst genauer untersuchennvolle

7.1 Grundlegende Ungleichungen und Konvergenz von Zu-

fallsvariablen

Konvergenzbegriffe fur Zufallsvariablen

SeienY,,,n € N, undY reellwertige Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsam&@mrschein-
lichkeitsraum(€2, A, P) definiert sind. Wir betrachten die folgenden Konvergenziffegir die

FOlge(Yn)nEN:

Definition. (1). Fast sichere Konvergenz:
Die Folge(Y,).en konvergiertP-fast sicher gegeir, falls gilt:

P [lim Y, = Y] = PlweQYyw) > YW} = L

n—00

(2). Stochastische Konverger{f€onvergence in probability):
Die Folge(Y,).en konvergiertP-stochastisch gegen (NotationY,, R Y), falls

lim P[|Y, —-Y|>¢] = 0 far alle e > 0 gilt.

n—oo
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(3). £P-KonvergenZ1 < p < o0):
Die Folge(Y,,).en konvergiert inC?(€2, A, P) gegenY’, falls
lim E[|Y,-Y[F] = 0.

n—oo

Ein Gesetz der grof3en Zahlen bezlglich fast sicherer Kgewer heil3tstarkes Gesetz der
grolRen Zahlen ein G.d.g.Z. bezlglich stochastischer Konvergenz hsgiBivaches Gesetz der
grof3en Zahlen Wir wollen nun die Zusammenhange zwischen den verscheadkonvergenz-
begriffen untersuchen.

Satz 7.1. (1). Fast sichere Konvergenz impliziert stochastischeviéayenz.
(2). Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. (1). Konvergierty, P-fast sicher gegel, dann gilt flre > 0:

1 = P[|Y,—-Y|<e schlieBlich

= P Uﬂ{|Yn—Y|<5}]
= lim P ﬂ{]Yn—Y\<e}]

< lim inf P[|Y, = Y| <¢]

m—o00 n>m

= liminf P[|Y, = Y| <¢].
n—oo

Es folgt lim P[|Y,, — Y| < ¢] = 1 furallee > 0, d.h.Y,, konvergiert auchP-stochastisch
n—oo
gegeny’.

(2). Sei andererseit® das Lebesguemalfd atif = (0, 1] mit Borelschero-Algebra. Wir be-
trachten die Zufallsvariablen

Yi=Touy Yo =11, Ys = L1 Ya = Lio1) Y5 = L1 1), Yo = L1,3), Y6 = L3,
Dann gilt
Pl|Y,|>¢] = PlY,=1 — 0 fur allee > 0,
also konvergiert,, stochastisch gegen 0, obwohl
limsupV,(w) = 1 far allew € Q gilt.

]
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Hier ist ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwisdtenhastischer und fast sicherer
Konvergenz zeigt:

Beispiel. Sind T3, Ts, . . . unter P unabhéangigdixp(1)-verteilte Zufallsvariablen, dann konver-
giertT,,/log n P-stochastisch gegen O, denn

g

fur allee > 0. Andererseits gilt nach (5.1.6) aber

T,
logn

n—oo

25} = P[T,>e-logn] = n° "= 0

lim sup = 1 P-fast sicher,

n—oo 10gN

also konvergierf;, / log n nicht P-fast sicher.

Obwohl die stochastische Konvergenz selbst nicht fasesecKonvergenz impliziert, kann man
aus einer Verscharfung von stochastischer Konvergenzagiesfchere Konvergenz schliel3en.
Wir sagen, dass eine Folgg, n € N, von Zufallsvariablen auf(2, A, P) schnell stochastisch
gegeny” konvergiert, falls

Y PIY,-Y|>e] < oo firalles > 0.

n=1

Lemma 7.2. Aus schneller stochastischer Konvergenz folgt fast secKenvergenz.

Beweis.Wir kbnnen 0.B.d.AYY = 0 annehmen. Konvergieit, schnell stochastisch gegén

dann gilt:
Pllimsup |Y,| <e] > P[|Y,| >enurendlichoff = 1.
Es folgt
Pllimsup|Y,| #0] = P U {limsup |Y,| > ¢} = 0.
c€Qy

Ahnlich zeigt man:

Lemma 7.3. KonvergiertY;, P-stochastisch gegeyi, dann existiert eine Teilfolgg,, , die P-fast
sicher gegerY” konvergiert.

Beweis.Wieder kbnnen wir 0.B.d.AY = 0 annehmen. Konvergielt, stochastisch gegeh
dann existiert eine Teilfolg¥,, mit

1 1
plva=] < L
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Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt
1 :
P Y, |> 7 nur endlichoft = 1,

alsoY,,, — 0 P-fast sicher. O

Als nachstes beweisen wir eine Erweiterung éebyéev-UngIeichung, die wir an vielen Stellen
verwenden werden. Insbesondere impliziert sie, dassastisbhe Konvergenz schwacher ist als
LP-Konvergenz.

Die Markov- Ceby3sev-Ungleichung

SeiX : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsrg&imA, P). Wir verwen-
den die folgende Notation:

Notation: FE[X ; A]:= E[X -14] = [, XdP.
Satz 7.4(Allgemeine Markov-Ungleichung). Seih : [0, cc] — [0, c0] monoton wachsend und

Borel-messbar. Dann gilt

ER(X]); 1X|>d _ E[h(]X])]
PlIX| > < e < ho

faralle c > 0 mit h(c) # 0.

Beweis.Da h nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt
h(IXD) = WIXT]) - Tixze = hle) - Tyx|=e,

also auch
En(|IX])] = ER(X]); |X] = = h(c)- P X] = d].

Wichtige Spezialfalle:

(1). Markov - Ungleichung: Firh(z) = x erhalten wir:

EllX
P[|X]| > ¢ < ElX1 fur alle ¢ > 0.
Cc

Insbesondere gilt fiir eine Zufallsvariab¥emit £[| X|] = 0:

Pl|X|>¢c =0 faralle ¢ > 0,

also auchP[| X| > 0] =0, d.h.X = 0 P-fast sicher.

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



222 KAPITEL 7. GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

(2). Cebysev - Ungleichung: Fir h(z) = 2z2und X = Y — E[Y] mitY € £(Q, A, P)
erhalten wir:

E[(Y - E[Y])’] _ Var[Y]

PIlY —E[Y]| = < 2 2

far allec > 0.

C C

Diese Ungleichung haben wir bereits in Abschhitf 3.2 im Bevelis schwachen Gesetzes
der grof3en Zahlen verwendet.

(3). Exponentielle Abschéatzung: Fur h(z) = exp(tz) mitt > 0 erhalten wir wegen

I{XZC} < e—tcetX:

PIX > = E[lixsq] < e E[e"™].

Die Abbildungt — E[e¢™¥] heiRtmomentenerzeugende Funktiorder Zufallsvariablen
X. Exponentielle Ungleichungen werden wir in Abschhitf] 8.2 Kontrolle der Wahr-
scheinlichkeitergrof3er Abweichungewom Gesetz der grol3en Zahlen verwenden.

Als erste Anwendung der allgemeinen Markovungleichungereiwir fur reellwertige Zufalls-
variablenX, X,, (n € N):

Korollar 7.5 (£P-Konvergenz impliziert stochastische Konvergeng Fir 1 < p < oo gilt:
E|X,—-XP] -0 = P[|X,—X|>¢]—0 furallee>0.
Beweis.Nach der Markovungleichung mit(x) = «* gilt:
PIXo-X|2d < & B[X.—XP]
O

Bemerkung. Aus stochastischer Konvergenz folgt im Allgemeinen nighonvergenz (Ubung).
Es gilt aber: KonvergierfX,, — X stochastisch, und ist die Folge der Zufallsvariabl&mp |
(n € N) gleichmaRig integrierbar, d.h.

sup E[|X,|P; | Xn| > ¢ — 0 fure — oo,
neN

dann konvergier,, gegenX in £? (Verallgemeinerter Satz von Lebesgu&)r bendtigen diese
Aussage im Moment nicht, und werden sie daher erst in dee$brlg »Stochastische Prozesse«
beweisen.

Als nachstes wollen wir den Zusammenhang zwiscBe#onvergenz fir verschiedene Werte
vonp > 1 untersuchen. Dazu verwenden wir eine weitere fundamebiadgeichung:
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Die Jensensche Ungleichung

Ist {(x) = ax + b eine affine Funktion auR, und X € £! eine integrierbare Zufallsvariable,
dann folgt aus der Linearitat des Lebesgueintegrals:

E[((X)] = ElaX+b = aEX]+b = (E[X)]) (7.1.1)

Da konvexe Funktionen Suprema einer Familie von affinen &omén (namlich der Tangenten
an den Funktionsgraphen der konvexen Funktion) sind, esgih fir konvexe Funktionen eine
entsprechendéngleichung

Satz 7.6(Jensensche Ungleichung Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, € £(92, A, P)
eine reellwertige Zufallsvariable, urfd: R — R eine konvexe Abbildung, dann Bth(X) | <
oo, und es gilt

Warnung: Diese Aussage gilt (wie auch (7.11.1)) nur fir die Integmratiagl. eines Wahrschein-
lichkeitsmal3es!

Bevor wir die Jensensche Ungleichung beweisen, erinnertkwvir an die Definition und ele-
mentare Eigenschaften von konvexen Funktionen:

Bemerkung. Eine Funktionk : R — R ist genau dann konvex, wenn
h(Ax 4+ (1—=XNy) <  Ahw(x)+ (1= Nh(y) furallex € [0,1]undz,y € R

gilt, d.h. wenn alle Sekanten oberhalb des Funktionsgrapégen.

| ]
4 -3 —2 1 1 2 394

Abbildung 7.1: Sekante an konvexer Funktion
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Hieraus folgt, dass jede konvexe Funktion stetig ist:Férd < z < y < ¢ < d gilt namlich

MB) -h@) _ W) - k@) _ A~ h()
b—a - y—x - d—c

Also sind die Diﬁerenzenquotienteﬂ% gleichmafig beschrankt a@s, ¢), und somit ist
h gleichmaRig stetig aufb, ¢). Da konvexe Funktionen stetig sind, sind sie auch messhar. D
Existenz des Erwartungswerté$h(X)] in (—oo, co] folgt dann ause[h(X) ] < oc.

Wir beweisen nun die Jensensche Ungleichung:

Beweis.Ist i konvex, dann existiert zu jedemy € R eine affine Funktiorf (Stutzgerademit
l(xg) = h(zo) und? < h, siehe die Analysis Vorlesung odpk. KLENKE: ,WAHRSCHEIN-
LICHKEITSTHEORIE®, Abschnitt 7.2.

0.5 1+

o \\i\
Abbildung 7.2: Darstellung vof(x) und h(x)
Wahlen wirx, := E[X], dann folgt

h(E[X]) = ((EX]) = E(([X]) < E[M(X)].

Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist definiert,d&) durch die integrierbare Zufalls-
variable/(X) nach unten beschréankt ist. Insbesonderefgitt( X )] < E[¢(X)~] < co. O

Korollar 7.7 (£2-Konvergenz impliziert £LP-Konvergen?). Fur 1 < p < ¢ gilt:
1
Xl = EIXP < [ X]l,

Insbesondere folgf?-Konvergenz aug?-Konvergenz.
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Beweis.Nach der Jensenschen Ungleichung gilt
EIXP < E[X),
da die Funktionh(z) = |z|%/? fur ¢ > p konvex ist. O
Nach dem Korollar gilt fup < ¢:
Lr(Q,AP) D LYNAP),

und
X,—»Xinf! = X,—Xin/(P.

Man beachte, dass diese Aussage nuefidliche MalRewahr ist, da im Beweis die Jensensche
Ungleichung verwendet wird.
Mithilfe der Jensenschen Ungleichung beweist man auchdiderungleichung:

1

) . 1
EIXY < Xl -[IYlly  firp g e [1,00] mit PR L.

7.2 Starke Gesetze der grof3en Zahlen

Wir werden nun Gesetze der grof3en Zahlen unter verschiedémaussetzungen an die zugrun-
deliegenden Zufallsvariablen beweisen. Zunéachst nehnremwdassXy, X, ... € L2(2, A, P)
guadratintegrierbare Zufallsvariablen sind, deren Vemga gleichmafiig beschrankt sind, und de-
ren Korrelationen hinreichend schnell abklingen:

Annahme: ,Schnelles Abklingen der positiven Korrelation

(A) Es existiert eine Folge, € R, (n € N) mit

o0

ch<oo

n=0

und

COV[XZ‘,X]'] S C\i*j| far allei,j e N. (721)
Die Bedingung (A) ist insbesondere erfullt, wenn #ierrelationen exponentiell abfaller.h.
wenn
|Cov[X;, Xj]| < c-al
fireina € (0,1) undc € R* gilt. Sind etwa die ZufallsvariableX; unkorreliert, und ist die
Folge devarianzen beschrankd.h. gilt
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(Al) Cov[X;, X,;] =0flralle:,j € N, und
(A2) v = sup Var[X;] < oo,

dann ist die Annahme (A) mity = v undc¢, = 0 fir n > 0 erflllt. In diesem Fall haben wir
bereits in Abschnift 312 ein schwaches Gesetz der groReleizbbwiesen.

Wichtig: Es wirdkeine Unabhangigkeit vorausgesetzt!

Sei nun

die Summe der erstenZufallsvariablen.

Das schwache Gesetz der grol3en Zahlen

Den Beweis des schwachen Gesetzes der gro3en Zahlen aus#di3ghkonnen wir auf den
hier betrachteten allgemeinen Fall erweitern:

Satz 7.8(Schwaches Gesetz der groRen Zahlgh\ersion) Unter der Voraussetzung (A) gilt
fur allen € Nunde > 0:

2
E (ﬂ—E[S"})] < Y und (7.2.2)
n n n
P[i_E[S" 25} < (7.2.3)
n n e“n

mitv:=co+2- > ¢, < co. Giltinsbesonderé” | X;| = m fiur alle i € N, dann folgt

n=1

Sno in £2(€2, A, P) und P-stochastisch.
n

Beweis. Unter Verwendung der Voraussetzung an die Kovarianzeriternair

W B[S . 1
(32T - ] - e
n n n n
1 n 1 n n
= E Z COV[XZ', XJ] S ﬁ Z Z Cli—j|
i,j=1 i=1 j=1
l & v
S X 2w = g
=1 k=—o00
Die zweite Behauptung folgt daraus durch AnwendenGrySev-Ungleichung. O
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Bemerkung. (1). Im Fall unkorrelierter Zufallsvariablel; (Annahmen (A1) und (A2)) ist die

2).

(3).

Aussage ein Spezialfall einer allgemeinen funktionalgisdhen Sachverhalts:

Das Mittel von beschrankten orthogonalen Vektoren im Hiilaeim
L3(Q,A, P) = L*(N,A,P)/ ~ konvergiert gegen.

Unkorreliertheit detX; bedeutet gerade, dass die Zufallsvariablen

orthogonal inL? sind - beschrankte Varianzen d&% ist gleichbedeutend mit der Be-
schranktheit def.? Normen dery;. Es gilt

So—E[S,] = YV,
=1
also
S, E[S.]\? 1| 1 =
F (TT)] ol R0 =P B
=1 L2 =1 j=1
1 - 2 1 2
= S IMlE < sl
=1
Die £2-Konvergenz und stochastische Konvergenz (@&n— E[S,])/n gegen0 gilt auch,

falls die Korrelationen ,langsam* abklingen, d.h. fallsZ4) fur eine nicht summierbare
Nullfolge ¢,, erfullt ist. In diesem Fall erhalt man allerdings im Allgeimen keine Ab-
schatzung der Ordnur@(+) fiir den Fehler in[{7.212) bzwi(7.2.3).

Eine fiir grof3e n deutlich bessere Abschatzung des Behl€7.2.3) (mit exponentiellem
Abfall in n) erhélt man bei Unabhangigkeit und exponentieller Inexparkeit decX; mit-
hilfe derexponentiellen Ungleichungiehe Satz 813 unten.

Das starke Gesetz fiir quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Unter derselben Voraussetzung wie in $atz 7.8 gilt séyéast sichere Konvergenz:

Satz 7.9(Starkes Gesetz groRRer Zahlen,2-Version). Unter der Voraussetzung (A) konvergiert

Sn(w) _ E[S,]
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fur P-fast allew € €. Insbesondere gilt

S, .
— —  m P-fast sicher,
n

falls E[X;] = m flr alle .

Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir den Beweis zunaciméer den starkeren Voraussetzun-
gen (A1) und (A2). Der allgemeine Fall ist eine Ubungsauggatie sich gut zum Wiederholen
der Beweisschritte eignet:

Beweis unter den Annahmen (A1) und (A®jir kbnnen 0.B.d.A.E[X;] = 0 fur alle i voraus-
setzen — andernfalls betrachten wir die zentrierten stfaﬂablenz = X; — E[X;]; diese sind
wieder unkorreliert mit beschrénkten Varianzen. Zu zeigedann:

& — 0 P-fast sicher.
n

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:

(1). Schnelle stochastische Konvergenz gegemtlang der Teilfolge,, = k2: Aus derCebysev-
Ungleichung folgt:

g

Da die Varianzen beschrénkt sind, ist der gesamte Ausdruahdlie Summanden einer
summierbaren Reihe beschrankt. Somit ergibt sich nach Baetelli:

Sk2 (w)
k2

1 S 1
26} < = Var {ﬁ} < poyE sngar[Xi].

fur allew aul3erhalb einer Nullmengg, .

(2). Wir untersuchen nun die Fluktuationen der Folgezwischen den Werten der Teilfolge
ng = k2. Sei
D, = max _ |S; — Sk2|.

k2<i<(k+1)?

Wir zeigenschnelle stochastische Konvergenz gewéir D,./k%. Flre > 0 haben wir

P[ﬂzs] =Pl U {18 Sel>ek?}
k2<l<(k+1)2
k2+2k
< ) PlS = S| > ek’ <
I=k?2

const.
k2
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denn nach deéebyéev-Ungleichung gilt fie> < 1 < k% + 2k:
2
PHSZ - Sk2| > ek ] < 82/{34 Var[Sl Sk2] <

[ — k?
< -
- g2j4

52k4

o[ 3 x]

i=k241

k
sup Var[X;] < const -

Nach Lemm& 7]2 folgt daher
Dy (w)
k2
fur alle w aul3erhalb einer Nullmenge,.

— 0

(3). Zu gegebenem wahlen wir nunk = k(n) mit k* < n < (k + 1)%. Durch Kombination
der ersten beiden Schritte erhalten wir:

Sp(w) < | Sz (w)| + Di(w) Sz (w)

n n k2

4 Dk(w)

12 — 0 firn — oo

fur allew auRerhalb der Nullmeng¥; U N,. Also konvergiertS,, /n P-fast sicher geged.

]

Beispiel (Random Walk im RY). Sei S, = X; + ... + X,, ein Random Walk inR¢ mit unab-
hangigen identisch verteilten Inkrement&amit Verteilung . Gilt

(I / lel? u(de) < oo,

dann folgt nach dem schwachen Gesetz der groRen Zahlenn@andieauf die Komponenten
SU) = Z X(k des VektorsS,,):

Sn(w)

n

—  m fur P-fast allew,

wobeim = [ xu(dz) der Schwerpunkt der Inkrementverteilung ist. Insbesandiirfir m # 0:
Ra

S, ~ m-n firn = oo P-fast sicher,

d.h.S,, wachst linear mit Geschwindigkeit. Im Fall m = 0 gilt dagegen

Sn(w)

n

— 0 P-fastsicher
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d.h. der Random Walk wéachst sublinear. Eine viel praziserelBetung der pfadweisen Asymp-
totik des Random Walk im Fath = 0 liefert derSatz vom iterierten Logarithmus

: Sp(w) _

| — 7 = 1 P-fast sicher,
1fln_>sotjp vnloglogn +

lim inf Sn(w) = —1 P-fast sicher,

n—oo y/nloglogn

siehe z.B. [BUER: ,WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE'].

Beispiel (Wachstum in zufélligen Medien). Um ein zufélliges Populationswachstum zu be-
schreiben, definieren wir Zufallsvariabléf, (n € N) durch

X0:17 Xn:Yn'anla

d.h. X, =[], Yi. Hierbei nehmen wir an, dass die Wachstumsratemnabhangige identisch
verteilte Zufallsvariablen mit; > 0 P-f.s. sind. Sein = E[Y]].

(1). ASYMPTOTIK DER ERWARTUNGSWERTE Da dieY; unabhéngig sind, gilt:

Die mittlere Populationsgrof3e wachst alsosuperkritischen Falln > 1 exponentiell und
fallt im subkritischen Falln < 1 exponentiell ab.

Konkretes Beispieln einem Glucksspiel setzt der Spieler in jeder Runde dietel&éines
Kapitals. Mit Wahrscheinlichkei% erhalt er das-fache des Einsatzes zuriick, und mit
Wahrscheinlichkei% erhalt er nichts zurlck. Hier gilt:

L14+¢) mitp=1
D
1 H 1
5 mltp:§
also
1 1 24c
m:Em]:Z(lJrC)JFZ: 1

Das Spiel ist also ,fair” fur = 2 und ,superfair* firc > 2.

(2). ASYMPTOTIK VON X,,(w): Wir nehmen nun an, dassg Y; € £? gilt. Nach dem starken
Gesetz der groR3en Zahlen folgt dann:

1 1l —
—log X,, = — logy; FEllog Y| =: P-f.s.
- og - ZZI ogY; — E[logY] «
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Also existiert fiire > 0 ein N (w) mit N(w) < oo P-fast sicher,
X, (w) < e und X, (w) > el@on furallen > N(w).

Fura < 0 féallt X,, also P-fast sicher exponentiell ab, wahreAd fur o > 0 P-fast sicher
exponentiell wachst.

(3). ZUSAMMENHANG VON « UND m: Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:
a = EflogY] <log E[Y;| = log m.

Hierbei haben wir benutzt, dass der Logarithmus eine komkaxw. — log eine konvexe
Funktion ist. Im subkritischen Fath < 1 ist also auchy strikt negativ, d.h.X,, fallt auch
P-f.s. exponentiell ab. Im superkritischen Fall> 1 kann es aber passieren, dastzdem
a < 0 gilt, d.h. obwohl die Erwartungswerte exponentiell wachdgéllt X, P-fast sicher
exponentiell! Im Beispiel
(1+¢) mitp=3

1

von oben wachsen die Erwartungswerte exponentielt fir2, aber es gilt
1+c¢

>0 & c>3.

1 1 1 1
a = Ellog¥] = 3 (10g ;C +log§) = log

Firc € (2, 3) ist das Spiel also superfair mit fast sicherem exponeatieBankrott!

Die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue sind in digsatid nicht erfillt, denn
es gilt:
E[X,] /oo, obwohlX, — 0 P-fastsicher.

Von £2 nach £ mit Unabhangigkeit

Sind ZufallsvariablenX, Y : Q — S unabhangig, so sind(X) und ¢(Y) fur beliebige be-
schrankte oder nichtnegative Funktiongm : S — R unkorreliert. Bisher konnten wir zeigen,
dass das starke Gesetz der grof3en Zahlen fir unkorreliate §chwach korrelierte) Zufalls-
variablenX,, € £? mit gleichméaRig beschrankten Varianzen gilt. Die Unabligkeit der X,
ermoglicht es, diese Aussage auf integrierbare Zufallslblen (d.h.£! statt£?) zu erweitern:

Satz 7.10(Kolmogorovs Gesetz der groRen Zahlen SeienX;, X,,... € £L(Q, A, P) paar-

weise unabhangig und identisch verteilt [AitX;] = m. Dann gilt:

R .
lim - ZXi — m  P-fastsicher.

=1
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Kolmogorov hatte eine entsprechende Aussage unter derhmmaon Unabhangigkeit (statt
paarweiser Unabhangigkeit) bewiesen. Der Beweis unterctieracheren Voraussetzung stammt
von Etemadi (1981).

Bemerkung (Dynamische Systeme, Ergodensatzin einer dynamischen Interpretation bedeu-
tet die Aussage

n

1 :
= E Xi(w) — m:/xuxi(dx) P-fast sicher,
n

i=1

des starken Gesetzes der groRen Zahlen, dass die ,zaitidhielwerte” der Zufallsvariablen
X; gegen den ,raumlichen Mittelwerth konvergieren. Dies ist ein Spezialfall eines viel allge-
meinerenErgodensatzeder eine entsprechende Aussage fiir ergodische dynanfgcteme
liefert, siehe z.B. REIMAN: PROBABILITY oder DURRETT. PROBABILITY: THEORY AND EX-
AMPLES.

von Satz 7. 10Wir fihren den Beweis in mehreren Schritten.

(1). Reduktion auf nichtnegative Zufallsvariablen.

Wir kbnnen 0.B.d.AX; > 0 fur allei € N voraussetzen. Andernfalls zerlegen iy =
X" — X, . Die ZufallsvariablenX;",i € N, bzw. X, € N, sind jeweils Funktionen der
X;, und daher wieder paarweise unabhangig. Aus dem GesetzaftgrgZahlen furX ;"
und X, folgt das Gesetz der grof3en Zahlen fur die Zufallsvariablen

(2). Reduktion auf Gesetz der gro3en Zahlen¥fiir= X; - I;x,<;}-

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt
P[Y; # X; unendlich oft = 0,
denn
Y PYi#X] = Y PIXi>i]
=1 =1
= ) P[X;>1i (X identisch verteilt)
=1
< / P[X, > z| dx (P[X; > 2] monoton fallend)
0

Also konvergiert% >, X; P-fast sicher gegem, falls dasselbe fui— Sor, Y gilt.
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Seinun

Die Zufallsvariablerl; sind wieder paarweise unabhangig, und esigilt Y; < i.

(3). Konvergenz der Erwartungswerte.

Da die Zufallsvariablery; nicht mehr identisch verteilt sind, bestimmen wir zunactest
Grenzwert der Erwartungswerte der Mittelweftg/n. Nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz gilt

EBlY)| = E[Xi; X; <i] = B[X1 - I1x,<a]—E[X1] = m, fr i — oo,
also auch

E {—} ==Y EY]—m  furn— oo

(4). P-fast sichere Konvergenz véﬁ entlang der Teilfolger,, = |o™],a > 1.

VorbemerkungEs gilt

1 o 1 1 const. B const.
>

= + + .. =
o lam|* - [am+]? = lam)? K,

mit einer vonm unabhéngigen Konstanten.

Behauptung

S
T E[
/gn Nn—00

Skf n

} =m P-fast sicher.

n

Beweis der BehauptungNach dem Lemma von Borel-Cantelli genigt es,
>r|
n=1

zu zeigen. Dies ist der Fall, wenn

[e’s) Skn
;Var [ kn:| < 00

Sk, — E[Sk,]
Ky,

25] < 00

gilt. Wegen
VarY;] < E[Y?] = E[X}; X; <i]| = E[X}; X; <i]
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erhalten wir mithilfe der Vorbemerkung

) 0o kn
> Var [i‘“} = Z % : ZVar[Y

< ZExf,le Z iz
i=1 n:kn n

< const.-;E[Xf;Xlél}-i—Q

< COI’]ST.-ZZ] S
=1 j=1

= const- » ;- P[X; € (j —1,]] ZZ%
=1 '

< const. Zj -P[X1€(j—1,4]]
=1

= const.- £

> i [{Xleu—l,ﬂ}]

j=1
< const. E[X; + 1] < oo.

(5). P-fast sichere Konvergenz vejg.

Furl e Nmitk, <[ <k, gilt wegenY; > 0:
Sk < ST < Sk

Es folgt

< Sl < Skn+1 - kn+l . Sk‘n+1

- kn kn kn—i—l .

n

kn-ﬁ-l kn kn—H

Furn — oo erhalten wir wegerz= — o und 2 —

m < liminf Siw) < limsup@
o

< am

fur alle w aul3erhalb einer voa abhangenden Nullmengg,. Flurw auf3erhalb der Null-
mengeU(D@ N, folgt somit:
ae
lim —Sl(w) =m

l—o0 l

]

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



7.3. EMPIRISCHE VERTEILUNGEN 235

Korollar 7.11 (Gesetz der grol3en Zahlen ohne Integrierbarkeit. SeienX;, Xs... paarweise
unabhangige, identisch verteilte, nicht-negative Zstadtiablen. Dann gilt:

1 ,
nh_{EOE-ZXi(w) = FE[X)] €[0,00]  P-fastsicher.

=1
Beweis.Nach Satz 7.10 gilt die Aussage im Fal[X;] < co. Fur E[X] = oo erhalten wir fur
ke N:

1< 1 < _
o1 S pminf L ‘ _ ) _
hggfnz;Xz > hrrgg)lfnz;(XzAk) E[X| A K] P-fast sicher
Fir k — oo folgt dann mit monotoner Konvergenz
PR R
hgngZXi > EX)] = oo
=1
und damit die Behauptung. O

7.3 Empirische Verteilungen

Schéatzen von KenngrdélRen einer unbekannten Verteilung

Angenommen, wir haben eine Stichprobe aus reellen BeohagdwertenX, X,, ..., X, ge-
geben, und mdchten die zugrundeliegende Wahrscheinlishketeilungy auf (R, B(R)) mog-
lichst weitgehend rekonstruieren. Im einfachsten Modskripretieren wir die Beobachtungs-
werte als Realisierungen unabhangiger ZufallsvariaBlegnXs, . . . mit Verteilung .

(1). SCHATZEN DESERWARTUNGSWERTES Sei [ |z| u(dz) < oo. Um den Erwartungswert

m = /w(dx)

zu schatzen, verwenden wir daspirische Mittel

— 1 &

Das empirische Mittel ist eierwartungstreuer Schatzéiir m, d.h. X, ist eine Funkti-
on von den Beobachtungswertén, . .., X,, mit £[X,,] = m. Obere Schranken fiir den
SchatzfehlerP[|X,, — m| > ¢],e > 0, erhalt man z.B. mithilfe de€eby3ev- oder der

exponentiellen Markov-Ungleichung. Fir— oo gilt nach dem Gesetz der grofRen Zahlen
X, — m P-fast sicher

d.h. X, ist einekonsistentéolge von Schétzern fiir.
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).

3.

SCHATZEN DER VARIANZ: Um die Varianz

v o= [ mP

der zugrundeliegenden Verteilung zu schatzen, verwendatmeistens dieenormierte
Stichprobenvarianz

T > (X - X))

n—14%
=1

Der Vorfaktorﬁ (statt %) gewabhrleistet unter anderem, ddssein erwartungstreuer
Schétzer fuw ist, denn aus

IS K= T = S (K m)? = (K m)? (7:3.)

Stichprobenvarianz= MSE — Stichprobenbids

folgt

- — 1 « — -1
(X; — Xn)2] = - > Var[X] - Var[X,] = DT,
=1

E
n

S|

i=1

alsoE[V,] = v.

Um zu zeigen, dasg, eine konsistente Folge von Schéatzerniist, kbnnen wir erneut
das Gesetz der groRen Zahlen anwenden. Da die Zufallsierial) — X,,,1 < i < n,
selbst nicht unabhéngig sind, verwenden wir dazu die Zengd7.3.1). Nach dem starken
Gesetz der groRen Zahlen fur nichtnegative Zufallsvagiabrhalten wir

n—1~ ] — _
V., = =Y (Xi-m)P—-(X,-m)? — P-fast sicher,
- ;( m)” — ( m) v

n

also auch/,, — v P-fast sicher.

SCHATZEN VON INTEGRALEN: Allgemeiner kénnen wir fir jede Funktiohe £1(S, S, u)

o~ [rau

erwartungstreu durch dempirischen Mittelwerte

das Integral
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schatzen. Dies haben wir schon in Kapitel 3 fir Monte Carlda¥een verwendet. Da die
Zufallsvariablenf (X;) wieder unabh&ngig und identisch verteilt sind mit Erwagswert
0, gilt nach dem starken Gesetz der grof3en Zahlen:

a} — 0 P-fast sicher (7.3.2)

(4). SCHATZEN DER VERTEILUNG: Die gesamte Verteilung kdnnen wir durch diempiri-
sche Verteilung

N 1 &
) = 2> bx
=1

der Zufallsstichprobe schatzem, ist eine ,zuféllige Wahrscheinlichkeitsverteilufigl.h.
eine Zufallsvariable mit Werten im Raui'V'(R) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (R, B(R)). Aus (7.3.2) ergibt sich die folgende Approximationsegeraft der empi-
rischen Verteilungen:

[ram=33000 =5 [ ra (7.33)
i=1

P-fast sicher fur allef € £1(S, S, p).

Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktionen
Fur dieempirischen Verteilungsfunktionen
~ 1 :
Fule) = Hml(zoo,d] = —H{l<isn: Xi<c}

von unabhangigen, identisch verteilten, reellwertigetiasvariablen X, X5, ... mit Vertei-
lungsfunktionF" ergibt sich wegerf,,(¢) = fl(foqc] dity:

lim F,(¢c) = Flc) P-fast sicher fur alle: € R. (7.3.4)

n—oo

Diese Aussage kann man noch etwas verscharfen:

Satz 7.12(Glivenko-Cantelli). Sind X7, X5, ... unabhéngig und identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktionF’, dann gilt fir die empirischen Verteilungsfunktiongn

sup |F,.(¢) — F(¢))] — 0 P-fast sicher. (7.3.5)

ceR
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Beweis.Wir fihren den Beweis unter der zusatzlichen Annahme, dassetig ist — fir den
allgemeinen Fall siehe z.Elenke: WahrscheinlichkeitstheoriBies > 0 gegeben. ISF stetig,
dann existiereik € N und Konstanten

—00 = O < C1 < Co < - < CL = o0 mit F(Cl) — F(Ci,1> <

DO ™

furallel < i < k. DaF,, nach’Z.3.4 mit Wahrscheinlichkeitpunktweise gegei’ konvergiert,
existiert zudem eimy € N mit

€
Orgiagl |Fn(cl) F(cl)| < 5 fur allen > ny.

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktionen folgt dann

Fole)— F(c) < Fyc)—F(ei) < g VY Fy () — Fla) < e
und entsprechend

Fle)— Fy(¢) < F(a) = Folei) < g 4 F(e) — Fole) < e
furallen > ng,c € R,und1 <:¢ < kmitc;_; < ¢ < ¢;. Also gilt auch

sup |F,(c) — F(c)| < ¢ far allen > ny.
ceR

]

Bemerkung (QQ-Plot). In parametrischen statistischen Modellen nimmt man vomiverein

an, dass die beobachteten Daten Realisierungen von Zafiadiblen sind, deren Verteilung aus
einer bestimmten Familie von Wahrscheinlichkeitsveutegen stammt, z.B. der Familie aller
Normalverteilungen. Um zu entscheiden, ob eine solche Amesfiir gegebene reellwertige Da-
tenxy,...,x, gerechtfertigt ist, kann man die empirische Verteilungkfion mit der tatsach-

lichen Verteilungsfunktion vergleichen. Ein praktikablgraphisches Verfahren ist der Quantil-
Quantil-Plot, bei dem die Quantile der empirischen und Heotetischen Verteilung gegenein-
ander aufgetragen werden. Um auf Normalverteilung zu negiettet man beispielsweise die

Punkte
k—1
((p_l (Tz) 7(E(k)>, k':]_,27...,n,

wobei® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilurigusd

(1) < Z(2) < ... < Z(n)
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die Ordnungsstatistiken van, . . ., z,,, also die(k — 1)/n-Quantile der empirischen Verteilung
sind. Ist die zugrundeliegende Verteilung eine Normabikmg mit Mittel m und Standardab-
weichungo, dann liegen die Punkte fur grodenaherungsweise auf einer Geraden mit Steigung
o und Achsenabschnitt, da fur die Verteilungsfunktion und die Quantile der theisahen Ver-
teilung dann

Fle) = PX<d = PloZ+m<d = P{ch_m} - @(C_m),

bzw.

Flu) = m+od(u)

gilt. Die folgende Grafik zeigt QQ-Plots bzgl. der Normatedung fir verschiedene Datenséatze.

Histogramme und Multinomialverteilung

Die empirische Verteilungi,, (w) = % Zn: dx,w) von ZufallsvariablenXy, ..., X, ist selbst ei-
ne Zufallsvariable mit Werten im Raﬁ?n der Wahrscheinlictsarteilungen. Wir wollen nun
die Verteilung dieser Zufallsvariablen explizit berechnfalls die X; unabhangig und identisch
verteilt mit endlichem Wertebereichi sind. Haben die Zufallsvariablen keinen endlichen Wer-
tebereich, dann kann man die Aussagen trotzdem anwendismiman den Wertebereich in
endlich viele Teilmengen (Klassen) zerlegt.

DasHistogrammvon n Beobachtungswerten, .. ., z,, die in einer endlichen Mengg liegen,
ist der Vektor

E:(h’a)aES7 h/a: |{1§Z§n|f]jlza}|’

der Haufigkeiten der mdglichen Werdec S unterzq, ..., x,. Graphisch stellt man ein Histo-
gramm durch ein Balkendiagramm dar:
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hy

Abbildung 7.3: Histogramm der Klassenb, c undd mit den jeweiligen Haufigkeiteh,,, hy, h.
undhy

Der Raum Histn, S) aller moglichen Histogramme vonBeobachtungswerten ist eine Teilmen-
gevon{0,1,...,n}":

Hist(n,S) = {h=(ha)aeslha € Z1,» ha=n} C {0,1,...,n}".

a€esS

Sie nuny eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen §e$. Wir wollen die Vertei-
lung des Histogrammvektors bestimmen, wenn die Beobackivente unabhangige Stichproben
von der Verteilung: sind. Wir betrachten also unabhangige Zufallsvariabien. . ., X,, auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsrauff, <7, P) mit Verteilungu und die Haufigkeiten

Hy(w) = |H1<i<n: X;(w)=a}

der moglichen Werte, € S. Die ZufallsvariableH, ist Bin(n, p)-verteilt mitp = u[{a}]. Wir
berechnen nun digemeinsame Verteilungaller dieser Haufigkeiten, d.h. die Verteilupg des
Zufallsvektors

H = (H)ws : Q — Hist(n,S)
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mit Werten im Raum der Histogramme. Dazu verwenden wir diebbdAagigkeit derX;. Mit
I ={1,...,n} erhalten wir:

pu(k) = PlH,=k, Va€ 9]
= P[X; = a genauk,-mal fur allea € S]
= Y PlXi=a Viel, YVac¥
I= I

a€s
| al=ka

= > [[ulfa®

= U I, a€esS
a€sS
Hal=ka

= (7) Mntta

a€sS

Hierbei laufen die Summen Uber alle disjunkten Zerlegungen/ = {0, 1,...,n} in Teilmen-
geni,, a € S, mit jeweilsk, Elementen, und deévlultinomialkoeffizient

n n! .
(E) = T kae{O,l,...,n}mltZk’a:n,

a€sS

gibt die Anzahl der Partitionen vanElementen in Teilmengen von jewelts Elementen an.

Definition. Die Verteilung des Histogrammvektatt heil3tMultinomialverteilung fir n Stich-
proben mit Ergebniswahrscheinlichkeiten(a), a € S.

Bemerkung. Im Fall |S| = 2 ist H(w) eindeutig festgelegt durcH,(w), und die Zufallsva-
riable H, ist binomialverteilt mit Parametema undp = p[{1}]. In diesem Sinn ergibt sich die
Binomialverteilung als Spezialfall der Multinomialvetteig.

7.4 Entropie

Wir definieren nun die Entropie einer diskreten Wahrschahikkitsverteilung. Mithilfe des Ge-
setzes der gro3en Zahlen kénnen wir eine statistischephetation dieser Grof3e geben, aus der
sich insbesondere der Quellenkodierungssatz von Shamgit. e
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Definition und Eigenschaften
Wir bemerken zunéchst, dass die 8uft) definierte Funktion
xlogz furz >0
u(z) =
0 furz =0

stetig und strikt konvex ist mit

£
—
Na¥
IN

0 fur allex € [0, 1], (7.4.1)
x—1 furallex > 0, (7.4.2)

<
—~
=
Y

und absolutem Minimum(1/e) = —1/e.

04+

0.2+

0.5 1.0

—_—_——_——_—— 0=

—0.4 +

—0.8 +

—-1.0

—1.4 -

Abbildung 7.4: Graph der Funktiomn(z) (blau) und ihrer unteren Schranke- 1 (rot)

Sei nunS eine abzahlbare Menge, upd= (u(z)).cs eine Wahrscheinlichkeitsverteilung asif

Definition. Die GroRRe

H(p) = = > pla)logpu(s) = = u(p(x)) € [0,5]
€S €S
w(x)#0

heil3tEntropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Anschaulich kénnen wir-log u(x) interpretieren als MaB fur die »Uberraschung« bzw. den
»Informationsgewinn, falls eine Stichprobe von der \irtey ;« den Wertz hat. Die »Uberra-
schung« ist umso grofRer, je unwahrscheinlichést. Die EntropieH (u) ist dann die »mittlere
Uberraschung« bzw. der »mittlere Informationsgewinn4drbgiehen einer Stichprobe vam
Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch die Waklldwgarithmus erklart, ist:

Satz 7.13(Faktorisierungseigenschaft. Fur beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
geny undv gilt:
Hp®v) = H(p) + H(v).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unagig@am Experimenten zusammenge-
setzten Zufallsexperiment ist also die Summe der einzatmttteren Informationszuwachse.

Beweis.Nach Definition der Entropie gilt:

Hpov) = Y pa)v(y)log(p()v(y)

w(x)v(y)#0
= — > pl@)log(u() — Y v(y)log(v(y))
z:p(z)#0 Yy (y)#0
= H(p)+ H(v)

O
Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzahlbaren MgdgeWahrscheinlichkeitsverteilun-
gen mit minimaler bzw. maximaler Entropie.
Extrema der Entropie:

(1). Entropieminima: Nach [Z.4.1) ist die Entropie stets nicht-negativ, und #s gi
H(p)=0 <= u(x)e{0,1} VxeS <= pu isteinDiracmal}

Die Diracmal3e sind also die Entropieminima. Ist das Zuafieriment deterministisch,
d.h.,. ein DiracmaR, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe pdeine Uberraschung bzw.
kein Informationszuwachs auf.

(2). Entropiemaximum: Ist S endlich, dann gilt fur alle Wahrscheinlichkeitsverteiem ;.
auf S:

H(p) < —log (ﬁ) — Hy),
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wobeil{s die Gleichverteilung auf$ ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt namlich

=3 ulpa)) = ﬂﬂ /MM@ﬂ@M@

B o [ o ustan))

| 1
= —|S-ul—= = —log-—
s (1g7) g

mit Gleichheit genau dann, wenndie Gleichverteilung ist.

A
i
S

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einenalichen Zustandsraum. An-
schaulich kdnnen wir die Gleichverteilung als eine »vdfligallige« Verteilung auffassen
—d.h. wir verwenden die Gleichverteilung als Modell, werinkeinen Grund haben, einen
der Zustande zu bevorzugen. Die Entropie ist in diesem Sm#&lal fur die»Zuféllig-
keit« (bzw. »Unordnung& der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Auf einer abzahlbar unendlichen Menge existiert keine \8&teinlichkeitsverteilung mit
maximaler Entropie.

Beispiel (Entropie von Markovketten). Seip(z,y) (z,y € S) eine stochastische Matrix auf
einer endlichen Meng#, die die Gleichverteilung{s als Gleichgewicht hat, d.h. fur allee S
gilt:

doplzy) = S| Us(@)plzy) = S| Us(y) = 1 (7.4.3)

zeSs zeS

Beispielsweise isp die Ubergangsmatrix eines Random Walks auf dem diskreteis Kie =
7./ (kZ), der symmetrischen Gruppg, (,Mischen eines Kartenspiels®), oder dem diskreten Hy-
perwurfel{0, 1}" (,Ehrenfestmodell).

Der folgende Satz zeigt, dass die Entropi€up™) der Verteilung zur Zeit, einer Markovkette
mit Startverteilung: und Ubergangsmatrix monoton wachst:

Satz 7.14(Zunahme der Entropie). Istp eine stochastische Matrix agfmit (7.4.3), dann gilt:

H(pp) > H(p)

fur jede Wahrscheinlichkeitsverteilungauf S. Insbesondere ist — H (up™) monoton wach-
send.
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Beweis. Aus der Jensenschen Ungleichung folgt:

—H(up) = ZU<ZM(ﬂf)p(ﬂf,y}>

< DY ulp(@)p(,y)
= > ulpx) = —H(p).

Hierbei haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass die Famkt, konvex ist, und dass +—
p(z,y) nach [(Z.4.B) fur jedeg € S die Gewichtsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsvertegu
ist. ]

In der Interpretation der statistischen Physik geht di#izke Entwicklung auf makroskopischer
Ebene (Thermodynamik) von einem geordneten hin zu eineraardgeten Zustand maxima-
ler Entropie (»thermodynamische Irreversibilitét«). fedem ist auf mikroskopischer Ebene die
Dynamik rekurrent, d.h. jeder Zustande S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkeit
1 unendlich oft besucht — dies dauert nur eventuell astroscmiange. Die Einfihrung eines
Markovmodells durch die osterreichischen Physiker Tatjamd Paul Ehrenfest konnte eine ent-
sprechende Kontroverse von Zermelo (,Dynamik kehrt immieder zuriick”) und Boltzmann
(,soll solange warten®) I6sen.

Statistische Interpretation der Entropie

Sei . eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzahlbdiengesS. Die Wahrscheinlich-
keit einer Folge von Ausgéngen, . . ., z,, bei Entnehmen einer Stichprobe auanabhangigen
ZufallsgroRen mit Verteilung betragt

n

Pu(T1, .y Tp) = H w(z;).

i=1
Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung derté¢, . . ., z,, ist also
1
——logp,(x1,....,2,).
n g pn(T1 )

Mithilfe des Gesetzes der grofRen Zahlen kdnnen wir die Asgtikpdieser Grol3en fin — oo
untersuchen:

Satz 7.15(Shannon - Mc Millan). SeienX;, X,, ... :  — S unter P unabh&ngige Zufallsva-
riablen mit Verteilung:. Dann gilt P-fast sicher

1
——logpn(Xy,..., X)) —  H(p) fur n — oo.
n
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Beweis. Mit Wahrscheinlichkeitl gilt x(X;) > 0 fur alle ¢, also nach Korollar 7.11:

1 1 oo
——logpa(X1, . Xn) = =) logu(X;) 3 —/logudu = H(p).
1=1

]

Bemerkung(Exponentielle Skalg. Die Aussage des Satzes besagt, dass auf der ,exponentiellen
Skala“ fast sicher
(X1, X)) ~ e HW

gilt, d.h. beide Ausdricke sind asymptotisch aquivalestaif subexponentielle (also z.B. poly-
nomiell) wachsende Faktoren. Eine asymptotische Besahrgilson Wahrscheinlichkeiten auf
der exponentiellen Skala ist Gegenstand der Theorie gAdfdeeichungen, siehe Abschnitt Satz
8.3 und Kapite[ 11l unten.

Entropie und Kodierung

Wir betrachten nun eine Anwendung der Entropie aufrd@glichst effiziente Beschreibung/Ko-
dierung einer ZufallsfolgeEine unbekannte Signalfolge mit Werten in einer endlichemiyeS
(dem zugrundeliegenden ,Alphabet”) beschreibt man imagn$ten A-Priori-Modell durch un-
abhéngige ZufallsvariableX;, X5, ... mit Verteilung x, wobeiu(x) die relative Haufigkeit des
Buchstabens in der verwendeten Sprache ist. Eine ,perfekte” Kodierurtmet jedem Wort mit
einer vorgegebenen Anzahlvon Buchstaben, also jedem Element des Produktratimeine
Binarfolge zu. Will man alle Worter mit Buchstaben perfekt kodieren, werdenlog | S| Bits
bendtigt. Wir betrachten stattdessen ,effiziente” Kodmgren, die nur den ,meisten” Wortern mit
n Buchstaben eindeutig eine Binarfolge zuordnen.

Definition. Eine Folge von MengeB,, C S™ (n € N) heil3twesentlichbzgl. i, falls

Pl(X1,..X)) €B) = u'[B) — 1 firn— oc.

STL

{0,1}*

Abbildung 7.5: Perfekte Kodierung
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irgendwie

{0, 1}*

Abbildung 7.6: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge vonseatlichen Mengew,,.

Korollar 7.16 (Maf3konzentrationssatz von McMillan). Fur jedess > 0 ist die Folge
B, = {(ZBl, ) € 8" | e MHW+e) < Pu(T1, oy zp) < e M H (1)=e) } , n € N,
wesentlich bzglu, und es gilt
|B,| < enH+e) fir alle n € N.

Beweis.Es gilt

1

B, = {(xl, wy) €S" |H(p) —e < - log pp (a1, .oy ) < H(p) +5}. (7.4.4)

Da aus der fast sicheren Konvergenz veflog p,(X1, ..., X,,) gegen die Entropig/ () die
stochastische Konvergenz folgt, ist die FolBg (n € N) nach Satz 7.15 wesentlich bzgl.
Zudem gilt wegemn,, (1, ..., z,,) > e "W+ fir (zy, ..., 2,) € B,:

L= P[(XlaaXn) GBn] = an(x17-.-7xn) > ’Bn’-efn(H(“)JrE)?

CCEBn

also|B,| < enHm+e) O

Der Mal3konzentrationssatz zeigt, dass Folgen von weskeatliiMengen existieren, die auf der
exponentiellen Skala nicht viel schneller ad$)(n - H (1)) wachsen.

Wie grof3 sind wesentliche Mengen mindestens?pRér(0, 1) sei
K(n,p) = inf{|A,||A, C S" mit P[(X4,...,X,) € A,] > p}

die mindestens bendtigte Anzahl von Wértern, um den Téxt ..., X,,) mit Wahrscheinlich-
keit > p korrekt zu erfassen. Dann iktg, K (n, p) die fur eine korrekte binare Kodierung von
(X1, ..., X;,) mit Wahrscheinlichkeit- p mindestens bendtigte Anzahl von Bits.
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Satz 7.17(Quellenkodierungssatz von Shannon Fr allep € (0, 1) gilt:

1
lim — log K(n,p) = H(u), bzw.

n—oo N

1

lim —logy K(n.p) = Ha(u) = = 3 plx)logy p(x).
z:pu(2)#0

Insbesondere gilt: Istl,, (n € N) wesentlich bzgl., so ist
1
liminf — log|A4,| > H(p).
n—oo M

Bemerkung. (1). Die GrdBe% log, K(n,p) kann als die fur eine mit Wahrscheinlichkeit
p korrekte Kodierung bendtigte Zahl von Bits pro gesendetemhBiaden interpretiert
werden.

(2). Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Falgemesentlichen Mengen gibt, die
auf der exponentiellen Skala deutlich langsamer wéachstialsn Mal3konzentrationssatz
konstruierten Folgen.

Beweis.Wir zeigen separat eine obere und eine untere Schran@beldigr}((n,p):
Obere Schranke lim sup + log K (n,p) < H(p):

n—0o0

Zum Beweis sei > 0 gegeben. Nach Korollar 7.116 ist die Folge
B, = {w € §"|eHWt) < p (2, . 2,) < e =)}
wesentlich bzgly, und+ log | B,| < H(u) + ¢. Wegen

lim P[(X;,...X,) €B,] = 1 > p, (7.4.5)

n—oo
folgt
1 1
limsup — log K(n,p) < limsup— log|B,| < H(u)+e.
n

n—oo N Nn—00

Die Behauptung ergibt sich figzr— 0.
Untere Schranke liminf < log K (n,p) > H(u):
n—oo
SeienA,, C S™ mit P[(Xy, ..., X,,) € A,] > p. Dann gilt wegen{7.415) und(7.4.4) auch
p < liminf P[(Xy,...,X,) € A,NB,] < liminf (JA, N B, -e_”(H(”)_g)) :
n—00 n—0o0
also fur alles > 0
1 1
liminf — log|A4,| > liminf— log|A,NB,] > H(u) —e.
n—oo N n—oo N
Fure — 0 folgt
1
liminf — log |[A,| > H(p).
n—oo N
]
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Kapitel 8
Grenzwertsatze

SindX; : 2 — R, i € N, unabhangige identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvaremit Erwartungs-
wert m, dann konvergieren die Mittelwerl%— der Summers,, = an X; nach dem Gesetz der
grof3en Zahlen fin — oo fast sicher gegem. Wir wollen nun dié:\/lerteilung vory,, fur grol3e
n genauer untersuchen. Dabei unterscheidet man zwei uhiedtiche Arten von Aussagen:

e Zentrale Grenzwertsatzeeschreiben ,typische” Fluktuationen um den Grenzwertaums
Gesetz der grol3en Zahlen, d.h. die asymptotische Form dtilMag vons,, /n in Berei-
chen der GroRenordnurig(1/y/n) um den Erwartungswert, siehe Abschnift 8]4.

e Aussagen ubegrol3e Abweichungebeschreiben asymptotisch die Wahrscheinlichkeiten
der seltenen Abweichungen der GroRenordn@rig) von S, /n vom Erwartungswertrn.
Diese Wahrscheinlichkeiten fallen unter geeigneten \&satzungen exponentiell ab, siehe
Abschnit{8.2.

Mit dem Satz von de Moivre/Laplace bzw. der Bernsteinunglang haben wir bereits entspre-
chende Aussagen kennengelernt, falls dieBernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. In die-
sem Kapitel werden wir sehen, dass keine spezifische Forvedimilung vorausgesetzt werden
muss, sondern die Aussagen ganz allgemein unter geeigmétgnierbarkeitsbedingungen gel-
ten.

Ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis allgemeiner Grenzwétrze sind momentenerzeugende
und charakteristische Funktionen:
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250 KAPITEL 8. GRENZWERTSATZE

8.1 Charakteristische und Momentenerzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt fiihren wir charakteristische und mom@eerzeugende Funktionen von re-
ellen Zufallsvariablen ein und beweisen einige grundlédgeAussagen uber diese Funktionen.
Insbesondere zeigen wir, dass sich die Verteilung einderegufallsvariable eindeutig aus ihrer
charakteristischen Funktion rekonstruieren lasst.

Definition und Eigenschaften

Sei(, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und : 2 — R eine reellwertige Zufallsvariable mit
Verteilung .

Definition. (1). Die Funktion) : R — (0, o],

M(t) = ElY] = / e 1(dr),

heiRtmomentenerzeugende Funktioneader ZufallsvariableX bzw. der Verteilung:.
(2). Die Funktionp : R — C,

o) = B¢ = / ¢ (dr),

R

heil3tcharakteristische Funktiorvon X bzw. .

Da die Funktionem — e undt — ¢ fir ¢ € R nichtnegativ bzw. beschrankt sind, sind die Er-
wartungswerte definiert. Dabei wird der Erwartungswereekomplexwertigen Zufallsvariable
separat fir Real- und Imaginarteil berechnet.

Rechenregeln Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar auseferition:
(1). SindX undY unabhangige reellwertige Zufallsvariablen &0f .4, P), dann gilt
Mxiy(t) = Mx(t) My(t) und  oxiv(t) = ox(t) oy (?)
furallet € R.
(2). Fura,b € R qilt
Maxi(t) = € Mx(at) und dax+o(t) = € px(at)

fur allet € R.
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8.1. CHARAKTERISTISCHE UND MOMENTENERZEUGENDE FUNKTIONEN 251

(3). Fur momentenerzeugende bzw. charakteristische lemekt gilt stets

M@O) = o¢0) = 1, und
p(—t) = o¢(t)  furallet € R.
Die Funktiong(—t) = [ e~"* u(dz) ist dieFouriertransformatiordes MaReg. Ist i absolutste-

tig bzgl. des LebesguemaBes mit Diclfitelann istp(—t) die Fouriertransformation der Funktion

f:

o) = / ey de = f().

R
Entsprechend ist

M(—t) = /e‘m p(dx) (t>0)

R

die Laplacetransformationles Mal3es bzw. der Dichtef.

Bemerkung (Zusammenhang vonM und ¢). (1). Gilt M (s) < oo fur eins > 0 (bzw. ana-

log fuir eins < 0), dann istM auf dem Intervall0, s| (bzw. [s, 0]) endlich, denn nach der
Jensenschen Ungleichung folgt:

M@lt) = E[*] < E[e* < o fir alle t € [0, s] bzw.t € [s,0].

(2). Gilt M (t) < coauf(—9,9) fureind > 0, dann istM analytisch fortsetzbar auf den Streifen
{z € C : |Re(z)| < ¢} in der komplexen Zahlenebene, und es gilt

o(t) = M) far allet € R.

Die letzte Bemerkung ermdglicht manchmal eine vereinfaBetechnung der charakteristischen
Funktion.

Beispiel. (1). Fir eine standardnormalverteilte Zufallsvariablgilt:

Mz<t> _ ele—2 /Qd t2/2

1 02/2 i
— @022 — */2 <« 50 furalle t € R.
V2T / V2T /

Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

oz(t) = My(it) = e ¥/  furalleteR.
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252 KAPITEL 8. GRENZWERTSATZE

(2). Eine normalverteilte Zufallsvariablé mit Mittel m und Varianzo? kénnen wir darstellen
alsX =oZ +mmitZ ~ N(0,1). Also gilt:

o2t?
Mx(t) = €™ My(ot) = exp (mt+ 5 ) ,

o2t?

ox(t) = exp (z’mt — T) .

Sind X, ..., X,, unabhangigeN (m, o?)-verteilte Zufallsvariablen, dann erhalten wir:

n 242
Dxyttx, () = Engi(t) = exp (inmt _ nazt ) :

Da die rechte Seite die charakteristische Funktion ¥mm, no?) ist, folgt nach dem
Fourierinversionssatz (s.u., Saizl8.2):

X+ ...+ X, ~ N(nm,no?).

(3). Die Binomialverteilung mit Parameternundp ist die Verteilung der Summg_’"_, Y; von
unabhéngigeernoulli(p)-verteilten Zufallsvariable, ..., Y. Also sind

n

o(t) = [[ow)=(1-p+pe")", und
=1
M(t) = (1—p+pe)"
die charakteristische und momentenerzeugende FunktioBwdn, p).

(4). Die Cauchyverteilungst die absolutstetige WahrscheinlichkeitsverteilunfyRumit
Dichte

1
f(ﬂf):m

Fur eine Cauchyverteilte Zufallsvariabke gilt Mx(t) = oo fur allet # 0

(x € R).

(und sogalE[| X|"] = co ¥n € N). Trotzdem existiert
bx(t) = e M furallet € R .
Die charakteristische Funktion ist allerdings beiicht differenzierbar.

Wir zeigen nun, dass sich die MomerteX™"| einer ZufallsvariableX : 2 — R unter geeigne-
ten Voraussetzungen aus der momentenerzeugenden bzaktenetischen Funktion berechnen
lassen. Die nétigen Voraussetzungen sind allerdings ilmlEamomentenerzeugenden Funktion
viel starker:
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Satz 8.1. (1). IstM endlich auf(—4, ), > 0, dann gilt

EleX] = “E[X") furallez € Cmit|z] <.
n.
n=0
Insbesondere folgt
o t”
M) = Y —E[X"  furalet e (=4,9),
n=0

und somit
M™(0) = B[X™] firallen > 0.

(2). IstE[|X|"] < oo fur einn € N, dann gilty € C™(R) und
PM(t) = i E[X"e™] firallet ¢ R . (8.1.1)

Beweis. (1). Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonewekgenz folgt fur
s € (0,0):

S - el £ Eesi] <

Insbesondere existieren alle MometteX "], n € N, sowie die exponentiellen Momente
E[e*X] fur z € C mit |Re(z)| < §. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wir flr diese

zudem
G z" ny __ 12 S (’ZX)n _ : - (ZX)n _ zX
2 BN =t B\ S = Bl D = B

dace®X! fir s > |z| eine Majorante der Partialsummen ist.

(2). Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nachriirn = 0 gilt (8.1.1) nach Definition
von ¢(t). Ist E[| X |"*!] < oo, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz
von Lebesgue:

¢ (t + h}i — ¢M(1) _ %E [<2X)n (ei(t+h)X _ eitX)]

t+h
= E{(@'X)”E / iXe™ ds] —  E[GX)" ™
t

fur h — 0, also
¢"+1(t) — E[(iX)n+1 . eitX].
Die Stetigkeit der rechten Seite irfolgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue und der

Voraussetzund’[| X |* ] < oo.
[l
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254 KAPITEL 8. GRENZWERTSATZE

1/2

Beispiel. Fur eine ZufallsvariabléX mit Dichte fx (z) = const. - e~ 121" gilt E[|X|"] < oo flr
allen € N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft diffnzierbar. Die momentener-
zeugende Funktion/ (t) = E[e*X] ist hingegen nur fit = 0 endlich.

Bemerkung (Satz von Bochnej. Eine Funktiony : R — C ist genau dann eine charakteristi-
sche Funktion einer WahrscheinlichkeitsverteilungRuévenn gilt:

(1). ¢(0) =1 und |p(t)] <1 furallet € R.
(2). ¢ ist gleichmafiig stetig.
(3). ¢ istnicht negativ definjtd.h.

Zqﬁ tj)ziz; >0 VneN, t,...t, €R, z,..., 2, € C.

i,7=1
Dass jede charakteristische Funktion einer Wahrschakgitsverteilung die Eigenschaften (1)-
(3) hat, priift man leicht nach (Ubung). Der Beweis der umgekehAussage findet sich z.B. in
Vol. Il des Lehrbuchs von Feller.

Inversion der Fouriertransformation

Die folgende zentrale Aussage zeigt, dass eine Wahrsdateialtsverteilungeindeutigdurch ih-
re charakteristische Funktianfestgelegt ist, und liefert eirexplizite Formekur Rekonstruktion
der Verteilung aus:

Satz 8.2(Lévys Inversionsforme). Sei¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable
X mit Verteilungu. Dann gilt:

(1).
fzta - 7ztb
S ul{al] + ula,b)] + 5 ul{o}] = o Jim / o wdt Ya<b.
(2). Gilt f (t)| dt < oo, dann istu absolutstetig mit stetiger Dichte
_ 1 OO —itx
fla) = 5 e (t) dt.

Bemerkung. (1). Die Verteilungu ist durch (1) eindeutig festgelegt, denn il € R mit
c < dqgilt:

% p[{a}] + p[(a, b)] + % pl{b}] =

fir a \, cundb " d.

(#[latl] +uf@n)]) — ulead].

N | —
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(2). Ist die Verteilungu absolutstetig mit quadratintegrierbarer Dichtedann ist auch die
entsprechende charakteristische Funktion
o) = [ et
quadratintegrierbar. Die Aussage (2) aus Satr 8.2 ist sedieFall die klassischeourier-
inversionsformel der Analysisiehe z.B. Forster ,Analysis 3".

Im Beweis der Inversionsformel verwenden wir den Satz vonirtuber besagt, dass wir die
Integrationsreihenfolge in Doppelintegralen vertausctiérfen, wenn der Integrand produktin-
tegrierbar ist. FUr den Beweis des Satzes von Fubini verweiseauf die Analysisvorlesung

oder Abschnitt 9.1.

von Satz 8J2. (1). SeiT > 0 unda < b. Nach dem Satz von Fubini kbnnen wir die Integrati-
onsreihenfolge in dem folgendem Doppelintegral vertaeschnd erhalten:

1 T _—ita _ _—ith zt(x a) _ eit(z—b)
R // dtp(dr) 8.1.2)

2 J_p i \/
f it u(dm

J/

= g(T )

Dabei haben wir benutzt, dass der Integrand produktiredggr ist, da aus der Lipschitz-
Stetigkeit der Abbildung + ¢% mit Konstantel = 1 folgt, dass

it(z—a) it(z—Db)

(& — €

it

< [t-(x—a)—t-(x—0)

< = |a— b gilt.
12

Weiterhin erhalten wir, wegeti =% = cos(t-(z—a))+isin(t-(z—a)), cos(z) = cos(—x)
undsin(z) = —sin(—z):

g(T,z) = /0 sin(t - (tx —a)) g /0 sin(t - (tw — b)) »

_ /T‘(I_“) sinudu B /T'(x_b) sinudu
0 u 0 u

= S(T:-(x—a)) — S(T-(x—0))

wobei

t .
s = [ S du
0

der Integralsinus ist. Mithilfe des Residuensatzes (sielmfonentheorie) zeigt man:

lim S(t) = , lim S(t) = —g.

t—o00 t——o00
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256 KAPITEL 8. GRENZWERTSATZE

Damit erhalten wir:

. ™ ™ ™
lim ¢(T,z) = B sgn(x —a) — B sgn(z —b) = 7 Lgp(x) + R Itapy ()

T—o0
wobei wirsgn(0) := 0 setzen. D&’ beschrankt ist, ist aucf(7’, x) beschréankt irf” undz.
Nach dem Satz von Lebesgue folgt daher aus (8.1.2) fir oo

% B #qﬁ(t) dt = %/Q(Tax) p(dx)
TF ula,b)] + 5 alfa).

(2). Istg integrierbar, dann ist die Funktidn, ) — e~"* ¢(t) produktintegrierbar auf
[a,b] x R furalle —oco < a < b < oo. Also ist die Funktion
1 [~ _,
= — " () dt
f@) = gn [ ™ol
integrierbar aufa, b], und es gilt nach dem Satz von Fubini und (1):

/abf(x)dx:%

[e.e]

o) [ e dvar @ S u{a)] + lla,b)+ 5 ul{b)].

e—ita _o—ith
it

—00

Insbesondere folgt

b—e b
/ f(e)dz < pl(a,b) s/ f(e)de Ve o,

+e
also fure N\, 0:

ul(@,b)] = / f(a) de

8.2 Erste Anwendungen auf Grenzwertsatze

Charakteristische und momentenerzeugende Funktionerewélfig beim Beweis von Grenz-
wertsatzen der Wahrscheinlichkeitstheorie vewendet.skizzieren an dieser Stelle schon ein-
mal die Anwendung charakteristischer Funktionen zum Bewesszentralen Grenzwertsatzes
und zeigen anschlie3end, wie obere Schranken fir die Wadirdichkeiten grof3er Abweichun-
gen vom Gesetz der grol3en Zahlen mithilfe momentenerzeegd&unktionen hergeleitet wer-
den koénnen. Der detaillierte Beweis des zentralen Grengatzds wird dann nach weiteren Vor-
bereitungen in Abschnitt 8.3 ausgefiihrt. Die Analyse dgmAstotik der Wahrscheinlichkeiten
grolRer Abweichungen auf der exponentiellen Skala werdeimmvapitel[11 durch den Beweis
einer unteren Schranke vervollstandigen.
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Zentraler Grenzwertsatz

SeienX;, X,, ... € £*(Q, A, P) unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablenfijit’;] =
0 fur alled, und seiS,, = X; + ... + X,,. Nach dem Gesetz der grol3en Zahlen gilt:

& — 0 P-fast sicher.
n

Wie sieht die Verteilung von .S, fur grol3e n aus?
Um eine asymptotische Darstellung zu erhalten, reskaliaie zunachst so, dass die Varianz
konstant ist. Es gilt

Var[S,,| = n - Var[X}],

also ist

Var [%} = % - Var[$,] = Var[X;] =: ¢?

unabh&ngig vom.

Um die Asymptotik der Verteilungen der entsprechend statisiarten Summenj—% zu bestim-
men, betrachten wir die charakteristischen Funktionendib&ummanderX; unabhangig und
identisch verteilt sind, erhalten wir

t o\ xiid t "
¢57%(75) = ¢s, (%) = [¢X1 (\/ﬁ)} :
WegenX, € Z?%(Q, A, P) ist ¢, zweimal stetig differenzierbar, und die Taylorentwickjuvei

t = 0 ist gegeben durch

1 1
bx,(t) = 1+i-E[Xq]-t— 3 E[X7] - 4+o(t*) = 1- 50%2 + o(t?).

O'2t2 t2 n
P (t) = (1‘%“(5))

n Ao 2t2
4 exXp (—U—) = ¢N(O,o‘2)(t) ViteR.

Damit folgt:

Wir werden im nachsten Abschnitt zeigen, dass aus der Kgawerder charakteristischen Funk-
tionen unter geeigneten Voraussetzungen die schwacheskgemvz (Definition s.u.) der Vertei-
lungen folgt. Somit ergibt sich:

Zentraler Grenzwertsatz: Die Verteilung der standardisierten Summ%nkonvergiert schwach
gegen die Normalverteiluny (0, o%).

Den detaillierten Beweis werden wir in Abschiitti8.3 fuhrBer zentrale Grenzwertsatz erklart,
warum die Normalverteilungen in der Stochastik von so gré@&eleutung sind:
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Bemerkung (Universalitat der Normalverteilung). Die Limesverteilung im zentralen Grenz-
wertsatz ist unabhangig von der Verteilung &, vorausgesetzt, es gik, € £?(Q, A, P).

GrolRe Abweichungen vom Gesetz der grol3en Zahlen

SeienX, X,, ... € Z1(Q, A, P) i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert und momentener-
zeugender Funktion

und seis,, = X + ... + X,..

Der folgende Satz verscharft dmecht-asymptotischebere Schranke fur groRe Abweichungen
vom Gesetz der groRen Zahlen aus der Bernstein-Ungleictiaig £.6), und verallgemeinert
diese auf nicht Bernoulliverteilte Zufallsvariablen.

Satz 8.3(Chernoff). Fir allen € Nunda € R gilt:

S
P [— > a} < e ™M@ fallsa > m, bzw.
n
S

P {— < a} < e ™M@ fallsg < m,
n

wobei die exponentielle Abfallratéa) gegeben ist durch

I(a) = sup (at — log M(t)).

teR

Beweis.Wir zeigen diese Aussage im Fall> m — der Beweis fuu < m verlauft analog. Der
Beweis erfolgt in drei Schritten:

(1). ZentrierenWir kbnnen 0.B.d.Am = 0 annehmen. Andernfalls betrachten wir die zentrier-
ten Zufallsvariablerf(i = X, — E[X;], die wieder unabh&angig und identisch verteilt sind.
Man Uberzeugt sich leicht, dass aus der Behauptungﬁin‘ie Behauptung furX; folgt
(Ubung).

(2). Exponentielle Markovungleichungiir allet > 0 gilt:

P {% > a} = P[S,>na < e ME[M]

Xlzzzd e_tna E[etxl}n _ e—(at—log M(t))n
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(3). Optimieren der Abschatzun@ilden wir das Infimum der fir verschiedene> 0 erhalte-
nen Abschatzungen, dann ergibt sich:

P & > q < inf 6—(at—log M(t))n _ e sup;>o(at—log ]\/[(t))-n‘
n - t>0

Es bleibt zu zeigen, dass

sup (at —log M(t)) = sup(at—logM(t)) = I(a).

t>0 teR
Diesistin der Tat der Fall, denn féi 0 unda > 0 gilt nach der Jensenschen Ungleichung
und der Voraussetzung = 0:
at —log M(t) < —logE[e™] < —E[loge™™]
= —tm = 0 = a-0-—1logM(0).

]

Bemerkung (Kumulantenerzeugende Funktion, Legendretransformation. (1). Die Funk-
tion A(t) := log M (t) heil3tlogarithmische momentenerzeugemdkerkumulantenerzeu-
gende Funktiowvon X;. Diese Funktion hat u.a. folgende Eigenschaften:

(a) A ist konvex undunterhalbstetigd.h.lim itan(s) > A(t) furallet € R.
(b) A(0) =0.
(c) Gilt M(t) < ccauf(—4,0) fureiné > 0, dann ist

M'(0)

AN(0) = M(0) = m, und
A"(0) = ]\]\44”(%0))—]\]3/((8;2 = EX{]-E[X))* = Var[X].

Die hoheren Ableitungen voh heil3enKumulantervon X;.

(2). Die Ratenfunktion ist die Legendre-Transformation vok

I@)=sup fu(t)  mit  fu(t) = at — A(2),

teR

d.h.I(a) ist der negative Achsenabschnitt der (eindeutigen) Tetegamden Graphen von
A mit Steigungz (wobeil(a) = oo, falls keine solche Tangente existiert).
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Abbildung 8.1: Geometrische Darstellung der Ratenfunkfi@r) als negativer Achsenabschnitt
der eindeutigen Tangente mit Steigun@ot) an die Kumulantenerzeugende Funktion (blau)

Wichtige Eigenschaften der Ratenfunktion sind:

(a) I ist wieder konvex und unterhalbstetig.
(b) I(a) > f.(0)=0  VaeR.

(c) Gilt M(t) < oo auf(—9,9) fur eind > 0, dann istf, € C*>(—=6,6) mit f,(0) =0
und f/(0) = a — m. Also folgt:

I(a) = supf, > 0 YVa#m.

Unter der Voraussetzung der letzten Bemerkung (c) ist diemamptielle Abfallrate strikt posi-
tiv, d.h. es ergibt sich eiexponentieller Abfall der Wahrscheinlichkeiten groRengizhungen!
Sind die ZufallsvariablenX; nicht exponentiell integrierbar, dann kann es auch passjelass
I(a) = 0 flr a # m. Die Wahrscheinlichkeiten groBer Abweichungen falleniesdm Fall lang-
samer als exponentiell ab, denn es gilt auch eine asymghetisntere Schranke mit derselben
Ratenfunktion/, siehe Satz 1217 unten.
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Beispiel. Fur konkrete Verteilungen der Zufallsvariabl&nkann man die Kumulantenerzeugen-
de FunktionA und die Ratenfunktiod haufig explizit berechnen:

—m)?

(1). Fur normalverteilte Zufallsvariablel; ~ N(m, o0?) gilt I(a) = (“202

, also

P {— > a] < e 22 fur allea > m.

Die Ratenfunktion hat eine Nullstelle beim Erwartungswertda die MittelwertS,,/n
gegen diese konvergieren. Jenseits vofallen die Wahrscheinlichkeiten exponentiell ab,
und zwar mit einer Rate die quadratisch wachst.

-2 -1 1 2 3 4
Abbildung 8.2: Legendre-Transformation der logarithrhesc momentenerzeugenden Funktion
einer./#'(1, 1)-verteilten Zufallsvariable

(2). FUrX; ~ Exp(\) gilt

Aa — 1 —log(Aa) fura >0
I(a) = .
00 fira <0

In diesem Fall hat die Ratenfunktion eine Nullstelle beim &mwngswertl /). Da nicht
positive Werte mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht auftretemt klie Ratenfunktion auf dem
Intervall (—oo, 0] den Wert4-oco.
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Abbildung 8.3: Legendre-Transformierte der logarithrhest momentenerzeugenden Funktion
einerExp(2)-verteilten Zufallsvariable

(3). FurX; ~ Bernoulli(p) erhalt man
I(a) = alog (E) + (1 —a)log (1_—@) fira € (0,1).
p

-p

1 +

\/

Abbildung 8.4: Legendre-Transformation der logarithrhest momentenerzeugenden Funktion
einer Bernoulli1/2)-verteilten Zufallsvariable

WegenI (a) > 2(a — p)? verscharft die Abschatzung aus dem Satz von Chernoff ingliese
Fall die in Satz 2J6 hergeleitete obere Schranke

P {& > a] < e~ 2a—p)’n fira > p.
n

Wir werden spéater sehen, da&) sich als relative Entropie der Bernoudl)¢\Verteilung
bzgl. der Bernoulli f)-Verteilung interpretieren lasst.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



8.3. VERTEILUNGSKONVERGENZ 263

Beispiel (Ehrenfestmodell im Gleichgewichj. Es befinden sicih = 10%* Molekile in einem
Gefald. Jedes Molekul sei mit Wahrscheinlichlgein der linken bzw. rechten Halfte. Seiex
(1 < i < n) Bernoulli(})-verteilte unabhangige Zufallsvariablen, wobgi = 1 dafir steht,
dass sich daste Molekul in der linken Halfte befindet. Der Antedl, /n der Molekdle in dieser
Halfte konvergiert nach dem Gesetz der gro3en Zahlen fets¢isgeger /2.

Wie groRistp := P[22 > 1 +10710]?

1
2

Eine Abschatzung mit de2ebysev-Ungleichung liefert:

p < 1020~Var{&} = 107 = ——.

n

Durch Anwenden der exponentiellen Abschatzung erhélt rageglen die viel prazisere Aussage

p < 6—2n(10*10)2 — 2000
Eine Abweichung von der GroRenordnuriy ° vom Mittelwert ist alsgraktisch unméglich !
Die makroskopische Grof3, /n ist daher de facto deterministisch.

8.3 Verteilungskonvergenz

Sei S ein metrischer Raum mit BorelscherAlgebraB(S), zum BeispielS = R oderS = R<.
Wir wollen nun einen fur den zentralen Grenzwertsatz angsereen Konvergenzbegriff fur die
Verteilungeny,, einer FolgeY,, von Zufallsvariablen mit Werten ity einfiihren. Naheliegend
ware es zu definieren, dass eine Folgevon Wahrscheinlichkeitsverteilungen aiff, B(S))
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilyngonvergiert, wenn[A] = lim p,,[A] fur jedeMenge

A € B(S) gilt. Ein solcher Konvergenzbegriff erweist sich jedocliosbals zu restriktiv, z.B.
wirde eine Folge von diskreten Wahrscheinlichkeitsviemgien in diesem Sinne niemals gegen
eine Normalverteilung konvergieren. Einen angemessar@renzwertbegriff erhalt man durch
Berucksichtigung der Topologie aft

Definition. (1). Schwache Konvergenz von WahrscheinlichkeitsverteilungEine Folge( i, )nen
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufmit Borelscher-Algebra)konvergiert schwach
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilynguf S (1, — 1), falls

/f dp, — /f du fur alle stetigen, beschrankteh: S — R gilt.
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(2). Konvergenz in Verteilung von ZufallsvariablerEine Folge(Y,,),.cn Von Zufallsvariablen

mit Werten inS konvergiert in Verteilunggegen eine Zufallsvariabl® bzw. gegen die
Verteilung vony’, falls

VerteilundY,) — VerteilundY),

d.h. falls
E[f(Y,)] — E[f(Y)] fur alle f € C,(5) qilt.

Konvergenz in Verteilung bezeichnet man auf Englisch atsyergence in distribution* oder
,convergence in law.” Entsprechend verwendet man die Kilmzsbweisert,, 2y odery,, A
Y, fallsY,, in Verteilung gegerY” konvergiert.

Beachte: Die Zufallsvariableny,,,n € N, undY kdnnen bei der Verteilungskonvergeaaf
verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraundefiniert sein!

Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Um den Begriff der schwachen Konvergenz besser zu erfassgmrien wir mit einigen Bemer-
kungen und Beispielen:

Bemerkung. (1). Die hier definierte Form der schwachen Konvergenz eictsmicht der im
funktionalanalytischen Sinn definierten schwachen Kageezr auf dem Vektorraum al-
ler beschrankten signierten Maf3e &6fB(.S)), sondern einer schwagetKonvergenz auf
diesem Raum, siehe z.B.LA: LINEARE FUNKTIONALANALYSIS.

(2). Wir werden in Satz 8|5 zeigen, dass im Fal= R die Folgeyu, genau dann schwach
gegenu konvergiert, wenn fur die Verteilungsfunktionen

F,.(x) — F,(v) fur alle Stetigkeitsstellem von F',
d.h. fur allezx € R mit u[{z}] = 0, gilt.

Neben schwacher Konvergenz betrachtet man haufig u.a. aeidblgenden Konvergenzarten
auf positiven bzw. beschrankten signierten Mal3en:

e Vage Konvergenz:u,, konvergiert vage gegen, falls

[ — [ 1

fur alle stetigen Funktionefi mit kompaktem Trager gilt.
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e Konvergenz in Variationsdistanz: y.,, konvergiertu in Variationsdistanzfalls

[ rau- [ s,

Die Variationsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsvéuiagen lasst sich auch wie folgt dar-
stellen:

[ = pinllrv = 5 sup — 0.
f:S—R messbal

mit || <1

I =vlrv = sup |u[A] = v[A]]
Aes

Im diskreten Fall gilt

lp = vl = %ZWHCC}]—V[{«T}M

TE€S

Diesen Abstandsbegriff haben wir bereits in Abschnitt 3bder Konvergenz ins Gleich-
gewicht von Markovketten verwendet.

Offensichtlich folgt aus der Konvergenz in Variationsdist die schwache Konvergenz, aus der
wiederum die vage Konvergenz folgt:

[ — ptllv =0 = = p = p, —p vage

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die unterschieeiickonvergenzbegriffe:

Beispiel. (1). DiracmaRe: Firz, z,, € S (n € N) mit z,, — z gilt 6,, — 6,.

Beweis:

/fddxn = flz,) — f(z /f db, fur alle f € Cy(R).
Alternativer Beweis im Falb = R:
Fs,. () = ][xmoo)(c) noe Iz.00) (¢) = Fs(c) fur allec # «x,

d.h. fir alle Stetigkeitsstellen vaf, .

In diesem Beispiel gilt i.A. keine Konvergenz in Variatiooesm, denn||d,, — d.||rv = 1
fur z,, # x.
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(2). Degeneration/DiracfolgeAuf S = R! konvergiert die Folge,, := N (0, %) von Normal-
verteilungen mit degenerierender Varianz schwach gegemdacmal¥,, denn mit dem
Satz von Lebesgue folgt fif € Cy,(R)

/fdun

z2
e 27 dx

1
N /f(a:) 27 /n
y=y/nz i 1 7%
= [i(F) et
Lebesgue f(O)/ 1 6_% d’y

I
—
s
IS
S

3
5|1
{1
o
/ x
s 2 1 i >

Abbildung 8.5: Schwache Konvergenz der Normalverteiluny€0, 1/n) gegen.
(3). Schwache vs. vage KonvergenRie Folgeu, = N(0,n) konvergiert vage gegen das

Nullmaf x mit u[A] = 0 fur alle A. In der Tat gilt fur f € C(R) mit f(x) = 0 fur
r ¢ |[-K,KI:
2K n—oo

K
1 2
dp,| = 7)) ———e TPy < -8 — 0.
‘/f“ lf“% S Jam Sl

Es gilt aber keine schwache Konvergenz, da
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Die Masse wandert in diesem Fall ins Unendliche ab.

S — —
8 -7 —6 -5 —4 -3 —2 —I 1 2 3 4 5 6 T 8

Abbildung 8.6: Konvergenz der Dichten der NormalvertegenN (0, n) gegen die Nullfunktion.

(4). Wartezeiten:Die WartezeitT,, auf den ersten Erfolg bei unabhéngigen Ereignissen mit
Erfolgswahrscheinlichkejt € (0, 1) ist geometrisch verteilt:

PT,>k = (1-p)* furallek € N.

Sei nun eine Intensitét > 0 gegeben. Um kontinuierliche Wartezeiten zu approximieren
betrachten wir unabhéngige Ereignisse, die zu den Zeitparikn, n € N, mit Wahr-
scheinlichkeit\ /n stattfinden. Dann is%TA/n die Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines
Ereignisses. Fir — oo gilt:

1 AN e

P|:—TA>ZE}:P[TA>HZE]:(1——> L)e_’\:” Vz > 0.

n n n

Also konvergiert die Verteilung vo%TA/n schwach gegen die Exponentialverteilung mit

Parameten. Konvergenz in Variationsdistanz gilt nicht, da die appnaerenden Vertei-
lungen diskret, und die Grenzverteilungen stetig sind.

(5). Diskrete Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilgen: Allgemeiner kdnnen wir
eine gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung auf veesigine Arten durch diskrete Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, also Konvexkombinatiomen Diracmal3en approximieren:

(a) Klassische numerische Approximation:Seip eine absolutstetige Wahrscheinlich-
keitsverteilung aufo, 1] mit Dichtefunktion proportional zy(z), und sei

n = iwg)éi,
i=1
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mit

3=
~

9(;
> g(2)
7j=1
Dann konvergierf.,, schwach gegen, denn

i=1

wd =

n/es &l&@::/fmt v f e C(0,1)).

Jo 9 dz
? g9()
14 ! ////
.|V
1V
L
Nl |+
.o |

Abbildung 8.7: Stiitzstellen und Gewichte einer deterntisiten Approximation vop.

Die Stutzstellen;/n und die Gewichtew!’ kénnen natiirlich auch auf andere Art
gewahlt werden, z.B. kann die hier verwendete naive Apprakon des Integrals
durch eine andere deterministische Quadraturformelznaerden.

(b) Monte-Carlo-Approximation : Sei(S, S, i) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.
Sind Xy, X,, ... : © — S unabhangige Zufallsvariablen a$?, .4, P) mit Verteilung
i, dann konvergieren diempirischen Verteilungen

1 n
Iin(w, S 0X (w
fin(w, o) ”221 Xi(w)
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P-f.s. schwach gegen, denn furf € C,(S) gilt nach dem starken Gesetz grolier
Zahlen furP-fast allew

[t = L3 ) 9 oppe) = [ rae
=1 id,
beschrankt

Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen

Im Gegensatz zu anderen Konvergenzbegriffen fur eine Kalgg.cy von Zufallsvariablen be-
zieht sich die Verteilungskonvergenz nur auf die Vertegeim derY,,. Insbesondere kdnnen die
ZufallsvariablenY,, und der Grenzwent” alle auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsraumen
definiert sein. Wir untersuchen nun den Zusammenhang derstien Konvergenz der Vertei-
lungen mit anderen Konvergenzarten in dem Fall, d39% € N) undY reellwertigeZufallsva-
riablen sind, die auf einegemeinsamen Wahrscheinlichkeitsra(im.4, P) definiert sind.

Satz 8.4.KonvergiertY,, P-fast sicher oderP-stochastisch gegeri, dann konvergierl’,, auch
in Verteilung gegen’.

Beweis.Sei f € C,(R). KonvergiertY,, fast sicher gegel’, dann konvergiert aucli(Y,,) fast
sicher gegerf(Y). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

Elf(v)]  —  Ef(Y)].

KonvergiertY,, nur stochastisch gegén, dann hat jede Teilfolg€Y,,, )ren VON (Y,),en €ine fast
sicher gegeny” konvergente TeiIfoIgéYnkl )ien- Wie zuvor folgt

Elf(Yu,)l  —  E[f{)]

Also hat jede Teilfolge der Folge=[f(Y,)])nen der Erwartungswerte eine gegéhf (Y')] kon-
vergente Teilfolge, d.h. es gilt erneut

Elf(v)l  —  Elf(Y)].

Wir beweisen nun eine partielle Umkehrung der Aussage aizé85%

Satz 8.5(Skorokhod - Darstellung und Charakterisierung der schwacken Konvergen3.

Seienu,, p Wahrscheinlichkeitsverteilungen g€, B(IR)) mit Verteilungsfunktionef;,, bzw. F.
Dann sind aquivalent:
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(1). Die Folge(u,)nen konvergiert schwach gegen
(2). F.(c) — F(c) fur alle Stetigkeitsstelleavon F.
(3). Es existieren Zufallsvariablef,,, G auf
(€2, A, P) = ((0,1), B((0,1)), Uo,1))
mit Verteilungenu,, bzw.u, sodas<, — G P-fast sicher.

Beweis.,(3) = (1)" folgt aus Satz 8]4.
»(1) = (2)": Furc € R gilt:

Fn(C) = /[(Oo’c] dun und F(C) = /I(oo’c] du. (831)

Seie > 0. Wir definieren stetige Approximationen der Indikatorftiok /_ .  durch

1 firz <c—¢ 1 firz <c
f(z) = 0 furz > ¢ , und ge(x) = 0 florz >c+¢
<z firze(c—ec) ekt firz € (c,c+e)
1
|

9
fe

|
c—e C c+He¢

Abbildung 8.8: Stetige Approximationen vdp_ . .

Es gilt
I(—oo,c—s] < fs < [(—oo,c] < Je < I(—oo,c—&-s}- (832)
Konvergiertu,, schwach gegen, dann folgt nach (8.311) und (8.8.2):
liminf F,(¢) > liminf / fedp, = /f6 du > F(c—e), und
limsup F,(c) < limsup/g8 dp, = /gg dup <  F(c+e).
Fire N\, 0 erhalten wir

limsup F,,(¢) < F(¢) = li\r‘%F(c—l—g),
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und

liminf F,,(¢) > F(¢) = li{% F(c—e),
falls F' beic stetig ist.

.(2) = (3)": Furu € (0, 1) betrachten wir die minimalen und maximalerQuantile
G(u) :==inf{z e R| F(z) > u}, und  G(u) :=inf{z € R| F(z) > u}

der Verteilungu, siehe Abschnift414. Entsprechend seigénund G,, die minimalen und maxi-
malenu-Quantile der Verteilung:,,. Analog zum Beweis von Saltiz 4]20 zeigt man, dassnd
G bzw.G,, undG,, unter der Gleichverteilung = U, ;) Zufallsvariablen mit Verteilung bzw.
iy, Sind. Wir zeigen nun, dass aus (2) folgt:

BehauptunglG,, — G P-fast sicher und,, — G P-fast sicher.

Damit ist dann die Implikation (2 (3)“ bewiesen. Den Beweis der Behauptung fihren wir in
mehreren Schritten durch:

(a) Offensichtlich giltG < G, undG, < G, fir allen € N.

(b) G = GundG,, = G, P-fastsicher, denn:

PG#G] = PG<G = P|J{G<c<G}
ceQ
< Y P{G<\{G<cl] = D (PHG<}-P{G<c}]) = 0.
ccQ €@ _F( —F (o)

(c) Wir zeigen nun:
limsup Gp(u) < G(u), und liminf G, (u) > G(u). (8.3.3)
Zum Beweis der ersten aussage genugt es zu zeigen, dass

limsup G,(u) < ¢ fur allec > G(u) mit u[{c}] =0 (8.3.4)

gilt, denn es existieren hochstens abzahlbar vietait p[{c}] # 0. Firc > G(u) mit
pl{c}] = 0 gilt aber nach Definition voii’ und nach (2):
u < Fle) = nh_{](r)lo F.(c),

also existiert eimg € N mit

F.(e) > u fur allen > n,. (8.3.5)
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Aus (8.3.5) folgt

Ga(u) <c fir n > ny,
und somit
limsupG,(u) < e

Damit haben wir die erste Aussagelin (813.3) bewiesen. DatevAussage zeigt man auf
ahnliche Weise.

(d) Aus (a)-(c) folgtP-fast sicher:

(a) — (0 _— (3) — (9 —
limsup G, < limsupG, < G &) G < liminf G, < liminfG,,

—

also
limG, = G und limG, = G.

]

Ein wesentlicher Schritt, um den oben skizzierten BeweiZaesralen Grenzwertsatzes zu ver-
vollstandigen, ist es, zu zeigen, dass die Verteilungerstigrdardisierten Summen von unab-
hangigen, identisch verteilten, quadratintegrierbarefallsvariablen eine schwach konvergente
Teilfolge haben:

Existenz schwach konvergenter Teilfolgen

Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf egmlichenMengeS = {xy,..., 24}
konnen wir als beschrankte FolgeRf auffassen. Daher existiert stets eine konvergente Tegéfol
— der Grenzwert ist wieder eine Wahrscheinlichkeitsvieng aufS. Fur unendliche Mengef
gilt eine entsprechende Aussage im Allgemeinen nicht. \&ivddsen nun ein Kriterium fir die
Existenz schwach konvergenter Teilfolgen fir Folgen vorhkheinlichkeitsverteilungen auf
R!. Dazu setzen wir voraus, dass die Masse nicht ins unendiiohandert:

Definition. Eine Folgeu,, € WV (R) heil3tstraff (engl. tight), falls zu jedem > 0 einc € (0, o)
existiert mit
pn([—c,c]) > 1—¢ far alle n € N.

Eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilunggralso gleichmafiig auf Kompakta kon-
zentriert. Die Masse kann daher fiur— oo nicht ins Unendliche abwandern.

Beispiel. Die Folgeu,, = N(m,,02),m, € R, o, > 0, ist genau dann straff, wenn die Folgen

n

m, undo, der Mittelwerte und Standardabweichungen beschrankt sind
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Satz 8.6(Helly-Bray). Jede straffe Folge,, € WV (R) hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung. (1). Das Kriterium l&sst sich deutlich verallgemeinermé=entsprechende Aus-

).

sage gilt fur Folgen von Wahrscheinlichkeitsverteilungeih beliebigen vollstandigen se-
parablen metrischen Raumen (Satz von Prohorov, sieheBilBigsley: Convergence of
probability measurés Die endlichen Intervallé—c, ¢] in der Definition von Straffheit er-

setzt man in diesem Fall durch kompakte Mengen.

Der RauniV V (R) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen dufoo, oc] ist sogakompakt
beziiglich der schwachen Topologie, dade Folgey,, € WV (R) hat eine schwach kon-
vergente Teilfolge. Der Beweis verlauft analog zu dem vorz Ba. Es folgt, dass jede
Folgeu, € WV(R) eine vag konvergente Teilfolge hat. Der Limes ist jedoch kéin
Wahrscheinlichkeitsmal? ali, da die Masse ins unendliche abwandern kann. Allgemei-

ner gilt: IstS kompakt, dann istV'V (.S) kompakt bzgl. der schwachen Konvergenz.

Wir beweisen nun den Satz von Helly-Bray:

Beweis.Seiu, (n € N) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungeh® Um die

Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge zu zeigetrabhten wir die Folge der Vertei-

lungsfunktionent;,. Wir zeigen die Aussage in mehreren Schritten:

(1).

).

Es existiert eine TeilfolgeF,,, )ren, Sodassy,, (x) fur alle x € Q konvergiert:

Zum Beweis verwenden wir ein Diagonalverfahren: Sgir,, ... eine Abzahlung vorf).
Wegen) < F;, < 1 existiert eine TeiIfoIgQan)keN, furdie F o) (x1) konvergiert. Ebenso
existiert eine TeiIfoIge(Fn<2>)keN von (FnU))ZeNa far die Fn(Q)]El'Q) konvergiert, usw. Die
DiagonalfolgeF,,, (z) = %’nl(f) (x) konverkgiert dann fir allé € Q.

Furz € Qsetzen wirF'(x) := limy_,o, F,,, (z). Nach (1) existiert der Grenzwert, aul3erdem
ist die FunktionF” : Q — [0, 1]Der Limes existiert nach 1. fir € Q und die Funktion

F : Q — [0, 1] monoton wachsend, da die Funktion& monoton wachsend sind.
Stetige Fortsetzung vafi auf[0, 1]: Firz € R setzen wir

F(z) :=inf{F(y) |y € Qy > x}.
Die folgenden Eigenschaften der Funktibmprift man leicht nach:

(a) Die FunktionF' ist rechtsstetig, monoton wachsend, und es0gift /' < 1.

(b) F,, (z) — F(x)furallez € R, an dener¥’ stetig ist.
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(3). Aus (a)folgt, dass durch
pl(a,b]] := F(b) — F(a), —o00 < a<b< oo,
ein positives Mal3 auR definiert wird mit

p[R] = lim puf(—c,c]] € [0,1].

Cc—00
Wir zeigen nun, dass eineWahrscheinlichkeitsverteilurafR ist, falls die Folg€ 11, ) nen
straffist. Es gilt namlich:

pl(—c.d] = P(e) = F(=¢) = lim (Fy(c) ~ Fy(~0)) = lim po,[(~c.c]] (8.3.6)

k—oo
fur fast allec. Aus der Straffheit vor{y, ),cn folgt, dass zu jedem > 0 einc(e) € R
existiert mit
Un (= )] > 1 —¢ fur alle k.

Aus (8.3.6) folgt danmu[(—c, c|] > 1 — ¢, falls ¢ gro genug ist, und damit figr, 0:

p[R] > 1, also p(R) =1.

(4). Aus (b) folgt nun nach Safiz 8.5, dass die Fdlgg, )ren SChwach gegep konvergiert.
O

Schwache Konvergenz Uber charakteristische Funktionen

Unter Verwendung der Existenz schwach konvergenter Tgédfoeiner straffen Folge von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zeigen wir nun, dass eingé-obn Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen aufR genau dann schwach konvergiert, wenn die charakteristisEnnktionen gegen eine
Grenzfunktion konvergieren, die b@stetig ist:

Satz 8.7(Stetigkeitssatz, Konvergenzsatz von Léyy Seien(u, ),y Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen aufR, B(R)) mit charakteristischen Funktionen

o) = [ e pn).
Dann gilt:

(1). Konvergiertu, schwach gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilungdann konvergieren
auch die charakteristischen Funktionen:

oull) = o) = / e u(dz)  furalle t € R.
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(2). Konvergiert umgekeht, (¢) fur alle t € R gegen einen Limeg(t), und ist¢ stetig bei
t = 0, dann ist¢ die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichdestteilungy.,
und x,, konvergiert schwach gegen

Bemerkung. (1). Die Stetigkeit vonp bei 0 ist wesentlich. Zum Beispiel ist die Folgg, =
N(0,n) nicht schwach konvergent, aber die charakteristischerktiunen konvergieren

punktweise:
0 fallst #0

1 fallst=0

+2 ntoo

On(t) =em —

(2). Eine Aussage wie im Satz gilt auch fir Wahrscheinligtskerteilungen auR?. Hier defi-
niert man die charakteristische Funktion R¢ — C durch

ot) = /Rd e p(d), t € R

Beweis.Der erste Teil der Aussage folgt unmittelbar a¥§ = cos(tz) + isin(tx), denn
Kosinus und Sinus sind beschrénkte stetige Funktionen.

Der Beweis des zweiten Teils der Aussage erfolgt nun in mehr8chritten. Wir nehmen an,
dass die charakteristischen Funktiorgrit) punktweise gegen eine bestetige Grenzfunktion
¢(t) konvergieren.

(1). Relative Kompaktheit: Jede Teilfolge v@n,),.cn hat eine schwach konvergente Teilfolge.

Dies ist der zentrale Schritt im Beweis. Nach dem Satz vonyHglay genlgt es zu zei-
gen, dass:, (n € N) unter den Voraussetzungen straff ist. Dazu schatzen wi\@iler-
scheinlichkeiten,[|z| > ¢| mithilfe der charakteristischen Funktionen ab. Da die Fiank
f(u) =1 — 2% fir u % 0 strikt positiv ist mit lim f(u) = 1, existiert eine Konstante

|u]—o00
a > 0mit f(u) > afuralle|u| > 1. Damit erhalten wir fue > 0:

1
Hn |x| > =

9

1 sinex
= n R >1 < - 1- n(d
e L
————

:716_2(1_(:05(”))&
(8.3.7)
raimi L0 Retga))dt LS L/ (1 —Re(¢(1)))dt.

2ae e Lebesgue 2ae —e
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).

@3).

Sei nund > 0 vorgegeben. Ist hinreichend klein, dann gilt wegen der vorausgesetzten
Stetigkeit vony bei0:

1 —Re(o(t))] = |Red(0) —o(t))] < %a fur allet € [—¢,¢].

Also kdnnen wir die rechte Seite vdn (8.3.7) dutgl2 abschatzen, und somit existiert ein
ng € N mit
1
Lin {|x! > —} < 4 fur allen > ny. (8.3.8)
9
Diese Aussage gilt nattrlich auch, falls winoch kleiner wahlen. Zudem gi[i{8.3.8) auch
fur allen < ny, falls ¢ klein genug ist. Also ist, (n € N) straff.

Der Grenzwerjederschwach konvergenten Teilfolge V@R, ). hat die charakteristische
Funktione.

Zum Beweis se{u,, )ren €ine Teilfolge von(u,).en und i eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung mity,,, — . Dann gilt nach dem ersten Teil der Aussage des Satzes:

ou(t) = lim ¢, () = o) fur alle t € R.

k—00

Schwache Konvergenz vom, ).

Nach dem Inversionssatz existiert hOchstens eine Wahrdidhéeitsverteilung: mit cha-
rakteristischer Funktiop. Also konvergieren nach (2) alle schwach konvergenteridleil
gen von(u,).en gegen denselben Limes Hieraus folgt aber, zusammen mit (1), dass
(1n)nen Schwach gegep konvergiert, denn fif € C,(S) hat jede Teilfolge vory' f dpu,
eine gegery f du konvergente Teilfolge, und somit gift f dp,, — [ f du.

8.4 Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir kénnen nun den in Abschnitt 8.2 skizzierten Beweis destiaéan Grenzwertsatzes (engl.
Central Limit Theoremvervollstandigen. Wir zeigen zunachst, dass ein zemttalenzwertsatz
fur Summen beliebiger unabhangiger, identisch vertedigiallsvariablen mit endlicher Vari-
anz gilt. Diese Aussage wurde zuerst 1900 von Lyapunov ls@nieder damit den Satz von de

Moivre/Laplace (1733) deutlich verallgemeinern konnten Ende dieses Abschnitts beweisen
wir eine noch allgemeinere Version des Zentralen Grenaataes, die auf Lindeberg und Feller

zurlickgeht.
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Zentraler Grenzwertsatz fur Summen von i.i.d. Zufallsvariablen

Satz 8.8(Zentraler Grenzwertsatz — 1. Versior). SeienX, Xs, ... € £*(Q, A, P) unabhéan-
gige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Variamzund sei

S, = Xi+..+X,.

Dann konvergieren die Verteilungen der standardisiertem®en

w _ S BlS) _ 1 —~ ,
&1_-—7ﬁf— ¢ﬁ%;QQ E[X)])

schwach gege (0, o).

Bemerkung. (1). Alternativ kann man die standardisierten Summen auf¥a 1 normieren,

und erhalt
S, — E[S,] D
—

o

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Z,

(2). Die Voraussetzung; € £2?(Q, A, P) ist wesentlich. Bei unendlicher Varianz d&f kon-
nen sich andere Grenzverteilungen fiir die geeignet reorem Summeng"b‘Taﬂ (a, €
R, b, > 0) ergeben. Als Grenzverteilungen kénnen i.A. die sogenansiizbilen Vertei-
lungen auftreten, siehe dazu z.B. Satz B.12 unten.

(3). Im Fall 02 = 0 gilt die Aussage auch. Hierbei interpretieren wir das DimaBJ,, als
degenerierte Normalverteilung(m, 0).

Wir beweisen nun den Zentralen Grenzwertsatz in der ob&estien Form:

Beweis.O.B.d.A. seiF'[X;| = 0, ansonsten betrachten wir die zentrierten Zufallsvagiahl; :=

X, — E[X;]. Nach dem Konvergenzsatz von Lévy geniigt es zu zeigen, daskatakteristischen
Funktionen der standardisierten Sumn%rpunkhmeise gegen die charakteristische Funktion der
NormalverteilungV (0, o%) konvergieren, d.h.

0'2152

by (1) = Ono2(t) = e 2

VteR. (8.4.1)

Da die ZufallsvariablerX; unabhéngig, identisch verteilt und zentriert sind, gittfi€ R:

w0 " () (e ()
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Aus X; € £?folgt ¢x, € C*(R), und

ox,(t) = E[e™™] = 1+itE[X1]+(Z;)2E[X12]+0(t2) = 1—g+o(t2),

wobeio fur eine Funktioro : Rt — C mit lim, @ = 0 steht. Damit erhalten wir:

- (11 (2))

o2

Wir vermuten, dass dieser Ausdruck filF~ oo gegenajT strebt. Dies kann man beweisen, in-
dem man den Logarithmus nimmt, und die Taylorapproximatigfil +w) = w+o(|w|) verwen-
det. Da die charakteristische Funktion komplexwertignatiss dazu allerdings der Hauptzweig
der komplexen Logarithmusfunktion verwendet werden.

Wir zeigen stattdessen die Konvergenz ohne Verwendung wssagen aus der Funktionentheo-
rie: Fur komplexe Zahlen;, w; € C mit |z, |w;| < 1 gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
[T [T
i=1

i=1

= |(z1 —w1)zz3 -z Fwi(20 —wa)z32g - 2n oo F Wy W1 (2 — Wy

n

< Z|Z1 — wyl.

=1

Damit erhalten wir:

202 202 2\ \" t2o2\"
=~ (1) — - = 1— _ — -
os-ew (<5 )] = (=50 0o (5)) oo (57)
t?0? t? t?0?
l——4o0o|— | —exp| ——— ]
2n n 2n

Da die rechte Seite fitr — oo gegend konvergiert, folgt((8.4]1) und damit die Behauptundg.

< n-

Beispiel. (1). Sind Xy, X5, ... unabhangig mitP[X; = 1] = pund P[X; = 0] = 1 — p,
dann istS,, = > X; binomialverteilt mit Parameterm undp. Die Aussage des Zentralen

=1
Grenzwertsatzes folgt in diesem Fall aus dem Satz von derkla@place.

(2). Sind die ZufallsvariableX; unabhéngig und Poissonverteilt mit Paramater 0, dann ist

S, = Y X, Poissonverteilt mit Parametei. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert in diesem
=1

Fall eine Normalapproximation fiir PoissonverteilungenhgnoRer Intensitéat (Ubung).
(3). SindX,, X5, ... unabhangige)N (m, 0?)-verteilte Zufallsvariablen, dann gilt
~ X1+ Xo+.. .+ X, —
5 = 1+ Xo+ .+ nm. N(0, )
NLD

fur allen € N (und nicht nur asymptotisch!).
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Warum tritt die Normalverteilung im Limes auf?  Wie schon im letzten Beispiel bemerkt,

gilt
Xi+...+ X,
Vn

Die zentrierten Normalverteilungen sind also ,invariantiter derReskalierungstransformation

X; ~ N(0,0?) unabhangig = ~ N(0,0?).

aus dem zentralen Grenzwertsatz. Man kann sich leichtiplluaachen, dass eine Grenzvertei-
lung der standardisierten Summen unabhangiger quadgmgietbarer Zufallsvariablen eine ent-
sprechende Invarianzeigenschaft haben muss. Tatsasiiditie zentrierten Normalverteilun-

gen die einzigen nichtdegenerierten Wahrscheinlichkeitsilungen mit dieser Invarianz. Aus

dem Zentralen Grenzwertsatz folgt sogar:

Korollar 8.9. Seiyu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aimit [ 224(dz) < oco. Gilt

X+Y
V2

X,Y ~ punabhéangig = ~ L, (8.4.2)

dann istu eine zentrierte Normalverteilung.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzyng’;i(dz) < oo ; der Beweis ist
aber aufwéandiger, siehe z.BRBIMAN: PROBABILITY .

Beweis.Seien X, X, ... unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg Aus der Vorausset-
zung [84.P) folgtE [ X;] = [ u(dx) = 0 fur allei € N, und durch Induktion:

(X1 +...+ X,
\/ﬁ

Wegen [ z?u(dz) < oo sind dieX; quadratintegrierbar. Durch Anwenden des zentralen Grenz-

~ U furn =2 ke N.

wertsatzes auf die standardisierten Summen folgt, dasse zentrierte Normalverteilung ist.
O

Normalapproximationen

Die Normalverteilungsasymptotik der standardisiertemB8en wird haufig verwendet, um Wahr-
scheinlichkeiten naherungsweise zu berechnen. Wir bggazunachst ein typisches Beispiel:

Beispiel (\Versicherungsgesellschaft mitn Vertrdgen). Eine Versicherungsgesellschaft habe
mit n Kunden Vertrage abgeschlossen. Beim Eintreten des Scladidefif Vertragi muss die
LeistungX; > 0 gezahlt werden. Wir nehmen an, dass gilt:

X; € £%iid. mit E[X;]=m, Var[X;] = o*
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Die Pramie pro Vertrag betradé = m + \o?, wobeim die erwartete Leistung ist unkb? mit
A > 0 einem Risikozuschlag entspricht. Die Einnahmen nach eieép&riode betragen dann
n - I1, die Ausgabery,, = X; + ... + X,,. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ruinereignisses

S, >k + nll,

berechnen, wobet das Anfangskapital bezeichnet. Hierbei nehmen wir imipéimi, dass nicht
verzinst wird, und die Abrechnung nur am Schluf3 einer Zeibple erfolgt. Wenn die standardi-
sierten Schadenssummen mithilfe einer ZGS-Naherung aippiert werden, ergibt sich:

P[Ruin| = P[S, > k+nll] = P[S, — E[S,] > k +n\o?

— P{S”;\/Eﬁ[s”]>a\k/ﬁ+)\a\/ﬁl
~ P{Z>#+)\a\/ﬁ1,

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Derséuck auf der rechten Seite
geht firn — oo gegen0. Eine grol3e Anzahl von Vertréagen sollte also eine kleine Rahr-
scheinlichkeit implizieren. Fim = 2000, o = 60 und A = 0, 05% ergibt sich beispielsweise:

k=0 : P[Ruin =~ 9%,
k=1500 : P[Ruin ~ 3%.
Nach einer solchen Uberschlagsrechnung sollte man daswmedete Modell und die Approxi-

mationsschritte einer kritischen Analyse unterziehenuriserem Fall stellen sich unmittelbar
mehrere Fragen:

(1). Wir haben die ZGS-Né&herung verwendet, obwohl die atdtrden Schranken fur die stan-
dardisierten Summen vonabhangen. Ist das in diesem Fall zulassig?

(2). Ist die Quadratintegrierbarkeit d&t; eine sinnvolle Modellannahme, und was ergibt sich
andernfalls?

(3). In einem realistischen Modell kann man nicht davon ahsg, dass di&; identisch ver-
teilt sind. Gilt trotzdem ein Zentraler Grenzwertsatz?

(4). Ist die Unabhangigkeitsannahme gerechtfertigt?

Wir werden nun auf die ersten drei Fragen naher eingehenfdlgende Beispiel zeigt, dass
man in der Tat vorsichtig sein sollte, wenn man voabhangige Quantile von standardisierten
Summen durch entsprechende Quantile von Normalvertestuegsetzt:
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Beispiel (Eine zu naive ZGS-Approximation). SeienX;,: € N, unabhangige, identisch ver-
teilte Zufallsvariablen mit£'[X;] = 0 und Var[X;] = 1, und seia > 0. Mit einer ZGS-
Approximation erhalten wir fir grof3e:

1 & 1 <«
P—ZXiza] = P|— Xlza\/ﬁ]
nz’:l n =1
1 <
~ —/ e 2dx
21 Jaym

1 na?
Varn (‘T)
Dies ist abenicht die korrekte Asymptotik fiin — oo. Auf der exponentiellen Skala gilt ndm-
lich
p

%ZX" > a] ~ exp (—nl(a)),

=1
wobei /(a) die Ratenfunktion aus dem Satz von Chernoff ist. Diese ist ilgefheinen von
na?/2 verschieden. Die ZGS-Approximation ist hier nicht anwearddaa/n von n abhangt!

Dass die Naherung aus dem Beispiel oben trotzdem recht gktidarert, wenn die Zufallsva-
riablen.X; dritte Momente haben, garantiert die folgemdeschatzung der Konvergenzgeschwin-
digkeit im Zentralen Grenzwertsatz:

Satz 8.10(Berry-Esséer). SeienX; € £3i.i.d. Zufallsvariablen.Z ~ N(0,1), und seien

F,(z) ::PSn;—\/ET_l[Sn]§$a

O(z) = P[Z < zxl.
Dann gilt folgende Abschatzung:

Den Beweis dieser Aussage findet man etwa im BurbBABILITY THEORY von R. Durrett
(4.10).

IN
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Fir die Normalapproximation der Binomialverteiludtjn(n, p) ergibt sich beispielsweise

3-E[|X: —E[X\]]*]  3-((1—p)*+p?)

o%y/n np(l—p)

Furp — 0 oderp — 1 divergiert die rechte Seite. Wir erhalten also méglicheseesinen

hohen Approximationsfehler fiir nahe0 oder1. In diesen Fallen empfiehlt sich in der Tat die
Verwendung der Poisson-Approximation anstelle des ziemti@renzwertsatzes.

Heavy Tails, Konvergenz gegem-stabile Verteilungen

Als nachstes betrachten wir ein Beispiel, welches zeigt desVoraussetzung der Quadratinte-
grierbarkeit der Zufallsvariablen essentiell fir den zaleh Grenzwertsatz ist:

Seiena € (1,2),r € (0,00), und seienX;, X,,... : @ — R unabhangige identisch verteilte
absolutstetige Zufallsvariablen, deren Dichtefunktion

fx,(x) = |zt fur alle |z| > r

erflllt. Da die Dichte fufz| — oo nur langsam abféllt, sind die Zufallsvariablen nicht o it
tegrierbar; sie sind aber integrierbar. Daher ergibt sintaaderes asymptotisches Verhalten der
charakteristischen Funktionen féir 0 :

Lemma 8.11.Fur ¢ — 0 gilt
ox,(t) = 1+imt—c[t|* + Ot

mitm = E[X;Jundc = [(1 — cosu)|u|~* ! du € (0, 0).
R
Beweis.Seit # 0. Wegene™ — 1 — iu = O(u?) undcosu — 1 = O(u?) erhalten wir
ox,(t) —1—imt = /(em — 1 —dtx) f(x) dx

—00
[e.9]

= /(ei”—l—iu)f<%>%du

tr
1 )
— T /(em —1—du)f (%) du + [t7| / (cosu — 1)|u|~* " du
—tr [—tr,tr]©

= —clt|* + O(#?).

]
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Fir die zentrierten Summe#), = znj(Xi — m) folgt nach dem Lemma:
=1
s, (t) = (L—clt|*+0()".

Um Konvergenz der charakteristischen Funktionen zu exhalhiissen witX,, nun mitn =/«
stattn—!/2 reskalieren:

Gnrras, (1) = @5, (") = (L—dt[*n~ +O(n~))"
— exp(—c|t|*) flr n — oc.
Nach dem Konvergenzsatz von Lévy folgt:
Satz 8.12.Fur n — oo qilt
T

wobeiy, , die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakteristiscRunktion

CbC,a(t) = eXp(—CWQ)
ist.

Definition. Seiena € (0,2] undm € R. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit charakteristi
scher Funktion
¢(t) = exp(imt —c[t]*),

€ (0, 00), heiBersymmetrischev-stabile Verteilungemmit Mittelwertm.

Die Dichten dera-stabilen Verteilungen sind fir # 1,2 nicht explizit berechenbar, fallen
aber flr|z| — oo wie |z|7*"! ab. Flra = 1 erhalt man die Cauchyverteilungen, fiir= 2
die Normalverteilungen. Safz 8112 ist ein Spezialfall siaigemeineren Grenzwertsatzes fir
Summen von Zufallsvariablen mit polynomiellen Tails, €ehB. BREIMAN, THEOREM 9.34.

Der Satz von Lindeberg-Feller

Wir wollen nun die Annahme fallen lassen, dass die Summangedentisch verteilt sind, und
zeigen, dass trotzdem ein zentraler Grenzwertsatz gilt. Se

~

S, = Yo +Yot. . +Y,, mitY,; € £*(Q, A, P).

Die Zufallsvariablert,, ; kbnnen etwa kleine Stérungen oder Messfehler beschref®tnen wir

Yo = Xi— BIXL i X; € £? unabhéngig (8.4.3)
’ Vvn

so erhalten wir das Setup von oben.
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Satz 8.13(ZGS von Lindeberg-Feller). Seio € (0, c0). Es gelte:
(i) Y., (1 <i<mn)sind unabhéngig fir jedes € N mit E[Y,,;] = 0,
(i) Var[S,] =", Var[y,,] 2% o2,
(i) Yne =21 E[Y,2 |Yasl > €] M0 Ve 0.
Dann konvergiert die Verteilung Vo), schwach gegeV (0, a?).

Der Satz zeigt, dass die Summe vieler kleiner unabhangigeni®yen unter geeigneten Voraus-
setzungen ungefahr normalverteilt ist. Dies rechtfefbigtzu einem gewissen Grad, dass Zu-
fallsgroRen mit unbekannter Verteilung, die durch Ubeatagg vieler kleiner Effekte entstehen,

haufig durch normalverteilte Zufallsvariablen modelli@grden.

Bemerkung. (1). Der Zentrale Grenzwertsatz von oben ist ein Spezialés Satzes von Lindeberg-
Feller: SindX; € £? i.i.d. Zufallsvariablen mitF[X;] = m und Var[X;] = o2, und defi-
nieren wirY,,; wie in (8.4.3), dann gilt:

~ 1 <&
Var[S,] = EZVar[XZ-] = Var[Xy] = o7 firallen € N,
und, fire > 0
n 1 n
n,e E 7Yn1 = - E XZ_ 2; Xz_
e = DBVl > €] =Y E[IXi—mf% X, —m| > eVl

=1

= E[|Xi—m|5[Xi—m|>ev/n] — 0 fir n — oo,
da X, quadratintegrierbar ist.

(2). Die Bedingung (iii) ist insbesondere erftillt, wenn dipunovbedingung

n

> E[Y, ] =3 0 fureinp > 2 gilt,

i=1

denn fire > 0ist E[Y,2; |Y,.i| > €] < E[|Y,,7]/eP72.

n,’

Wir beweisen nun den Satz von Lindeberg-Feller: Der Bewesseliawieder auf einer Analyse
der Asymptotik der charakteristischen Funktionen. Dazgerewir zunachst einige asymptoti-
sche Abschatzungen:

Beweis. (a) VorUberlegungen:Seit € R fest.
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() Taylorapproximation fug,,,(t) := E[e¥n]:

Aus den verschiedenen Abschéatzungen des Taylorrestgrédst man

X . ZL‘2 H : |{E|3 2
e’ =1+ix — 5 + R(xz) mit |R(z)| < min - %) (8.4.4)
Damit ergibt sich
t2 t20‘2 .
Gni(t) = 1+itE[Y,,]— 3 EYZ]+ER({tY,;)] = 1- 2”” + Ry,

wobei firR,, ; := FE[R(tY, )] die Abschatzung

Y,
Rl < E {min (% tQin)} (8.4.5)
gilt.
(Il) Wir zeigen)_" | |R,;| = 0 flrn — oc:
Fure > 0 gilt nach [8.4.5):

1 .
’Rnﬂy S 6 - B UtYnﬂ’d, |Yn,z| S 6] + E[|tYn7Z|2, ‘Ynﬂy > 6].

Mit E [[tY,,|*; Yol < e] < |t]*e - o2, erhalten wir

n

- , t°e 2 2
Sl < S
i=1

=1

und somit nach Voraussetzung (ii) und (iii)

I zn: Rl < a2t
1m su i < ——=
n%oop i—1 ’ 6
Die Behauptung folgt fug — 0.
(1) Wir zeigensup, ., 0n; = 0 fir n — oo:
Fire > 0undl <: < nqgilt
oni = B Vel Sel+ BV [Yail >e] < e+ e

Wegeny,, . — 0 fir n — oo ergibt sich

: 2 2
limsup sup o,; < €%

n—oo 1<i<n

Die Behauptung folgt wieder fiir — 0.
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(b) Hauptteil des Beweises: Zu zeigen ist

= n—00 2o

die Aussage folgt dann aus dem Konvergenzsatz von Lévy.

Wir zeigen:

f[qzﬁ () f[ (1 tZU’%i) "0, und (8.4.7)
nill) — - — ) 4
=1 ’ =1 2

n t20-2 . 252

11 (1 - 2”7’) e S (8.4.8)

Daraus folgt[(8.4)6), und damit die Behauptung.

Beweis von[(8.4]17)Wie oben gezeigt, gilt fig;, w; € C mit |z;], |w;| < 1:

n n n
i=1 i=1 i=1

Zudem gilt|¢,,;(t)| < 1, und nach der 3. Voriiberlegung existiert ejnc N mit

t202 .
1— 2“ € (0,1) furallen > noundl < i < n. (8.4.9)

Damit erhalten wir fiim > ny:

& & t2072m
oo (-3

=1

n

<y

i=1

t202

oni) = (1-34)| = 3 Ihus
=1

Die rechte Seite konvergiert nach der 2. Vortiberlegungmgege

Beweis von[(8.418\Wegen [8.4.9) erhalten wir

n t202~ n t20_2’
1 11— — = log (1 - —™
e (TT(1-75)) = Some (- 52)

wobei|R,,;| < C - (2

n,t

)2 mit C € (0,00). Die rechte Seite konvergiert nach Vorausset-
zung (ii) furn — oo gegen—£2>, denn
ém- < Ctt. ot < Ctt. ol - sup o2, — 0
nach der 3. Voruiberlegung.
O
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Bemerkung (Zentrale Grenzwertsatze fir Summen abh&ngiger Zufallsvaridlen). In allen
Fallen haben wir bisher angenommen, dass die Zufallsuana®b; unabhangig sind. Tatséch-
lich hat man zentrale Grenzwertséatze auch fir viele groRddifidassen mit Abhéngigkeit ge-
zeigt, beispielsweise fur Martingale, additive Funktienaon Markovketten, Skalierungslimiten
von Teilchensystemen, unterschiedliche Folgen von Paesahéatzern in der Statistik, usw. Wir
werden darauf in weiterfihrenden Vorlesungen zurtickkomme

8.5 Vom Random Walk zur Brownschen Bewegung
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Kapitel 9

Multivariate Verteilungen und statistische
Anwendungen

9.1 Mehrstufige Modelle

Seien(S;,S;),1 < i < n, messbare Raume. Wir wollen allgemeine Wahrscheinlichkesitsi-
lungen auf dem Produktrauffy x ... x .S,, konstruieren und effektiv beschreiben. In Analogie zu
diskreten, mehrstufigen Modellen versuchen wir diese irFdem

P(dxy...dx,) = p(dxy)p(xy, dee)p((x1, o), dxs) - - - p((z1, ..., Tp1), dTy)

darzustellen.

Stochastische Kerne und der Satz von Fubini

Wir betrachten zunachst den Fall= 2, der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Iteration der
Konstruktion. Seien alsgS, S) und (7', .7 ) messbare Raume, und sei

Q:=5SxT und A:=S®.7 die Produkts-Algebra
Unser Ziel ist die Konstruktion einer Wahrscheinlichke#deilung auf(€2, .4) vom Typ
P(dzdy) = p(dz)p(z, dy).
Definition. Eine Abbildung
p:SxT —10,1], (z,C) = p(z,C),
heiRtstochastischer Kerrfoder Ubergangswahrscheinlichkejt wenn gilt:

288
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() p(z,e)istfurjedesr € S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung &udf, &),
(i) p(e,C)istfurjedesC € .7 eine messbare Funktion a(s, S).

Bemerkung (Diskreter Spezialfall). Sind .S und 7" abzahlbar mitS = £(95),7 = 2(7T),
dann istp eindeutig festgelegt durch die Matrix mit Komponenten

p(x,y) = p(fL‘, {y}) (I €S,y€ T)
Dap ein stochastischer Kern ist, istz, y) (x € S,y € T') einestochastische Matrix

Der folgende Satz zeigt im allgemeinen Fall die Existenegirweistufigen Modells mji als
Verteilung der ersten Komponente, upd:, e) als bedingte Verteilung der zweiten Komponente
gegeben den Wert der ersten Komponente. Der Satz zeigt zudem, dass Erwartentg im
mehrstufigen Modell durch Hintereinanderausfiihren voedrelen berechnet werden konnen.

Satz 9.1(Fubini). Seiu(dz) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung guf, S) undp(z, dy) ein sto-
chastischer Kern vo(S, §) nach(7', 7). Dann existiert eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsver-
teilungp ® p auf (92, A) mit

(n®@p)[BxC]= / p(dx) p(z, C) firalleBe S, Ce . (9.1.2)
B

Fir diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:

/f dlp®p) = / (/ f(z,y) p(z, dy)) p(dr) fur alle A-messbarerf : Q@ — R,.
(9.1.2)

Beweis. (1). Eindeutigkeit:Das MengensystefiB x C' | B € §, C € '} ist ein durch-
schnittsstabiler Erzeuger der ProdukiAlgebra.A. Also ist die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung » ® v durch [9.1.11) eindeutig festgelegt.

(2). ExistenzWir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilungzv Uber [Q.1.2) mitf = 14, A €
A, definieren. Dazu mussen wir Uberprifen, ob die rechte Bedsem Fall definiert ist
(d.h. ob die Integranden messbar sind), und ob

el = [ ([ 1) te.dn) ) utan

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aiét, .A) definiert.

Fir Produktmenged = Bx C (B € §,C € .7) istdie Funktion: — [ I4(z,y)p(z, dy)
nach Definition des stochastischen Kerns messbar. Da digé&heh € A, fur die diese
Funktion messbar ist, ein Dynkinsystem bilden, folgt diesktearkeit fur alled € A.
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290 KAPITEL 9. MULTIVARIATE VERTEILUNGEN UND STATISTIK

1 ® p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn einerdeitgt

el = o pls x 71 = [ ([ 15t ) uto) = pis) =1

aus [, p(z,dy) = p(z, T) = 1; andererseits gilt fur disjunkte Mengeh (i € N)

Iya, = Z[A”

woraus unter zweimaliger Anwendung des Satzes von der mmoeotKonvergenz folgt:
Ja| = / (/ > L (x,y) pla, dy)) p(dx)

= Z/ (/fAi(x,y) p(x,dy)) p(dx)
= D (n®p)Al

(2

(1 ®p)

Durch malf3theoretische Induktion zeigt man nun, dass diersthainlichkeitsverteilung

u ® p auch [9.1.R) erfillt.
O

Als nachstes wollen wir diRandverteilungen des gerade konstruierten zweistufigen Modells
berechnen. Sei alsB := ;1 ® p, und seien

X: SxT —- S ,Y: SxT — T
(z,y) — = (z,y) = y
die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente. Wegen 7') = 1 gilt:
PIX € B] = P[B x T = / w(dz) p(a, T) = u[B] YV BES,
B

also ist die Verteilung® o X ! der ersten Komponente gleigh Fir die Verteilung der zweiten
Komponente erhalten wir

P[YGC]:P[SXC]:/u(dx)p(x,C) VCe .

S

Definition. Die durch

w)lC) = / w(de) p(z,C),  Clind,

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung &it .7) heiRtMischungder Wahrscheinlichkeitsver-
teilungenp(z, o) bezuglichu.
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Wie gerade gezeigt, istp = P o Y ! die Verteilung der zweiten Komponente im zweistufigen
Modell.

Bemerkung. Sind S und T abzahlbar, dann sind ® p und up die schon in Abschnift 213 be-
trachteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Gewaaht

(n@p)(z,y) = px)plz,y),
(wp)(y) = D @) p(,y).

€S
Die Massenfunktionen vop ® p und up sind also das Tensor- bzw. Matrixprodukt des Zeilen-
vektorsy und der stochastischen Matpix

Wichtige Spezialfalle

ProduktmaRe: Istp(z,e) = v eine feste (vorr unabhéngige) Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf (T, 7), dann istu ® p das Produkp: ® v der Wahrscheinlichkeitsverteilungerundv. Der
Satz von Fubini liefert also die Existenz des Produktmaiteds die schon mehrfach verwendete

[ riwen) - /S ( /T f(z,y) v(dy)) (d) (9.1.3)

fur die Integrale nicht-negativer oder integrierbarer shaser Funktionen bzgl. des Produktma-

Berechnungsformel

Res. Die Integrationsreihenfolge kann man in diesem Fethuschen, denn wegen
(@ v)[BxC] = u[BV[C] firalle Be S, C e 7 (9.1.4)

gilt (v ® u) o R~ = p® v, wobeiR(x,y) = (y, z), und damit nach dem Transformationssatz:

[ ([ s utan)vian ™ [ror dwew

= /fd(u®V)

(] s i) utan)

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments erhalterzwdem:

Korollar 9.2. Seien(S;, S;, ;) Wahrscheinlichkeitsraumél < i < n). Dann existiert eine
eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung® ... ® u, auf (S; x ... x S, 81 ® ... ® §,,) mit:

(1 ® ... ® py) [By X ... X By| = Hui[Bi] furalle B, € S; (1 <i<n).
=1

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



292 KAPITEL 9. MULTIVARIATE VERTEILUNGEN UND STATISTIK

Far alle produktmessbaren Funktiongn S; x ... x S, — [0, 00) gilt:

/fd(,u1®...®un):/... (/f(xl,...,xn),un(dxn)> n(dy),

wobei die Integration auch in beliebiger anderer Reihendagisgefihrt werden kann.

Beweis.Die Existenz folgt durch wiederholte Anwendung des Satoeshubini, die Eindeutig-
keit aus dem Eindeutigkeitssatz. Dass die Integrationeréolge vertauscht werden kann, zeigt
man ahnlich wie im oben betrachteten Fak- 2. O

Deterministische Kopplung: Gilt p(x, ®) = é(,) flr eine messbare Funktigh: S — 7', dann
folgt (u @ p)[{(z,y) |y = f(x)}] = 1. Die zweite Komponente ist also durch die erste Kompo-
nente mit Wahrscheinlichkelt eindeutig festgelegt. Die Verteilung der zweiten Kompdaest

in diesem Fall das Bild vop unter f:

pp = o f1.

Ubergangskerne von Markovschen Ketten: Gilt S = 7', dann kénnen wip(z, dy) als Uber-
gangswahrscheinlichkeit (Bewegungsgesetz) einer Magttekuf( .S, S) auffassen. In Analogie
zum diskreten Fall definieren wir:

Definition. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S, S) heif3t Gleichgewicht (stationare
oder auch invariante Verteilungyonp, falls up = p gilt, d.h. falls

/,u(dx)p(x, B) = u[B] furalle B € S.

Beispiel (Autoregressiver Prozesy Der AR(1)-Prozess mit Parameterm € R ist eine Mar-
kovkette mit Ubergangskern(x, o) = N(ax,e?). Die NormalverteilungV (O,%) ist far
a € (0,1) ein Gleichgewicht. Fle > 1 existiert kein Gleichgewicht.

Bedingte Dichten und Bayessche Formel

Wir betrachten nun Situationen mit nichttrivialer Abh&gigit zwischen den Komponenten im
kontinuierlichen Fall. SeieX : 2 — R” undY : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsrauni(2, A, P), deren gemeinsame Verteilung absolutstetig ist mit Dighte,
d.h.

Plx e B)Y e C] = //fxy(x,y) dy dx fur alle B € B(R"),C € B(R™).

B C
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Abbildung 9.1: Simulation einer Trajektorie eines AR(1pResses mit Parametetin= 0.8 und
g2 = 1.5.

Nach dem Satz von Fubini sind dann auch die VerteilungenWwondY” absolutstetig mit dichten

fx(x) = /fX,Y(iU,y)dy

und

fr(z) = /fX,Y(x,y) dx.

Obwohl bedingte Wahrscheinlichkeiten gegebér= y nicht im herkémmlichen Sinn definiert
werden kénnen, da das Ereigdi¥ = y} eine Nullmenge ist, kdnnen wir die bedingte Dichte
und die bedingte Verteilung voN gegebeny” in diesem Fall sinnvoll definieren. Anschaulich
betragt die Wahrscheinlichkeit, dass der WErin einem infinitesimal kleinen Volumenelement
dzx liegt, gegeben, dass der Wert vigrin einem entsprechenden infinitesimalen Volumenelement

dy liegt:
P Xedx,Yedy  fxy(zy)dedy
PXeared) = “Tpyear T T A
fxy(z,y)
Rt Iy
fr(y) !

Diese heuristische Uberlegung motiviert die folgende Digdim:

Definition. Die Funktionfyy : R" x R™ — [0, co] mit

fXY(xvy)
A NI fall
ey = o () alls fy(y) # 0

fx(ZL’) falls fy(y) =0
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heil3tbedingte Dichte vonX gegebent’, und die vory abh&ngende Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung

pxyy(y, B) = /ny(x,y) dr, fur B € B(R"),
B
hei3tbedingte Verteilung vonX gegebeny’.

Bemerkung. (1). Fur festeg ist die bedingte Dichte eine Wahrscheinlichkeitsdichte R
Da fx|y produktmessbar ist, ist die bedingte Verteilyng, nach dem Satz von Fubini
ein stochastischer Kergon R™ nachR"™.

(2). Auf der Nullmenge{y € R™|fy(y) = 0} sind fxy (z|y) und x|y (y, dz) nicht eindeutig
festgelegt - die oben getroffene Definition Uber die unbgiiiDichte ist relativ willkirlich.

Aus der Definition der bedingten Dichte ergibt sich unmigéeleine Variante der Bayesschen
Formel fUr absolutstetige Zufallsvariablen:

Satz 9.3(Bayessche Formgl Fur (z,y) € R® x R™ mit fx(z) > 0und fy (y) > 0 gilt

e (2ly) Ix (@) fyix(y|x)
X‘Y T x@) (o) do
Beweis. Aus der Definition folgt
 fxy(my) Ixy(z,y)
leY(x‘y) a fr(y) a f fxy(z,y) dz’
R
und damit die Behauptung. O

In Modellen der Bayesschen Statistik interpretiert nfgifz) als Dichte dea priori angenom-
menen Verteilung eines unbekannten Parametensnd fy | x (y|x) als Mal fur die Plausibilitét
(,Likelihood“) des Parameterwertaes wenn der Werj der Zufallsgrof3&¢” beobachtet wird. Die
Bayessche Formel besagt dann, dass die Verteilungyoron der mara posteriori(d.h. nach
der Beobachtung von) ausgeht, die Dichte

fxy(zly) = const(y) - fx(z) - fyix(ylz)
A posteriori Dichte o« A priori Dichte x Likelihood

hat. Trotz der einfachen Form der Bayesschen Formel ist edlgemeinen nicht trivial, Stich-
proben von der A-posteriori-Verteilung zu simulieren, Uvartungswerte numerisch zu be-
rechnen. Problematisch ist u.A., dass die Berechnung denidorngskonstanten die Auswer-
tung eines (haufig hochdimensionalen) Integrals erfor&gmtwichtiges Verfahren zur Simulati-
on von Stichproben in diesem Zusammenhang ist der GibbgpiBam
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Sind X undY gemeinsam normalverteilt, dann kann man die wichtigstevaEungswerte bzgl.
der A-posteriori-Verteilung im Prinzip exakt berechnenir demonstrieren dies nun in einem
grundlegenden Beispiel eines zweistufigen Modells. Aheligtodelle treten in zahlreichen An-
wendungen auf.

Beispiel (Signalverarbeitung). SeiS =T = R!, also
SxT =R ={(z,y)| z,y € R}.

Wir interpretieren die erste Komponenteals Grof3e eines nicht direkt beobachtbaren Signals,
und die zweite Komponentg als verrauschte Beobachtung vonin einem einfachen Bayes-
schen Modell nimmt man z.B. a priori an, dass Signal und Bedbhagmormalverteilt sind:

Signal = ~ N(0,v), wv>0,
Beobachtung y ~ N(z,e), ¢>0.

Die Verteilung der ersten Komponente und der Ubergangskerrzweiten Komponente sind
dann:

pldr) = fx(z) A(dzx)
plx,dy) = frix(ylz) Mdy)

mit den Dichten

fx(z) = 5 e (Dichte der Verteilung der ersten Komponenifg,
X
1 y—z 2 . . .
frix(ylz) = e 5 (bedingte Dichte der zweiten KomponenfegegebenX = z).
V2me

Die gemeinsame Verteilung von Signal und Beobachtungsetert i

(n®p)(drdy) = p(dr) p(z,dy)
1 exp (_ (e + v)x? — 2uay + vy?

I o ) Adz)A(dy)
= W exp (—% (‘Zj) Yous (;)) N2(dz dy).

D.h. 1 ® p ist eine zweidimensionale Normalverteilung mit Kovariararix
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Mit anderen Worten: Die gemeinsame Verteilung vorundY ist absolutstetig bzgl. des zwei-
dimensionalen Lebesguemal3es mit Dichte

fxy(z,y) = fx(@)fyx(ylz) = o/ det O /;theXp (% (;) o <z>>

Als Dichte der Verteilung:p vonY” ergibt sich:

y) = /fx,y(%y) dx.

Nach der Bayesschen Formel erhalten wir fir die A-postedmfiite des Signals gegeben die

Beobachtung:
X
Frvlaly) = P
fx (@) fyix (y]z)
= (9.1.5)
[ fx (@) frix (ylo) Ade)
- . € +v v 9
= const(y) exp( S (x U+€y) ) .
Die bedingte Verteilung des Signals gegeben die BeobaclduatsoN (z, u), wobei
p o= Y der Prognosewert ist, und
v+e
ve 1 1\ . .
u = =(-+- die Varianz der Prognose.
v+e€ v €

In einem Bayesschen Modell wiirden wir also nach der Beobaghtiheiner Standardabwei-
chungo = /u prognostizieren, dass der Signalwert gleicist.

Ahnliche Modellierungsansiatze werden auch in viel allgesrem Kontext verwendet. Bei-

spielsweise wird in stochastischen Filterproblemen dgmaéidurch eine Markovkette (oder
einen zeitstetigen Markovprozess) beschrieben, und dgeFter Beobachtungen durch einen
von der Markovkette angetriebenen stochastischen ProZess alle gemeinsamen Verteilun-
gen Gaufl3sch, dann kann man auch hier die a posteriori \ertgin Prinzip exakt berechnen —
andernfalls muss man auf numerische NaherungsmethodrP@rtikelfilter) zurtickgreifen.

9.2 Summen unabhéangiger Zufallsvariablen, Faltung
SeienX undY unabhangige reellwertige Zufallsvariablen &f A, P) mit Verteilungery bzw.
v. Wir wollen die Verteilung vonX + Y bestimmen. Fir diskrete Zufallsvariablen ergibt sich:

PX+Y =2 = Z {D[XZSEY z—a] Z plr)v(z—x)  (9.2.1)

TEX(Q)  _p[X=a] P[Y=2—a] z€X(Q)
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Massenfunktion

(wen)(z) = 3 )z —a)

zeX ()

heil3t Faltung von: undv. Eine entsprechende Aussage erhalt man auch im allgemieatien

Verteilungen von Summen unabhangiger Zufallsvariablen

Satz 9.4.SeienX undY unabhéangige reellwertige Zufallsvariablen mit Verteileng: bzw.v.
Dann ist die Verteilung voX + Y die durch

(u*xv)[B] = / p(dx) v[B — z] B € B(R),
definierteFaltung der Wahrscheinlichkeitsverteilungerundv.

Beweis.Sei B := {(z,y) |z +y € B}. DaX undY unabhangig sind, erhalten wir mit dem
Satz von Fubini

P[X+YeB] = P[X,Y)eB] = (u®v)B
e futde) [vidyisry) = [ nao)viE -l
=Ip_2(y)

]

Bemerkung. Die Faltungu v zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungemundy aufR! ist wieder
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aif. Da die Addition von Zufallsvariablen kommutativ
und assoziativ ist, hat die Faltung von Wahrscheinliclskeitteilungen nach Sdiz 9.4 dieselben
Eigenschaften:

pUxV = Ux[ (daX +Y =Y +X) (9.2.2)
(uxv)*n = pux(v*n) da(X+Y)+Z=X+ (Y +2)). (9.2.3)

Im diskreten Fall isf: x » nach [9.2.R) die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Géwén

(xn)z) = 3 p)v(z - a).

Eine entsprechende Berechnungsformel ergibt sich auctbimastetige Wahrscheinlichkeits-
verteilungen:

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



298 KAPITEL 9. MULTIVARIATE VERTEILUNGEN UND STATISTIK

Lemma 9.5. Ist v absolutstetig mit Dichtg, dann ist auchu x v absolutstetig mit Dichte
o) = [ ntdn) g(z - )
Ist zusétzlich aucly absolutstetig mit Dichtg, dann gilt
o) = [ fla) gz —)de = (Fxo)(e)
Beweis.Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemales gilt

o] = [utaai —al = [utan) [ atian™ [ ([ utangtc—a))a.
Jo

=[g 9(z—x)dz

Also ist . x v absolutstetig mit Dichte. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar. [

Beispiel. (1). SindX undY unabhéngig, un8in(n, p) bzw.Bin(m, p)-verteilt, dann istX +Y
eineBin(n + m, p)-verteilte Zufallsvariable. Zum Beweis bemerkt man, dassgdimein-
same Verteilung vorX und Y mit der gemeinsamen Verteilung véfh + ... + Z, und
Zns1+ ... + Z,1 Ubereinstimmt, wobei die Zufallsvariabléfy (1 < i < n + m) unab-
hangig undBernoulli(p)-verteilt sind. Also folgt:

UXx+Yy = BZi+. A Zn+ Zng1+ oA Zntm — Bln(n + m7p) .

Als Konsequenz erhalten wir (ohne zu rechnen):
Bin(n,p) x Bin(m, p) = Bin(n +m,p),

d.h. die Binomialverteilungen bilden eif@ltungshalbgruppeExplizit ergibt sich:

> (Z)pk(l —p)* (l Tk)plk(l )R = (n J; m>p,(1 gyt

2 () -(77) 624

Die kombinatorische Formel (9.2.4) ist auch dlandermonde-ldentitdtekannt.

d.h.
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(2). SindX undY unabhangig und Poisson-verteilt mit Parametebzw. )\, dann istX + Y
Poisson-verteilt mit Paramet&r+ X, denn nach der Binomischen Formel gilt fuie> 0:

(kx> py)(n) = Zﬂx “py (n— k)

n k Yn—k _
A - A -

_6 -—e
— k! (n—k)!

_ e_)\_H\ Z )\k )\n k

6_>\+X ) ()\ + )\)
n!
Also bilden auch die Poissonverteilungen eine Faltundgpgnappe:

Poisson(\) * Poisson(\) = Poisson(\ + \)

(3). SindX undY unabhéangig und normalverteilt mit Parametérn o2) bzw. (m, 2), dann
ist X + Y normalverteilt mit Parameterimn + m, 0* + %), siehe??. Dies verifiziert man
leicht mithilfe der charakteristischen Funktionen. Dierialverteilungen bilden also eine
zweiparametrige Faltungshalbgruppe.

Wartezeiten, Gamma-Verteilung

SeienT}, Ty, ... sukzessive Wartezeiten auf das Eintreten eines unvolitssen Ereignisses. In
einem einfachen Modell nehmen wir an, dassHi¢; € N) unabhangige exponentialverteilte
Zufallsvariablen sind, d.h. die Verteilungen dersind absolutstetig mit Dichte

ft) = e Tgo(t).
Die Verteilung der Gesamtwartezeit
Sp=Tr+..+1T,
bis zumn-ten Ereignis ist dann

HS, = HTy X Ty X o % T,

Insbesondere ist die Verteilung véh absolutstetig mit Dichte

(f*f)(s / f(z) f(s— x) / Ne e A=) gy = /\26_’\5/ dr = Nse™
0 0
fur x<0 fur x>s

flr s > 0, bzw. (f = f)(s) = 0 fur s < 0. Durch Induktion ergibt sich allgemein:
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Lemma 9.6. Die Verteilung vonS,, ist absolutstetig mit Dichte

AT B s
fxn(s) = W e 'I(O,oo)(s) )

wobei

I(n) = / " letde "S (n—1)!
0

Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aif, mit Dichte f, ,, heilstGammaverteilung
mit Parameterm\, n € (0, co).

Abbildung 9.2: Dichtefunktionen der Gammaverteilung, fur verschiedene.

Die Gammaverteilung ist auch fur nicht-ganzzahligdefiniert,I" ist dann die Eulersche Gam-
mafunktion. Firn = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung als Spezialfall Gammavertei-
lung. Allgemein gilt:

T(\7) * D(\s) = T(Ar+s),
d.h. die Gammaverteilungen mit festem Paramateitden eine Faltungshalbgruppe.

Durch Anwenden des zentralen Grenzwertsatzes auf dielZudabblesS,, erhalten wir:

Korollar 9.7 (Normalapproximation der Gammaverteilungen). Sei A > 0. Dann qilt fur
(A, n) verteilte Zufallsvariablerd),:

n~Y?. (S, —nA™) 2 N(0,A7?) far n — oo.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



9.3. TRANSFORMATIONEN, GAUSSMODELLE UND PARAMETERSCHATZUNG 20

Bemerkung (Poissonprozess Die Anzahl der bis zur Zeit > 0 eingetretenen Ereignisse im
obigen Modell ist

Ny = max{n>0|S, <t}.

Die ZufallsvariablenV;, sind Poissonverteilt mit Parametert (Ubung). Die KollektionV, (¢ >

0) der Zufallsvariablen heif¥oissonprozess mit Intensitét. Der Poissonprozess ist ein mo-
noton wachsender stochastischer Prozess mit ganzzaNigeen. Er ist selbst eine zeitstetige
Markovkette und ist von grundlegender Bedeutung fir die Kkok#on allgemeiner Markov-
ketten in kontinuierlicher Zeit. Wir werden den Poissorgass in der Vorlesung ,Stochastische
Prozesse" genauer betrachten.

9.3 Transformationen, Gau3modelle und Parameterschéatzung

Der Dichtetransformationssatz

Allgemein gibt es zwei ganz verschiedene Arten, eine Wétaistichkeitsverteilung.(dz) zu
transformieren:

(1). Koordinatentransformation: y = ¢(z), u(dx) — po ¢~ '(dy)
(2). MaRwechsel durch Dichte: u(dx) — o(x)p(dx).

In bestimmten reguldaren Fallen lassen sich beide Transfiomen in Beziehung setzen: Ein
Koordinatenwechsel hat denselben Effekt wie eine abgelige Mal3transformation mit einer
geeigneten Dichte. Wir demonstrieren dies hier im Fall absolutstetiger Viarteyen imR¢. Die
entsprechende Koordinatentransformationsformel vedeenvir dann, um multivariate Normal-
verteilungen, und verschiedene fiur die Statistik zentvalkéeilungen zu untersuchen.

SeienS, T C R" offen, und seiX : €2 — S eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(€2, A, P) mit absolutstetiger Verteilungx mit Dichte fx.

Satz 9.8(Mehrdimensionaler Dichtetransformationssat?. Ist ¢ : S — T ein Diffeomorphis-
mus () mit det D¢(z) # 0 fur alle z € S, dann ist die Verteilung von(X) absolutstetig mit
Dichte

foco W) = fx(@7'(y)) - [ det Do~ (y)],

wobeidet D¢~ (y) = det(£%) die Jacobideterminante der Koordinatentransformatian is

Ozi
Ay,
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Beweis.Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der naniéiten Analysis:

P[cb(X)GB] [Xeszﬁ

_ / S“b“/fx ) - | det Do~ (y)] dy .
¢>‘1(B)
]

Beispiel (Sukzessive Wartezeiteh SeienT und T unabhangige, zum Parameter> 0 expo-
nentialverteilte Zufallsvariablen (z.B. sukzessive Wzetten), und sef = T + 7. Nach dem
Dichtetransformationssatz gilt dann

Ot s —
Fraltss) = fypltos—1)-lae 25220

x e M. [(0,00) (t) ce M) ](o,oo)(s — t)
= €_>\S . I(O,s) (t)

Somit ist die bedingte Dichtgsr(s|t) filr festest > 0 proportional zue™* - I; o) (s). Dies ist
auch anschaulich sofort plausibel, daine um die unabhangige Zufallsvarialileverschobene
exponentialverteilte Zufallsvariable ist.

Interessanter ist die Berechnung der bedingten Dichtevgegebens: Fir festess > 0 ist
frs(t|s) proportional zul(g 4 (t), d.h.

1
fris(tls) = g'f(o,s)(t)-

Gegeben die Summeg der beiden Wartezeiten ist die erste WarteZéalso gleichverteilt auf
[0, S]!

Wir betrachten nun verschiedene weiterreichende Anwegeluidles Dichtetransformationssat-
zes.

Multivariate Normalverteilungen und multivariater ZGS

SeiZ = (Zy, Z, ..., Z4) mit unabhangigen)V (0, 1)-verteilten Zufallsvariablerf;. Die Vertei-
lung des Zufallsvektorg ist dann absolutstetig bzgl. des LebesguemaRé&‘imit Dichte

2 2

H = (2m)” fe 7 (d-dimensionale Standardnormalverteilung)

\/ﬂ

Sei nunm € R? undo € R4 eined x d-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor

Y =0Z+m.
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Wir zeigen zunachst, dassErwartungswertn und KovarianzmatrixC' = oo’ hat, und berech-
nen die charakteristische Funktidarwartungswert:  E[Y;] = Zzzl oiE[Zk] +m; = m;

Kovarianz:  Cov(Y;,Y;) = Cov()_, oiZy + M, Y, 02 + myj)
= Zk,z oioj - Cov(Zy, Z1) = 3 ounojr = Cij.

Charakteristische Funktion:  Fur einen Vektop € R? gilt
oy(p) = E[e"Y] = E [e"(”Tp)'Z} erm = e=3lo"plripm
= e P COptiom (9.3.2)

Ist o regulér, dann kdnnen wir die Dichte der Verteilung vdnsofort mithilfe des Transforma-
tionssatzes explizit berechnen:

frly) = fx(e™'(y—m))-|deto™"]
= ! exp (—%(y—m)Cl(y—m)> :

/@) det C|

Auch imR? ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch ihre chsektische Funktion eindeu-

tig festgelegt, s. z.B. Bauer: Wahrscheinlichkeitsthe@kllgemein (also auch fur nicht regulare
o) kdnnen wir die Verteilung voix” auch tber die Fourierinversionsformel berechnen.

Definition. Seim € R? undC € R4 eine symmetrische, nicht-negativ definite Matrix. Die
Verteilung N (m, C') im R? mit charakteristischer Funktiom, = eXp(—%pCp + ipm) heil3t
d-dimensionale Normalverteilungnit Mittel m und Kovarianzmatrix_'.

Bemerkung/Ubung. Mithilfe von charakteristischen Funktionen beweist maa ftilgenden
Transformationsformeln und Charakterisierungen fir mattate Normalverteilungen:

(1). Fiura € R¥ und A € R¥*4 gilt

X ~N(m,C)= AX +a~ N(Am + a, ACAT).

(2). Folgende Aussagen sind aquivalent:

e X ~ N(0,C) ist multivariat normalverteilt mit Kovarianzmatrix.

e p- X ~N(0,p-Cp) VpeRL

Auch imR¢ gilt ein zentraler Grenzwertsatz :
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Satz 9.9(Multivariater zentraler Grenzwertsatz ). SeienX;, X», ... : Q — R unabhéangige,
identisch verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvaigo auf((2, A, P), und seiS,, = X; + ...+

X,,. Dann gilt
Sn — E[Sy)

NG

wobeiC, = Cov(X; ;, X1 ) die Kovarianzmatrix der ZufallsvektoreXy; ist.

2y Z ~ N(0,0),

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung der scheraKonvergenz von Zufallsvek-
toren:

Lemma 9.10(Cramér-Wold Device). Fiir ZufallsvariablenY, Y;, Ys, ... : Q — R? gilt:
D D d
Y, —Y & »pY, —pY Vpe R
BeweisskizzeDie Richtung =" ist klar, daY — p - Y stetig ist. Umgekehrt gilt:
p-Y, 2sp-Y = Elexp(ip-Y,)] — Elexp(ip-Y)] VpeR%

Mit einem &hnlichen Beweis wie ifR! folgt dann aus der Konvergenz der charakteristischen
Funktionen die schwache KonvergeYiz L. y. Um die relative Kompaktheit zu zeigen (Satz
von Helly-Bray), verwendet man dabei iRf die multivariaten Verteilungsfunktionen

d
Fn<£L’1, ...,.Z'd) = P[Yn,l < xy, ~-~;Yn,d < l’d], (.fCl, . ,.fll’d) € R%.
Wir beweisen nun den zentralen Grenzwertsatz:

Beweis.Firp € R gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

(S ES LN v gy
p( NG ) \/ﬁ;(p X; — E[p- Xi])

2y N(0,Varlp- X1]) = N(0,p- Cp),
da
Var[p - X;| = Cov [Zpk’lek , ZkaLl] = Zpkplckl =p-Cp.
k l K,

IstY ein N (0, C)-verteilter Zufallsvektor, dann is¥ (0, p- C'p) die Verteilung vorp - Y. Mithilfe
der Cramér-Wold Device folgt also

(S, — E[S.))/vn 5 Y.

]
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Beispiel (Vom Random Walk zur Brownschen Beweguny Sei s, = X; + ... + X,,, wobei
die X; unabhangige Zufallsvariablen mit

E[XZ] =0 und Var[XZ] =1

sind. Beispielsweise ist,, ein klassischer Random Walk. Um einen stochastischen Prazes
kontinuierlicher Zeit zu erhalten, interpolieren wir— S,, linear. Anschlie3end reskalieren wir
in Raum und Zeit, und setzen

1
7n
GRAPHIK SKALIERTER RANDOM WALK
Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt:

§t(n) = Snt7 t € R+.

~ 1 .
S =Vt —— S, 2 ~ N(0,1) fiir jedes feste € R,

Vnt

d.h. die eindimensionalen Randverteilungen der Proze%se- (§t("))t20 konvergieren. Allge-
meiner zeigt man mithilfe des multivariaten zentralen Gregrtsatzes, dass auch endlich dimen-
sionale Randverteilungen schwach konvergieren:

<§§f),§§:), §(”)> 2 (By,..., By)., firalle0 <t; <ty <...<tp k€N,

» Mty

wobei(B,,, ..., B;, ) multivariat normalverteilt ist mit
E[Btj] = O Und COV[Btj s Btk] = mln(tj7tk)

Eine noch allgemeinere Aussage erhélt man mithilfe einektionalen zentralen Grenzwert-
satzes(Invarianzprinzip von Donsker, ZGS auf dem Banachratff0, 1], R)): Der gesamte
stochastische Prozesgt("))ogtgl konvergiert in Verteilung gegen eirgrownsche Bewegung
(Bt)o<t<1- Mehr dazu in den weiterfihrenden Vorlesungen »StocldmiBrozesse« und »Grund-
zuge der stochastischen Analysis«.

Wir betrachten noch eine weitere Anwendung des Dichtetvamstionssatzes auf Normalver-
teilungen.

Beispiel (x2-Verteilungen). Wir berechnen nun die Verteilung vom Quadrat des Abstandes v
Ursprung eines standardnormalverteilten Zufallsvekitor&<:

d
Z = (Zla“‘aZCD ~ N(07Id)7 HZH2 = ZZZQ
=1
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L2 . H
(z) = % e~ 2 - I (z) folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes
1

fz2(y) = \/%6_ N

d.h.Z?istT'(3, 1)-verteilt. Da die Zufallsvariable?, 1 < i < d, unabhangig sind, folgt:

d
1 d
121k =Yz ~ 1 (5.5)
=1

Definition. Die Gamma-Verteilung mit Paramete%nundg heil3t auchChiquadrat-Verteilung

SIS

x2(d) mit d Freiheitsgraden

Parameterschatzung im GaulZmodell

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Staihen, Daten), die von einer unbe-
kannten Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Ruckschlisse
auf die zugrundeliegende Verteilung aus den Daten zu erhdiin einfachsten Modell (Gaul3-
modell) nimmt man an, dass die Daten unabhangige Stichpnadoeeiner Normalverteilung mit
unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz sind:

w= N(m,v), m,vunbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung fur die Normalverteilungsanme liefert der zentrale Grenzwert-
satz. Letztendlich muss man aber in jedem Fall Uberpriteejme solche Annahme gerechtfer-
tigt ist.Ein erstes Ziel ist es nun, den Wert venauf der Basis vom unabhangigen Stichproben
Xi(w) =z1,...,X,(w) = x, zu schatzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schatzung des Erwartungswerts
e Schéatzen auf der Basis vom unabhéngigen Stichproben (w), ..., X, (w) von p.
e Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachsuverte als Realisierungen von un-
abhangigen Zufallsvariablek, . . ., X,,. Da wir die tatséachliche Verteilung nicht kennen, unter-
suchen wir alle in Betracht gezogenen Verteilungen simultan

Xi,..., X, ~ N(m,v) unabhangig untep,, ,. (9.3.2)
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Ein naheliegender Schéatzer fiurist derempirische Mittelwert

X (w) = Xi(w) + ... + Xp(w) '

n

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schataartungstreu (unbiassedhndkonsistent
ist, d.h. fur allem, v gilt:
Em’v[yn] =m

und

X, —m P,,-stochastisch fiin — coc.
Wie wir den Schatzfehler quantifizieren hangt davon ab, oluliei Varianz kennen.

Schatzung vonm bei bekannter Varianz v.
Um den Schatzfehler zu kontrollieren, berechnen wir digeitemg vonX,,:

X; ~ N(m,v)unabh. = X;+ ..+ X, ~ N(nm,nv)
= X, ~ N(m,~)

n

X, —
T N(0,1)

Vu/n

Bezeichnetb die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilurapml erhalten wir

=

_ 1
Pw {]Xn —m| < q\/q = N(0,1)(—q,q) =2 (@(q) - §> far allem € R.
n
Satz 9.11.Im GaufZmodell{9.312) mit bekannter Varianist das zufallige Intervall
J— v — v
X,—o! -, X, + 0! —
(X0 /2 X0 1)
ein (2a — 1) - 100% Konfidenzintervallfur m, d.h.
P,.»[m € Intervall] > 2o — 1 fur allem € R.

Man beachte, dass die Lange des Konfidenzintervalls inmii€sel nicht von den beobachteten
Stichproben abh&ngt!

Schatzung vonm bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz un-
bekannt. In diesem Fall kénnen wir das Intervall oben nidrimenden, da es von der unbe-
kannten Varianz) abhangt. Stattdessen schatzen wirund v simultan, und konstruieren ein
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Konfidenzintervall firm mithilfe beider Schatzwerte. Erwartungstreue Schatzemfiund v
sind

n

12(}@-7")2.

=1

Um ein Konfidenzintervall fiifn zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformatiot=sa

— 1

1
X

n —

iXZ und Vn -
i=1

n —
n

die gemeinsame Verteilung vox,, undV,,:

Lemma 9.12. X,, undV,, sind unabhangig untep,, ,, mit Verteilung

X, ~ N(m,%) , nzlvnwxz(n—l).

Beweis.Wir fuhren eine lineare Koordinatentransformativn= OX durch, wobeiO eine or-
thogonale: x n-Matrix vom Typ
41
0= (- m
(bellebl
ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Erganzen des menten Vektorq\/iﬁ, s \/Lﬁ) zu einer

Orthonormalbasis dé&™. In den neuen Koordinaten gilt:

— 1 1
X, = -S'X,=——Vi, und

i=1
n

n—1)V, — Xi—X)2=S X2 —nX’ =||X|]2, — nX
7 n R

=1 =1

n

2
n

n
O orthogonal
=Yg - Y =) Y2
=2

Da die ZufallsvariablenX; (1 < ¢ < n) unabhangig unaV(m, v)-verteilt sind, ist der Zufalls-
vektor X = (X1, ..., X,,) multivariat normalverteilt mit Mitte(m, . .., m) und Kovarianzmatrix
v - I,. Nach dem Transformationssatz folgt

my/n
m
- 0
Y~N|O]| :|,v-OLO =N ) IR
m
0

Also sindYy, ..., Y,, unabh&ngige Zufallsvariablen mit Verteilungen
Y1 ~ N(my/n,v) , Y,~ N(0,v) furi>2.

Es folgt, dass

— Y n—1 SYAAY
X,=—~ und ——V, =

unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungatim, %) bzw. x*(n — 1) sind. O
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Bei bekannter Varianz hatten wir Konfidenzintervalle fiir. vom Typ X ,, +¢- \/g erhalten, wo-
bei g ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilun@uer liegt es nahe, zu versuchen,
bei unbekannter Varianz Konfidenzintervalle vom Typ + ¢ - % herzuleiten. Es gilt:

— V., )
P [[Xn —=m| 2 q\/| —| = Pno[|Ta-1| = q] mit
n
T V- (Yn —m)
e N

Die ZufallsvariableT,,_; heil3t Studentschet-Statistik mit n — 1 FreiheitsgradenH Unsere
Uberlegungen zeigen, dass wir aus Quantilen der StudemtsgeBtatistik Konfidenzintervalle
fur das Gaufimodell herleiten kdnnen. Wir missen nur nocetieilung vonT,, berechnen:

Satz 9.13(Stude|ﬁ). Die Verteilung vori,, ist absolutstetig mit Dichte

-1 —n/2
fr,t) = B (% g) .n~Y2. (1 + g) (t € R).

»Studentsche-Verteilung mitn Freiheitsgraden« Hierbei ist

1 n 1 [ g\_n

die Eulersche Beta-Funktion die als Normierungsfaktor auftritt.
Insbesondere ist das zufallige Intervall

yniq. E
n

ein 100 - (1 — 2«a)% Konfidenzintervall flrmn, falls

¢=F;' (1-a)

n—1
ein (1 — «)-Quantil der¢-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Beweis.Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt n&nd Z und Y unabhéangige
Zufallsvariablen mit VerteilungedV (0, 1) bzw. x*(n — 1), dann istZ/,/—5Y absolutstetig mit
dichte fr, ,.

LIn der Statistik bezeichnet man eine messbare Funktion e@#&htungsdaten als Statistik - ein (Punkt-) Schét-
zer ist eine Statistik, die zum Schéatzen eines unbekanraemteters verwendet wird, ein Konfidenzintervall nennt

man auch Intervallschatzer.
2Synonym von W. S. Gosset, der als Angestellter der GuinesaeBei nicht publizieren durfte.
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Der Satz folgt dann nach Lemrha9.12 mit

X, — -1
n M und Y::n

Vi .

]

Bemerkung (Nichtparametrische und Verteilungsunabhéngige Konfidenintervalle). In An-
wendungen ist es oft unklar, ob eine Normalverteilungshmsaan die Beobachtungswerte ge-
rechtfertigt ist. Zudem kdnnen einzelne grol3ere Ausreif3gen Daten (z.B. aufgrund von Mess-
fehlern) das Stichprobenmittel relativ stark beeinflus&sr Stichprobenmedian ist dagegen in
den meisten Féllen ein deutlich stabilerer Schatzwert &ir Median der zugrundeliegenden
Verteilung, und die in Abschnitt 5.1 hergeleiteten, auf @ndgsstatistiken basierenden, Konfi-
denzintervalle fir den Median und andere Quantile werdemfalis in der Regel weniger stark
durch Ausreil3er beeinflusst. Zudem gelten diese Konfidésrzialle simultan fur alle stetigen
Verteilungen. Ist man sich daher nicht sicher, ob eine Nbrengeilungsannahme aufgrund der
Daten gerechtfertigt ist, empfiehlt es sich, auf die stadil@rdnungsintervalle zurtickzugreifen.

Beispiel. (NOCH EINZUFUGEN)

Hypothesentests

In Anwendungen werden statistische Aussagen haufig nicrt Kibnfidenzintervalle, sondern
als Hypothesentest formuliert. Mathematisch passiereidaishts wirklich Neues — es handelt
sich nur um eine durch praktische Erwagungen motivierteadmiilierung derselben Resultate:
Angenommen, wir haben unabhéngige reellwertige Stichprobéan, ..., X,, von einer unbe-
kannten Verteilung vorliegen und wir gehen davon aus, daZutyrundeliegende Verteilung aus
einer Familieuy (¢ € ©) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt, z.B. der Fanaller
Normalverteilungens,, ,,0 = (m,v) € R x R,. Die gemeinsame Verteilung vaky, ..., X,

ist dann das Produktmaly} = é,ug. Sei nun®, eine Teilmenge des Parameterbereichs. Wir

=1
wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothese: ») € O«
und der

Alternative H;: ») & Op«
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Ein Hypothesentestfur ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbam@egeC' C
R™ (denVerwerfungsbereich) mit zugehoériger Entscheidungsregel:

AkzeptiereH, <— (Xi,...,X,) ¢ C.

Beispiel (t-Test). SeienX;, X,, ..., X,, unabhangige Stichproben von einer Normalverteilung
mit unbekanntem Parameten,v) € © = R x R*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der
Verteilung einen bestimmten Wert, hat:

Nullhypothesée: »m = Mo« , O = {mo} x RT.

Ein solches Problem tritt z.B. in der Qualitatskontrolle,auénn man tberprifen mochte, ob
ein Sollwertm, angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleighenwerfahren,
wobei X; die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messsvistt Die Nullhypothese
mit my = 0 besagt hier, daf? kein signifikanter Unterschied zwischeMdefahren besteht.

Im t—Testflir obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptfaits der Betrag deBtudent-
schen t-Statistikinterhalb einer angemessen zu wéhlenden Konstaritegt, bzw. verworfen,

falls Ji (X )
n- n — Mo
T,-1| = >
ol ‘ Ve ‘
gilt.

Seien nun allgemeiX, Xs, ... unter P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg. Bei
einem Hypothesentest kdnnen zwei Arten von Fehlern aafiret

Fehler 1. Art: H, wird verworfen, obwohl wahDie Wahrscheinlichkeit dafur betragt:
Py[(X1,....X,) € C| = wy[C], g € Oy.
Fehler 2. Art: H, wird akzeptiert, obwohl falsciDie Wahrscheinlichkeit betragt:
Py[(Xy,....X,) € Cl = pu3[C°], 6€0)\86,.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetriacHj und H, ist, interpretiert man
beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese be=bt in der Regel den Normalfall, die
Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtendakEDa ein Test Kritiker Uberzeu-
gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1t (&ffekt prognostiziert, obgleich nicht
vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Skaratiegen. Die Wahrscheinlichkeit

pglCl,  0€O\ 60,

daf’ kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voraizsng moglichst grof3 sein.
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Definition. Die Funktion
G(0) = Fpl(Xy, ... Xn) € O] = pg[C]
heil3tGutefunktion des Tests. Der Test hhlfiveau«, falls
GO) < o furalled € O
gilt. Die FunktionG () mit# € ©, hei3tMacht des Tests.

Aus SatZ 9.113 und der Symmetrie der Studentse¢héarteilung folgt unmittelbar:

Korollar 9.14. Der Studentsche t-Test hat Niveatalls c ein (1 — §)-Quantil der Studentschen
t-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Allgemeiner gilt:

Satz 9.15(Korrespondenz Konfidenzintervalle <> Hypothesentests Fir einen reellwertigen
Parametery = ¢(f), ein Irrtumsniveaur € (0, 1), und messbare Abbildungen (Statistiken)
4,¢ : R" — R sind aquivalent:

(i) Das Intervall
B(X1, . X)) —e(Xas o X)), A(X, o X)) + el X, X))

istein(1 — «) - 100 % Konfidenzintervall fury.

(i) Furjedes~, € R ist
C = {(z1, .0y 20) : Y21,y m0) — Y| > e(xg, ..., x,)}
der Verwerfungsbereich eines Test der Nullhypothesey, zum Niveauy.
Beweis.Das Intervall ist genau dann ein Konfidenzintervall flzum Irrtumsniveauy, wenn
Py [|7( X1, ..., Xp) —c(0)] > e(Xy, ..., Xp)] < a Voeo

gilt, also wenn der entsprechende Test der Nullhypothes®n= ~, fur jedesy, Niveau «
hat. O
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Kapitel 10
Bedingte Erwartungen

Zur Analyse von stochastischen Modellen mit Abhangigkeiterwendet man in der Regel be-
dingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte gegelekVerte von Zufallsvariablen. Bei-

spielsweise beschreibt man einen stochastischen Prazess < N, durch die bedingten Vertei-

lungen des nachsten Zustands,; gegeben den VerlauXy., = (X, Xi,..., X,,) bis zur Zeit

n.

10.1 Bedingen auf diskrete Zufallsvariablen

Wir betrachten zunachst das Bedingen auf den Ausgang esleeten Zufallsvariabl® : 2 —
S, S abzahlbar. In diesem Fall kénnen wir diedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

P[ANA{Y = z}]
PIA|Y = A
und diebedingten Erwartungswerte
BIX;Y =] 1
EIX|Y = S X Q P
[ | Z} P[Y:Z] ? E‘C ( 7"47 )7

furallez € S mit P[Y = z] > 0 auf elementare Weise wie in Abschiittl2.1 definieren.&&rS
mit P[Y = z] = 0 sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht definiert.

Bedingte Erwartungen als Zufallsvariablen

Es wird sich als praktisch erweisen, die bedingten Wahistitlekeiten und Erwartungswerte
nicht als Funktion des Ausgangssondern als Funktion der Zufallsvariadfezu interpretieren.
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswene dann selbst Zufallsvariablen:
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314 KAPITEL 10. BEDINGTE ERWARTUNGEN

Definition. SeiX : Q — R eine Zufallsvariable mi£/[X ~| < oo, undY : Q — S eine diskrete
Zufallsvariable. Die durch

BX|Y] = o) = S g() vy
z€eS
mit
(o) = E[X|Y =2 fallsP[Y =2>0
P77 ) beliebig fallsPY = 2] = 0

P-fast sicher eindeutig definierte Zufallsvariabi8X | Y] hei3t(Version der) bedingte(n) Er-
wartung von X gegebernt”. Fir ein EreignisA € A heil3t die Zufallsvariable

PA|Y] = FE[4|Y]
(Version der) bedingte(n) Wahrscheinlichkeit vaA gegebeny.
Die bedingte Erwartund’[X | Y] und die bedingte Wahrscheinlichkéf A | Y] sind also Zu-
fallsvariablen mit den WerteR[X | Y = z] bzw. P[A|Y = z] auf den MengeRY = z},z € S
mit P[Y = z] > 0. Auf jeder der NullmengeRY = z},z € S mit P[Y = z] = 0, wird der
bedingten Erwartung ein willkurlicher konstanter Wert ewiesen, d.h. die Definition ist nur

P-fast Uberall eindeutig. Wir fassen zunachst einige el¢arerEigenschaften der so definierten
bedingten Erwartung zusammen:

Lemma 10.1(Eigenschaften der bedingten Erwartung.
(1). Die AbbildungX — E[X | Y] ist P-fast sicher linear und monoton.
(2). SindX undY unabhéngig, dann gilE[X | Y| = E[X] P-fast sicher.
(3). Herausziehen, was bekannt ist:
Furalle f: S — Rmit f(Y)- X > 0bzw.f(Y) - X € £ gilt
E[f(Y)- X |Y] = f(Y)-E[X|Y] P-fast sicher

Insbesondere gilt
E[fY)|Y]=f() P-fast sicher
Beweis. (2). SindX undY unabhéngig, dann gilt
EIX - Iiy—)]
PlY = 7]
furallez € S mit P[Y = z] > 0, alsoE[X | Y] = E[X] P-fast sicher. Die ebenso
elementaren Beweise von (1) und (3) werden dem Leser als Ullertassen.

E[X|Y =] E[X]

]
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10.1. BEDINGEN AUF DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN 315

Anschaulich kbnnen wir die zweite Aussage folgendermafienpretieren: Sind undY unab-
héngig, dann liefert die Kenntnis des Weriégv) keine zusatzlichen Informationen Gb¥(w).
Daher ist die besté?-Prognose flrX (w) wie im unbedingten Fall durch den Erwartungswert
E[X] gegeben.

Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

Die aus Satz 211 bekannte Formel von der totalen Wahrsattgieit kdnnen wir mithilfe der
obigen Definition in kompakter Weise schreiben.

Satz 10.2(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). SeiY : Q — S eine diskrete Zufalls-
variable mit Verteilung:(z) = P[Y = z|. Fur alle messbareX : QO — R, gilt:

ElX]= Y EIX|Y=2]u(z) = EEX|Y]]
z: p(2)7#0
Insbesondere gilt
P[A] = E[P[A Y]] far alle A € A.

Beweis.Wegen() = | J {Y = z} gilt nach dem Transformationssatz

zeS
EX] = Y EX;Y=2 = ) E[X;Y=4
zeS 2zt u(2)#£0
= > EX|Y=:puz) = > g(z)-n)
2 ju(2)#0 2 (2)70
= Elg(Y)],

wobeig : S — R eine beliebige Funktion mij(z) = E[X | Y = z|furallez € S mit u(z) #0
ist. Die Aussage folgt wegef(Y') = E[X | Y| P-fast sicher. O

Bemerkung. Fur X € £1(9, A, P) folgt aus der Monotonie der bedingten Erwartung
EX Y]l < E[X|]Y]
und damit die Ungleichung
E|EX|Y]] < E[EIX||Y] = E[X]]

Die AbbildungX — FE[X | Y] ist also eine Kontraktion aut!((2, A, P). Die Aussage von Satz
[10.2 gilt entsprechend auch fixr € £*.
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Bedingte Varianz

SeinunX : Q — R eine bzgl.P integrierbare Zufallsvariable

Definition.
VarlX | Y] = E[(X-E[X|Y])?|Y]

heiRtbedingte Varianason X gegebery’.
Ist X quadratintegrierbar, dann gelten die folgenden Aussagen:
Lemma 10.3. Fur X € £3(Q2, A, P) gilt:

(1). L*-Kontraktivitat: £ [\E[X | Y]ﬂ < E[X?).

(2). Var[X | Y] = E[X?|Y]| - E[X |Y]* P-fastsicher.
Insbesondere folgt fir € S mit u(z) # 0:

Var[X | Y] = Var[X|Y =] auf{Y = z}. (10.1.1)

Beweis. (1). folgt aus Satz 1012, da fur allec S mit P[Y = 2] # 0 auf{Y = z} qilt:

EX Y] = [EX|Y=: < EX*|Y=: = EX’|Y]

(2). Nach Lemma10l1, (1) und (3), ergibt sich dann ahnliah fisr die unbedingte Varianz:

Var[X | Y] = E[X?|Y]-2-E[X-E[X|Y]|Y]+E[EX|Y]*|Y]
= E[X?|Y]-EX|Y) P-fast sicher.

]

Die folgende Zerlegungsformel kann haufig verwendet werdemVarianzen zu berechnen oder
abzuschatzen:

Satz 10.4(Formel von der bedingten Varian2). Fur eine ZufallsvariableX € £%(Q, A, P)
gilt:

Var[X] = E[Var[X | Y]] + Var[E[X | Y]]

= Y ValX [Y=z-ux) ¢ Y (BIX|Y = 2] - BX]) - p(2).
z:(2)#0 z:u(2)#0
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Beweis.Es gilt

VarlX] = E[X - BIX]? = B[E[X? | Y]] - E[EX | Y]?
= E[E[X*|Y]] - E[EIX | Y]] + B[E[X | Y]] - E[E[X | Y]
= E[Var[X | Y]] + Var[E[X | Y]].

Der zweite Teil der Behauptung folgt nun alis (10.1.1) und d&speechenden Eigenschatft fir
die bedingte Erwartung. ]

Anwendung auf zufallige Summen

Als erste Anwendung betrachten wir eine Summe

N(w)
Sy(w) = ZXZ-(w)

von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariabtere £!(Q, A, P) mit zufalliger Anzahl

N von Summanden. Hierbei sai : Q — {0,1,2,...} eine von denX; unabhangige Zufallsva-
riable. Seienn = F[X;] undo? = Var[X;]. Wir berechnen nun die verschiedenen KenngréRen
der Verteilung vonSy.

Berechnung des Erwartungswert®sa S, und N unabhangig sind, erhalten wir
ESy|N=k] = E[S,|N=k = E[SJ] = k-m farallek € N,
alsoE[Sy | N] = N -m, und damit nach Saiz 10.2:
ElSy] = EB[E[Sy|N] = EN]-m.
Berechnung der VarianZrneut folgt wegen der Unabh&angigkeit vepund /V:
Var[Sy | N =k = Var[Sy|N=k] = Var[S] = k- o
alsoVar[Sy | N] = N - 0?2, und damit nach Safz10.4:
Var[Sy] = E[Var[Sy|N]| + Var[E[Sy | N]] = E[N]-0o*+ Var[N]-m?.

Berechnung der momentenerzeugenden Funkfdnt € R gilt

Ms,(t) = E[e®N] =E[E[""Y |N]]=FE

= E[E[™V] = E [Mx, (V] = My (log Mx, (1)) .
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Mithilfe von Mg, kann man die Momente der zufalligen Sumsie berechnen:

E[S}] = Mé’]’v””)(o) furallem € N.

Im Prinzip erhalt man die Verteilung vofiy durch Laplace-Inversion, was aber nicht immer
praktikabel ist. Nehmen die Zufallsvariabléfj nur nichtnegative ganzzahlige Werte an, kann
man statt der momentenerzeugenden Funktion die erzeugemi&on verwenden, und daraus
die Verteilung berechnen. Wir gehen darauf im folgendencAbdt ein.

Charakterisierende Eigenschaften der bedingten Erwartung

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen’wir eine altem&harakterisierung der bedingten
Erwartung gegeben eine diskrete Zufallsvariable 2 — S, S abz&hlbar. Diese Charakterisie-
rung werden wir in Abschnift 10.3 verwenden, um bedingtedttuwngen fir allgemeine Bedin-
gungen zu definieren. S&i : 0 — R, eine nichtnegative (bzw. integrierbare) Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsrauifi, A, P).

Satz 10.5.Eine reellwertige Zufallsvariablél > 0 (bzw.X € £') auf(Q, A, P) ist genau dann
eine Version der bedingten Erwartudg X | Y|, wenn gilt:

() X =g(Y) fureine Funktiory : S — R, und
() E[X-f(Y)] = E[X-f(Y)] furalle nichtnegativen bzw. beschrankten Funktionen
f:S—=R.

Beweis.Ist X eine Version vonE[X | Y], dann gilt (I). AuRerdem folgt nach Lemrha 10.1 (3)
und der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

E[X-fY)] = E[EX|Y]-fY)] = E[EX fY)]Y]] = BX- f)
fur jede nichtnegative bzw. beschrankte FunktfonS — R.

Umgekehrt folgt aus (1), das¥ = g(z) auf{Y = 2} gilt. Ist auBerdem (ll) erfullt, dann folgt
weiter
E[X - Ip(Y)]

P[Y =]

9(z) = E[X|Y=2] =

_ EX-In0)] _
= PV = 2] = E[X|Y =2

fur allez € S mit P[Y = 2] > 0, d.h.X = ¢(Y) ist eine Version der bedingten Erwartung
E[X|Y]. O
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In einigen Fallen kdnnen die charakterisierenden Eigeafseh direkt Gberprift werden, um be-
dingte Erwartungen zu identifizieren:

Beispiel (Summen austauschbarer Zufallsvariablep. SeienX,, X,,..., X,, € £1(Q, A, P)
integrierbare Zufallsvariablen, deren gemeinsame Martgiinvariant unter Koordinatenpermu-
tationen ist, d.n(X 1), Xr2), .-, Xam)) ~ (X1, Xo, ..., X,,) firaller € S,,. Zufallsvariablen
mit dieser Eigenschaft heiRastauschbar— beispielsweise sind unabhangige identisch verteil-
te Zufallsvariablen austauschbar. Wir zeigen:

1 ,
E[X;|S.)] = =5, P-fast sicher fur alle =1, ... n,
n

wobeisS, = X;+...+X,. Zum Beweis iiberpriifen wir, dass, := %Sn die Bedingungen (I) und
(I aus Satz 1015 fuy” = S, erfullt. (1) ist offensichtlich. Zudem gilt wegen der Austgchbarkeit
fur jede beschrankte messbare FunktfonR — R:

ElXi- f(S.)] = E[X;-f(S)] furallei,j =1,...,n,
also .
1 1
Bliscis)] = TLEXsS) = BX )
furalle: =1,...,n, d.h. (ll) ist auch erfullt.

10.2 Erzeugende Funktionen, Verzweigungsprozesse, und Er-

neuerungen

Wir wollen die Methoden aus dem letzten Abschnitt nun vememn um Verzweigungs- und
Erneuerungsprozesse zu untersuchen. Ein wichtiges Hiitédrsind in beiden Fallen erzeugende
Funktionen:

Erzeugende Funktionen von ganzzahligen Zufallsvariablen

SeiX : Q —{0,1,2,...} eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraifh A, P) definierte Zufalls-
variable mit nichtnegativeganzzahligeWerten.

Definition. Die durch
G(s) = E[s = ZP[X = k|s*, s €[-1,1],
k=0
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definierte Funktion heil¥rzeugende Funktiorder ZufallsvariableX bzw. der Folgeu(k) =
P[X = k| der Gewichte vorX.

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe sieht man, dasKahvergenzradius der Potenz-
reihe stets grol3er oder gleithst. Also ist die erzeugende Funktion analytisch @uf, 1), und

es gilt

(k)
P X =k = G k'(O) furallek =0,1,2,....

Kennen wir also die erzeugende Funktion explizit, dann kdénmir die Gewichte der Verteilung

berechnen.

Durch zweimaliges Ableiten zeigt man zudem, dassonoton und konvex ayf), 1] ist. Fur

s € (0, 1] gilt nach DefinitionG(s) = M (log s). Daher lassen sich aus der erzeugenden Funktion
die Momente vonX berechnen — beispielsweise diliX ] = G’(1—) (linksseitige Ableitung von
G(s) beis = 1), falls der Erwartungswert endlich ist.

Fir die erzeugende Funktion einer Sumie- Y von unabhangigen, nichtnegativen, ganzzah-
ligen ZufallsvariablenX undY gilt offensichtlich

Gxiv(s) = Gx(s)-Gy(s) furalles € [—1,1].

Somit ist die erzeugende Funktion der Faltung

(% v) (k) :Zu(i)y(k—i) (k=0,1,2,...)

zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungenund v auf N U {0} das Produkt der einzelnen erzeu-
genden Funktionen.

Erzeugende Funktionen kénnen in verschiedenen Situatitiireexplizite Berechnungen ver-
wendet werden. Wir demonstrieren dies hier in einigen gegehden Beispielen. Viele weite-
re entsprechende Anwendungen finden sich in den Wahrsudtieitstheorie-Lehrblichern von
Feller und Grimmett/Stirzacker.

Erzeugende Funktionen zufalliger Summen

SindN, X1, X,,...: Q — {0,1,2,...} unabhangige Zufallsvariablen, dann erhalten wir fur die
N
SummeSy = > X :

i=1

Gsy(s) = E[s°] = E[E[s|N]] = E[Gs)"] = Gn(G(s)), (10.2.1)
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wobeiG die erzeugende Funktion der Summandgnst. Fur die Verteilung vordy ergibt sich
1
PlSxy =k = (Gxo G)®(0) fur alle & > 0.

Beispiel(Ausdinnungseigenschaft von Poissonverteilung®&nEin Huhn lege eine mit Parame-
ter A > 0 Poissonverteilte AnzahV von Eiern, von denen aus jedem unabhé&ngig voneinander
und vonN mit Wahrscheinlichkeip ein Kiilken schlipfe. Die erzeugende Funktion der Poisson-
verteilung ist

N
Die Anzahl der geschlipften Kuken isty = > X;, wobei dieX; untereinander und vorv

=1
unabhangige, Bernoulpj-verteilte Zufallsvariablen sind. Wir erhalten also
Gsy(s) = Gn(Gx(s)) = Gy(l—-p+p-s) = e

d.h. die Zahl der geschlipften Kiken ist wieder Poissopilerhit Parametep - . Eine ausge-
dunnte Poissonverteilung ist also wieder eine Poissognang!

Galton-Watson-Verzweigungsprozesse

Wir betrachten das folgende Modell fiir ein zufalliges Pagpiohswachstum: Alle Individuen
der Population erzeugen unabhangig voneinander eineligafdinzahl von Nachkommen in
der nachsten Generation mit VerteilungHierbei seiv eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf{0,1,2,...} mit v[{2,3,...}] # 0. Dieses Modell wurde 1889 von Galton und Watson ein-
gefuihrt, um die Aussterbewahrscheinlichkeit englischeelstitel zu untersuchen. Ahnlich wie
beim Random Walk handelt es sich um ein fundamentales stisttass Modell mit unzahligen
Erweiterungen und Anwendungen, z.B. auf das Wachstum vdpifellationen, die Ausbreitung
von Epidemien, die Zunahme der Neutronenzahl in einem Reakter auch die naherungsweise
Berechnung von genetischen Abstanden oder der Anzahl vaaen in einem grol3en zufal-
ligen Graphen (z.B. dem Internet), die man in einer bestimmiezahl von Schritten erreichen
kann. Die Nachkommensstruktur eines einzelnen Indivicdubestimmt einen zufélligen verwur-
zelten Baum, s. Graflk 10.1. Dementsprechend spielen Vegenwgsprozesse auch eine zentrale
Rolle bei der Analyse diverser stochastischer Modelle auhiiy s. z.B. [Peres: Probablity on
trees].
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n=23 Z3=26
n =2 Zo =3
n=1 Z1 =3
n=>0 Zy=1

Abbildung 10.1: Beispiel fur eine Realisierung eines GaNgatson-Prozesses.

Wir beschreiben die Nachkommenszahlen der einzelnenithain in der{n — 1)-ten Generation
eines Verzweigungsprozesses durch unabhéngige Zufadiblen

N':Q—{0,1,2,...}, L,n=12...,

mit Verteilungv. Fur die Gesamtzahl der Individuen in deten Generation erhalten wir die
folgende rekursive Darstellung:

anl
Iy = Z N fur allen > 1.
=1

Ohne wesentliche Einschrankungen nehmendyie= 1 an. Enthalt die Anfangspopulation statt-
dessen mehrere Individuen, dann erzeugen diese vonemandehangige, identisch verteilte
Unterpopulationen. D&,,_; nur von den ZufallsvariableV* fur £ < n — 1 abhangt, sind,,_;
und N (¢ € N) unabhangige Zufallsvariablen. Durch Bedingen auf, erhalten wir fur die
mittleren Populationsgréf3en die Rekursion

E[Zn] = E[Zn—l] - m,

wobeim := > i - v(i) die mittlere Nachkommenszahl eines Individuums ist. Wiemscheiden
die folgendéﬁlFalle:

m > 1: Exponentielles Wachstum der Erwartungswerte  (supes&hji
m =1: Erwartungswerte konstant (kritisch)
m < 1: Exponentieller Abfall der Erwartungswerte (subkritisch)

Wir wollen nun untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkik Population in den einzelnen
Fallen ausstirbt. Nach_(10.2.1) gilt fir die erzeugendenkiianen der PopulationsgréRen die
Rekursionsformel

Gr(s) = B [sZ57 2] = Gy, (G(s)),
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wobeiG die erzeugende Funktion der Verteilungler AnzahlN;* der Kinder eines Individuums
ist. Per Induktion folgt wegetv, (s) = G(s):

Gz.(s) = G(G(..G(s)...)) = G"(s) furallen € Nunds € [0, 1].

Fur die Wahrscheinlichkeiten,,, dass der Prozess zur Zeitausgestorben ist, erhalten wir die
Rekursionsformel

Mn = P[Z,=0] = Gz (0 = G(0) = Glmn) (10.2.2)

Sei nunm die Wahrscheinlichkeit, dass die Population in endlicheit Zusstirbt. Da die Ereig-
nisse{Z,, = 0} monoton wachsend sind, gilt

T = P

n—oo

U{Z” = 0}] = lim 7,.

DaG auf|0, 1] stetig ist, folgt aud(10.2.2)
T = G(m),

d.h. die Aussterbewahrscheinlichkeitist ein Fixpunkt der erzeugenden Funktion. Wie oben
bemerkt, ist die erzeugende Funktich : [0,1] — [0, 1] strikt konvex mitG(1) = 1 und
G'(1-) = E[N]'] = m. Hieraus folgt, dass im Fall m < 1 der einzige Fixpunkt vord in

0, 1] ist, wahrend im superkritischen Fall > 1 ein weiterer Fixpunkir* € [0, 1) existiert, siehe
auch GrafiK_102. Aus den Skizzen erkennt man zudem, dassufisté&xbewahrscheinlichkeit
m = limm, der kleinste Fixpunkt vord= auf [0, 1] ist. Also stirbt der Prozess im subkritischen
bzw. kritischen Fall mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, wahremdm superkritischen Fall mit einer
strikt positiven Wahrscheinlichkeit Gberlebt.
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m <1 m>1
1+ 1 4
= 4+
740
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Abbildung 10.2: Erzeugendenfunktionen von Galton-WatBoozessen mit unterschiedlichen
Verteilungen fur die Anzahl der Nachkommen. In Rot: Fixputekation

Beispiel (Geometrische Nachkommensverteilung Ist die Verteilung

der Anzahl der Nachkommen eine geometrische VerteilundgPaniametep € (0, 1), dann ergibt
sich

= 1—p .
_ k, k _
G(s) = > s1-p = s fiiralle s € [0, 1].
k=0
Fixpunkte dieser Funktion sind und %. Fur1l — p > p (subkritischer Fall) istt der einzige
Fixpunkt in [0, 1], also stirbt die Populatiof-fast sicher aus. Im superkritischen Fal- p < p
betragt die Aussterbewahrscheinlichkeidagegen nu%.

Rekurrente Ereignisse und Erneuerungsgleichung

Als weitere Anwendung von erzeugenden Funktionen beteachir eine Folge von unvorherseh-
baren Ereignissen, die zu diskreten Zeitpunkien N eintreten. Die Ereignisse bezeichnen wir
auch als ,Erneuerungen” (engl. renewals), und denken daBeian den wiederholten Ausfall

und Austausch eines Verschleil3teils in einer Maschine; dds wiederholte Abarbeiten einer
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Warteschlange. Wir beschreiben den Zeitpunkt, an demnk-desErneuerung stattfindet, durch
eine Zufallsvariable
Sy, = Ti+Th+...+T;.

T, ist also der Zeitpunkt der ersten Erneuerung, undiflr 2 ist 7, der zeitliche Abstand der
(k—1)-ten und dek-ten Erneuerung. In einem einfachen Modell nehmen wir essBa s, . . . :

2 — N unabhangige Zufallsvariablen sind, und, d&s<3, . . . identisch verteilt sind (aber nicht
T11). Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiter), der Ereignisse

A, ={3keN: S, =n} ~Erneuerung zur Zeit"
aus den Verteilungen der Wartezeiten berechnen. BedindgeleaiVert voril; liefert firn > m:

PlA,|Ty=m] = PBkeN: Ty +...+T,=n|T, =m|
= P[ElkGNT2++Tk:n—m|T1:m]
= PFkeN: Th+...+ T, =n—m),

und damit
P[An ’ Tl = m] = P[Anferl ’ Tl = 1] = P[Anferl ‘ Al]

Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ernalge fiir n € N:
Pn = Y Guem P[Ty=m] (10.2.3)
m=1

mit g, := P[A,+1 | A1]. Um die bedingten Wahrscheinlichkeitgnzu berechnen, bedingen wir
zuséatzlich aufl;. DaT;, T3, . . . unabhéangig und identisch verteilt sind, gilt far> m:

P[An+1|A1ﬂ{T2:m}] = PE']CGNT1++Tk:n+1|T1:1,T2:m]

[

[
= PEk>2: T3+...+ T, =n—m]
= PBk>2: To+...+ Ty =n—m)
[

= PAn7m+1 ’ Al] = qn—m-
Wegen
¢ = PlAua|A] = D PlAua | An{Ty=m}]- P[Ty = m]
m=1
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erhalten wir .
G = Y Gum Ph=m] firallen> 1. (10.2.4)
m=1

Die Gleichungen[(10.21.3) un@(10.P.4) hei@@meuerungsgleichungeiuf den rechten Sei-
ten dieser Gleichungen stehen (weggnl, > 1) die Faltungen der Folge,,n» € N, mit der
Folge der Gewichte der Wartezeitéh bzw. T5. Daher ist es zweckmallig, zu den erzeugenden

Funktionen N
Gp(s) = ansn
n=1
und .
Gyls) = > ans"
n=0
Uberzugehen. Fig| < 1 erhalten wir aug(10.2.3)
Gp(s) = Gqls)-Gr(s).
Aus (10.2.4) ergibt sich, da die rechte Seitesili& 0 verschwindet:
Gy(s) — 1= Z%Sn = Gy(s) - Gry(s).
n=1
Es folgtG,(s) = (1 — Gr,(s))~*, und damit
o GTI (S)

(10.2.5) liefert den gesuchten Zusammenhang zwischenet&ziMng der Wartezeiten, und den
Wahrscheinlichkeitep,,, dass zur Zeit eine Erneuerung stattfindet.

Sei nun die Verteilung der Lebensdau@inTs, . .. vorgegeben. Dann kdnnen wir untersuchen,
welche Verteilung die Anfangswartez@&it haben muss, damit die Wahrscheinlichkeipgmicht
vonn abhéngen$tationaritd). Fura € [0, 1] gilt p,, = « fur allen € N genau dann, wenn

= n o .
Gy(s) = ;pns = [ furallese (-1,1),
d.h. wenn G
Gr(s) = «a- %TZS(S) furalles € (—1,1). (10.2.6)
Da G'7, und Gr, erzeugende Funktionen von Wahrscheinlichkeitsvertgéansind, muss dann
gelten:
1 = Gpn(l) = ligl Gr,(s)
. G 2(3) -1 /
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Also mussi; endlichen Erwartungswert haben, und
a = 1/E[T] (10.2.7)

gelten. Dies ist auch anschaulich plausibel: Im station&al ist die Erneuerungswahrschein-
lichkeit zu einem festen Zeitpunkt der Kehrwert des miéifezeitlichen Abstandes zwischen
zwei Erneuerungen. Gilt(10.2.7), dann ergibt sich aus(@) durch Koeffizientenvergleich:

& P[T > n]
PTi=n] = a- (1 —~ ;P[Tg = k]) = —Em (10.2.8)
Die Folgep, der Erneuerungswahrscheinlichkeiten ist also genau danst&nt, wenn die Ver-
teilung vonT; durch [10.2.B) gegeben ist (,stationarer Erneuerunggsssy. Weiter kann man
ausgehend vori_(10.2.6) zeigen, dasskéliebigeVerteilungen der ersten Erneuerungszeit die
Wabhrscheinlichkeitem,, fir n — oo gegenl/E[T,] konvergieren (,asymptotische Stationari-
tat"), falls der Erwartungswert endlich ist und keiReriodizitatauftritt, d.h.

ggT({n|P[Ty =n]>0}) = 1

Den Beweis dieseSrneuerungssatzesiber erzeugende Funktionen findet man im Klassiker von
W.Feller (An Introduction to Probability Theory and its Agations, Vol. 1).

10.3 Bedingen auf allgemeine Zufallsvariablen

IstY eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrschehkeitsraum((2, A, P) mit stetiger
Verteilungsfunktion, dann gilP[Y = z] = 0 fur alle z € R. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
gegebert’ = z kdnnen daher nicht wie fur diskrete Zufallsvariablen defimiverden. Alternativ
kénnte man versuchen, bedingte Wahrscheinlichkeitentgagé als Grenzwert zu definieren:

PA|Y=2] = 1lmP[A|z—h<Y <z+Ah]. (10.3.1)
hNO

Dies ist in bestimmten Fallen mdglich, aber im allgemeirgndie Existenz des Grenzwertes
nicht gewébhrleistet.

Stattdessen definiert man bedingte Erwartungen gegelgamadine Zufallsvariabler mithilfe
der Charakterisierung aus Saiz 10.5. Bedingte Wahrschheliten gegebe” erhalt man als
Spezialfall bedingter Erwartungen:

PlA|Y] = E[14]Y]. (10.3.2)
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten wie ih (10.3.1) sind im Ahlgginen nicht im herkdmmlichen

Sinn definiert. Es ist allerdings ausgehend VYon (10.3.ggalkein moglich, fir ein festes Ereignis
A die Abbildungz — P[A|Y = z| bis auf Modifikation auf Nullmengen bzgl. der Verteilung
vonY zu definieren.

Das Faktorisierungslemma

Wir beweisen zunachst eine wichtige mal3theoretische Ayesgdese wird es uns unter Anderem
ermoglichen, die charakterisierenden Eigenschaftemigésti Erwartungen aus Safz_10.5 noch
etwas eleganter zu formulieren:

Satz 10.6(Faktorisierungslemma). Sei(S, S) ein messbarer Raum und: Q2 — S eine Abbil-
dung. Eine Abbildund( : @ — R ist genau danm (Y')-messbar, wenn

X=f(Y)=foY

fur eineS-messbare Funktiori : S — R gilt.

X

Y

(©,0(Y)) — (5,5) — (R, B(R))
Beweis. (1). IstX = f oY flr eine messbare Funktigf) dann gilt
XYB) = Y (f'B)eo®Y) fur alle B € B(R),
daf~'(B) € S. Daher istX o(Y)-messbar.

(2). Fur die umgekehrte Richtung mussen wir zeigen, dass eus(t)-Messbarkeit vonX
folgt, dassX eine messbare Funktion vanist. Dazu gehen wir schrittweise vor (,malf3-
theoretische Induktion®):

(@) IstX = I4 eine Indikatorfunktion mitA € o(Y'), dann giltA = Y '(B) mit B € S,
und damit

Xw) = Iyapw) = IpY(w)) fur allew € Q.
(b) FarX =37 c;la, mit A; € o(Y) unde; € R gilt entsprechend
X=> clp(Y),
=1

wobei B; Mengen auss mit A; = Y ~1(B;) sind.
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(c) Fur eine beliebige nichtnegative(Y )-messbare Abbildund : 2 — R existiert
eine Folge( X,,) von o(Y')-messbaren Elementarfunktionen mif * X. Nach (b)
gilt X,, = f,.(Y) mit S-messbaren Funktionefy. Damit folgt:

X = swpX, = supfuY) = f(),

wobei f = sup f,, wiederS-messbar ist.

(d) Fir eine allgemeine(Y")-messbare Abbildung : 2 — R sind sowohlX * als auch
X~ messbare Funktionen van, also auchX selbst.

]

Mithilfe des Faktorisierungslemmas kdnnen wir diearakterisierenden Eigenschaftéi und
(1) bedingter Erwartungen gegeben eine diskrete ZufatigbleY aus Satz 1015 wie folgt um-
formulieren:

X ist genau dann eine Version v X | Y], wenn gilt:
(i) X isto(Y)-messbar,
(i) E[X; Al = E[X; Al furalle Aco(Y).

Die Aquivalenz von (1) und (i) folgt aus dem Faktorisierulggsma, und die Aquivalenz von (11)
und (ii) ergibt sich durch maftheoretische Induktion, dénmesagt gerade, dass

E[X-Iz(Y) = E[X-Ig(Y)] furalleB €S gil.

Definition allgemeiner bedingter Erwartungen

Eine bemerkenswerte Konsequenz der CharakterisierungdiediErwartungen durch die Be-
dingungen (i) und (i) ist, dass dieedingte Erwartung®[X | Y| von der Zufallsvariable” nur
Uber die vonY erzeugter-Algebrac(Y') abhangt!Sind zwei Zufallsvariablery” und Z Funk-
tionen voneinander, dann istY) = o(Z), und damit stimmen auch die bedingten Erwartungen
E[X | Y] und E[X | Z] Uberein (mit Wahrscheinlichkeit 1). Daher liegt es nahejafji von
der bedingten Erwartung gegeben eindlgebra zu sprechen. Die-Algebra (z.B.o(Y") oder
o(Y1,...,Y,)) beschreibt dann die zur Verfigung stehende ,Informatianf die bedingt wird.

Die Charakterisierung bedingter Erwartungen durch (i) unk@nnen wir sofort auf den Fall
allgemeiner bedingter Erwartungen gegeben eifdgebra oder gegeben beliebige Zufallsva-
riablen tibertragen. Sei daZ : Q — R eine nichtnegative (oder integrierbare) Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsrauifl, A, P).
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Definition (Bedingte Erwartung, allgemein). (1). SeiF C A eine o-Algebra. Eine nicht-
negative (bzw. integrierbare) Zufallsvariablé : Q — R heiltVersion der bedingten
Erwartung E[X | F], falls gilt:

(@) X ist F-messbar, und

(b) E[X ; A= E[X ; A fur alle A € F.
(2). Fur beliebige Zufallsvariablet, Y7, Ys, ..., Y, auf(Q, A, P) definieren wir
EX Y] = E[X|o(Y)],
EX|Y,...Y,] = EX|(1,....Y,)] = EX|o,...,Y,).
(3). Fr ein EreignisA € A definieren wir
P[A|F] = E[I4]|F], undentsprechend P[A|Y] = E[A|Y].
Bemerkung. Durch malitheoretische Induktion zeigt man, dass Bedindudguivalent ist zu:

(b) E[X -Z] = E[X-Z] furalle nichtnegativen (bzw. beschrankteR)messbarery :
Q= R.

Satz 10.7(Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung). SeiX > 0 oderX € L!,
und F C A einec-Algebra. Dann gilt

(1). Es existiert eine Version der bedingten Erwarturid( | F].
(2). Zwei Versionen stimmedp-fast sicher tberein.

Beweis.Die Existenz kann man unmittelbar aus dem Satz von Radonelikdolgern, s. z.B.
[A.Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie]. Wir geben sdaésen am Ende von Abschhitt 10.4 einen
Existenzbeweis, der mit elementaren Methoden auskommt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit seiéhund X zwei Versionen der bedingten ErwartufiggX | F].
Dann sindX und X beideF-messbar, und

E[X; A = E[X;A  furalede F.

Hieraus folgtX = X P-fast sicher. O
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Bemerkung (Probleme mit Ausnahmemengeh Man beachte, dass die bedingte Erwartung
E[X | F] und damit auch die bedingte Wahrscheinlichikejtd | 7| nur fur jedefesteZufalls-
variable X bzw. jededesteEreignis A bis auf Modifikation auf Nullmengen eindeutig definiert
sind. Ein weiteres Problem ist, dass wir allgemein zwar fugteéi Erwartungen gegeben eine Zu-
fallsvariableY” definieren kbénnen, aber nicht solche gegeben das Er&igris: fur festesz. In
vielen Fallen kann man die beschriebenen Probleme durciv#&hi®iner ,regularen Version der
bedingten Verteilung gegebéfi umgehen. Wir kommen darauf in Korollar 10.9 zurtick.

Bemerkung (E[X | Y = z]). Obwohl E[X | Y = z] fur ein festes: im Allgemeinen nicht defi-
niert ist, kann man die Funktion— E[X |Y = z] bis auf Modifikation auf Nullmengen bzgl.
der Verteilung vort” sinnvoll definieren: Ist” : Q2 — S eine Zufallsvariable mit Werten in einem
messbaren Raufi, S), dann ist jede Version der bedingten Erwartl{d | Y] nach Definition
o(Y')-messbar. Also gilt nach dem Faktorisierungslemma:

EX|Y] = g flr eine messbare Funktign: S — R. (10.3.3)

Da die Versionen der bedingten Erwartung bis auf Modifikatuf P-Nullmengen eindeutig
festgelegt sind, ist die Funktianbis auf Modifikation aufuy-Nullmengen eindeutig festgelegt.
In Anlehnung an den diskreten Fall setzt man manchmal:

EX|Y =2 = g(2). (10.3.4)
Genauer definieren wir flr eine nichtnegative ZufallsualgaX :

Definition. Eine messbare Funktion: S — R* hei3tVersion der bedingten Erwartung
E[X |Y = z] von X gegebert” = z, wenn gilt:

EX;YeB] = /g(z)uy(dz) furalle B € S. (10.3.5)
B
Die charakterisierende Bedingurig (1013.5) ist nichts aslats eine allgemeine Variante der
Formel von der totalen Wahrscheinlichké¥ithilfe des Transformationssatzes sieht man, dass
genau danri(10.2.3) erfillt, wentiy") eine Version vorE/[ X | Y] ist.

WARNUNG: Bei der Definition ist zu beachten, daB§X | Y = 2] flr ein festes: im Allgemei-
nen nicht definiert ist, sondern nur die Funktion— E[X | Y = z] modulo Modifikation auf
1y-Nullmengen! Das formale Rechnen mit bedingten Erwarturvgem (L10.3.4) ist daher eine
haufige Fehlerquelle.
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Trotz dieser Gefahren ist die Notatidf{X | Y = 2| oft niitzlich, um Argumentationen transpa-
renter zu machen, oder um anschauliche Uberlegungen irematische Formeln zu tibersetzen.
Wir werden sie daher auch hier gelegentlich verwenden.

Diskreter und absolutstetiger Fall

In einigen Fallen kann man die Definition direkt anwenden, hadingte Erwartungswerte zu
berechnen. Wir betrachten zun&chst noch einmal den Sfadizeahe diskreten Bedingung:
Gilt ¥ = o({H;|i € N}) fur eine disjunkte Zerlegun@ = U H; in abzahlbar viele messbare

Teilmengen (,Hypothesen}l; € A, dann smd]-"—messbare Zufallsvarlablen konstant auf jeder
der MengenH;. Aus der Definition der bedingten Erwartung folgt dann

EX|F] = F[X|H|] auf H;
fur alle: € N mit P[H;] > 0.

Beispiel(Unbedingte Erwartungen). Die bedingte Erwartung einer Zufallsvariabtegegeben
die trivialeo-Algebra{(, 2} ist der Erwartungswert vox .

Beispiel (Bedingen auf eine Partitior). Ist P = Uy, die Gleichverteilung auf0, 1), und F =
o({[ti1,t:)]i = 1,...,n}) die von einer Partitio) = ¢, < t; < ty < ... < t, = 1 erzeugte
o-Algebra, denn ist die bedingte Erwartuhly | 7| einer integrierbaren Funktion: [0,1) — R
die durch

EglF] = — /g<u>du auf [t 1,)

t; —tiq

ti—1

definierte Funktion.

Abbildung 10.3: Die Funktio(w) ist hier blau dargestellt und[g|F] in rot.
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Ist die gemeinsame Verteilung aller relevanten Zufallsdden absolutstetig, dann kann man
bedingte Erwartungen mithilfe von bedingten Dichten benen:

Satz 10.8(Berechnung bedingter Erwartungen im absolutstetigen Fa)l. SeienX : Q —
R™undY : Q — R™ Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsra(@h A, P), deren
gemeinsame Verteilungy y absolutstetig ist, und séi: R" x R™ — [0, co] messbar. Dann ist

EHXY) V@) = [ b Y(@)fay (el (@) do (10.3.6)
Rn
eine Version der bedingten Erwartung vbfX, Y') gegebery’.

Beweis.Nach dem Satz von Fubini ist die rechte Seite Yon (10.3.&) miassbare Funktion von
Y (w), und es gilt

E[gm- / h(x,Y>fX|y<x|Y>dx] - / / B, y) iy (2l) f (y) de dy
- BX,Y)

fir jede messbare Funktign: R™ — [0, o). O

Mit der Notation aus(10.3.4) lautet die Aussage des Satzes:

ERX, Y)Y =2 = /h(x, 2) fxy (x|z) dx fur uy-fast allez € S.

R

Um die bedingte Erwartung zu berechnen, missen wir also deibekannten Wert von ein-
setzen, und die Funktion bzgl. der bedingten Dichtg- nachz integrieren.

Beispiel(Bedingen auf eine Koordinatg. Ist P = U, die Gleichverteilung auf einer beschrank-
ten, messbaren MengeC R?, und ist

Y:Q—=R, Y(ry =y,

die Projektion auf die zweite Komponente, dann gilt

E[RY](z,y) = )\(;2 )/h(:r,y) dx P-fast sicher (10.3.7)

Y

fir jede integrierbare Funktioh : @ — R. Hierbei ist(2, = {z € R|(z,y) € R} dery-Schnitt
von (2. Bedingen aut” entspricht hier also dem normierten ,Herausintegrierer‘iemplemen-
taren Koordinate:.
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Q C R?

Y
W

Abbildung 10.4: In Rot: Dey-Schnitt der Mengé).

Regulare bedingte Verteilungen

Beim Bedingen auf diskrete Zufallsvariablen konnten wir hgté Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen auf elementare Weise definieren. Fur allgemeine Zuéallblen sind die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten

PIXeB|Y] = ElpX)|Y]
fur jede feste messbare Mengenur bis auf Modifikation auf’-Nullmengen eindeutig definiert.
Dies ist ein Nachteil, da die Ausnahmemenge ¥abhangen kann, und im Allgemeinen tber-
abzahlbar viele messbare Mengen existieren. Die bedirggteiing vonX gegebery” ist daher
zunachst nicht definiert. Im absolutstetigen Fall konneroas Problem umgehen, indem wir die
Uber die bedingte Dichte gegebene Version

pxy(y,dz) = [xy(zly)dz

der bedingten Verteilung verwenden. Aus Saiz110.8 folgtittethar, dass wir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten gegebén ausy x|y berechnen kdnnen:

Korollar 10.9. Ist die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablén (2 — R* undY : Q —
R™ absolutstetig, dann igtx|y eineregulare Version der bedingten Verteilung voll gegeben
Y, d.h.

(1). pxy ist ein stochastischer Kern vak™ nachR".
(2). Fur jedesB € B(R") ist
PXeB|Y] = pxy(Y,B)

eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit Yohe€ B} gegebery'.
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Bemerkung (Existenz von regularen Versionen bedingter Verteilungeh Die Existenz von
regularen Versionen von bedingten Verteilungen gegelren Zufallsvariablel” kann man all-
gemein beweisen, wenri Werte in einem vollstandigen, separablen, metrischen Réumz:(
polnischen Raum) annimmt, siehe z.B. [Breiman, Ch. 4.3.]. Expizte Berechnung Uber be-
dingte Dichten ist nattrlich im Allgemeinen nicht moglich.

Wenn wir uns auf eine bestimmte regulare Versiaiy- festlegen, dann konnen wir die bedingten
Wahrscheinlichkeite®[ X € B|Y = z] durch

PX € B|Y =z2] = uxy(z B)

fur alle z € S definieren. Die Festlegung auf eine bestimmte regulareidfeider bedingten
Verteilung ist im Allgemeinen willktrlich. Manchmal gibseaber eine kanonische Version, die
sich auszeichnet. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn di¢n@icler gemeinsamen Verteilung
von X undY eine stetige Version hat.

Beispiel (Bivariate Normalverteilung). Ist (X, Y") bivariat normalverteilt mit Mitte(0, 0) und

. (1 .
Kovananzmatnx( f) ,0€ (—1,1), dann gilt
%

Frx (@) ! (
v(z, = ——— -exp|—
xy\Z,y o ,—1_92

x? — 20wy +y°
2(1 - ¢?)

Fir ein festes € R folgt

M)

frix(yle) o fxy(@y) o exp(—2<1_g2)

als Funktion vony. Also ist
pyix(z,8) = N(ozx,1— 0%

eine kanonische regulare Version der bedingten Verteiamg” gegebenX.
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T
Zo

Abbildung 10.5: Die Dichtefx y(z,y) und in Blau, Grin und Magentgy | x (y|x;) fur i €
{0,1,2}. Man beachte, das§ | x (y|z;) < fx,y (i, y) als Funktion vory.

Beispiel (Grenzen naiven Bedingenp Sei(X,Y') gleichverteilt auf dem Viertelkreis
S = {(zy) eRz>0y>02+y* <1}

Wir versuchen auf zwei Arten eine ,bedingte Verteilung vBrgegebenX = Y* zu berechnen.
Dazu betrachten wir die Zufallsvariabléh= Y — X undV = Y/ X. Wegenfx y x Is erhalten
wir mithilfe des Dichtetransformationssatzes fiur faseed

I(z,v+ x)

det (. v)

fx‘v($’U> XX fX’V(ZU,U) = f)gy(l’,?)"‘l’)'

x Ig(x,v+x),

wobei ,.o* flr ,proportional als Funktion vor:* steht. Wahlen wir die normierte rechte Seite als
kanonische Version der bedingten Dichte, so ergibt sich

fxpw(z]0) o Ig(z,z) = ](0,1/\/5)@)-
Gegeber’ — X = 0 ist X also gleichverteilt auf0, 1/1/2).

Andererseits erhalten wir fur fast jedes

O(z, wx)

det 2, w)

fxw(zlw) o< fxw(z,w) = fxw(r,w)-

x Ig(x,wz) - x.
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Wahlen wir wieder die rechte Seite als kanonische Versiorygibt sich

fxw(zll) o z-Ig(x,x) = x-I(O’l/ﬂ)(w).

Die bedingte Verteilung vorX gegebeny’ /X = 1 unterscheidet sich also von der bedingten
Verteilung vonX gegeben” — X = 0. Bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeh&n= Y sind
daher nicht wohldefiniert!

Eine anschauliche Erklarung fir das Phanomen ist, dasswwiem beiden Fallen oben auf un-
terschiedliche infinitesimale Umgebungen der Diagoréley) € S|z = y} bedingen, wie die
folgende Grafik veranschaulicht:

{(x,y)es : E-1‘<5} {(z,y) €S : [y —=| <}

Abbildung 10.6: Zwei verschiedene Arten die Diagonale zoragimieren.

10.4 Rechnen mit bedingten Erwartungen; Poissonprozess

In vielen Fallen tritt eine Kombination bedingter Erwariem beziglich verschiedener Zufalls-
variablen und/odet-Algebren auf. Die bedingten Erwartungswerte konnen dasrstmicht
unmittelbar berechnet werden, lassen sich aber mithibedjegender Eigenschaften und Re-
chenregeln schrittweise umformen und ggf. vereinfachein.l&en nun aus der Definition ei-
nige fundamentale Eigenschaften bedingter Erwartungerdigewir in diesem Zusammenhang
haufig verwenden werden.

Als eine erste Anwendung untersuchen wir zeitliche und @ Poissonprozesse. Zeitliche
Poissonprozesse sind die einfachsten Beispiele von zgjestestochastischen Prozessen mit
stationaren unabhangigen Inkrementen, bzw. von zegstetMarkovketten. Raumliche Pois-
sonprozesse (Poissonsche Punktprozesse) sind grunddelytodelle fur zufallige Punktmen-
gen. Beide Arten von Prozessen spielen in etlichen Anwerghergichen eine wichtige Rolle
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(z.B. Warteschlangen, Versicherungsmathematik, Mat@saenschaften, stochastische Geome-
trie etc.), und bilden die Basis fur die Konstruktion vielenkplexerer stochastischer Modelle.

Eigenschaften der bedingten Erwartung

Wir leiten zunachst aus der Definition einige fundamentaieeischaften der bedingten Erwar-

tung her, die wir haufig bei der Berechnung bedingter Erwgdumerte verwenden werden:

Satz 10.10.SeienX, Y und X,, (n € N) nichtnegative oder integrierbare Zufallsvariablen auf
(Q, A, P), und seienF, G C A o-Algebren.
Es gelten folgende Aussagen:

).
).
(3).
(4).

(5).

(6).

(7).
8).

Linearitat: EIAX +pY | Fl = NE[X | F|]+pE[Y | F] P-fastsicher fur alle\, u € R.
Monotonie: AusX > 0 P-fast sicher folgtE[X | F] > 0 P-fast sicher.

AusX =Y P-fastsicher folgtE[X | F] = E[Y | F| P-fast sicher.

Monotone Konvergenz: 16K,,) monoton wachsend mif; > 0, dann gilt

Elsup X, | F] = supFE[X,|F] P-fast sicher.

Projektivitat / Tower Property: IS C F, dann gilt
EEX|F]|G] = EX]|J] P-fast sicher.
Insbesondere:

EEX|Y,Z]|Y] = E[X|Y] P-fast sicher.

Herausziehen, was bekannt ist: 8e/F-messbar mit” - X € £! bzw.> 0. Dann gilt

EY -X|F] = Y- -E[X|F P-fast sicher.

Unabhangigkeit: IsiX unabhangig vorF, dann giltE[X | F] = E[X] P-fast sicher.

Seien(S,S) und (T, 7) messbare Raume. I8t : @ — S F-messbar, undX : Q@ — T
unabhéngig vorF, und f : S x T' — [0, c0) eine produktmessbare Abbildung, dann gilt

Elf(X,)Y)| Fllw) = E[f(X,Y(w))] flr P-fast allew.
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Beweis. (1). Aus der Linearitat des Erwartungswertes folgt, deB&X | 7| + pnE[Y | F] eine
Version der bedingten Erwartuigi\ X + pY | F] ist.

(2). SeiX eine Version vorE[X | F]. Aus X > 0 P-fast sicher folgt wegefiX < 0} € F:

EX;X<0 = EX;X<0 > 0,
und damitX > 0 P-fast sicher.
(3). Dies folgt unmittelbar aus (1) und (2).

(4). IstX,, > 0 und monoton wachsend, danndsp £ X, | F] eine nichtnegativé--messbare
Zufallsvariable (mit Werten iff0, oc]), und nach dem ,klassischen “ Satz von der monoto-
nen Konvergenz (siehe S&iz16.6) gilt:

Elsup E[X,, | F|-Z] = sup E[E[X,, | F|- Z] = supE[X,,- Z] = E[sup X,, - Z|

fir jede nichtnegative--messbare Zufallsvariablg. Also istsup E[X,, | F] eine Version
der bedingten Erwartung vomp X,, gegebenF.

(5). Wir zeigen, dass jede Version véii.X | G] auch eine Version Vol [E[X | F] | G] ist, also
die Eigenschaften (i) und (ii) aus der Definition der bedemgErwartung erfullt:

(i) E[X | g]ist nach Definitiong-messbar.
(i) Fur A € GgiltauchA € F,und somitE[E[X |G]; A] = E[X; A] = E[E[X|F]; A].

(6) und (7). Auf &hnliche Weise verifiziert man, dass die Asfariablen, die auf der rechten Seite der
Gleichungen in (6) und (7) stehen, die definierenden Eigeaften der bedingten Erwar-
tungen auf der linken Seite erfiillen (Ubung).

(8). Dies folgt aus (6) und (7) in drei Schritten:

(@) Gilt f(z,y) = g(z) - h(y) mit messbaren Funktionenh > 0, dann folgt nach (6)
und (7) P-fast sicher:

E[f(X.Y)[F] = Elg(X)-nY)]|F] hY) - Elg(X)|F]

und somit

Elf(X,Y)| Fl(w) = E[g(X) h(Y(w))] = E[f(X,Y(w))] fir P-fast allew.
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(b) Um die Behauptung fur Indikatorfunktionéitx, y) = I5(x,y) von produktmessba-
ren MengenB zu zeigen, betrachten wir das Mengensystem

D = {BeS®T |Behauptung gilt furf = Iz}.

D ist ein Dynkinsystem, das nach (a) alle Produkte= B; x B, mit B; € S und
B, € T enthalt. Also gilt auch

D D o({BixBy|BeSBeT) = SaT.

(c) Fur beliebige produktmessbare Funktionfen S x T" — R, folgt die Behauptung
nun durch mafitheoretische Induktion.

]

Bemerkung (Konvergenzsatze fur bedingte Erwartungen. Aus dem Satz von der monoto-
nen Konvergenz (Eigenschatft (4)) folgen auch VersionerLdesmas von Fatou und des Satzes
von der dominierten Konvergenz fur bedingte Erwartungear. Beweis verlauft ahnlich wie im
unbedingten Fall (Ubung).

Die letzte Eigenschaft aus Saiz 10.10 ist oft sehr nutzkéin.unabhéngige Zufallsvariablex
undY ergibt sich insbesondere

E[f(X,Y)|Y](w) = E[f(X,Y(w))] fur P-fast allew, (10.4.1)

d.h.
E[f(X,Y)|Y =2] = E[f(X, 2)] fur py-fast allez. (10.4.2)

Die Unabhangigkeit vorX undY ist wesentlich fur[(10.411) bzw._(10.4.2):

Beispiel. IstY = X, dann gilt offensichtlich

EX-Y|Y=z = EY*|Y=2 = 2 fur puy-fast allez, aber
EX-z] = z-E[X] = =z-E[Y].

Das Anwenden der Formeln (10.4.1) und (10.4.2) ohne dasshamaigkeit vorliegt ist ein sehr
haufiger Fehler beim Rechnen mit bedingten Erwartungen!

Beispiel(Summen von Wartezeiten. Fur eine exponential-verteilte Zufallsvariable gilt
PT>t+h|T>t] = P[T>h] furallet > 0undh € R.

Durch Bedingen kénnen wir diese Aussage deutlich verallgeene:
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Lemma 10.11(Erweiterte Gedachtnislosigkei). Sind7 und R unabhangige nichtnegative Zu-
fallsvariablen, und ist” exponentialverteilt, dann gilt

PT+R>t+h|T>t] = P[T+R>h]| furallet > 0undh € R.

Beweis. Durch Bedingen auR erhalten wir nach{10.4.2) fiir> 0:
PIT+R>t+hundT>t|R=7] < P[T+r>t+hundT > 1]
= PT>t+h—1r|T>t-P[T >t

= P[T'>h—r]-P[T >t

N

fur fast aller > 0, also

PT+R>t+hundT >t] = /PT+R>t+hT>t]R—r]uR(dr)
/PT>h—r pr(dr) - P[T >t

- PT+ R>h]-P[T > t].
Hierbei haben wir irn(x) und (**) wesentlich benutzt, dagsund R unabhéangig sind. O

Das Lemma zeigt, dass fir Summen von unabhangigen Wadezsite Gedachtnislosigkeits-
eigenschatft gilt, sofern der erste Summand exponenttalitast. Diese Tatsache ist von grund-
legender Bedeutung um nachzuweisen, dass die zukunftigendiwicklung von zeitstetigen

Markovketten nicht vom Verlauf in der Vergangenheit, sondaur vom gegenwartigen Zustand
abhangt. Wir betrachten zunachst exemplarisch den eistiaclFall einer solchen zeitstetigen
Markovkette - den Poissonprozess.

Poissonprozesse

Ein Poissonprozess mit Intensitéit> 0 ist ein zeitstetiger stochastischer Prozess, d.h. eine Kol
lektion Ny, t € [0, 00), von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsrai@m.A, P), mit
nichtnegativen ganzzahligen Werten. Der Prozess wanadilge eineExp(\)-verteilte Zeit ab,
und springt dann um eine Einheit nach oben. NaheliegendeesAdungen sind z.B. die Model-
lierung einer Warteschlange, oder der Anzahl der bei eieesitherung auflaufenden Schadens-
falle.

Um einen Poissonprozess zu konstruieren, wahlen wir umafadi exponentialverteilte Zufalls-
variablenT},T,,... > 0 mit festem Parametek > 0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P), und setzen

Sp=T1+Tr+...+7T,, n €N, und
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N, =#{neN|S, <t} t €[0,00).

N,
4 + — o
|
|
3+ —
I |
9 1 — I
| | |
e b
| |
| | |
i: - | | |
S, S, S S, t

Abbildung 10.7: Darstellung vov, (w).

Dann istt — N;(w) fur allew monoton wachsend mit ganzzahligen Werten dig¢tv) = 0. Die
WartezeitS,, bis zumn-ten Sprung isT’(\, n)-verteilt, s. Lemm&9]5. Durch Bedingen kénnen
wir die Verteilungen des Prozessgs; )~ auf elegante Weise berechnen. Beispielsweise folgt
aus der erweiterten Gedachtnislosigkeit (Lenima 10.11), fiie> 0 unmittelbar

P[Nyip <k|N;=0] = P[Sp,>t+h]|S; >t

I
B

T1+T2+...+Tk>t+h|T1>ﬂ
= P
= P[N, <k] furallek e N,

[
[
[

d.h. die bedingte Verteilung vaN, . ;, gegebenV, = 0 stimmt mit der Verteilung vov, tberein.
Allgemeiner erhalten wir:
Satz 10.12.Fur ¢, h > 0 gilt:

(1). N; ~ Poisson(At)

(2). Stationaritat:N,,, — N; ~ Ny,

(3). Unabhéangige Inkrementé;,, — N; 1L o(N, |0 < s <t).
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Beweis. (1). Verteilung vonN;: Da S, = T} + ... + T} unabhangig vorf,; und I'(\, k)-
verteilt ist, erhalten wir fik € N nach [10.4P):

Sk <t < Ski1]

PSk <t< S +Tk+1 ‘ Sk —U] /Lsk(du)

Il
\\E

= I t <u-+ Tk+1] s, (du)
= e~ 1) — My lem M gy
/\t

Also ist N, Poisson-verteilt zum Parametgt.

(2). Gemeinsame Verteilung vavy und N, ,: Seienk,l > 0. WegenS, = T} + ... + T} und
Skr1 = Sp+Thy1+ ...+ Ty erhalten wir nachH(10.4.1) aufgrund der Unabhéangigkeit der
T

P[Nyp <k+1,N, =k |Ty,...., Ti](w)
= P[Sjsy >t+h,Sp<t<Spl|Th,. .. Tow)
= PlSi(w) 4+ Ths1+ ...+ Ty >t + h, Sp(w) <t < Sgp(w) + Ti41](10.4.3)
[Tos1 + -+ Tigs > h] - P[Tepy > t — Si(w)] - Is, < (@)
= P[N, <I]-PIN, =k|Ty,..., T (w)

Il
s

fur P-fast allew. Hierbei haben wir im vorletzten Schritt Lemma10.11 verdenAus (a)

folgt:
P[Nt-l—h_Nt < lth:k] = E[P[Nt+h <k+l7Nt:k|T177TkH
= P[N, <l]-P|N, =k, (10.4.4)
d.h.
P[Nyp — Ny <l|N,=k] = P[N,<]] furallek, ! > 0.

Also ist das Inkremendv,, , — N, unabhéangig vorV, mit Verteilung

Po(Niyp—Ny)™' = PoN,' = Poisson(\h).
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(3). Unabhéangigkeit vorV, ., — N, undo (N, | 0 < s < t): Wir bemerken zunéchst, dass fur
jedes Ereignisd € o(N, |0 < s < t)undk > 0 ein EreignisA, € o(T1, ..., T}) existiert
mit

AN{N, =k} = An{N, =k} (10.4.5)
Zum Beweis kann man sich auf Ereignisse der Fdrm { N, = [} mits € [0,¢]undl > 0

beschranken, da diese dieAlgebrac (N, | 0 < s < t) erzeugen. Fir solche Ereignisde
giltin der Tat

Aﬂ{Nt = k’} = {NS = Z,Nt = ]’C} = {Sl <s< Sl—i—laSk <t< Sk-i—l} = Akﬂ{Nt = k’}
wobei
0 falls | > k,
A, = {8, < s} falls | = k,
{51 <s< S} fallsi <k,

ein Ereignis ist, dass nur vaRy, . . ., 7 abhangt.
Nach [10.4.b) erhalten wir fud € o(Ns | 0 < s < t) undk,! > 0 analog zu[(10.414):
P{Niyn — Ny <} N ANA{N; = k}]
= E[P[Nyp— Ny <I,Ny=k|Th,...,Tk]; Ax]
= P[N, <] P[Ax N {N; = k}|
= P[Nyyp — Ny <] - PIAN{N, = k}|].

Durch Summieren ubeékr folgt die Unabhangigkeit vov,, , — N, und A.
]

Aus SatZ 10.12 folgt, dass fir jede Partitign< ¢; < ... < t; die InkrementeV,, — N;,, N;, —
Ny, ..., Ny, — Ny, unabhéangige Zufallsvariablen mit Verteilung

N,— N, ~ Poisson(\-(t—s)), 0<s<t, (10.4.6)

sind. Insbesondere sind die Inkremesii@ionar, d.h. die Verteilung vorV; — N, hangt nur von
t — s ab.

Definition. (1). Ein stochastischer Prozegs,);>( auf einem Wahrscheinlichkeitsrauta, A, P)
hei3tLévy-Prozesdalls

(a) die InkrementeV; — N,,0 < s < t, stationar sind, und
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(b) Inkremente Uber disjunkten Intervallen unabhangigisin

(2). Ein Lévy-Prozess heiRbissonprozess mit Intensitat > 0, falls (10.4.6) gilt.

Weitere wichtige Beispiele von Lévy-Prozessen sind Browa®#wegungen und-stabile Pro-
zesse. EinBrownsche Bewegun(@; ).>¢ ist ein Lévy-Prozess mit normalverteilten Inkrementen
B, — B; ~ N(0,t —s),0 < s <t,dessen Pfade— B;(w) flr P-fast allew stetig sind.

Prozesse in diskreter Zeit mit unabhangigen stationataemmenten sind Random Walks. Lévy-
Prozesse kann man aus Random Walks durch Grenzibergangetengtahiedlichen Skalierun-
gen erhalten (Poissonapproximation, zentraler Grenga&tGrenzwertsatz fur Inkremente mit
heavy tails etc.). Den Poissonprozess erhalt man beigmile als Grenzwert fik — oo der
reskalierten Random Walks" = S{ .

n

s® = > X x{* unabhangig~ Bernoulli(\/).
i=1

Die Simulation in Abbildun@ 516 deutet an, wie andere Léwogasse als Skalierungslimiten von
Random Walks auftreten.

Ein weiteres Beispiel fir Lévy-Prozesse sind zusammengfeseiompound) Poissonprozesse:

Beispiel (Compound Poisson-Prozeds Sei i eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aif und
A > 0. Dann heif3t der stochastische Prozess

Nt
So= Y X, t>0
i=1

mit unabhéngigen ZufallsvariableX; mit Verteilung i und einem von derX; unabhangigen
PoissonprozeséV;);>o mit Intensitat\, Compound-Poisson-Prozess mit Sprungverteilung

1 und Intensitdt A\. Der Compound-Poisson-Prozess ist eine zeitstetige Vess Random
Walks mit InkrementenX;. Er wartet jeweils eindixp(\)-verteilte Zeit ab, und macht dann
einen Sprung gemal} der Verteilupg Entsprechende Prozesse werden u. A. in der Versiche-
rungsmathematik zur Modellierung der akkumulierten Senatidhe bis zur Zeit verwendet.

Die Verteilung.S; fur ein festes > 0 kann man mit den oben eingefihrten Methoden fur zu-
fallige Summen berechnen. Zudem kann man beweisen,(dass, in der Tat ein Prozess mit
stationaren unabhéngigen Inkrementen ist.

Poissonscher Punktprozess

Die Sprungzeitpunkte eines Poissonprozesses in einericleewlZeitintervall(s, t] kann man
auch auf andere Weise konstruieren: Iskeine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parame-
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ter A - (t — s), und sindUy, Us, . .. unabhéngig voneinander und van und gleichverteilt auf
(s,t],dannsind/y, ..., Uz die Sprungzeiten eines Poissonprozesses mit Parai@teforollar
[10.14). Allgemeiner sei num ein endliches Mal3 auf einem messbaren Rasing). Wir wollen
eine zuféllige ,Punktwolke” inS mit Intensitatr konstruieren. Dazu wéahlen wir unabhangige

ZufallsvariablenX, X5, ... : Q — S mit Verteilungu = V(”S), und setzen fuxl C S
Z
NA) = D ox[A] = #{1<i<Z|X, €A} (10.4.7)
i=1

wobei Z (Gesamtzahl der Punkte) unabhéngig von derund Poisson-verteilt mit Parameter
v(S) ist. Die AbbildungA — N(A) ist die Haufigkeitsverteilung der Punk?g,, ..., X, und
damit ein zuféalliges MaR. Hat das Intensitatsmeakeine Atome (d.h. gilv[{z}] = 0 fur alle

x € S), dann sind die Punkt&; mit Wahrscheinlichkeit alle verschieden, und wir kbnnex
P-fast sicher mit der zufélligen Punktmeng&,, X5, ..., X} C S identifizieren.

Satz 10.13(Konstruktion von Poissonschen Punktprozessgn Das durch [(10.4]7) definierte
zufallige MaRRN ist ein Poissonscher Punktprozess mit Intensitatsmaf3d.h. fur beliebige
k € N und disjunkte Teilmengé,, ..., A, C S, sind die ZufallsvariablenV(A,),..., N(A)
unabhangig mit Verteilung

N(4;) ~ Poisson(r(4;)).

Zum Beweis bendtigen wir die erzeugende Funktion der geragias Verteilung mehrerer Zu-
fallsvariablen:

Definition (Erzeugende Funktion und gemeinsame Verteilung SeienNy,..., Ny : Q —
{0,1,2,...} nichtnegative ganzzahlige Zufallsvariablen auf einem@ieinlichkeitsrauni?, A, P),
und sei

v(ng,...,ng) = P[Ny=mnq,..., Ny =mny.

Die erzeugende Funktiordes Zufallsvektoré Ny, ..., N,,) bzw. der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung v auf{0,1,2,...}* ist die durch

G(s1,...,81) = BE[sVsd?-. . 5% = Z v(ni, ... ng) - sytsy? sk

definierte FunktiorG : [0, 1]* — [0, 1].

Die gemeinsame Verteilung ist ahnlich wie im eindimensionalen Fall eindeutig durch di-
zeugende Funktion festgelegt, denndir. .. n; € {0,1,2,...} gilt:
1 an1+n2+...+nk

V(nla--'ank) = nl‘- .nk|'8n1. ank(()v?())
. . 51 Sk
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k

Beweis.O.B.d.A. kdnnen wirS = |J A; annehmen. Wir berechnen fiir diesen Fall die erzeu-
i=1

gende Funktion der gemeinsamen Verteilung Yo, ), ..., N(Ay). FUrs;,...,sx € [0,1)

gilt

k ) Z k La (X2)
N(A; A; (A
s = IIs™
j=1 j
also wegen der Unabhangigkeit véanund denX;:
z k) k Z
= HE HSjAj ' ] = (ZSj [L[AJ]> .
=1

j=1 j=1
Hierbei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass daslibliber; gleichs; ist, falls X; in

k

H S;Y(Aj)

J=1

E A

der MengeA, liegt. DaZ Poisson-verteilt ist mit Paramete(s), erhalten wir

Hs;.“f“j)] Ty (Z 50 M[Aj]>

j=1

= exp (V(S) : (Z s; - ulA;] — 1))

k
= Hexp (V(Aj) : <5j - 1))7

d.h. die erzeugende Funktion VoV (A;),..., N(A)) ist das Produkt der erzeugenden Funk-
tionen von Poissonverteilungen mit Parametefn;). Hieraus folgt, dass die gemeinsame Ver-
teilung der ZufallsvariabletV (A, ), ..., N(A,) das Produkt dieser Poissonverteilungen ist]

Poissonsche Punktprozesse bezeichnet man auch synonggmmaleche Poissonprozesdeois-
sonsche ZufallsmaRederPoissonsche Feldefie spielen eine wichtige Rolle bei der Model-
lierung zufalliger raumlicher Strukturen, z.B. in der stastischen Geometrie. Saiz 10.13 liefert
uns einen einfachen Algorithmus zur Simulation PoissoeisBlunktprozesse. GraptR wurde
mit diesem Algorithmus erzeugt. Als eindimensionalen $pfl von SatZ 10.113 erhalten wir
eine alternative Konstruktion von zeitlichen Poissonpesen:

Korollar 10.14. Seien\,a € (0,00). SindZ, Uy, Us, . .. unabhéangige Zufallsvariablen mit Ver-
teilungenZ ~ Poisson(A - a) undUy, Us, . .. ~ Unif(g 4), dann ist

Z
N, = > Iog(Ui), 0<t<a,
i=1

ein Poissonprozess mit Intensitét
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Beweis.Es gilt N; = N([0,t]), wobeiN der wie in [I0.4.17) definierte Poissonsche Punktprozess
auf S = [0,a] mit homogenem Intensitatsma@- dt¢ ist. Nach Satz 10.13 folgt, dass fir jede
Partition0 < ¢ty < t; < ... < t;, < a die Inkremente

th - Nt]’_l = N((t]—lyt]])7 1 S] < k?
unabhéangig und Poisspn- (t; — t;_;))-verteilt sind. O

Poissonsche Punktprozesse lassen sich durch verschiedgrsformationen wieder in Poisson-
sche Punktprozesse Uberfihren. Bildet man beispielswésBuhkte X;, 1 < ¢ < Z, eines
Poissonschen Punktprozesséamit Intensitatsmald mit einer (messbaren) Abbildung ab,
dann erhélt man einen Poissonschen Punktprozess

N(A) = Z%(xi)[/ﬂ = ZIA(¢(X1)) - qus—l(A)(Xi)

mit IntensitatsmaR = v o ¢~!. Zudem gilt eine Ausdiinnungseigenschaft:

SeienZ, X1, Xs,...,U;,Us, ... unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilungen
14
Z ~ Poi S X; ~ ——, U; ~ Unif gy,
oisson(v(9)), J(5) nif 1)

und seia : S — [0, 1] eine messbare Funktion (Akzeptanzwahrscheinlichkeii) Kdhstruieren
einen ausgedinnten Punktprozégs indem wir einen PunktX; nur mit Wahrscheinlichkeit
a(X;) berlcksichtigen:

Z
No = Y I<ax))0x.
=1

Satz 10.15(Farbungssatz, Ausdinnungseigenschaft NV, ist ein Poissonscher Punktprozess
mit Intensitatsmal(z)v(dx).

Der Beweis wird dem Leser als Ubung tiberlassen. Bemerken@veriter Anderem, dass die
beschriebene Konstruktion eine Kopplung von PoissongseEe mit verschiedenen Intensitats-
malfen, d.h. eine simultane Konstruktion dieser Prozedseirmam gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum ermaoglicht.

10.5 Bedingte Erwartung als bestd.?-Approximation

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich die bedingte Eivgr einer quadratintegrierbaren
ZufallsvariableX gegeben eine-AlgebraF charakterisieren lasst als beste Approximation von
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X im Unterraum detF-messbaren quadratintegrierbaren Zufallsvariablen, blsrorthogonale
Projektion vonX auf diesen Unterraum. Neben naheliegenden Anwendungenichifineare
Prognosen liefert uns dies auch einen einfachen Existerebéir die bedingte Erwartung.

Jensensche Ungleichung

Die Jensensche Ungleichung gilt auch fur bedingte Erwgenn
Sei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraunk € £'(Q, A, P) eine integrierbare Zufallsvariable
und F C A einec-Algebra.

Satz 10.16Jensen. Istu : R — R eine konvexe Funktion mit X') € £! oderu > 0, dann gilt
Eu(X)|F] > wE[X|F]) P-fast sicher.
Beweis.Jede konvexe Funktiomlasst sich als Supremum von abzahlbar vielen affinen Funktio

nen darstellen, d.h. es gilat, b, € R mit

w(z) = sup (a,z+by) furallez € R.
neN

Zum Beweis betrachtet man die Stutzgeraden an allen Stalen abzahlbaren dichten Teil-
menge VvorR, siehe z.B. [Williams: Probability with martingales, 6.8Yegen der Monotonie
und Linearitat der bedingten Erwartung folgt

EuwX)|F] > FEla,X+b,|F| = a, EX|F|]+b,

P-fast sicher fur alle: € N, also auch
Eu(X)|F] > sup(a,-E[X|F]+0b,) P-fast sicher.

neN

]

Korollar 10.17 (LP-Kontraktivitat ). Die AbbildungX — E[X | F] ist eine Kontraktion auf
Lr(Q, A, P)furallep > 1, d.h.

E(|EX|FIF] < E[|X]] furalle X € £1(Q, A, P).
Beweis.Nach der Jensenschen Ungleichung gilt:
|E[X | FlIP < E[|X]P|F] P-fast sicher.
Die Behauptung folgt durch Bilden des Erwartungswertes. O

Im Beweis des Korollars haben wir insbesondere gezeigt, fdagsne ZufallsvariableX € LP
auch die bedingte Erwartunfg[ X | ] in £? enthalten ist. Wir beschranken uns nun auf den Fall

p=2.
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Bedingte Erwartung als besteL?-Prognose

Der RaumL?(Q, A, P) = L£3(Q, A, P)/ ~ der Aquivalenzklassen von quadratintegrierbaren
Zufallsvariablen ist ein Hilbertraum mit SkalarprodulX,Y);» = E[XY]. IstF C A ei-

ne Untere-Algebra, dann ist.?(Q2, F, P) ein abgeschlossener Unterraunvon L*(Q, A, P),
denn Grenzwerte vorF-messbaren Zufallsvariablen sind wiedémessbar. Nach der Jensen-
schen Ungleichung ist fUK € £%*(Q, A, P) jede Version der bedingten Erwartufgj X | F]|

im Unterraum/£?(Q), F, P) der F-messbaren quadratintegrierbaren Zufallsvariablenadteth
AuRerdem respektiert die bedingte Erwartung Aquivalessseén, s. Safz 10.7. Die Zuordnung
X — E[X | F] definiert also eine lineare Abbildung vom Hilbertrau((2, A, P) der Aquiva-
lenzklassen auf den Unterraufd(Q2, 7, P).

Satz 10.18.FurY € £*(Q2, F, P) sind aquivalent:
(1). Y ist eine Version der bedingten Erwartuig X | F].

(2). Y ist eine ,beste Approximatiotivon X im Unterraum£?(Q), F, P), d.h.

E[(X-Y)] < E[(X-2)? firaleZc £*Q,F,P).

(3). Y ist eine Version deorthogonalen Projektionvon X auf den Unterrauni.?(Q2, F, P) C
L*(Q, A, P), d.h.

E[(X-Y)-Z = 0 furalle Z € £*(Q, F, P).

/ L2(Q, A, P)

L*(Q,F, P)

Abbildung 10.8: Darstellung voiX' — E[X | F] als orthogonale Projektion auf den Unterraum
L3(Q, F, P).
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Beweis.(1) < (3): FUrY € L£*(Q, F, P) gilt:

Y ist eine Version vor& [ X | F]
— E[Y-I4] = E[X-1,] furallede F
<« E[Y-Z] = E[X-Z] furalleZ c £*Q,F,P)
<~ FE[(X-Y)-Z] =0 furaleZ e £, F,P)

Hierbei zeigt man die zweite Aquivalenz mit den Ublichentfeizungsverfahren (maf-
theoretische Induktion).

(3)= (2): SeiY eine Version der orthogonalen Projektion v&nauf L2(2, 7, P). Dann gilt
furalleZ € £2(Q, F, P):

E[(X-2)°] = E((X-Y)+(Y -2))
= E[(X-Y)?|+E[(Y-2)*+2E[(X-Y) (Y -2)]
€L2(Q,F,P)
> E[(X-Y)]

Hierbei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass- Z im Unterraum£?(Q2, F, P)
enthalten, also orthogonal 20 — Y ist.

(2) = (3): Istumgekehrt” eine beste Approximation vak in £%(Q, F, P)undZ € L%*(Q), F, P),
dann gilt

E[(X -Y)?] < E[(X~-Y +tZ)%
= B(X -Y)?|+2E[(X -Y)Z] +*E[Z?

frallet € R, alsoE[(X —Y) - Z] = 0.
O

Die Aquivalenz von (2) und (3) ist eine bekannte funktionalgtische Aussage: die beste Appro-
ximation eines Vektors in einem abgeschlossenen Untereanes Hilbertraums ist die orthogo-
nale Projektion des Vektors auf diesen Unterraum. Die daistehende geometrische Intuition
verdeutlicht man sich leicht anhand von Abbildling 10.8.

Satz[10.1B rechtfertigt die Verwendung der bedingten Brwagr als Prognoseverfahren. Bei-
spielsweise istZ[X | Y] nach dem Faktorisierungslemma die bektePrognose furX unter
allen Funktionen vom Typ(Y'), ¢ : R — R messbar.
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Beispiel(Nichtlineare Prognosg. SeienS, T : 2 — R, unabhéangige Zufallsvariablen, die zum
Beispiel die Ausfallzeiten zweier Komponenten eines SystbaschreibenS sei exponential-
verteilt mit Parametek > 0 - die Verteilung voril’ ist beliebig. Angenommen, wir kdnnen nur
den Ausfall der einen Komponente (mit Ausfallz&i} beobachten, und wir méchten den Wert
der ersten Ausfallzeit

X = min(7,9)
aufgrund des beobachteten Werfgs,) prognostizieren. Nach Sdtz 10118 ist der beste Progno-
sewert furX bzgl. des mittleren quadratischen Fehlers durch

Xw) = BX|T|w)
gegeben. Explizit erhalten wir wegen der Unabhéangigkeit¥aind S:

EIX|T)w) = Emin(T(w), )

T(w) 00

= / she ™ ds + / T(w)e™* ds
0 T{(w)
Lo W

= X(1 e ) far P-fast allew.

Die beste Prognose im quadratischen Mittel hangt also isedieFallnichtlinear von 7' ab.
Sie unterscheidet sich damit von deesten linearen Prognog&egressionsgerade), die wie in
Abschnitt6.8 gezeigt durch

~ Cov[X,T]

Xin = aT +b mit o = Var[T] b = E[X]—aE[T]

gegeben ist. Dass sicki und X, unterscheiden ist die Regel. Eine wichtige Ausnahme ergibt
sich, wenn die gemeinsame Verteilung v@nund 7" eine Gaul3verteilung ist - in diesem Fall ist
die bestel.? Prognoser [ X | T stets eine affine Funktion vdh.

Existenz der bedingten Erwartung

Durch die Charakterisierung der bedingten Erwartung ateliésApproximation ergibt sich die
Existenz der bedingten Erwartung einer quadratintegairembZufallsvariable unmittelbar aus der
Existenz der Bestapproximation eines Vektors in einem athdessenen Unterraum eines Hil-
bertraums. Durch monotone Approximation folgt hierauskhestenz der bedingten Erwartung
auch fur beliebige nichtnegative bzw. integrierbare Zsfariablen:
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Satz 10.19.Fir jede ZufallsvariableX > 0 bzw. X € £'(9, A, P) und jedes-AlgebraF C A
existiert eine Version der bedingten ErwartuBgX | F|.

Beweis. (1). Wir betrachten zunachst den Fall € £2(Q, A, P). Wie eben bemerkt, ist der
RaumL?($2, F, P) ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraliti€, A, P). Seid =
inf{||Z — X||z2 | Z € L*(, F,P)} der Abstand vonX zu diesem Unterraum. Um zu
zeigen, dass eine beste Approximation ®nn L?(Q2, F, P) existiert, wahlen wir eine
Folge (X,,) aus diesem Unterraum mjtX;, — X||,= — d. Mithilfe der Parallelogramm-
Identitat folgt firn, m € N:

1X, — Xull7: = (X0 —X) — (X — X)|132
= 21X, = X2 42 | X — X2 — (X — X) + (X — X2
X, +X,, 2
- 2 = X2 X X[ T2 ]
—)‘;2 4:;12 \ ~- LQ/
<d?

und damit
limsup | X, — X,ull7: < 0.

n,m—o0
Also ist die Minimalfolge( X,,) eine CauchyLfolge in dem vollstandigen RadA{2, F, P),
d.h. es existiert eity” € £2(Q2, F, P) mit

HXn — YHL2 — 0.
FurY gilt
n—00 n—o0

d.h.Y ist die gesuchte Bestapproximation, und damit eine Verstoiedingten Erwartung
E[X | F].

(2). Fur eine beliebige nichtnegative Zufallsvariableauf (Q2,.A, P) existiert eine monoton
wachsende FolggX, ) nichtnegativer quadratintegrierbarer ZufallsvarialtenX = sup X,.
Man verifiziert leicht, dassup E'X,, | ] eine Version vorE'[ X | F] ist.

(3). Entsprechend verifiziert man, dass fir allgemethes £!(2, A, P) durchE[X | F] =
E[X* | F]— E[X™ | F] eine Version der bedingten Erwartung gegeben ist.
]
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Kapitel 11
Markovketten

In diesem Kapitel werden wir Markovketten genauer untdrsancEin wichtiges Hilfsmittel dabei
ist der Zusammenhang von Markovketten und Differenzeollegigen.

11.1 Grundlagen

Sei(S,S) ein messbarer Raum. Eine Folgdg, X, ... von auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) definierten Zufallsvariablex,, : @ — S heil3t(zeitdiskreter) stochastischer Prozess
mit Zustandsraum S. Den Index n“ interpretieren wir entsprechend als ,Zeit.” Fiir < n

setzen wir:
Xm:n = (Xm7 Xerla cee >Xn>-

Seien num,,(x,dy),n = 1,2,3, ..., stochastische Kerne a(, S). Wir verwenden die Notation

(waf)(@) = / Pl dy) ()

fur den Erwartungswert einer messbaren FunkfionS — R bzgl. der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungp,(x, ). Insbesondere gilt

(pula)(z) = pulx, A) furalle A € S.

Definition. Ein stochastischer Proze$,,) mit Zustandsrauns heilRtMarkovkette mit Uber-
gangswahrscheinlichkeitem,,(z, dy), falls gilt:

P[X,i1 € Al Xow] = pni1(Xa, 4) P-fs. flralleA € Sundn > 0, (11.1.1)
bzw. dazu aquivalent

Elf(Xn+1) | Xowm] = nrrf)(Xn) P-f.s.  fir alleS-messbarerf : S — R, undn > 0.
(11.1.2)

354



11.1. GRUNDLAGEN 355

Die Markovkette heif3zeitlich homogen falls p,, nicht vonn abhangt. Die Verteilung voiX,,
heilt Startverteilungder Markovkette. GiltP o X, = §,, dann sagen wir, didlarkovkette
startetinz.

Die Aquivalenz von[(I1.1]1) un@(11.1.2) ergibt sich durciRtheoretische Induktion. Die defi-
nierende Eigenschaft (11.1.1) besagt, dass bedingtadker nachste Zustand, , ; unabhangig
von Xy, ..., X,_1 mit Verteilungp,.,1(X,, ®) ist. Eine Markovkette ,vergisst* also den vorheri-
gen Verlauf bis zur Zeit — 1, und startet in jedem Schritt neu im gegenwartigen Zusfénd

Bemerkung. Allgemeiner heil3t ein stochastischer Prozgess) Markovkette, falls
P[X,1 € Al Xow] = Pl Xn1 € Al X, P-fs.furalleA e Sundn >0 (11.1.3)

gilt. Die Existenz eines Ubergangskerns folgt dus (11..4r8¢r Regularitatsvoraussetzungen an
(S,8), z.B. falls.S ein polnischer (d.h. vollstandiger separabler metrigcRaum ist mit Borel-
schero-AlgebraS = B(S).

Beispiel (Diskreter Zustandsraum). Ist S abz&ahlbar, dann kdnnen wir einen stochastischen
Kern p,, auf S mit der stochastischen Matrix,(z,y) = p.(x, {y}) identifizieren. Ein stochasti-
scher ProzesgX,,) ist genau dann eine Markovkette mit Ubergangsmatrizén, y), wenn

P[Xn—H = Tn+1 | XO:n - xO:n] = pn—&-l(‘rnaxn—&—l)

fur allexo, ..., z,41 € S mit P[X., = x¢.,] # 0 gilt.

Zufallige dynamische Systeme als Markovketten, Beispiele

Markovketten erhélt man insbesondere als zuféllige Sggnmynamischer Systeme.

Sei(T,T) ein messbarer Raum. Wir betrachten einen stochastischeae$3{d,,) mit Zustands-
raum.S, der rekursiv durch

Xn+1 = (I)n+1<Xn7Wn+1)a n=0,1,2,...,

definiert ist, wobeiX, : Q@ — S und Wi, Ws,...; Q2 — T unabhangige Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsrauff2, A, P), und® : S x T'— S, n € N, messbare Abbildungen
sind. Die Abbildunger®,, beschreiben das Bewegungsgesetz des dynamischen Systeirdg u
ZufallsvariableniV,, die zufélligen Einflussfaktoren (Rauschen, noise).

Satz 11.1. (1). (X,) ist eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

pu(x, A) = P[®,(x,W,) € A], reS,AeS.
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(2). Hangen die Abbildunged,, nicht vonn ab, und sind die ZufallsvariableW,, identisch
verteilt, dann ist die MarkovketteX,,) zeitlich homogen.

Beweis. (1). Furn > 0 ist X,., eine Funktion vonX,, Wy, W5, ... W,. Also istW,,; unab-
héangig vonX,.,, und furA € S folgt

PlXnp1 € A| Xo)(w) = Pl@ni1(Xn, Wiyi) € A Xow(w)
= PO 1 (Xp(w),Wyi1) €Al = pop1(Xan(w), A)

fur P-fast allew € 0.

(2). Hangend,, und die Verteilung voriV,, nicht vonn ab, dann hangt augh, nicht vonn ab,
d.h. die Markovkette ist zeitlich homogen.

]

Beispiel. (1). Random Walks auf? bzw.R?: Sind die ZufallsvariableiV,, unabhangig und
identisch verteilt mit Werten iZ¢ oderR?, dann wird durch

Xn+1 = Xn + Wn+17 XO =z,

eind-dimensionaler Random Walk definiefk’,, ),, ist eine zeitlich homogene Markovkette
mit Start inz und Ubergangskerp(x, o) = u o 7,1, wobeiy die Verteilung voni¥,, und
7.(y) = y + x die Translation un ist.

(2). Random Walk auf0, 1,2, ...} mit Reflexion bzw. Absorption b&iDurch

X, + W, fallsX, >0
Xn+1 =
1 bzw.0 falls X,, =0

mit unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariabléh mit P[W, = 1] = p und
PW, = —1] = 1 —p,p € [0,1], wird ein Random Walk auf0,1,2,...} definiert,
der beio reflektiert bzw. absorbiert wird.X,,) ist eine zeitlich homogene Markovkette mit
Ubergangswahrscheinlichkeiten wie in Grapghik 11.1 daedies
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Random Walk mit Reflexion béi.

1—0p 1—p 1—p 1—0p 1—0p 1—0p 1—p
F OONF N F N F N F N F N F

| | | | | | |
0] | | | | | |

~ T A A A~ A AT
1 p p p p p p

Random Walk mit Absorption béi.

1—0p 1—p 1—0p 1—0p 1—0p 1—p 1—p
r\r/\'r\'r\'r‘\'r—\'r—\
0
| | | | | |
p p p p p p

Abbildung 11.1: Darstellung der Ubergangswahrscheikkien von Random Walks auf
{0,1,2,...} mit Reflexion bzw. Absorption if.

(3). Warteschlange mit einem Servér.einer einfachen Warteschlange wird pro Zeiteinheit ein
Kunde bedient, wahrend,, neue Kunden ankommen. Die Anzahldp der Ankinfte in
einer Bedienzeit sind unabhéngige Zufallsvariablen mittévein {0, 1,2, ...}. Die Zahl
X,, der wartenden Kunden ist dann eine Markovkette mit Ubergiaeghanismus

Xnt1 = (Xn -1+ An+1)+'

(4). Autoregressive ProzessEin AR(p)-Prozess mit Parametetnag, ..., o, € R ist durch
die Rekursionsformel

p
anzaan—i+5'Wn7 nzpa

=1

mit unabhangigen, standardnormalverteilten Zufallgl@enV,, gegeben. Fip = 1 er-
gibt sich eine zeithomogene Markovkette mit Ubergangskern

p(z,)) = N(ayz,e?).

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



358 KAPITEL 11. MARKOVKETTEN
Firp > 2undoy,, ¢ # 0 ist derAR(p)-Prozess dagegen keine Markovkette, da der nachs-
te Zustand nicht nur vom gegenwartigen Zustand, sonderin aum vorherigen Verlauf
abhangt. Wir kdnnen jedoch eine Markovkette erhalten,rmelér statt X,, die aus den
letztenp Zustanden gebildeten Vektoren

Yn = (Xn>Xn717"'7anp+l)7 n:p_17p7p+17"'7
betrachten(X,,) ist eine zeithomogene Markovkette mit Zustandsratfrdenn firn > p
gilt
Q1 Qg Q3 - Oy Wn
1 0 0 --- 0 0
X, = 0 1 0 -+ 0|X,q+e-
0
O --- 0 1 0
(5). Galton-Watson-Verzweigungsprozedder Galton-Watson-Prozess ist eine zeithomogene
Markovkette aufS = {0,1,2,...}, denn furn > 0 gilt
Zn-1
Zy=> N
=1
mit unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariab¥h(i, n € N). Als Ubergangskern
ergibt sich
k -1
pke) = Po (z N;) -
=1
wobeiv** die k-fache Faltung der Nachkommensverteilung P o (N!*)~! ist.
(6). Wrightsches Evolutionsmodelh diesem Modell besteht die Population zu jedem Zeit-

punkt n auf seiner festen Anzahh von Individuen, von denen jedes genau eines der
Merkmale aus einer endlichen Mengebesitzt. Die Merkmale werden gemal folgendem
Mechanismus von einer Generation zur nachsten vererbt:

Algorithmus 11.2 (Multinomiales Resampling).

fori:=1,...,mdo
erzeugew ~ Unif{l,...,m}
Tty =
end for

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



11.1. GRUNDLAGEN 359

Jedes Individuum der Nachkommensgeneration sucht siochzalkéllig und unabhangig
voneinander einen Vorfahren in der Elterngeneration, umhmt dessen Merkmalsauspra-
gungen an. Durch den Algorithmus wird eine Markovketié,) mit Zustandsraum¥™
und Ubergangskern

definiert, wobeji(x) = - > 4,4 die empirische Verteilung der Merkmalsauspragungen
=1

r = (xM ... 2(™) in der vorherigen Population ist.
Anstatt die Merkmalsauspragungéxff) aller Individuen einer Generation zu betrachten
(.mikroskopische Beschreibung®), genugt es die Haufigkeite

H,(a) = Hz’e{l,...,m}:X,(f):a}

) aecT,

aller moglichen Merkmalsauspragungeru notieren (,makroskopische Beschreibung®).
Die Histogrammvektorert/,, = (H,(a)).cr bilden eine zeithomogene Markovkette mit
Werten im Raum Higin, T') der Histogramme vomn Beobachtungswerten ads Der
Ubergangskern ist durch

p(h,e) = Mult (h Zh(a)) ., heHist(m,T),
acs
gegeben, d.h. der Histogrammvektor im nachsten Schritiugtinomialverteilt mit Ergeb-
niswahrscheinlichkeiten der Merkmalsauspragungen 7" proportional zu den Haufig-
keitenh(a) im letzten Schritt. Dies erklart auch die Bezeichnung ,Muhiniales Resamp-
ling.” Multinomiale Resamplingschritte werden u.a. in gesghen Algorithmen und se-
quentiellen Monte-Carlo Verfahren eingesetzt.

Aus der Darstellung von Markovketten als zufallige dynarhesSysteme ergibt sich unmittelbar
ein explizites Konstruktionsverfahren fir Markovketteit Austandsrauni:

Seienyu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung upgl, » € N, stochastische Kerne a(R, B(R)).
Wir betrachten die linksstetigen Inversen

Gy(u) = inf{ceR : Fy(c) > u} und
G, (z,u) = inf{ceR : F,(z,¢) > u}

der Verteilungsfunktionethy(c) = p[(—oo, ¢)] und F,(z, ¢) = pn(z, (—oo, ¢|) der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen: undp,, (z, ). Aus SatZ 11]1 und Sdfz 4120 folgt unmittelbar:
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Korollar 11.3 (Existenzsatz und Konstruktionsverfahren fir Markovketten). SeiU,, Uy, Us, . . .
eine Folge von unabhangigen, &if 1) gleichverteilten Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum(£2, A, P). Dann ist der durch

XO = QO(U0)7 Xn-l—l = Qn+1<Xn7 Un+1)
definierte stochastische Prozess eine Markovkette minv@téeilung;: und Ubergangskernem, .

Bemerkung. Auch auf anderen Zustandsraumen kann man Markovketterubétenliche Wei-
se explizit konstruieren, siehe z.B. die Ubung fir den diskre=all. Die Konstruktion liefert
unmittelbar einen Algorithmus zur Simulation der Markottke

Algorithmus 11.4 (Simulation einer reellwertigen Markovkette).

erzeugd/y ~ Unif(0, 1); yo := Gy(uo)
forn:=1,2,...do
erzeugeu, ~ Unif(0,1); y, := G, (Yn—1, un)
end for

Endlichdimensionale Randverteilung eine Markovkette

Wir wollen nun Verteilungen von Markovketten berechneri.(Sg,) ein auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum((2, A, P) definierter stochastischer Prozess mit ZustandsiEuis).

Satz 11.5.Es sind aquivalent:
(1). (X,) ist eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkejtennd Startverteilung.
(2). Furjedes: > 0 hat(X,, Xy,...,X,) die Verteilung
p(dzo)pi(zo, dw1)pa(x1, dzs) - . .. - po(Tn-1, dzy),

d.h. fur alle messbaren Funktiongn S™™! — R, gilt

E[f(Xo,...,Xy)] = /u(da:o)/pl(xo,dxl)---/pn(xn1,dmn)f(xo,...,xn).
(11.1.4)

Beweis. (1) = (2)“: Ist (X,) eine Markovkette mit Startverteilung und Ubergangskernen
pn, dann gilt firn € Nund By, ..., B, € S:

P[XO:n c BO X ... X Bn] = F [P [Xn € Bn | onnfl] ; Xo;n,1 € BO X ... X anl]
= / p(mnfla Bn) ,UXOm_1<dl'0;n,1).
Box...XBn,1
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Durch Induktion nach folgt

P[Xon € By X ... X B,| = /~~-//u(dx0)p1(xo,d:c1) oo pul(Tnoy, dxy)

By, B1 By

furallen > 0undB; € S. Also gilt Xg., ~ @ p1 ® ... @ p,, und damit[(11.1)4).

.(2) = (1)*: Gilt([@1.1.4), dann hak, die Verteilungu, und(p, 1 f)(X,) ist fur alle messbaren
Funktionenf : S — [0,00) eine Version der bedingten Erwartudgj f(X,.+1) | Xo.n)-
Zum Beweis Uberprufen wir die definierenden Eigenschaftenbddingten Erwartung:
(Pns1f)(X,) ist eine Funktion vonXy.,,, und es gilt

E[f(XnJrl) : Q(Xo:n)]
- / (dao) / pr(zo,dmy) - .. / Pu(Enr, ) g (T0m) / Prest (@ ) f(ns)
- /’LL(de) /p1($0, dxl) Tt /pn(xnlv dxn)g(x():nxpmrlf)(xn)
= El(pn1f)(Xn) - 9(Xon)]

fur alle messbaren Funktiongn S™™! — [0, c0).
[l

Seieny eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, ¢, » stochastische Kerne, unfl eine messbare
nicht-negative Funktion aufS, S). Wir bezeichnen mit

(up)(dy) = / pu(dz)p(, dy)
die Verteilung der 2. Komponente unter dem Ma® p, und mit
o)) = [ plrdyaty.dz)

den stochastischen Kern, der durch Hintereinanderauiilonp undq entsteht. Aus dem Satz
von Fubini ergeben sich die folgendBechenregeln flr stochastische Kerne

/fd(up) = //u(dw)p(ﬂdy)f(y) = /(pf) dp (11.1.5)
plaf) = a)f (11.1.6)
(p)g = p(pq) (11.1.7)
plar) = (pqg)r (11.1.8)

Als Verteilung der Markovkette zur Zeit erhalten wir dementsprechend

PoX, ' = pupipa-... Dn, (11.1.9)

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



362 KAPITEL 11. MARKOVKETTEN

wobei das Produkt wegeh (11.11.7) ubd (11.1.8) nicht von damikherung abhangt.
Ist der Zustandsrauifi abzéhlbar, dann gelten die folgenden Identifikationen:

po < (u(x)z e s) Zeilenvektor
f < (flo)|xebl) Spaltenvektor
p <« (p(z,y)|z,y € S) stochastische Matrix
(up)(y) = > p(@)p(z,y) Multiplikation mit Zeilenvektor von links
(pf)x) = > oplx,y)f(y) Multiplikation mit Spaltenvektor von rechts
Y
(pg)(, 2)

= Y plz,y)q(y,z)  Matrizenprodukt.
)

Beispiel (Zeithomogene Markovkette mit endlichem Zustandsraum. Wir betrachten einen
endlichen Zustandsraus mit &£ Elementen, und eine stochastische Matrixdie nicht vonn
abhangt. Die Verteilung zur Zeit einer zeithomogenen Markovkette mit Startverteilyngnd
Ubergangsmatriy ist dann

PoX ' = pup"
Um die Verteilung und deren Asymptotik zu berechnen, konmerdie Spektraldarstellung der
Ubergangsmatrix verwenden. Seign ..., \;, € C die Eigenwerte vom, d.h. die Nullstellen
des charakteristischen Polynomg\) = det(p — AI). Da p eine stochastische Matrix ist, gilt
Folgendes:

(1). || < 1flralle,
(dies folgt wegen|pf||.c = max

zpu,y)f(y)] < 1] fiir alle f)

Y

(2). A\ = 1ist Eigenwert mit Rechtseigenvektér = (1,...,1)T.
(3). Nichtreelle Eigenwerte treten in Paaren auf.

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dass alle Eigeeve#nfach sind, d.h\; # A; far
i # j. In diesem Fall existieren Rechts- und Linkseigenvektgten; (1 < j < k) mit
pfi = Nfis  vip = Ay, und (v, f) = > _wix)fi(x) = 6.
z€eS
Mithilfe der aus den Rechts- und Linkseigenvektoren getsid®latrizen
V1
Vv

UZ(fl:"'afk)a V = : ) VU:[>

Vi
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erhalten wir die Spektraldarstellung

A1 0 0
p o= D> Nhey = U|. A %
jil . ", " O
0 0 M
fur die Ubergangsmatrix, und damit auch fup™:
AT 0 0
i 0 A2
o= D> Nfiey = U _2 V.
j=1 . ) O
0 -+ 0 A\
Fur die Verteilung der Markovkette zur Zeitergibt sich
PoX,' = ) MN{uf (11.1.10)
j=1

Insbesondere folgt:

Satz 11.6(Exponentielle Konvergenz ins Gleichgewicht Sind die Eigenwerte einer stochas-
tischen Matrixp € R*** einfach, und gilt\;| < 1 fur alle j # 1, dann existiert eine Gleichge-
wichtsverteilung vonp, und fir jede Startverteilung gilt

up" = v+0 (max |)\j]”) far n — oo.
#
Beweis.Nach [11.1.70) gilt

k
pp” = (. fvi+ > N f)y; furallen > 0.
j=2

Aus (u, f1) = (u, (1,...,1)T) = > u(z) = 1folgt
pp" = 1 +0 (r?ggl%lﬁ

Insbesondere ist; = lim up™ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mitp = v4, also ein Gleich-
gewicht vonp. Ist umgekehrj: ein beliebiges Gleichgewicht vgn dann giltup™ = p fur alle
n > 0, und damit
uoo=  lim pp” = .
n—ro0

]
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Bemerkung. (1). Sind die Eigenwerte nicht einfach, dann folgt eine &inal Aussage Uber die
Jordansche Normalformdarstellung der Ubergangsmatiits Konvergenzgeschwindig-
keit ergibt sich in diesem Faﬂ)(nm—lrggx |A:|™), wobeim die grofite Multiplizitéat des
betragsmaRig zweitgré3ten Eigenwertes ist (Satz von REnrabenius).

(2). Entscheidend fiir die exponentielle KonvergenzratdiesLlicke zwischen dem Eigenwert
1 und dem Rest des Spektrums. Eine entsprechende Aussage &arauai auf allgemei-
nen Zustandsraumen mithilfe des Spektralsatzes flir seljosigierte Operatoren zeigen,
falls die Gleichgewichtsverteilung die Detailed Balance iBgdng erfullt.

Beispiel. (1). Die Ubergangsmatrix der Markovkette aus Abbildingidt

01 0
=101
3 0 3

1/2
1/2 1/2

" @ > @

1/2

Abbildung 11.2: Markovkette mit zugehoriger Ubergangsirat.

Eigenwerte sind\; = 1, Ay = i/2 und\3 = —i/2. Es folgt:

P o= A4—B-<%>n+wj-(—%)n
mit Matrizen A, B,C' € C3*3. Wegenp®(xy,z;) = 1 undp'(xy,21) = p*(z1,71) = 0
folgt
1 4 nw o 2 nm

n 1 " . .
Pz, 1) = 5+ 5) 50087—551n7 far allen > 0.
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Der Wert1/5 ist die erste Komponente des Gleichgewichtsvekters- (1/5,2/5,2/5).
Firn — oo konvergieren die Ubergangswahrscheinlichkeiten mit RE&e™) gegenv; .

(2). Die Ubergangsmatrix einer deterministischen Rotadigidem diskreten Krei& /kZ, k €

Nist
01 0 0 0
1
p:OO 1 0
0 0
0

Das charakteristische Polynomjgt\) = (—1)% - (\* — 1), und die Eigenwerte vopsind
dementsprechend dieten Einheitswurzeln\; = exp(27i - (j — 1)/k),j = 1,...,k. Da
alle Eigenwerte Betrad@ haben, gilt keine exponentielle Konvergenz ins Gleichgétvi
Tatsachlich ist die Markovkette mit Ubergangsmajriperiodisch:X,, ... = X, P-fast
sicher fur allen, m > 0.

Abbildung 11.3: Darstellung eines gerichteten Graphearditerkovkette au?./mZ.

Verteilung auf dem Pfadraum; kanonisches Modell

In Satz[11.6 haben wir die endlich-dimensionalen VertgiemP o (X,, X1,..., X,,)"! einer
Markovkette(X,,),>o berechnet. Viele relevante Ereignisse hangen aber vondlicervielen
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der ZufallsvariablenX,, ab. Die gemeinsame Verteilung aller dieser Zufallsvaeahkt eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem unendlichen Pka@dwm

S’ — 5{071727"'} = {Qj = (ajo’gj‘l’ ZTo, .. ) | x; € S}

aller diskreten Pfade (Folgen) mit WertenSnWir versehen die Mengé wie Ublich mit der von
den Koordinatenabbildungen

T - S — S, Wk(x) = Ty,
erzeugten Produkt-Algebra
F o= omlk>0 = &S
k>0

Einen auf einem Wahrscheinlichkeitsraif A, P) definierten stochastischen Prozéess ),.>o
kénnen wir auch als Abbildung
X=(X,):Q— S

auffassen. Die Abbildung ist eineS-wertige Zufallsvariable, also messbar bzgl. deXlgebren
A/F, dennF wird von den Koordinatenabbildungen erzeugt, undr,(X) = X ist fur alle
k > 0 messbar. Wir kdnnen daher die Verteilung

pxlA] = Pl(X,) € 4], AeF,
des stochastischen Prozesg¥s) auf dem PfadraunS, F) betrachten.

Wir beschranken uns nun wieder auf Markovketten. Sgiep,, . .. stochastische Kerne, und
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung aiff, S).

Satz 11.7(Existenz und Eindeutigkeit in Verteilung von Markovketten). (1). Esexistiert ge-
nau eine Wahrscheinlichkeitsverteilufig auf dem unendlichen Produktrauisi, F), bzgl.
der die Folge(r,),>o der Koordinatenabbildungen eine Markovkette mit Statikmg
p(dx) und Ubergangskerp, (z, dy) ist.

(2). Ist (X,)n>0 auf (92, A, P) eine beliebige Markovkette mit Startverteilupgund Uber-
gangswahrscheinlichkeiten,, dann gilt

Pl(X,) € A] = P4 faralle A € F,

d.h. P, ist die Verteilung vori X,,) auf (S, F).
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Bemerkung (Unendliches mehrstufiges Mode)l Die VerteilungP, der Markovkette entspricht
einem mehrstufigen Modell auf dem unendlichen Produktraus S{0:1:2-:

P,(dx) = p(dxo)pi(zo,drr)pa(xr,das) - .. ..

Beweis.Nach Satz 1115 ist ein stochastischer ProZéSs genau dann eine Markovkette zu
undp,, wenn(Xy, ..., X,,) fur jedesn > 0 die Verteilung

/JJO:n(de:n> = ﬂ(de)pl (LC(), d'rl) et pn(xnfla d'rn)

hat. Zu zeigen ist, dass zu der Famjlig,, n > 0, von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf den
endlichdimensionalen Produktraumgt’!--"} eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung
P, aufden unendlichen Produktrausrexistiert, bzgl. der die erstent+ 1 Koordinatenzy, . . ., x,,

fur jedesn die Verteilungu,., haben. Die Folge,,(x) = z,, der Koordinatenabbildungen ist dann
unter P, eine Markovkette mit den vorgegebenen Ubergangswahrdidieieiten.

Existenz Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen.,, auf den endlichdimensionalen Produktrau-
menS{%1L-n} sindkonsistentd.h. firm < n stimmt die Verteilung der ersten+ 1 Koor-
dinaten untefi.,, mit ., Uberein. Aus dem Fortsetzungssatz von Carathéodory folgt nu
allgemein, dass zu einer Familie von konsistenten endhetidsionalen Verteilungen eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem unendlichen Pka@dwm mit den entsprechenden
Randverteilungen existierde@rtsetzungssatz von KolmogoyoWir verzichten hier auf den
Beweis dieser maldtheoretischen Aussage, der sich in vigkrblichern zur Wahrschein-
lichkeitstheorie findet, s. z.B. [Bauer], [Klenke], oder denhang in [Durrett: Probability
- Theory and Examples].

Eindeutigkeit Ein stochastischer Prozeg&,,) auf einem Wahrscheinlichkeitsrauff, A, P)
ist genau dann eine Markovkette mit Paramejetmdp,,, wenn

/u(dmo) /pl(xo,dxl) . ~~/pn(xn1,dxn) = P[Xy € By,..., X, € B,] = P[X € 4]

Bog By By
(11.1.11)
fur jede Zylindermenge der Form
A=ByX By X...XB,xSxS8x%x... = {m€By,...,m € By},

mit n € N und B,,...,B, € S gilt. Da die Zylindermengen ein durchschnittsstabiles
Erzeugendensystem der Produklgebra F bilden, ist die Verteilung vorX’ auf(S*, F)
durch [11.1.111) eindeutig festgelegt.
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Ist X,, = 7, der Koordinatenprozess auf dem ProduktraimA) = (S, F), dann stimmt
die Verteilung vonX mit dem zugrundeliegenden WahrscheinlichkeitsrmRaiberein, d.h.
P ist durch [(11.1.11) eindeutig festgelegt.

]

Bemerkung (Konstruktive Existenzbeweisd. Im Fall S = R erhalten wir die Wahrschein-
lichkeitsverteilungP, auch direkt als Verteilung der im letzten Abschnitt explkonstruierten
Markovkette( X,,) mit Startverteilung: und Ubergangswahrscheinlichkeiten Auch auf allge-
meineren Zustandsrdumen kann man die ExistenzRjpauf dhnliche Weise aus der Existenz
einer Folge von auf0, 1) gleichverteilten, unabhéngigen Zufallsvariablen heézleiz.B. durch
eine messbare Transformation des ZustandsraumsRjach

Nach SatZ 1117 konnen wir eine Markovkette mit beliebigererghngswahrscheinlichkeiten
durch die Koordinatenabbildungen auf dem unendlichen tktbdum S5 = 51012~} realisie-
ren.

Definition. Der durch die Koordinatenabbildungen,(x) = =, gegebene stochastische Pro-
zess auf dem Wahrscheinlichkeitsra(s 7, P,) heiRtkanonisches Modellder Markovkette
mit Startverteilung: und Ubergangswahrscheinlichkeitgp.

Allgemein kann man jeden stochastischen Prozess im kartemsModell realisieren, indem
man zur Verteilung des Prozesses auf dem Pfadraum Ubergeht.

11.2 Markoveigenschaft und Differenzengleichungen

In diesem Abschnitt werden wir die wichtige Verbindung vomrkovketten und Differenzen-
gleichungen betrachten. Dazu beweisen wir zunachst eiitergieghende Form der definierenden
Eigenschaft einer Markovkette.

Sei (X,).>0 auf (2, A, P) eine Markovkette mit Startverteilungund Ubergangskernen,. Ist
(S,S) der Zustandsraum, dann ha¢,,) nach Satz 1117 die Verteilung

Pu(d@ = p(dzo)pi(zo, dzry)pa(xr, das) - . ..

auf dem unendlichen Produktraush= 5{%12--}_ Wir bezeichnen im Folgenden die Verteilung
Ps_ der Markovkette bei Startwestkurz mit P,. Entsprechend sét™ die Verteilung der Mar-
kovkette mit Start inc und Ubergangskernan 1, pn2, - - .
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Die Markoveigenschaft

In Erweiterung der definierenden Eigenschaft einer Markttekkbnnen wir sogar die bedingte
Verteilung der umm Schritte verschobenen Kette gegeben den Verlauf bis zamAdentifizie-
ren:

Satz 11.8(Markoveigenschaff). Fir alle n > 0 und alle F-messbaren Funktionef : S —
[0, 00) gilt:
ElF(Xn, Xns1,--) | Xow] = EY[F]  P-fastsicher (11.2.1)

Bemerkung. (1). Firzeitlich homogene Markovkettgrit P = P, fur allen.

(2). Fur diskrete Zustandsraume ergibt sich, dass, X,..1, ...) unter der bedingten Vertei-
lung gegeben&.,, = z., fur jedesn > 0 undzg.,, € S™™! mit P[X,., = zo.,] # 0 eine
Markovkette mit Start in;,, und Ubergangskernen . 1, p,4o, . . . ist.

Beweis.Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

(2). Wir nehmen zunachst an, dass die Funktionur von endlich vielen Variablen abhangt,
d.h.

F(xg,71,...) = f(wog) fireink > 0und eine messbare Funktign S**' — R, .
(11.2.2)
In diesem Fall kébnnen wir direkt verifizieren, daEé?) [F] eine Version der bedingten

Erwartung in[(I1.2]1) ist:

(@) EsgiltE’[F] = g(X,,) mit

g(z) = EW[F] = /pl(z, dazl)/p2(a:1,dx2)~--/pk(xk1,da:k)f(:c0;k).

Daf : S¥*! — R, produktmessbar ist, igt: S — R, messbar.

(b) Firn > 0 und eine messbare Funktién S™*! — R, gilt
E[F(Xn, Xnt1, .- )h(Xon)] = Elf (Xnmtr) (X om)]
= [ wtase) [ rtonden)-o [aGeas.deiton) x

X /pn—f—l(mna dl‘n—&—l) o /pn-l—k(xn-i—k—l; dl‘n-{—k)f(xn:n—i—k)

[ J/
v~

E)[F]

= E|ELIF]- h(Xow)]

n
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(2). Nach (1) gilt [11.2]1) fur IndikatorfunktionefR’ = I, von Zylindermengen der Form
A={zreS :zy€B,y,...,x, € B} mitn e NundBy,...,B, € S. Wir zeigen nun,
dass die Aussage dann auch fir Indikatorfunktionen vorebigien Mengerd aus der
Produkte-AlgebraF gilt. Dazu bemerken wir, dass das Systénaller MengenA € F,
fur die (11.2.1) mitF = I4 gilt, ein Dynkinsystem ist. Sind beispielsweide, A,, ... € D
disjunkt, dann ist auch), A, in D enthalten, denn

E[[UAk (Xn7 Xn+1> s ) ‘ XO:n] = Z E[[Ak (Xn, Xn+17 .. ) | XO:n]
k
= Z Eﬁ?,f L] = E§?,f 1y A, P-fast sicher
k

Dadie Zylindermengen ein durchschnittsstabiles Erzedepesystem der Produkt-Algebra
bilden, folgtD = F, d.h. [11.2.11) gilt fir alleF’ = I, mit A € F.

(3). Die Aussagd (11.2.1) fur beliebige nicht-negafirenessbare Funktionef folgt nun wie
Ublich durch mafitheoretische Induktion.

]

Bemerkung (Markoveigenschaft im kanonischen Model). Im kanonischen Modell kdnnen
wir die Markoveigenschaft noch etwas kompakter formutie@eid : S — S die durch

O(xo,z1,...) = (21,29...)
definierte Shiftabbildung auf dem Pfadrawmund seienx,, : S — S,
Xon(xg,21,...) = wp,
die Koordinatenabbildungen. Dann gilt:

EJFob"| X,,] = EV[F]  P-fastsicher (11.2.3)
fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilunggnauf (S, S) und alle messbaren Funktionéh: S —
R, .

Das folgende Korollar liefert eine weitere aquivalenterfolierung der Markoveigenschatft.

Korollar 11.9 (Markoveigenschaft, 2. Version). Ist (X,,) unter P eine Markovkette mit Para-
meterny undp,,, dann ist(X,,, X,,.1,...) bedingt unabhéngig vor( Xy, ..., X,,) gegebenX,,
mit bedingter Verteilungﬁ)((’;), d.h.
E[F(X,, Xni1,--)9(Xo, -, X0n) | Xi]
= EQIF]- Blg(Xo, .., Xn) | Xul
= E[F(Xn, Xos1,..) | X0 Elg(Xo, ..., X)) | X P-fast sicher
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fiir alle messbarett” : 5 — [0, 00) undg : S"* — [0, o0).
Beweis.Wegen der Projektivitét der bedingten Erwartung gilt naatz&1.8:

ElF(Xn00)9(Xom) | Xo] = ElE[F(Xpn0)9(Xom) | Xow] | Xn]
= E[BUFlg(Xon) | X| = EQIF- Blo(Xon) | X,

]

Das Korollar besagt anschaulich, dass, gegeben den gedg@naZustandX,,, die zukinftige
Entwicklung einer Markovkette bedingt unabhéngig von aeherigen Entwicklung ist:

,Die Zukunft ist bedingt unabhangig von der Vergangenhedeapen die Gegenwart.”

Beispiel(Das klassische Ruinproblem Wir wollen nun den Zusammenhang von Markovketten
und Differenzengleichungen zunéchst in einem einfachespBaibetrachten. In jeder Runde
eines Glucksspiels trete einer der folgenden Falle ein:

e Mit Wahrscheinlichkeip € (0, 1) gewinnt der Spieler 1 Euro dazu.
e Mit Wahrscheinlichkeit; = 1 — p verliert der Spieler 1 Euro.

Die Entwicklung des Kapitals(,, des Spielers kann dann durch einen Random WalkZauit
Ubergangswahrscheinlichkeitgtw, = + 1) = p, p(z, » — 1) = ¢ beschrieben werden. Seic Z
das Startkapital, und seienb € Z mit a < = < b. Wir kbnnen den Random Walk ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit im kanonischen Modell bétrac, d.h.P, ist die Verteilung bei
Startwertr auf dem Produktrauf® = Z{%12} und X,,(w) = w, ist dien-te Koordinatenabbil-
dung.

Das Gliicksspiel soll folgende mogliche Ausgénge haben:

e Im Fall X,, < a ist der Spieler bankrott.
e Im Fall X,, > bist der Gegenspieler (bzw. die Spielbank) bankrott.

Die Zeit, zu der eines dieser beiden Ereignisse zum erstériltaitt, wird durch die Zufallsva-
riable
T(w) := min{n>0|X,(w)<a oder X,(w)>b}

beschrieben, wobei winin () = co setzen. Wegehim sup | X,,| = +oo gilt 7' < oo Px-fast
sicher fur aller. Also ist der Austrittspunkt

Xr(w) = XreW)
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des Random Walk&X,,) aus dem Intervalia, b) P,-fast sicher definiert, und mit Wahrschein-
lichkeit 1 gilt X, = a (Spieler bankrott) odek = b (Spielbank bankrott). Wegen

Xr = Y Xo-Ig—n
n=0
ist auchX eine Zufallsvariable. Uns interessiert dReinwahrscheinlichkeit
h(x) = PJ[Xr=d

des Spielers bei Startkapital Um diese zu berechnen, bedingen wir auf den ersten Schstt d
Random Walks (,first step analysis®). Sei dazu

Xow) = XppWw) = Xu(0(w))
der um einen Schritt verschobene Prozess, und sei
T = min{nZO\)?nga oder )?HZb}.
Flira <x <bgilt T > 1, also
Xr(w) = Xzw) = Xr(@w)) furallew € Q.

Daher folgt mit der Markoveigenschatft:

hz) = PJ[Xr=a = PJXrof=aqd]
— PlXrof=a|Xi=a+1]-P[X, =+ 1]+
+P [ Xro0=a|X;=2—-1]- P[X; =2 —1]
@2 p o [Xp=da]-p+Poa[Xr=d] g

= p-hz+1)+q- h(z—1)
Die Funktionh hat also diggewichtete Mittelwerteigenschaft
h(z) = p-h(x+1)+q-h(z—1), furallea <z < b.

Diese Eigenschatft ist Aquivalent zu den Differenzengleigen

0 = p-(hx+1)—h(z)) —q-(h(x) —h(z—1)) bzw. (11.2.4)
0 = q((h(z+1) = h(z)) = (h(z) — h(z 1)) + (p — q) (h(z +1) — h(z)) (11.2.5)
diskrete 2. Ableitung diskrete 1. Ableitung
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Die gesuchte Ruinwahrscheinlichkgit:) 16st (11.2.8) bzw[(11.214) bzv. (11.2.5) mit den Rand-
bedingungen
ha) = P[Xp=a] =1, h(b) = P[Xr=a] = 0.

Die Losung der Differenzengleichung kdnnen wir leicht lobreen. Dazu verfahren wir &hnlich
wir bei linearen gewothnlichen Differentialgleichungeradi [11.2.4) gilt fur die erste Differenz
v(z) == h(x + 1) — h(x):

v(z) = g-U(x—l) firallea <z < b,

p
d.h.v(z) = ¢ (¢/p)* fur einc € R. Wir unterscheiden folgende Falle:
(1). Faire Minzwiirfg(p = ¢ = 3): In diesem Fall ist
h(z) = cx+d mite,d e R
die allgemeine Losung voh (11.2.4) bziv. (1112.5). Aus dendRadingungen folgt:
b—x

h(z) = P— (a <z <b).
(2). p # %: In diesem Fall erhalten wir
h(z) = c¢- (]%) +d mite,d e R

als allgemeine L6sung. Aus den Randbedingungen folgt:

B -0 =0
Wir haben damit die Ruinwahrscheinlichkeit in allen Fallendzhnet. Ist die Erfolgswahrschein-

lichkeit p kleiner als1/2, dann gilt? < 1 und somith(z) > 1 — (p/q)"". Der letzte Ausdruck
hangt nicht von dem Betragab, bei dem der Spieler ruiniert ist. Beispielsweise giltReulette

mit Hochsteinsatz stets: ,
18\ °
hiz)>1—[— )
() = (19)

Bei genltigend kleinem Hdchsteinsatz geht also mit an Sichentemzender Wahrscheinlichkeit
der Spieler zuerst bankrott - selbst wenn das Kapital, dasadiilisieren kann, tber dem der
Bank liegt!

Universitat Bonn Wintersemester 2009/2010



374 KAPITEL 11. MARKOVKETTEN

Differenzengleichungen fir Markovketten

Die beim Ruinproblem verwendete Methode, die Berechnung vainr§¢heinlichkeiten und Er-
wartungswerten von Markovketten durch Konditionierengeri ersten Schritt auf eine Differen-
zengleichung zurtickzufuhren, ist viel allgemeiner anviiamdWir betrachten im Folgenden eine
beliebige zeithomogene Markovkett¥,, ) mit Zustandsraums, S) und Ubergangskem(z, dy)

im kanonischen Modell. Sé) € S eine messbare Teilmenge des Zustandsraums, und sei

T(w) := min{n>0: X,(w)<c D}
die erste Trefferzeit von D¢ = S\ D, d.h. dieerste Austrittszeit der Markovkette aus dem

GebietD. Hierbei setzen wir wiedanin () = oo. Wir wollen Erwartungswerte von Typ

T-1

2 C(Xn)

n=0

ulx) = E, +E, [f(X7); T < <] (11.2.6)

berechnen, wobei : D — R und f : D¢ — R gegebene nichtnegative, messbare Funktio-
nen sind. Interpretieren wir beispielsweige:) als Kosten, wenn die Markovkette den Punkt
x durchlauft, undf(x) als Zusatzkosten, wenn die Markovkette im Punkdus der MengeD
austritt, dann gibt:(x) die mittleren Gesamtkosten an, die beim Start inis zum Austritt aus
der MengeD anfallen. Man beachte, dass sich eine Reihe wichtiger Waénsachkeiten und
Erwartungswerte von Markovketten in der Fofm (11.2.6) @den lassen.

Beispiel. (1). ¢ = 0, f = 1: Austrittswahrscheinlichkeit au® bzw. Trefferwahrscheinlichkeit
von D
u(lx) = P[T <o

(2). ¢ =0, f = Ip: Verteilung des Austrittspunktesé;:

u(z) = PFPlXreB;T<x)|.

(3). ¢ =1, f = 0: Mittlere Austrittszeit audD:

(4). ¢ = Ip, f = 0: Mittlere Anzahl der Besuche i vor Austritt ausD:

u(z) = B,

Z[B(Xn)] = iPx[XneB,n<T].

n=0 n=0
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Satz 11.1Q(Poissongleichungy « ist die minimale nichtnegative Losung des Randwertproblems

u(z) — (pu)(x) = c(x) firz e D, (11.2.7)
u(z) = f(x) fir z € D,
Beweis. (1). Wir zeigen zunachst durch Bedingen auf den ersten §dlaigs: das Randwert-
problem |8st. Dazu betrachten wir — wie oben — die verschebarkovketteX,, = X1

und die entsprechende AustrittsZBit= min{n >0 : )~(n € DY}. Furz € D gilt P,-fast
sicher?” > 1, also

Damit erhalten wir unter Verwendung der Markoveigenschaft

-1
Ex C +fXT) I{T<oo} Xl]

n:O

T—1
= B, |c()+ ) (X, X7) Lz | X

n=0

i T-1
n=0

= c(x) + u(Xy) P-fast sicher,

wobei Wir f(Xr) - [{r<) := 0 auf{T" = oo} setzen. Durch Bilden des Erwartungswertes
bzgl. P, ergibt sich:

wz) = clz)+ EJu(X1)] = cx)+ (pu)(z) furallex € D.
Furz € D¢ gilt T = 0 P,-fast sicher, und damit
u(z) = EJ[f(Xo)] = fl) fir allex € D°.
Also |6stu das Randwertproblern (11.2.7).

(2). Sei nunv > 0 eine beliebige L6sung des Randwertproblems. Wir wollenezeiglass
v > u gilt. Dazu betrachten wir fim € N die Funktion

(TAm)—1

um(x) = FE, Z C(Xn) + f(XT) ']{Tgm} , xr €S
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Nach dem Satz Gber monotone Konvergenziit) = sup u,,(z). Durch Konditionieren
m>1
auf den ersten Schritt erhalten wir ahnlich wie oben:

Ums1(z) = c(z) + (p um)(2) firz € D, und (11.2.8)

Uns1(x) = f(z) furz € DC.
Wir zeigen nun durch Induktion nach:
v > Uy, far allem > 0. (11.2.9)
Furm = 0 ist (11.2.9) erfullt, denn nach Voraussetzung gilt
v(r) > 0 = up(x) furallex e D,und wv(z) = f(z) = uo(z) firallex € D,
Gilt (11.2.9) fur einm > 0, dann folgt zudem

v = pv+c > pup+c 2) Upnt1 auf D, und

v = f = Upn auf D¢,

d.h. (11.2.9) gilt auch fum + 1. Also ist (11.2.9) fur allen > 0 erfillt. Damit folgt aber
auch

v > SsupU, = U,

d.h.u ist tatsachlich dieninimalenichtnegative Losung vof (11.2.7).
O]

Wir wollen uns nun das erhaltene Randwertproblem genau&hans In kompakter Notation
kénnen wir [11.2.]7) schreiben als

mit

—Zu = ¢ aufD, (11.2.10)
w = f auf D¢

(Zu@) = o -u@) = [ pled)(u) - @),

Der lineare OperataZ = p — I heil3tGenerator der Markovkette. Auf diskreten Zustandsrau-

men istZ ein Differenzenoperator:

(L)) = Y plx,y)(uly) - u(x)).

yeS
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Beispiel (Random Walk auf Z¢, Poissongleichung und Dirichletproblen). Fir den klassi-
schend-dimensionalen Random Walk gilt

= falls|ly—z| =1,

p(r,y) =
0 sonst.

Damit ergibt sich

(Lu)(z) = 2_1d Z(u(m +e) —u(r) +ulr —e;) —u(x))

Also ist

der diskrete Laplace-Operator multipliziert mit der Usgswahrscheinlichkeif _(11.2]10) ist
also ein Randwertproblem fir digskrete Poissongleichung

(Agau)(x) = —2dec(x).

Beispielsweise ist die mittlere Austrittszeitz) des Random Walks mit Start in aus einer
MengeD durch die minimale nichtnegative Losung des Randwertproble

Azdu = -2 aufD,

u = 0 auf D¢,

gegeben. Wollen wir die Verteilung des Austrittspunki&sberechnen (wie z.B. beim Ruinpro-
blem), dann miissen wir= 0 setzen. In diesem Fall ist (11.2110) eliskretes Dirichletproblem
Gesucht ist eine Funktiom: Z¢ — R mit

Agau = 0 aufD,
u = f auf D°.
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Abbildung 11.4: Diskretes Dirichletproblem auf einer Meng c Z2.

Dirichletproblem und Austrittsverteilung
Allgemein nennen wir Funktionef : S — R mit Zh = 0 harmonisch.

Definition. Eine nach unten beschrankte, messbare Funkiiort — R heil3tharmonisch auf
der MengeD bzgl. des stochastischen Kerpsfalls

(Zh)(x) = (ph)(x)—h(x) = 0 furallex € D
gilt, d.h. fallsh die verallgemeinerte Mittelwerteigenschaft
/p(x, dy)h(y) = h(x) furallex € D (11.2.112)
besitzt.

Als Spezialfall von Satz 11.10 erhalten wir:

Korollar 11.11 (Stochastische Losung des Dirichletproblems Die Funktion
u(z) = E[f(Xr); T < oo
ist die minimale nichtnegative Losung des Dirichletproide
u harmonisch auD, w = f aufDC. (11.2.12)

Bemerkung (Lokalitat). Ist S abzahlbar, dann sind fur die Losung des Dirichletprobleons n
die Werte vonf auf dem aufReren Rand

OdetD = {yeDY|p(zx,y) >0 fureinzec D}
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relevant. In der Tat gilt fir. : S — Rundz € D:

(pu)() = D plyuly) = D plyuly)+ > plyuy),

yes yeD yedD

d.h.(Zu)(z) hangt nicht von den Werten vanauf D¢ \ 9D ab.

Bemerkung (Eindeutigkeit des Dirichletproblems). (1). Im Allgemeinen kénnen mehrere L6-
sungen des Dirichletproblenis (11.2.12) existieren. |stdielsweise» der Ubergangskern
eines klassischen Random Walks &wif1,2, ...} undD = {1,2, ...}, dann sind die Funk-
tionenh,(z) = ax,a € R, alle harmonisch mit Randwertén,(0) = 0. Ebenso ist die
Losung nicht eindeutig, falls ein € .S mit P,[T' = oo| # 0 existiert, denn in diesem Fall
ist h(z) = P.[T = oo] eine nichttriviale harmonische Funktion mit Nullrandvesrt

(2). Ist die Funktionf beschrankt, und ist die Austrittszéit fur alle z € S P,-fast sicher
endlich, dann ist: die eindeutige beschrankte Losung von (11.2.12). Dies kaam z.B.
mit dem Stoppsatz fir Martingale beweisen.

SatZ 11.I0 und Korolldr IT.111 sind erste Aspekte weitre@idee Beziehungen zwischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Analysis (Potentialtheom&)fundamentalen Konsequenzen auch fur
andere Gebiete der Mathematik wie z.B. Diskrete MathemBlifierentialgeometrie, Numerik
und mathematische Physik. Wir erwdhnen hier einige wiehgsichtspunkte und Konsequen-
zen des gefundenen Zusammenhangs. Dazu setz€f wiroo P,-fast sicher fur aller € S
voraus. Unter dieser Annahme ist

u(z) = E[f(Xr)] (11.2.13)

fur eine nichtnegative bzw. beschrankte Funktfoauf D¢ die minimale nichtnegative, bzw. die
eindeutige beschréankte Losung des Dirichletproblems.

Monte-Carlo- Methode zur Berechnung harmonischer Funktionen Nach dem Gesetz der grof3en
Zahlen gilt

| =

k
w(z) ~ Zf(X;i()i)) fur groRek:,
=1
wobei X, X2 unabh&angige Markovketten mit Startirund Ubergangskermsind,
und7® die Austrittszeit vonX ) aus der Mengeé bezeichnet. Die Simulation von Mar-
kovketten kann daher in sehr allgemeinem Rahmen zur ndhemamgen Berechnung har-
monischer Funktionen verwendet werden.
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Stochastische Darstellung der Lésung des Dirichletproblemals Pfadintegral: Nach [11.2.13)
kénnen wir die harmonische Funktianschreiben als Integral

u(e) = / F(Xr(w)) Pldw)
5{0,1,2,...}

Uber den Raum aller diskreten Pfade aufAhnliche Pfadintegraldarstellungen spielen in
der Quantenphysik eine wichtige Rolle, siehe z.B. die Lediotes von R. Feynman.

Integralformel fir harmonische Funktionen: Seipu, := P, o X' die Austrittsverteilung der
Markovkette mit Start inc. Dann gilt:

u@) = [ £0) wildy)

Die Austrittsverteilungu,. ist also dasharmonische MalR der Potentialtheorie, das eine
Berechnung harmonischer Funktionen aus den Randwerten kchitg

Beispiele harmonischer Funktionen
Diskrete Zustandsraume

Ist S abzahlbar, dann ist
hy(x) = PJ[T < oo und Xr =y]
fur jedesy € D eine nichtnegative, beschrankte, harmonische Funktibauit Randwerten
hy(x) = Igy(o) furallex € D°.

Eine Losungu des Dirichletproblems zu beliebigen Randwerfen D¢ — R, erhalt man als
Linearkombination der Funktionén,: Gilt P,[T" = co] = 0 fur allez € S, dann gibt es genau
eine beschréankte Losung des Dirichlet-Problems. Dant falass die Funktioneh,,y € D€,
eine Basis des Vektorraums aller beschrankten, harmomidetektionen bilden. Wir erhalten
also einen Zusammenhang zwischen beschrankten harmeniBanktionen und den maglichen
Austrittspunkteny € D¢ der Markovkette.

Beispiel. (1). Ruinproblem:Fir den Random Walk ayfa,a + 1, ...,b} C Z mit Ubergangs-
kernp(z,z+ 1) =p,p(z,x — 1) =qg=1—p, gilt

ho(z) = PJXr=a] =
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und

mit
x furp=gq

(q/p)* furp+#q
Die Funktionenk,, und h,, bilden eine Basis des Vektorraufis- h + d | ¢,d € R} aller
harmonischer Funktionen.

(2). Eine transiente Markovkette adf. Seip € (%, 1) undg = 1 — p. Wir betrachten die
Markovkette(X,,, P,) aufZ mit den folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten:

q q q q q q q q q
7 XN N N N FONFONFNF N FN

S L W W e W S A N A N A
p p P12 12 P p p p

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 11.5: Ubergangswahrscheinlichkeiten der fienten Markovketté X, P,)

Farz > 0 gilt

plz,z+1) = p > q¢ = plxr-1),
fur x < 0 dagegen umgekehrt

pl,r+1) = ¢ < p = plz-1).

Daher haben die Ereignisgém X,, = oo} und {lim X,, = —oo} beide positive Wahr-
scheinlichkeit. Die Funktion

3 L(e) fara>0
h(z) = % <%2> A% fire < 0

ist harmonisch mit Randbedingungen

aphele) =1
und

lim hy(z) = 0.

T——00
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Entsprechend igt_(z) = h, (—z) harmonisch mit

lim h_(z) = 1

T—r—00

und
lim h_(x) = 0,

T—r00

und jede harmonische Funktion ist eine LinearkombinatimmAs. und/_. Durch Bedin-
gen auf den ersten Schritt der Markovkette zeigt man

hi(x) = P,limX, = o]
und
h_(x) = PlimX, = —o0].

Die harmonischen Funktionén undh_ beschreiben in diesem Fall die méglichen Asym-
ptotiken der Markovkette.

Rotationssymmetrischer Fall

Wir betrachten eine Markovkette adf= R?, deren Ubergangsverteilungg(r, dy) fur jedesx
rotationssymmetrisch mit Zentrumsind.

Beispielsweise seK,, = = + >_Y; ein Random Walk, dessen Inkremenfeunabhangig mit
=1
identischer rotationssymmetrischer Verteilung sind. Dshjede Funktion, € C%(R¢) mit

(also jede harmonische Funktion des Laplaceoperatorg) aume harmonische Funktion des
Ubergangskerng, falls « fiir alle z € R? bzgl. p(z, dy) integrierbar ist. Aus der Greenschen
Formel folgt namlich die Mittelwerteigenscharft

u(z) = Mittelwert vonu aufoB,(z)

fur alle Sphare®B, (z) = {y € R? : |y — x| = r},r > 0, siehe z.B. [Forster, Analysis IlI]. Da
p(z, dy) rotationssymmetrisch ist, erhalten wir durch Integratiber den Radius:

u(z) = / p(z, dy)u(y),

d.h.u istin der Tat harmonisch bzgh.
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Mittlere Aufenthaltszeiten und Greenfunktion

Die mittlere Aufenthaltszeit

TZ_:IIB(X")] = iPx[Xn €eB,n<T,

n=0

einer Markovkette mit Ubergangskegnin einer MengeB € S vor Austritt ausD lost das
Randwertproblem

u—pu = Iy auf D

u = 0 auf D¢,
Wir betrachten nun den diskreten Fall: SeabzahlbarD C S, und sei
T-1
BY = > IyX,), yeS,
n=0

die Anzahl der Besuche der Markovkettezirvor Austritt ausD. Fur die mittlere Anzahl der
Besuche iny bei Start inx gilt

E.BP] = E,

Z I{XneB ) ”<T}] = Z prlz) (‘7"7 y)7
n=0 n=0

wobei
pf(m,y) = Px[Xn:y>n<T]

die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit der Markovkettié Absorption bei Austritt ausD
bezeichnet.

Definition. Die durch
GP(x,y) = > ph(x,y)
n=0

definierte FunktiorG? : S x S — [0, oo] heiBtGreensche Funktiorder Markovkette im Gebiet
D.

Korollar 11.12. (1). GP(e,y) ist die minimale Losung des Randwertproblems

([—p)GD(O,y) = I{y} anD,
GP(e,y) = 0 auf D¢,
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(2). Fur alle Funktionenf : S — [0, o] gilt

E,

Zﬂxn)] — (GPH).

Beweis.Die erste Aussage folgt unmittelbar aus $atz 11.10. Firkeiamétion f > 0 gilt:

B Y fx)| = B 22f<y>-f{y}<xn>] = Y Pt = (GPH).
n=0 n=0 yeS yeSs

[]

Beispiel (Random Walk auf Z%). Die Greensche Funktion des klassischen Random Walks auf
74 ist die minimale nichtnegative Losung des Randwertproblems

AZdGD(., y) = —2d[{y} auf D,
GP(e,y) = 0 auf D,
Sie ist damit ein diskretes Analogon zur Greenschen Fumktér Analysis, die als Fundamen-

tallosung der Poissongleichung definiert ist. Beispielseverhalt man fur den klassischen eindi-
mensionalen Random Walk als Greensche Funktion eines ity = {a,a+,...,b} C Z:

G"(z,y) = v )
QW firy <z <b
—a

Abbildung 11.6: Darstellung des Graphen der Funktiii(e, 7).

11.3 Rekurrenz und Transienz

Seip(x,y) (z,y € S) eine stochastische Matrix auf einer abzahlbaren Mehg#ir betrachten
eine zeithomogene Markovkett&',,, P,) mit Ubergangsmatrix im kanonischen Modell, d.h.

Q= 0123 X (W) = wa, A = o(Xa|n>0),
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und P, ist die Verteilung der Markovkette bei StartinFiury € S sei

Byw) = Y Ii(Xaw))

die Anzahl der Besuch@ufenthaltszejtder Markovkette im Punkg. Wir wollen untersuchen,
ob die Markovkette immer wieder zu ihrem Startpunkt zurigtkk

Definition. Ein Punktz € S heittransient falls P,[B, = oo] = 0 gilt, und rekurrent, falls
P.[B, = ] = 1.

Seinun .
G(r,y) = EJ[B] = > p'(x,y)
n=0

die mittlere Anzahl der Besuche der Markovkette im Punkei Start inz. Offensichtlich istz
transient, wenn
G(z,z) = E,B,] < o

gilt. Wir werden in Korollaf_Z11.1b zeigen, dass umgekehrekurrent ist, wenrG(z, x) = oo
gilt. Insbesondere ergibt sich einl-Gesetz: Jeder Punkt ist entweder transient oder rekurrent
Allgemeiner werden wir sehen, dass bei irreduziblen Makktten sogar entweder alle Punkte
transient oder alle Punkte rekurrent sind — wir nennen diekMékette in diesem Fatransient
bzw. rekurrent

Intuitiv kbnnen wir diese Dichotomie folgendermal3en erdté Jedes Mal, wenn die Markov-
kette zum Startpunkt zurlickkehrt, startet sie aufgrund der Markoveigenschafter neu in
diesem Punkt — unabh&ngig vom vorherigen Verlauf. Kehrkeite also mit Wahrscheinlichkeit
1 wieder zum Startpunkt zurtick, dann kehrt sie auch mit Wédmistichkeit1 immer wieder,
also unendlich oft nach zurlck. Ist die Markovkette zudem irreduzibel, dann efhregie jeden
festen Punkty auf jeder Exkursion mit einer konstanten strikt positiveahgcheinlichkeit —
trifft also insgesamt den Punktmit Wahrscheinlichkeit unendlich oft.

Kehrt die Kette dagegen mit einer strikt positiven Wahrsaiehkeit s > 0 nicht zum Startpunkt
x zurtck, dann wird sie auch bei jedem weiteren Erreichenwonit derselben Wahrschein-
lichkeit £ nicht wieder zuriickkehren — unabhéngig vom vorherigenavdrlAlso wird sie mit
Wahrscheinlichkeitl schlie3lich nicht mehr nach zurickkehren — sie durchlauft also jeden
Punkt nur endlich oft.

Um dieseDichotomie von Rekurrenz und Transiemgoros zu beweisen, bendtigen wir eine
Markoveigenschaft fur dieufalligen(!) Rickkehrzeiten zum Startpunkt. Bevor wir eine entspre-
chende ,starke Markoveigenschaft‘ beweisen, betrachtersetion mal eine Anwendung auf
mehrdimensionale Random Walks.
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Beispiel (Rekurrenz und Transienz von Random Walks inZ?). Sei (X, P,) der klassische
Random Walk aufz? mit Ubergangswahrscheinlichkeiteriz,y) = 5 falls |z — y| = 1,
p(z,y) = 0 sonst. Wir untersuchen Rekurrenz und Transienz in Abh&aegigén der Dimension
d:

d = 1: Im eindimensionalen Fall erhalten wir fur die Rickkehrwahesnlichkeiten zum Aus-
gangspunkt: mithilfe der Stirling-Approximation:

P, x) = (2”)-2—2” e

n (n!)?
Vamrn (2n)%" g _ 1
2mn n2n N

Also gilt G(z, z) = i p"(x,x) = oo, d.h. jeder Punkt € Z ist rekurrent
n=0

d = 2: Beim klassischen Random Wak, = (X", X”) auf Z2 sind die Komponenter\"
und X? nicht unabhéangig.

.
1A

—® 54 o 1& r -
V1/4
°

Abbildung 11.7: Ubergangswahrscheinlichkeiten des idaken Random Walks.

Durch eine45° Drehung des Koordinatensystems, kénnen wir den Prozessmabmen
zweidimensionalen Random Walk

Y= (X + X2, X0 - X0)
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Abbildung 11.8: Ubergangswahrscheinlichkeiten destéfrgedrehten Random Walks.

Uberflhren, dessen Komponentmﬁl) und v;\? unabhangige eindimensionale Random
Walks sind. Offensichtlich gilt:

X, rekurrent < Y, transient.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fijy sind
Prwr) = BlYa =@,V =w] = Py =] PylYy) = )
2

_ 2n g-2n N i

n ™
Also gilt erneutG(z, z) = oo, d.h. jedes € Z? ist rekurrent
d = 3. Betrachten wir einen dreidimensionalen Random Walk

Y, = (szl)v X722)7 Xég))’

dessen Komponentekiﬁi) unabhéangige klassische Random Walks Atufind, dann gilt

I (A

G(x,z) = Zp2"(x,m) < o0
n=0

entsprechend

und damit
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Der Prozess ist alsmansient Auch der klassische Random Walk &ifist transient — der
Beweis erfordert allerdings etwas mehr Kombinatorik, d& sier Prozess in Dimension
3 nicht durch eine Drehung in einen Prozess mit unabhéngigenpénenten tberfihren
lasst. Die Details werden in einer Ubungsaufgabe ausgef@ihalog folgt Transienz in
héheren Dimensionen. Zwischen Dimensiband 3 gibt es also einen Ubergang von re-
kurrentem zu transientem Verhalten. Anschaulich stehtimedsiond > 2 soviel Raum
zur Verfigung, dass der Random Walk der Startpunkt schiieiicht mehr trifft.

Starke Markoveigenschaft

Wir beweisen nun die angeklndigte Erweiterung der Marlgameschaft auf zufallige Zeiten
(Stoppzeiten). Die Information, die Uber einen stochel&s Prozes$X,,),>o bis zur Zeitn
vorliegt, wird beschrieben durch dieAlgebra

-Fn == O'(Xo,Xl,...,Xn>.

SeiT : Q — {0,1,2,...} U {oo} eine nichtnegative ganzzahlige Zufallsvarialileheif3t eine
Stoppzeit(bzgl. dero-AlgebrenF,), falls

{T'=n} € F, fur allen > 0 gilt.

Nach dem Faktorisierungslemma iSigenau dann eine Stoppzeit bzgk,),, wenn/r—,; fur
jedesn eine Funktion vonXy, ..., X, ist. Anschaulich bedeutet dies, dass aufgrund der Infor-
mation, die bis zur Zeit vorliegt, entscheidbar ist, db den Wertn annimmt.

Beispiel(Trefferzeiten). (1). Dieerste Treffer- bzw. Rickkehrzeit
Tg = min{n>1]|X, € B} (min () := oo)
einer messbaren Teilmengkdes Zustandsraumésist eine Stoppzeit, denn es gilt
{Tg=n} = {X,€B%.. . X,,€BX,e€B} € F, fur allen > 0.

Hat man beispielsweise beschlossen, eine Aktie zu verkasddald ihr KursX,, den Wert
A Uberschreitet, dann ist der Verkaufszeitpunkt gléigh.., also eine Stoppzeit.

(2). Dieletzte Besuchszeit
Lg = sup{n>0|X, € B} (sup @ :=0)

ist dagegen in der Regel keine Stoppzeit (Ubung). Um zu esideh, obLz = n gilt,
bendtigt man namlich Informationen Uber die zukinftigevizoklung des Prozesses.
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Die Information, die bis zu einer Stoppzeit vorliegt, wiredehrieben durch die-Algebra
Fr = {AceA|An{T=n}eF, furalen>0},

der ,bis zur Zeit T' beobachtbaren* EreignisseDurch malfitheoretische Induktion zeigt man,
dass eine Abbildung” : 2 — R genau dann bzglF; messbar ist, wenl - Iyr_,, fur jedes

n > 0 F,-messbar, also eine Funktion vofy, . . ., X, ist. Insbesondere ist die Positiof- des
ProzessetX,,) zur Stoppzeifl” eine F--messbare Zufallsvariable, denn fiie> 0 ist

Xr-Iir—y = Xp- Iir—p) Fn-messbar.

Wir setzen nun wieder voraus, dass,,, P,) eine zeithomogene Markovkette im kanonischen
Modell ist.

Satz 11.13(Starke Markoveigenschaf). Ist7 : Q2 — {0,1,2,...} U {oco} eine Stoppzeit bzgl.
derc-Algebrenf,, = o(Xy, X1,...,X,), dann gilt

E,JJF( X1, Xr41,...) | Fr] = Ex,[F(Xo,X1,...)] P,-fast sicher aufT" < oo}
fur alle Wahrscheinlichkeitsverteilungerauf (S, S) und alle messbaren Funktionéh: S{0:12-} —
R,, wobeiF(Xr, X741, ...) auf{T" = oo} willkurlich definiert ist.

Beweis.Sei §(xg, z1,...) = (21, 29,...) der Shiftoperator auf{®"2-}, Wir missen zeigen,
dass
EJFo0" | Fr] - Iir<coy = Exu[F] Iir<oey  P,-fastsicher (11.3.1)

gilt, wobei wir die rechte Seite fiF' = co gleich0 setzen. FUA € Frundn > 0gilt AN{T =
n} € F,, also nach der Markoveigenschaft:

EJJFot"; An{T =n}] = E,J[Fo0"; AN{T =n}
= B, [Ex,[F]; An{T =n}]
= E,[Ex,[F]; An{T =n}|

Durch Summieren tUber erhalten wir:
E,JJFof"; AN{T <<} = E,[Ex,[F]; An{T < }].

Also stimmen die Integrale beider Seiten vbn (11.3.1) Ube beliebige Mengel € F Uber-
ein. Da beide Seiten in_(11.3.Hr-messbar sind, folgt, dass diesg-fast sicher lbereinstim-
men. [
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Anschaulich startet eine zeithomogene Markovkette alseb au einer Stoppzeif neu im Zu-
stand X7, d.h. der weitere Verlauf ist unabhangig vom vorherigenaddrgegeben den gegen-
wartigen Zustandr.

Rekurrenz und Transienz von einzelnen Zustanden

Mithilfe der starken Markoveigenschaft kénnen wir die édting der AufenthaltszeiB, der
Markovkette in einem Punkt € S aus den Trefferwahrscheinlichkeiten

foy = Px[Ty < o0
berechnen. Hierbei bezeichnen wir mit
T, = min{n>1:X,=y}

die erste Trefferzeit des Zustandgdzw. die erste Riuckkehrzeit naghfalls die Markovkette
in y startet.

Satz 11.14.Fur alle z,y € S gilt

foy - y’f;l falls z # y

n—1 _ .
vy fallsz =y

Pw[By >n] =

Insbesondere ist jedgsec S entweder rekurrent oder transient, und es gilt:

yrekurrent <= f,, =1,

y transient <= f,, < 1.

Beweis.SeiT© .= 0, und sei
T(n) — T(n—l) + Ty o eT(nfl)

die n-te Besuchszeit (bei Start auf3erhalb yomzw. Rickkehrzeit (bei Start i) des Zustands
Y.
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Es folgt
PT™ < o0] = PJT™Y < coundT, 087" " < ]
= E,[P[T, 06" " < 00| Fre-n]: T < o
= Ei[Px [Ty <oo; T < o]
= P,[T, < o0] - P,[T" Y < o],
also durch Induktion nach:

Px[T(n) <oo] = PT, <o) PT, < - fo - ;;1.

Die Aussage folgt wegen

P,[T™ < o0 falls = ,
PiB, >0 = [ ] 7Y
P, T < 00] fallsz =y.

[

Bemerkung. Die Wahrscheinlichkeiterf,, , (und damit die Verteilungen der Aufenthaltszeiten)
kann man im Prinzip durch Lésen eines Dirichletproblem®tlenen: Nach Korolldr 11.11 bil-
den die Trefferwahrscheinlichkeiten

h(z) = Px[fy<oo], fy = min{n > 0| X, =y},
die minimale nichtnegative Losung von
ph = h aufS\{y};  h(y) =1
WegenT, = T, P,-fast sicher fir alle: # y folgt f,, = h(x) fir = # y, und
fow = D) fey = (Ph)(y).

zeSs
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Beispiel(Kartenhaus, Maschinenerneuerung. Wir betrachten eine Markovkette mit Zustands-
raumS = {0, 1,2, ...} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Ox
1 - Ox
X
| | | | |
| | | | |
0 1 2 x r+1

Abbildung 11.9: Ubergangswahrscheinlichkeiten der dgrgegebenen Markovkette.

Hier qilt
n—1
PlTy>n] = JJ-oe)
=0
also:

0 rekurrent <= Fy[Ty = oo] = H(l—gx) =0 = ZQJC = 0
=0 =0

Aus Satz 11.74 folgt unmittelbar die schon oben erwahntedBitenisierung rekurrenter Zustan-
de uber die Greensche Funktion:

Korollar 11.15 (Rekurrenzkriterium ). Fur alle x € S gilt

1 1
= — = -— falls P,[T, =
G(z,x) 7. BT, = o] alls P,[T,, = o] > 0,
bzw.G(z,z) = oo falls P, [T, = oo] = 0. Insbesondere ist genau dann rekurrent, werti(z, x)

unendlich ist.

Beweis.Flrz € S gilt nach Satz 11.14:

G(zr,z) = E.[B,] = iPw[BxZn]
n=1
= Y o= Y.
n=1 n=0

]
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Leider ist das Kriterium zwar fur die Theorie wichtig, abeaktisch nur selten einsetzbar. Leich-
ter verifizierbare hinreichende Bedingungen fur Rekurrerz transienz basieren auf stochasti-
schen Lyapunovfunktionen und dem Martingalkonvergemrzsa{Stochastische Analysis].

Kommunikationsklassen und globale Rekurrenz

Wir wollen nun untersuchen, wie die Rekurrenz verschied€nstander,y € S miteinander
zusammenhangt.

Definition. Der Zustandy heif3terreichbarvonx fur die Markovketté X,,, P, ), falls
P,T, <o0] >0
gilt.

Bemerkung. (1). Ein Zustand ist genau dann erreichbar venwenn einn € Nmitp™(z,y) >
0 existiert. Insbesondere gilt figr# x:

yisterreichbarvon <+<— G(z,y)> 0.

(2). Isty erreichbar vorx undz erreichbar vory, dann istz erreichbar vorx.

(3). Istdie Ubergangsmatrix irreduzibel, dann ist jedestdnd von jedem anderen Zustand aus
erreichbar.

Wir wollen zeigen, dass mit einem Zustande S auch jeder vorr: aus erreichbare Zustand
rekurrent ist. Dazu bemerken wir zunachst:

Lemma 11.16.Fur z,y € S mity # z gilt
Glz,y) = PB[T, <oo]-Gly,y).
Beweis.Firy # x gilt P,-fast sicherX, # y, also
B, = B,ofm auf{T, < oco}.
Mit der starken Markoveigenschatft folgt

E.[B)] = E.B,;T,<o0| = E,[B,00™;T,< )
— BB, P[T, < ).

]
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Satz 11.17.Ist z rekurrent, undy vonz aus erreichbar, dann ist auchvony aus erreichbary
ist rekurrent, und es gilt

B, = oo P,-fast sicher und B, = oo P,-fastsicher.
Insbesondere gilt also
G(r,y) = Gy,z) = Gy = oo

Beweis. (1). y ist rekurrent:Day von = aus erreichbar ist, existient > 0 mit p™(z,y) > 0.
Nach dem Lemma folgt:

Gly.y) > Glxy) > > p(xy)

> ) P a)p"(,y)

= G(z,x)-p"(x,y) = o0
—— \T/
=00 >

(2). Wir zeigenP,[B, = oo] = 1: Day vonz aus erreichbar und rekurrent ist, gilt nach der
starken Markoveigenschaft

0 < PR[T,<oo =" BT, <00,T,005 <]

=  P,[T, < o] P,[T, < 9],
alsof, . = P,|T, < oo] = 1. Dax rekurrent ist, gilt zudenf, , = 1, also nach Safz11.14

Py[Bac = OO] - lim (fy,m : fﬁ;1> = L

n—0o0

Insbesondere ist vony aus erreichbar.

(3). Analog erhalten wiP,[ B, = oo] = 1 durch Vertauschen der Rolle varundy.
O

Der Satz zeigt, dass fir eine Markovkette mit irreduziblbetgangsmatrix und einem rekurren-

ten Zustand alle Zustande rekurrent sind, und jeder Zudtentbeliebiger Startverteilung mit
Wahrscheinlichkeit unendlich oft durchlaufen wird:

Korollar 11.18 (Dichotomie von Rekurrenz und Transien3. Fir eine zeithomogene Markov-

kette mit irreduzibler Ubergangsmatrix gilt entweder
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(1). Allex € S sind rekurrent, und®,[B, = oo] = 1 flrallez,y € S, oder

(2). Allex € S sind transient, undZ, [B,| < oo fur alle z,y € S.

Ist.S endlich, dann kann nur der erste Fall eintreten.

Beweis.Existiert ein rekurrenter Zustand, dann sind nach Satz7lalle Zustande rekurrent,
und P,[B, = oo] = 1 fiir allez,y € S. Andernfalls sind nach Safiz 11114 allec S transient,
und nach Korollal 11.15 gilt(x, ) < co. Nach Lemma_11.16 folgt danfi,[B,| < oo fur alle
x,y € S.IstS endlich, dann kann der zweite Fall wegen

>,

yes

Y E[B] = E,

yeSs

nicht eintreten. O]

Was konnen wir aussagen, wenn die Ubergangsmatrix nigttiiribel ist?

Allgemein ist die Relation
T~y ,y ist vonz aus erreichbar”

eine Aquivalenzrelation auf der Mengge, der rekurrenten Zustande if. Die zugehorigen
Aquivalenzklasseis;, i € I, heiBenRekurrenzklassen Wir erhalten also eine disjunkte Zerle-

gung

S = StransUUSi

iel

des Zustandsraums in die Men§g.ns der transienten Zustande, und die verschiedenen Rekur-
renzklassen
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Strans

Abbildung 11.10: Zerlegung der Menggin die transienten Zustande und die einzelnen Rekur-
renzklassen

Gelangt die Markovkette in eine Rekurrenzklasse, dann toggbdort mit Wahrscheinlichkeit
und durchlauft alle Zustande der Rekurrenzklasse unenalticBtartet die Markovkette in einem
transienten Zustand, dann lauft sie entweder in eine Rakzklasse, oder sie verbleibt im transi-

enten Bereich, verlasst aber jede endliche Teilmenge&ygschliel3lich mit Wahrscheinlichkeit
1.

Beispiel. (1). EhrenfestmodellDie Markovkette aus dem Ehrenfestmodell (s. Abschnift 2.2)
ist rekurrent, da der Zustandsrauin= {0,1, ..., N} endlich, und die Ubergangsmatrix

plk,k—1) = k/N
pk,k+1) = (N—k)/N

irreduzibel ist.

k Molekile N — k Molekile

Jeder Zustand wird also unendlich oft durchlaufen, was ldemtodynamischen Irrever-
sibilitat zunachst zu widersprechen scheint (Einwand vemiglo, vgl. die Bemerkung
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unter Satd 7.17). Tatsachlich kann man zeigen, dass digeraiZeit £,[T/,] flr den
Ubergang vom geordneten Zustakhd= 0 in den ungeordneten Zustaid= N/2 von
der GroBenordnung log N ist, die mittlere ZeitEy/»[T;] fiir den umgekehrten Ubergang
dagegen von der GroRBenordnufige®". Da N zum Beispiel gleichi 0% ist, ist die Rekur-
renz jenseits des ungeordneten Zustandes de facto nidiaddgtbar — im makroskopischen
SkalierungslimesV — oo ergibt sich bei geeigneter Zeitreskalierung eine irrabégDy-
namik.

(2). Kartenhaus/Maschinenerneuerurigi Fall )~ o, = oo sind alle Zustande der Markovket-
=0

te aus dem Beispiel von oben rekurrentpaekurrent und die Ubergangsmatrix irreduzibel
ist. Andernfalls sind alle Zusténde transient.

(3). Galton-Watson-ProzesFkiir den Galton-Watson-Verzweigungsprozess mit Nachkamsme
verteilungv ist 0 ein absorbierendeZustand, d.h. kein anderer Zustand ist waus er-
reichbar. Insbesondere gt} eine Rekurrenzklasse. Gil{0) # 0, dann ist umgekehf
von jedem Zustand € N aus erreichbar, also sind alteZ 0 transient. Es folgt dann:

P.[Z, = 0 schlie3lich oderZ,, - ] = 1 furallex > 0.

11.4 Stationare stochastische Prozesse

In vielen Fallen n&hert sich die Verteilung eines zeitli@nschobenen stochastischen Prozesses
(Yo, Yoi1,...) mit ZustandsraungS, S) fur n — oo einer Grenzverteilung auf dem Produk-
traumg) = 51012} mit Produkte-Algebra.A an (,asymptotische Stationaritit*). Die Grenzver-
teilung P sollte dann selbst invariant unter Verschiebungen sdmfidk den Koordinatenprozess
Xn(w) = w, sollte gelten:

(X, Xpg1,--2) ~ (Xo, Xq,...) unterP fur allen > 0. (11.4.1)

Wir wollen stochastische Prozesse mit der Eigenschaf{1)lnun genauer untersuchen.

Stationaritat und Reversibilitat

Definition. (1). Eine Wahrscheinlichkeitsverteilugauf (2, .4) bzw. ein stochastischer Pro-
zesq(X,), P) heil3tstationar, falls (11.4.1) gilt.
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(2). Der Prozess(X,), P) heil3treversibe] falls die endlichdimensionalen Verteilungen inva-
riant unter Zeitumkehr sind, d.h. falls

(Xo, X1y, Xpn) ~  (Xo, Xno1,..., X0) unterP farallen > 0. (11.4.2)

Bemerkung. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (£2,.4) ist genau dann stationar, wenn
die Shiftabbildung : 2 — Q) einemal3erhaltendébbildung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P)ist,d.h. wennP = P o 7! gilt.

Beispiel. (1). IID Folgen: Eine Folge(X,,),,>¢ unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvaria-
blen ist ein stationarer und reversibler stochastischezdas.

(2). Gaul3prozesseEin Gaul3prozess ist ein reellwertiger stochastischereBeqZ,,), des-
sen Randverteilungen Normalverteilungen sind. Beispigtsist einAR(p)-Prozess ein
Gaul3prozess, wenn die Startwerte normalverteilt sindR@@nzesse sind eindeutig durch
die Mittelwerte £[X,,] und die Kovarianze®ov|X,, X,,] festgelegt. Stationaritat gilt ge-
nau dann, weni’[X,,] = « nicht vonn abhangt, undov|[X,,, X,,] = ¢,_,, nur von der
Differenzn — m abhéangt.

(3). Deterministische Rotationeitst X, gleichverteilt auf dem Einheitskreis', und X,,,; =
e - X, mit ¢ € [0,2m), dann ist(X,,),>, Stets ein stationarer Prozess. Reversibilitat gilt
fur ¢ # 0 nicht.

Satz 11.19.Ein reversibler Prozess ist stationar.
Beweis. Aus der Reversibilitat folgt durch Zeitumkehr a{ff, 1, ..., n + 1} und{0, 1, ..., n}:
Po(X,Xs,...,. Xn11)" = Po(Xy,Xpu1,...,X0) ' = Po(Xo,...,X,) !
fur allen > 0. Also gilt
P[(X1,X5,...) € A] = P[(Xo,X1,...) €A
fur alle Zylindermengem € 4, und damit fur alled € A. O

Stationaritat bzw. Reversibilitat zeithomogener Markatese ist durch die Startverteilung und
den Ubergangskern charakterisierbar:

Satz 11.2(Q(Stationaritat und Reversibilitdt von Markovketten ). Fur eine zeithomogene Mar-
kovkettg X,,, P,) im kanonischen Modell gilt:
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(1). P,o (X, Xps1,...)7t = Py furallen > 0.
(2). P, istgenau dann stationar, wennein Gleichgewicht des Ubergangskeynist.

(3). P, istgenau dann reversibel, weprdie Detailed-Balance-Bedingung

pldz)p(x,dy) = p(dy)ply, dz) (11.4.3)

erfullt, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S x S invariant unter der
Abbildung(z, y) — (y, z) ist.

Beweis. (1). FurA € Aundn > 0 gilt nach der Markoveigenschatft

Pul(Xn, Xoi1,.. ) €A] = Eu[la06"]
= Eu[Px,[A]

~ [ PG )
= PuelA]
(2). folgt unmittelbar aus (1).
(3). Aus der Reversibilitat voaX,,, P,) folgt, dass
p®p = P,o(Xo Xy)™!

invariant unter Koordinatentausch ist.
Umgekehrt folgt aus der Detailed-Balance-Bedingung durdktion

p(dzo)p(zo, dxy) - - p(Xn_1,dx,) = p(de)p(zr,dzs) - (2,1, dr,)p(ar, deg)
= ... = uldr,)p(wp,dr,_q)- ... plxy,drg)
fur allen > 0; also

P,o(Xg,...,X,)" = P,o(X,,...,Xo) "

Rekurrenz von stationaren Prozessen

Stationére stochastische Prozesse haben starke Rekuigesrsaaften. Die folgende Aussage
zeigt unter Anderem, dass die mittlere Ruickkehrzeit in eiead®B endlichen Erwartungswert
hat, wenn der Prozess mit positiver Wahrscheinlichkef istartet:
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Satz 11.21(Wiederkehrsatz von Kag). Sei(X,, P) ein stationérer stochastischer Prozess mit
ZustandsrauniS, S), und sei

Tp = min{n>1:X, € B}

die erste Eintritts- bzw. Rickkehrzeit in eine Meriyje S. Dann gilt

E[Ts: Xo€ B] = P[Tp< ), (11.4.4)

also mit anderen Worten
ETg| Xo€e B] = % falls u[B] > 0, und (11.4.5)
P[Tg <o0] = 0  fallspu[B] =0, (11.4.6)

wobeiy = P o X' die Startverteilung des Prozesses ist.

Bemerkung. (1). Nach[(11.45) ist die mittlere Rickkehrzeit in die Merigider Kehrwert des

Quotiente 5[[;(;55;]}, also des Anteils vog X, € B} an allen Pfaden, di& treffen.

(2). Allgemeiner gilt fir jede messbare Teilmengec A des Pfadraumes:
Elra; A] = Plra < o0,

wobeiTy = min{n >1: (X,, X,11,...) € A} die erste Zeit ist, zu der der verschobene
Pfad in A liegt.

Beweis.Fiurn € N gilt wegen der Stationaritat des Prozesses:

n—1

E[min(Ts,n); Xo € B] = Y _ P[Tp > kundX, € B]
k=0

n—1

= Y PXo€B X\ ¢B,...,X; ¢B]
k=0

n—1

= Y PX, 1 €B Xo4n1 ¢B,....X, ¢B]
k=0

Hierbei haben wir verwendet, da%% < n genau dann gilt, wenn zu einer der Zeiten-
k., k=0,1,...,n — 1, ein letzter Besuch i3 vor der Zeitn stattfindet. Die Aussage folgt fur
n — 00. ]
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Nach dem Wiederkehrsatz von Kac kehrt der ProZegg auf der Menge{ X, € B} P-fast
sicher nachB zuruck. Durch Anwenden dieser Aussage auf die Teilfolg€y).>o, k£ € N, die
alle wieder stationare Prozesse unfesind, erhalten wir sogar:

Korollar 11.22. Jeder stationare ProzedsX,,, P) ist rekurrent in folgendem Sinne: Fur alle
B € S gilt X,, € B unendlich oftP-fast sicher auf X, € B}.

Bemerkung (Wiederkehrsatz von Poincarg. Allgemeiner gilt firA € A:

(Xn(w), Xpi1(w),...) € A unendlich oft firP-fast allew € A.

Anwendung auf Markovketten

Wir betrachten nun eine zeithomogene Markovkéfte, P,) mit abzéhlbarem Zustandsrausn
im kanonischen Modell.

Definition. Ein Zustandx € S hei3tpositiv rekurrent falls die mittlere Rickkehrzeff, [T, ]
endlich ist.

Aus dem Wiederkehrsatz von Kac folgt unmittelbar:

Korollar 11.23 (Gleichgewichte und mittlere Ruckkehrzeiter). (1). Istu ein Gleichgewicht
der Markovkette, dann gilt

w(x) - E[T,] = P,T, <] furallez € S.
Insbesondere sind alle Zustandenit .(z) > 0 positiv rekurrent.

(2). Ist zudem die Ubergangsmatrix irreduzibel, dann siogas allez € S positiv rekurrent
mit
1

ple) = ET (11.4.7)

Insbesondere ist das Gleichgewicht in diesem Fall eindeutig

Beweis. (1). Da die Markovkette mit Startverteilung stationar ist, gilt nach dem Satz von
Kac:

wz) - BT, = E\l; Xo=z] = P,[T, <o farallex € S.

(2). Bei Irreduzibilitat folgt globale Rekurrenz, al$g [T, < oo] = 1 fiir allez,y € S, und
damity(z) - E,[T,] = 1 fur alle x.
[
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Beispiel (Eindimensionale Markovkette, Birth-Death-Proces3. Wir betrachten eine zeitho-
mogene Markovkette auf = {0, 1,2, ...} mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

plr,x+1) = p, plr,z—1) = q, plr,x) = 148

Py Qe T > 0Mitp, +q. + 7. = 1,90 = 0, undp,, g, > 0 furallex > 1.

Ty

Offensichtlich gilt Irreduzibilitat. Das Gleichungssgst fir eine Gleichgewichtsverteilung
lautet

1(0) - ro+ p(l) g1 = p(0),
pa—1) peor+p(z) - re+p(z+1) - gy = plx) fur z € N.
Da die L6sung sich rekursiv ayg0) berechnen lasst, ist der Lésungsvektorraum des linearen
Gleichungssystems eindimensional. Aus der hinreiche Dagtailed-Balance-Bedingung
plex—1)pr = pl)- ¢ furallex € N (11.4.8)

erhalten wir daher in diesem Fall bereits die allgemeinaib@s

Po-P1--..Pat
q1-q2° ... Qg

pz) = w(0) (11.4.9)

Sei

Gilt Z < oo, dann ist durch(11.4.9) mit(0) = 1/Z das eindeutige Gleichgewicht der Markov-
kette gegeben, und fiir die mittleren Ruickkehrzeiten folgt

BT, = 1/u(z) firallez > 0.

Die Bedingung”Z < oo bedeutet, dass die Wachstumswahrscheinlichkeiten- 1, z) nicht zu
grof3 im Vergleich zu den Abfallwahrscheinlichkeitefx, z — 1) sind. Gilt dageger¥ = oo,
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dann existiert keine Gleichgewichtsverteilung. Wir werde[11.2%5 sehen, dass in diesem Fall
auch keiner der Zustande< S positiv rekurrent ist. Durch Losen des Dirichletproblenasik
man zudem zeigen, dass die Markovkette genau dann rekistenenn

Z q192 - S

p1p2

gilt (s. Ubung).

11.5 Ergodizitat

In diesem Abschnitt werden wir ein Gesetz der grof3en Zalilepdsitiv rekurrente Markovket-
ten beweisen. Dabei verwenden wir, dass die Verlaufe dekddaette wahrend verschiedener
Exkursionen von einem Punkt aus unabhangig voneinandeidentisch verteilt sind. Langzeit-
mittelwerte verhalten sich daher asymptotisch wie der Bxwgswert des zeitlichen Mittelwerts
Uber eine Exkursion. Als Vorbereitung tberlegen wir unssdder Anteil der mittleren Exkursi-
onszeit, den die Markovkette in bestimmten Bereichen veghreine Gleichgewichtsverteilung
definiert.

Wie zuvor sei(X,,, P,) eine zeithomogene Markovkette mit abzahlbarem Zustandsfaund
Ubergangsmatrix(z, y) im kanonischen Modell. Ferner sei

T, = min{n>1: X, ==z}

die erste Treffer- bzw. Rickkehrzeit zum Pumkt

Positive Rekurrenz und Gleichgewichte

Fir einen Zustand € S sei

1.1B] E, Z_ IB(Xn)] - iP[Xn €B;n<T)] (11.5.1)
n=0 n=0

die mittlere Anzahl der Besuche in einer MengeC S wéahrend einer Exkursion von. Ein
positives Maly auf S heiRtinvariant bzgl. der Ubergangsmatrix falls

Z vix)p(z,y) = v(y) furalley € S

€S

gilt. Ein Gleichgewicht ist also eine invariante Wahrscitiehkeitsverteilung.
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Satz 11.24. (1). Istx € S ein rekurrenter Zustand der Markovkette, dannsein invariantes
MaR mit Gesamtmassge [S| = E,[1].

(2). Istzx positiv rekurrent, dann ist das normierte Mal3

7B — o[ B] _ mittlere Aufenthaltszeit i
Ha a "~ mittlere Exkursionsdauer

ein Gleichgewicht der Markovkette.

Bei positiver Rekurrenz existiert also stets ein Gleichgbwit/imgekehrt haben wir in Korol-
lar[11.22 bereits gezeigt, dass Gleichgewichtsvertedanmur positiv rekurrenten Zustanden ei-
ne strikt positive Gesamtmasse zuordnen. Ist die Markeekatdem irreduzibel, dann ist die
Gleichgewichtsverteilung nach Korollar 11122 eindeutidn. die Verteilungz, héngt nicht vom
Startpunkiz ab.

Beweis. (1). Istz rekurrent, dann gili®,-fast sicherl, < oo, und damitX; = x = X,. FUr

B C S folgt
T,—1 T,—1

Y Ip(Xa) = ) In(Xun).

Mit der Markoveigenschaft erhalten wir damit

i ]B(Xn—l-l)]

= ) P[X,p €B;n<T,
n=0

ME iEz [Px,[Xi € B]; n <T]

= ZZPx[Xn:Z; n<Tx] -p(Z,B)
zeS n=0

= > wl{z} p(z.B) = (1p)[B.
z€S

d.h. i, ist ein invariantes Mal3. Die Gesamtmasse ist

pelS] = E;

(2). Istx positiv rekurrent, dann hat, endliche Gesamtmasse, also erhalt man durch Normie-
ren ein Gleichgewicht.

]
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Ein Gesetz der grol3en Zahlen flr Markovketten

Wir kdnnen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts foemei. Fim € N undy € S sei

By(n) = ‘[{Xi:y}

1=0

die Anzahl der Besuche der Markovkette im Zustgnar der Zeitn.

Satz 11.25Ergodensatz fur Markovketten, 1. Version). Sei(X,,, P) eine irreduzible homo-
gene Markovkette mit abzahlbarem Zustandsraum

(1). Ist die Markovkette rekurrent, dann gilt

1 n—1 Ty—1
Jim 5 o D) > >] / f i

P-fast sicher flr jede Funktiorf : S — R, und alley € S. Hierbei istyx, das durch
(I1.5.1) definierte invariante Mafz.

(2). Existiert eine Gleichgewichtsverteilupgdann folgty, = 7 fur alley € S und
1 n—1
JL%E;f(Xi) = /fdﬁ P-fast sicher.

Die letzte Aussage ist ein Gesetz der grol3en Zahlen fUumibte, positiv rekurrente Markovket-
ten, und eine erste Version eines Ergodensatzes flur Magkievk Die ,zeitlichen* Mittelwerte

n—1

L% f(X;) konvergieren fast sicher gegen den ,raumlichen” Mittetwgy dn der Funktionf
=0

bzgl. der Gleichgewichtsverteilung. Insbesondere et

n—1
_ .1 : .
az) = lim - Z_; I,1(X;)  P-fastsicher fir aller € S,

d.h. die Gewichte der Gleichgewichtsverteilung sind dgrgsotischen relativen Haufigkeiten
der Zustande < S. Dieser Zusammenhang kann in beide Richtungen verwenddewer

(1). Berechnung der asymptotischen relativen Haufigketterch Losen des linearen Glei-
chungssystemg = up.

(2). Schatzen der Gleichgewichtsverteilung:

1 ..
o~ EZ(;XZ' fiir groRen.
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Beweis von Safz 112®a die ZufallsvariablerX; nicht unabhéngig sind, kbnnen wir nicht wie
Im Beweis des klassischen GdgZ verfahren. Stattdessenmuwutzeaus, dass die Markovkette
jedes mal, wenn sie den Punktrifft, neu startet — unabh&ngig vom vorherigen Verlaufrébu
Zerlegen der Summe in Teilsummen Uber diese verschiedeylai &rhalten wir eine Summe
von unabhangigen Zufallsvariablen, auf die sich das ldabsi GdgZ anwenden l&asst:

(1). Wir betrachten die Markovkette 0.B.d.A. im kanonischdadell. Sei7T*) die k-te Be-
suchszeit bzw. Riickkehrzeit zu einem festen Zustaads, d.h.7® = 0, und

70D — 7ML T 0™ firallek > 0.

Da die Kette irreduzibel und rekurrent ist, gilt*) < oo P-fast sicher fiir allé;, und damit

7 -1 T(k+1)
d Xy = Yi o mit Z fX
i=1 k=0 i=T k) 41

Abbildung 11.11: Regenerative Zyklen.

Wir zeigen nun, dass aufgrund der starken MarkoveigensdieZ ufallsvariablery;, (k >
1) unter P unabhangig und identisch verteilt sind. Es gilt namlich

T(k)+Ty09T<k)

o = ) fX) = Zf 0™y = Y06,

i=T(k) +1
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also

PlY, € B| Frw] M PpJY,eB] firalleBc S,

d.h.Y} istunabh&ngig vork ) mit VerteilungPonO‘l. Da die Zufallsvariableiy, . .., Y,
Frw-messbar sind, folgt die Unabhangigkeit derk > 0, unter P. Zudem erhalten wir
furk > 1:

B = BN = &

if()@)] [ sau,

Nach denGesetz der grof3en Zahléolgt dann:
T

1 1
lim 5 ;f(Xi) = lim -

=00 l—o00 [

-1
v = /fdpy P-fastsicher.  (11.5.2)
k=1

Ist die AnzahlB,(n) der Besuche iy vor der Zeitn gleich/, dann gilt

TV < o < WD,

also
T(-1) n T(+1)
IDIFCNENEL ) SEINERE D ON/E0! (1153)

Furn — oo konvergiert auclh = B,(n) gegen unendlich, da die Markovkette rekurrent
ist. Da die linke und rechte Seite van (11]5.3) ndch (I1.6i2) — oo gegen| f dyu,
konvergieren, folgt

1 n—1 1 n
lim f(X;) = lim f(X;) = /fdu P-fast sicher.
f gy 2S00 =l s > S y

(2). Anwenden von Aussage (1) mit der konstanten Funkfien1 liefert

n n—00 .
—  ylS P-fast sicher.
By(n) 1]

Da eine invariante Verteilung existiert, ist die Kette posiekurrent, d.h..,[S] < oo.
Daher folgt furf > 0:

1 S _ By(n) 1 — n—00 ffd,uy . o
;;fm) - SR gLl = gt = /fduy

P-fast sicher fim — oo. Da die Markovkette nach Voraussetzung irreduzibel istliis
Gleichgewichtsverteilung nach Korollar 11122 eindeukitso gilt 7z, = 7z fur alley € S.
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[]

Beispiel(Kartenhaus / Maschinenerneuerung. Wir betrachten die Markovkette aus dem Bei-
spiel von oben.

Y

Abbildung 11.12: Ubergangswahrscheinlichkeiten der kdprgegeben Markovkette.

Fur Ubergangswahrscheinlichkeitefi, 0) = p; € (0,1) undp(i,i + 1) = ¢ = 1 — p; erhalten
wir

PO[TO > n] = o 41" ... " Qn—1, und damit
co n—1
EO[TO] = Z qur
n=0 =0

Gilt Ey[Tp] < oo, dann ist die Kette irreduzibel und positiv rekurrent. Figrasymptotische rela-
tive Haufigkeit des Zusammenfallens des Kartenhausesdalgt nach Safz 11.25 und Korollar

1 .
lim =) Iy(X;) = @0) = N P,-fast sicher fiir alle: € S.

Beispiel(Markov Chain Monte Carlo Verfahren (MCMC) ). Seiu eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf eine abzahlbaren Men§ederen Gewichte wir bis auf eine Normierungskon-
stante kennen bzw. berechnen kénnen. Um Erwartungswemnt€woaktionenf : S — R, bzgl

[ approximativ zu berechnen, kdnnen wir dann wie in Kapitele3dhrieben eine irreduzible
Ubergangsmatriy mit Gleichgewichtu bestimmen, und eine Markovkette(,,, P) mit dieser
Ubergangsmatrix simulieren. Nach Safz 11.26 liefern dipigathen Mittelwerte

. 1

dann eine konsistente Folge von Schatzern flr den gesuEhaartungswert

H = /fdu.
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Fur praktische Anwendungen ist es wichtig, den Schatzfenleuantifizieren. Eine erste Aus-
sage in diese Richtung liefert ein zentraler Grenzwertsatiiarkovketten, siehe z.B. [T. Ko-
morowski, C. Landim, S. Olla: Fluctuations in Markov Proass

Allgemeinere Ergodensatze

Die Aussage von Saftz 11125 lasst sich wesentlich allgemf&imaulieren. Wir notieren zunachst
eine elementare, aber wichtige Erweiterung:

Satz 11.26Ergodensatz fur Markovketten, 2. Version). Ist (X,,, P) eine irreduzible homoge-
ne Markovkette, unfl ein Gleichgewicht des Ubergangskegnsiann gilt

n—1
o1 _
lim =7 F(X0 Xivr, o Xeyy) = / / F(@o, s - ii(dao)p(o, dar) - - ply 1, i)
n—oo N P

P-fast sicher furalle > 0und f : S™*! — R,.

Wir geben nur die Beweisidee an, und Uberlassen die Ausfghden Details dem Leser als
Ubung:

Beweis-SkizzeDer Prozess

X; = (Xz‘, Xitty - 7Xi+7“)

ist eine Markovkette mit Zustandsraum

S = Alwo,...,z,) €S | plas,vi41) >0 YO<i<r},
Ubergangsmatrix
ﬁ((x07 R >x7‘)7 (y()a s 7y7”)) = 6331 (yo)(SZ’z (yl) e 5Z’7>(yr—1>p(x7’7 yT)a

und Gleichgewichtsverteilung
wxg,...,x.) = J(xe) - plro,x1) .. p(xe_1, ).
Ist (X,,) irreduzibel, so auchX,). Die Behauptung folgt daher aus Safz 11.25. O

Eine wichtige Anwendung von Sdtz 11126 ist @&hatzen der Ubergangsmateiner Markov-
kette: Furzr,y € S qgilt

n—1
1 .
ple,y) = lim = Ix—px,,—y  P-fastsicher,
=0

n—o00 N 4

d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind die asynsptegn relativen Haufigkeiten der Uber-
gange.
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Beispiel (Neues im I.1.D. Fall) Auch im i.i.d. Fall liefert SatZ 11.26 eine neue Aussage: Ist
Xo, X1, ... eine Folge unabh&ngiger, identisch verteilter Zufalla@en (,Buchstaben®) mit
Werten in einer endlichen oder abzahlbaren MefiggAlphabet®), dann ergibt sich fur die a-

symptotische relative Haufigkeit eines Wortes, ai, . .., a;) € Sk
1 n—1 k
lim - Z I Xima0 Xis1=a1, Xispmar) = H p(ay) P-fast sicher
i=0 §=0

wobeiu(a) = P[X; = a] die Wahrscheinlichkeit des Buchstabenist.

Mit abstrakteren Argumenten kann man Ergodensatze imrageen Rahmen dynamischer Sys-
teme beweisen. Zum Abschluss dieses Abschnittes geberuwirein entsprechendes zentrales
Resultat ohne Beweis wieder. Sél, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum urgd: @ — 2 eine
maRerhaltende Abbildung.h.Po6~! = P. Den Raum((2, A, P) zusammen mit der maRerhal-
tenden Abbildun@ nennt man auch eitlynamisches SysteBeispielsweise ist der Shiftoperator
0 auf dem Pfadraum mafl3erhaltend bzgl. der Verteilihgines stationaren stochastischen Pro-
zesses. Die-Algebra 7 der f-invarianten Ereignissest definiert als

J = {AcAl67(A)= A

Beispielsweise sind die Zufallsvariabléminf 1 S F o 6' undlimsup 1 S F o ¢ fir jedeA-
messbare Abbildung’ : 2 — R messbar bngZ.:,g\IIgemein sind aIIe9-irZ1T/%rianten Ereignisse
asymptotisch. Das Maf heildtergodisch falls P[A] € {0,1} fur alle A € J qilt. In dieser
allgemeinen Situation kann man zeigen:

Satz 11.27(Birkhoffs individueller Ergodensatz). Fir jede Funktion € £'(9, A, P) gilt

n—1
lim =S FOw) = E[F|J)w) fur P-fastallew € 0.
=0

n—oo N, 4

Ist P ergodisch, dann folgt

n—1
.1 i .
lim ~ ZO Fof' = E[F]  P-fastsicher.
Der Beweis findet sich z.B. in den WahrscheinlichkeitstheBiiehern von Breiman oder Dur-
rett. Die £2-Konvergenz lasst sich mit wesentlich einfacheren fumidlianalytischen Methoden
zeigen (Ergodensatz von Neumann, siehe z.B. [VaradhanaBilidp Theory])
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11.6 Zeitstetige Markovprozesse

Fur viele Anwendungsprobleme sind Modelle, die auf Markogpssen in kontinuierlicher Zeit
basieren, natirlicher. Andert der Prozess nur an abzahilan zufalligen Zeitpunkten seinen
Zustand, dann nennt man ihn eine zeitstetige MarkovketteM&arkovprozess mit stetigen Pfa-
den heil3t dagegen Diffusionsprozess.

Klassische Anwendungsbereiche zeitstetiger Markovikedted die Modellierung von Warte-
schlangen und chemischen Reaktionen. Wir zeigen hier, wie zedstetige aus zeitdiskreten
Markovketten konstruiert und beschreibt. Viele der Aussegus den letzten Abschnitten haben
Entsprechungen im zeitstetigen Fall — wir verweisen datzwaasieinfihrende Lehrbuch [J. Nor-
ris: Markov Chains].

Der wichtigste Diffusionsprozess ist die Brownsche Bewegdiggsich ausgehend vom zentralen
Grenzwertsatz als universeller zeitstetiger Skalierlimgs von Random Walks mit quadratin-
tegrierbaren Inkrementen ergibt. In der stochastischesly&is konstruiert man andere Diffu-
sionsprozesse Uber stochastische Differentialgleiohiagis der Brownschen Bewegung — mit
zahlreichen Anwendungen z.B. in der Finanzmathematik, iRloygl mathematischen Biologie,
aber auch mit weitreichenden Konsequenzen fir viele Bezadeln Mathematik.

Ubergangskerne und Markovprozesse
Seienp, +(z,dy),0 < s < t < 0o, stochastische Kerne auf einem messbaren Raus).
Definition (Markovprozess).

(1). Ein auf einem Wahrscheinlichkeitsrauf, .4, P) definierter zeitstetiger stochastischer
ProzessX; : 2 — S,t € [0,00), heiRtMarkovprozess mit Ubergangswahrscheinlich-
keitenp; +(x, dy), falls

P Xiyn € B|FY] = puan(Xy, B) P-fast sicher
fur alle B € S undt, h > 0 gilt, wobei
FX = o(X,]0<s<t)
die vom Prozess erzeugterAlgebren sind.

(2). Der Markovprozess heieitlich homogenfalls die Ubergangswahrscheinlichkeiten ,
nur vonh abhangen:

presn(z,dy) = pu(z,dy) furalle ¢, h > 0.
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Bemerkung. Einen Markovprozess mit stetigen Pfaden X;(w) nennt man eineBiffusions-
prozess Einezeitstetige Markovketteist ein Markovprozess, dessen Pfade stiickweise konstant
sind, und nur an abzahlbar vielen (venabhéngigen) Zeitpunkten springen. Allgemeine Mar-
kovprozesse kdnnen sowohl stetige als auch Sprunganssknh- es ist auch mdglich, das sich
die Springe haufen.

Die zeithomogenen reellwertigen Markovprozesse mit réaimhomogenen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten sind gerade die Lévy-Prozesse:

Satz 11.2§Lévy-Prozesse als MarkovprozesseEin Ré-wertiger stochastischer Prozesk;, P)
mit stationaren unabhéngigen Inkrement&p, X;, — Xy, ..., Xy, — X4, (0 <ty <t; <

. < t,) ist ein zeithomogener Markovprozess mit translationsiavéen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

pn(z,B) = P[Xyn—X,€B -1, t,h >0, B¢ BRY.

Beweis. Fir jede Partitior) = ¢, < t; < ... < t,, = t eines Intervallg0, ¢] sind die Inkremente
Xion — X fur h > 0 unabhéngig vomr ( Xy, X, — X4, ..., X, — X3, ,). Wegen

k
th = Xto + Z(th - Xtiﬂ)

=1

erzeugen die ZufallsvariableX;,, X;,, ..., X;, dieselbes-Algebra. Also istX;,, — X; auch
unabhangig von der-Algebra

O=to<t1<...<tn

EX - O-(XS‘OSSSt) = U( U O-(XthtU'”ath)) .
Damit folgt

P[Xin € BIFXl(w) = PIXi+ (Xen — X,) € B| F¥](w)
= PXin—Xi € B-Xy(w)] = pu(Xi(w), B)

fur P-fast allew. ]

Beispiel. (1). Poissonprozes£in Poissonprozess mit Parameter 0 ist eine zeitstetige Mar-
kovkette mit Zustandsrauisi = {0, 1,2, ...} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

oM (At)y—*
|

fury > x, bzw.pi(x,y) = 0 fury < x.
(y — x)!

pt(xv y) -
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(2). Brownsche Bewegundfine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein zeitlich homo-
gener Diffusionsprozess mit Zustandsradm= R? und absolutstetigen Ubergangswahr-
scheinlichkeiterp,(z, dy) mit Dichte

d/2 |z —y|? d
pe(z,y) = (2mt)"Y% - exp ) t>0, z,y€eR

Damit die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines Markaxgsees fiir verschiedene Zeitinterval-
le konsistent sind, muss

DPsw = DstPtu furalle0 < s <t <u, (11.6.2)
bzw., im zeithomogenen Fall,
Dstt = DsPt =  DiDs fir alles,z > 0 (11.6.2)

gelten.[(I1.6]1) und(11.6.2) werden auch@mpman-Kolmogorov-Gleichungenbezeichnet.
Im zeithomogenen Fall besagt die Chapman-Kolmogorov-6Giegig [11.6.P2), dass die Uber-
gangskerne,,t > 0, eineHalbgruppe bilden.

Ist (X:)tepo,00) DZgl. P ein zeitstetiger Markovprozess uiit),) eine aufsteigende Folge R,
dann ist(X;, ) eine zeitdiskrete Markovkette mit Ubergangskerpen, ;. . Insbesondere erhal-
ten wir mit SatZ 11)5:

Korollar 11.29 (Endlichdimensionale Randverteilungen. Furjedesn > 0und0 =ty < t; <
o<ty hat(X,, Xy, ..., X, ) die Verteilung

1(do)pro ty (To, dx1)pey 1 (T1, dT2) -~ Pr_y 4 (Tnm1, dTn),
wobeiy = P o X, ' die Startverteilung des Markovprozesses ist.

Beispiel(Brownsche Beweguny Fir eined-dimensionale Brownsche Bewegufig,) mit Start
in zo sind die Verteilungen voiiB,,,...,B;,) fur0 = t, < t; < ... < t, absolutstetig mit
Dichten

n

. _ ;i — X4i— 2
Foo (1) = [Pt s, ) = [(@n(— ) exp (—%) |
i=1 i=1 L

Insbesondere ist eine Brownsche Bewegung@aul3prozessd.h. alle endlichdimensionalen
Randverteilungen sind multivariate Normalverteilungen.
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Bemerkung (Eindeutigkeit in Verteilung, Modifikationen ). Nach dem Korollar ist die Vertei-
lung eines Markovprozess¢gX,);~o, P) auf dem Produktrauns®>=) mit Produkte-Algebra
eindeutig durch die Startverteilung und die Ubergangssdaiwinlichkeiten festgelegt. Da es
uberabzahlbar viele Zeitpunktee R, gibt, ist die Situation allerdings etwas subtiler als im
zeitdiskreten Fall. Beispielsweise ist das Ereignis, dés&thdet — X,(w) des Prozesses ste-
tig bzw. rechtsstetig sindyicht messbabzgl. der Produkt-Algebra. Tatsachlich kann man zu
einem MarkovprozesgsX;) mit (rechts-)stetigen Pfaden in der Regel einen modifizicPiezess
(X,) mit

PX;, =X] = 1 furjedest € R,

finden, der keine (rechts-)stetigen Pfade hat. Der Prq2é3shat dann dieselben endlichdimen-
sionalen Randverteilungen Wi&; ), und ist daher ein Markovprozess mit derselben Startvertei
lung und denselben Ubergangswahrscheinlichkeiten!

Zeitstetige Markovketten

Wir wollen nun (umgekehrt wie oben) aus einer zeitdiskrearkovkette einen zeitstetigen
Markovprozess konstruieren, der dieselben Zustande Bwifthaber zu zuféalligen kontinuierli-
chen Zeitpunkten von einem Zustand zum nachsten springu DBatrachten wir der Ubersicht-
lichkeit halber nur den Fall eines abzahlbaren Zustandsead. Einen zeitstetigen Markovpro-
zess aufs charakterisieren wir dann durch die infinitesimalen Ubeggaaten

.,%(l’, y) _ }ILI{(% pt,t—i—h('ru y}i — 5(I7 y) : t>0. (1163)

Wir beschranken uns im Folgenden auf den zeithomogenenHfiall hangen die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten nicht vanab, und es gilt

Ly) = Llry) = }lgph(%w;‘m’y) fur allet > 0. (11.6.4)

Wegen

pr(z,y) = h-ZL(x,y)+o(h) fir z # y, und
pr(z,z) = 14+ h-ZL(x,x)+o(h),

ist Z(z,y) fur x # y die Sprungrate vom nachy, und.Z(z, x) ist die negative Wegsprungrate
von z. Erfullen die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines peithgenen Markovprozesses auf
S die Bedingung[(11.614) bzgl. eines zu spezifizierenden Kgarebegriffes, dann heil3t die
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Matrix Z(x,y) (x,y € S) infinitesimaler Generator des Markovprozesses. Dg(z, o) fur
alle h > 0 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, sollte in diedeati gelten:

L(w,x) = =Y Llxy) furallez € S. (11.6.5)
yeSs
Seinun(z,y) (z,y € S) eine gegebene Matrix mi¥’(z, y) > 0 furallez,y € S und (I1.6.5).
Wir setzen zudem voraus, dass die Wegsprungt&tén, =) beschréankt sind:

Annahme: Es existiertA\ > 0 mit

Y Ly = Lz < A furalleres. (11.6.6)
yes
Um einen Markovprozess mit Sprungratéfiz, y) zu konstruieren, betrachten wir unabhéngi-
ge, Exp(\)-verteilte Zufallsvariable’, Ty, . . . auf einem Wahrscheinlichkeitsrauff®, A, P),
die die zeitlichen Abstande zwischen moglichen SpringenRtezesses beschreiben. Sei fer-
ner(Y,)n—o12... €ine vono (T, T, .. .) unabhangige Markovkette a(?, A, P) mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

m(r,y) = %-f(%y) fry # =,
n(z,z) = I—ZW(x,y).

y#T

Die Kette (Y,,) beschreibt die Zustédnde, die der zu konstruierende zZ&jEstSprungprozess
durchlauft. Mit
Ny, = #{neNh+Tr+...+T,<t}

erhalten wir:

Satz 11.30(Konstruktion von zeitstetigen Markovketten). Der ProzessX; := Yy, ist ein
zeitstetiger Markovprozess mit ZustandsrasintJbergangswahrscheinlichkeiten

2 ()"

n=0

und GeneratortZ (z, y). Genauer gilt

ph(x7y)h—5(x,y)_$(%y> — (11.6.8)

lim sup
NG
N\O zes yes
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Bemerkung. (1). MatrixexponentialfunktionDie Ubergangswahrscheinlichkeiten haben die
Form

Dy _ ef)\te)\tﬂ _ e)\t(ﬂ'fl)’ (1169)

wobei

=1
(eq)(x,y) = Z ﬁqn(xvy)
n=0
die Matrixexponentialfunktion ist. Hierbei ist*™ auch im abzahlbar unendlichen Fall de-
finiert, da die Matrizer{\t7)" fiir allen > 0 nichtnegativ sind. Die Reihe" (1) konver-
giert bzgl. der multiplikativen Matrixnorm

gl = sume(a:,y)\, (11.6.10)
xe

yes

da ||\t (7 — I)"|| < (2A¢t)™ fur allen > 0 gilt, und die Identitat[(I1.6]9) folgt wegen

ez\t(ﬂ—l) — e—AtIe)\tﬂ — e—)\te)\tﬂ'

(2). Konvergenzbegriffbie Aussagel(11.618) besagt, dass

limph_l = ¥
AV

bzgl. der durch[{11.6.10) definierten Matrixnorm gilt. Diersussetzund (11.6.6) gewahr-
leistet gerade, dass die Norm vo#i endlich ist. In anderer Form ausgedrickt bedeutet
(I11.6.8), dass die signierten MaBép,(z, e) — d(z, e)) fur 1 N\, 0 gleichméaRig in Varia-
tionsnorm ('-Norm) gegenZ(x, o) konvergieren. Eine entsprechende Aussage gilt auch
(mit analogem Beweis), wenn der Zustandsratimcht abzahlbar ist.

Beweis.Seient, h > 0 undy € S. Um die Markoveigenschaft
P Xy = y|F] = pu(X,,Y)  P-fastsicher (11.6.11)

zu zeigen, verfahren wir ahnlich wie fiir Poisson-Prozess®ait4 10.12. Seien zunachist €
{0,1,2,...} fest, und sei

gk = U(Tla"'aTk>}/67}/17"'7Yk>
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die o-Algebra, die den Verlauf des Prozesses bis Zdt@n Sprung beschreibt. Da die Wartezei-
tenT; (« € N) und die MarkovkettdY,,) unabhéngig voneinander sind, ung messbar bzgl.
o(T; | i € N) ist, erhalten wir nach_(10.4.3):

PIN; =k, Neyp =k +1,Ye =y | Gk
= PNe=kENgp=k+1|T,.... 7] - PYsu =y | Yo, Y1,..., Y4
@43 pIN, =k |T),...,Ty] - P[N, = 1] - 7'(Ys, )

l
= P[N,=k|G- e‘AhO\l}‘l) (Y, y) P-fast sicher.

Durch Summieren tbérfolgt:
oM Ah
PIN, =k, Xy =y | Gi] = P[N, = k|G Z ™(Y,y) P-fs.  (11.6.12)

Sei nunA € FX. Ahnlich wie im Beweis von Safz 10112 (3) zeigt man, dass damEeeignis
Ay € Gy existiert mit

d.h. fur N; = k héangt der Verlauf vorX; fir 0 < s < ¢ nur von den Zufallsvariablen, . .., T},
undYy, ..., Y, ab. Nach[(11.6.12) folgt dann
PN, =k} N {Xpsn =y} N A
= E[P[N, =k, Xiin =y |Gkl ; Al
= E[PIN,=k|Gi| -pn(Ye,y); Axl
= Elpn(Xi,y); AN{N, = k}],

wobeip;, wie in (11.6.T) definiert ist. Hierbei haben wir im letzterh8tt benutzt, das; = Y}
auf{N, = k} gilt. Durch Summieren Ubér erhalten wir schlief3lich

P{Xin =y} nAl = Elpa(Xey); Al furalle A € 77¥,

und damit[(11.6.71).

Um den Generator zu identifizieren, bemerken wir, dass férz aus [11.617) weget’ (x, y) =
A (z,y) folgt:

o, y) —hL(x,y) = (e —1D)Ahr(2,y) ’\hz
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Wegen)_ 7" (x,y) = 1 fur allen > 0 erhalten wir dann die Abschatzung
yes

Supz |ph(x7 y) - hf([t, y)| = O(hZ)

S
xTEe YA

Die Aussagel(11.618) folgt hieraus, da

pn(z,x) — (v, 2) — hZL(v,x) = — Z(ph(a:,y) —hZ(z,y))
y#T

fur allex € S gilt. [

Vorwarts- und Ruckwartsgleichungen fur Markovketten

Wir leiten nun Gleichungen fir die Zeitentwicklung der Ugangswahrscheinlichkeiten von
Markovketten her.

Zeitdiskreter Fall. Fiir dien-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten einer zeitditkm Mar-
kovkette mit Ubergangskern gilt

ot g = (r-Da" = 7"(x-1) fur allen > 0. (11.6.13)

Hierbei istmr — I der Generator der Markovkette.

Zeitstetiger Fall. Im zeitstetigen Fall erhalten wir als infinitesimale Versto von [11.6.13)
Differentialgleichungen fiir die Zeitentwicklung der Ugangswahrscheinlichkeiten. Alis (11]6.8)
und der Chapman-Kolmogorov-Gleichuig (111.6.1) folgt:

Satz 11.31(Kolmogorovsche Vorwarts- und Ruickwartsgleichung. Fir die Ubergangsmatri-
zenp,(z,y) des in Satz_11.30 konstruierten Markovprozesses gilt

m 2P o gy, furallet >0
h—0 h

mit Konvergenz bzgl. der in_11.6110 definierten Matrixndfm ||. Insbesondere erfillen die
Ubergangswahrscheinlichkeiten di@limogorovsche Vorwartsgleichung (Mastergleichung)

d

@ y) = Zezspxx,z)f(z,w, t>0, (11.6.14)

sowie dieKolmogorovsche Rickwartsgleichung

d

plry) = ;ﬂx,z)pt(z,y), t>0. (11.6.15)
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Beweis.Nach [11.6.B) gilt]lli{‘% h=Y(p, — I) = £ bzgl. der Matrixnorm|| e ||. Da die Norm
multiplikativ mit ||p,|| < 1ist, folgt fir¢, h > 0 nach der Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Ptyn — Dt pn—1 pn—1
R — — < . _
‘ A PtgH Pt < 3 g) H < |pl ' h gH
< ]ph—f_gu N
h
Entsprechend konvergiert auch
Di—h — Pt B pn—1 pn— 1
——— || = ||Pi-n — < [pe=nll - —
—h h h
pn—1
< |2t -2+ ir-miz
fur h ™\, 0 gegen). Damit haben wir die Vorwartsgleichung
mh™ (pn —p1) = p&
h—0
fur t > 0 gezeigt. Der Beweis der Ruckwartsgleichung verlauft &hnlich O

Anschaulich kdnnen wir di&orwartsgleichungolgendermal3en interpretieren: Seic S ein
fester Zustand. Dann beschreibt die Funktion

u(t,y) = plzy) = PXi=y|Xo=2x], t>0, yeos,

die Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeitder Markovkette in Zustandenc S.
Die Vorwartsgleichung besagt, dasslas Anfangswertproblem

ou

du, .
o (t:9) ZeZgu(t, )Z(zy)  furt>0,

l6st. Die Wahrscheinlichkeitsmasse im Pupkéindert sich also dadurch, dass Ubergdnge von
anderen Zustandennachy mit den Raten?(z,y), bzw. Ubergange vop in andere Zustande
mit der negativen Rate”’(y, y) stattfinden. Bei der Analyse chemischer Reaktionen spielt die
Vorwartsgleichung eine wichtige Rolle — sie wird in den Natigsenschaften meist als Master-
gleichung bezeichnet.

Fur die Ruckwartsgleichungergibt sich eine ahnliche, aber andere InterpretationerSaier

y € Sundt > 0 fest, und

’U(S,l’) = pt75<x7y) = P[Xt:y’stx]a RS [Oat]a rel.
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Die Funktionv beschreibt die Abhangigkeit der Aufenthaltswahrschelrideiten von dem zu-
rickliegenden Startzeitpunkt und Anfangszustand des dlgrozesses. Die Ruckwartsgleichung
besagt dann, dassdas ,Endwertproblem*

%(S,I) = Z,ﬁf(m,z)v(s,z), s € [0,1],

v(t,z) = 0,(x)
|Gst.

Allgemeiner ergeben sich aus der Vorwartsgleichung Zeiteklungsgleichungen fur die Ver-
teilungenup, des Markovprozesses mit beliebiger Startverteilungnd aus der Ruckwartsglei-
chung Zeitentwicklungsgleichungen fur die Erwartungseél f (X;) | Xs = x| von Funktionen
f S — R. Die Ruckwartsgleichung liefert auch eine infinitesimale @kgerisierung von
Gleichgewichtsverteilungen zeitstetiger Markovketten:

Korollar 11.32 (Gleichgewichte zeitstetiger Markovketten). Ist die Annahme(11.6.6) erfllt,
dann sind fur eine Wahrscheinlichkeitsverteilynguf S die folgenden Aussagen aquivalent:

(1). pist ein Gleichgewicht der Ubergangshalbgruppe),o aus [11.6.7), d.h.

wpy = p furallet > 0.

(2). n& = 0,d.h.
Zu(x)o%(x,y) = 0 furalley € S.

z€eS

Hierbei gewahrleistet die Annahnie (1116.6) unter andedass...Z auch im abzahlbar unend-
lichen Fall definiert ist.

Beweis.Anschaulich folgt aus der Ruckwartsgleichung

d )
e = 1L py furt >0, 1po = 4, (11.6.16)

und damit die Aussage. Um dies auch im abz&ahlbar unendliehknu rechtfertigen, verwenden
wir die Variationsnorm (*-Norm) ||v|7v = Z |v(z)| von signierten MalRen. Fur eine Matrix

q(z,y) (x,y € S) und eine Wahrschelnllchkeltsvertellupggllt

lpallrv < lullev - llgll = ld]l-

Nach Satz 11.30 erhalten wir

lim

HUPt+n — UPt
— ¥
AN ML Pt

Pt+n —
—_ -
A Dt

h = 0

<y hm‘
TV h\O

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



11.6. ZEITSTETIGE MARKOVPROZESSE 421

und somit[(11.6.16), wobei die Ableitung als Grenzwert difelenzenquotienten in Variations-
norm definiert ist. O

Aufbauend auf den obigen Resultaten kann man nun, ahnlicinweeitdiskreten Fall, die Re-
kurrenz und Transienz von zeitstetigen Markovketten suigren, mittlere Rickkehrzeiten und
Trefferwahrscheinlichkeiten berechnen, und einen Ergsale beweisen. Unter der Annahme
(@11.6.6) kénnen Rekurrenz und Transienz vollstandig aufzstdiskreten Fall zurlickgefuhrt
werden, da der zeitstetige Prozegs= Yy, dieselben Zustande durchlauft wie die zeitdiskrete
Markovkette (Y;,),—o.12... Fur die Herleitung von Differenzengleichungen fir miteRuck-
kehrzeiten, Trefferwahrscheinlichkeiten usw., sowie Beweis des Gesetzes der grol3en Zahlen
im zeitstetigen Fall verweisen wir aus das Buch 'Markov Chaiors J. R. Norris. Wir sehen uns
hier noch ein Beispiel an, das einen wichtigen Anwendungstierzeitstetiger Markovketten
kurz anreif3t:

Beispiel (M/M/1-Warteschlangenmodel). Im einfachsten Modell einer Warteschlange gibt es
nur einen Server. Die Auftrage kommen jeweils nach unahiggngmit einem Parametar> 0
exponentialverteilten Wartezeiten beim Server an, und\tdsande zwischen den Bearbeitungs-
zeiten zweier Auftrage sind ebenfalls unabhangig, und imére Parameter exponentialverteilt.
Die beiden ,M“s in M/M/1 stehen fur gedéachtnislose (engl.muoeyless) Ankunfts- und Bear-
beitungszeiten, die ,1“ fur die Anzahl der Server.

Unter diesen (sehr restriktiven) Annahmen wird die Watitsaye durch eine zeitstetige Mar-
kovkette mit Zustandsraui = {0, 1,2, ...} und Ubergangsraten

L(x,x+1) = A L(x,x—1) = v,
beschrieben, d.h. durch einen zeitstetigen Birth-Deativdds.
1% 14 1% 1%
|

N IN NS4
A A A A

Abbildung 11.13: Ubergangsraten einer M/M/1-Wartesciéan
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Die Wegsprungrater-.Z(z, x) sind durchA + v beschrankt, und die Sprungkettg,) hat die
Ubergangswahrscheinlichkeiten
A

m(x,x+1) = P m(e,x—1) = )\j_y farz > 0,

und~(0,0) = % Insbesondere sind die Sprungkette, und damit auch detet@ie Markov-
1%

kette, genau dann rekurrent, weArn< v gilt. Die Gleichgewichtsbedingung.Z = 0 fur den

zeitstetigen Prozess lautet

—p(0) - A+ p(l)-v =0,
ple—=1) - A—plz)A+v)+plz+1)-v = 0 fir z € N.

Fur\ > v existiert keine Gleichgewichsverteilung, flir< v ist die geometrische Verteilung

w@) = (1-%)(%) =012

das eindeutige Gleichgewicht. Aus dem Ergodensatz folghdeeispielsweise, dass die mitt-
A
lere Lange— f X, ds der Warteschlange sich asymptotisch wie der Erwartungswer— der

GlelchgeW|chtsverte|Iung verhalt.

Vorwarts- und Rickwartsgleichung fur die Brownsche Bewegung

Fur allgemeine Markovprozesse ist die Herleitung von Votsvaund Rickwartsgleichungen
technisch haufig deutlich aufwandiger, da der infinitesen@enerator? im Allgemeinen ein
unbeschrankter linearer Operator ist. Dies ist bereitzdigstetigen Markovketten der Fall, wenn
die Wegsprungraten nicht beschrénkt sind. Fir die BrownBeweegung erhalten wir die Kol-
mogorovschen Gleichungen unmittelbar aus der explizitemrer Ubergangsdichten

- x —y|?
pe(r,y) = (2mt)™ % exp (—%)

Als infinitesimaler Generator ergibt sich der Laplaceotmara

Satz 11.33Brownsche Bewegung und Warmeleitungsgleichurjg Die Ubergangsdichtep (z, )
der Brownschen Bewegung bilden die Fundamentalldsung dem@léitungsgleichung, d.h. es
gilt

0 1 1
@y = Sha(ny) = SAm(eY) (11.6.17)
mit Anfangsbedingung
1{% ez, y)fly)dy = f(x) fur alle f € C,(R%) undz € R?, (11.6.18)
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bzw.

y{% g@)pi(z,y)dy = g(y) fur alle g € C,(R?) undy € R, (11.6.19)

d
HierbeiistA, = >° 2 der Laplace-Operator in der-Variable.
=1

2
ox;

Beweis.Die Gleichung[(11.6.17) verifiziert man durch Nachrechréir.z € R? ist p;(z, y)dy
eine Normalverteilung mit Mittelwertvektar und Kovarianzmatrix - 7. Hieraus folgt[(11.6.18),
da diese Wahrscheinlichkeitsverteilung fiix, 0 analog zu Beispiel 2 in Abschnitt 8.3 schwach

gegen das Diracmaf} konvergiert. Die Identita{{11.6.19) folgt aus (11.6.18)genp;(z,y) =

pe(y, ). O
Die Gleichung

0 1

Ept(xa y) = §Aypt<xa Y)
ist die Vorwartsgleichungund die Gleichung

0 1

&pt<x7 y) - §A:Bpt(‘r7 y)

die Ruckwartsgleichunder Brownschen Bewegung. Anschaulich kbénnen wir die Vorwgéeis
chung auch folgendermaRen interpretieren: Fur jedes GBbie R? mit glattem Rand gilt:

0 0
apt(ﬂs,D) = /@pt(x,y)dy

D

1
= Q/Aypt(x,y)dy
D
1

T2 /n(y) - Vype(, y)v(dy),

oD

wobein der &ufRere Normalenvektor undlas Oberflachenmal awD ist.

Abbildung 11.14: AuRerer Normalenvektor der Mengém Punkty.
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Also beschreibgn - V,pi(z, y) den Nettozufluss von Wahrscheinlichkeitsmasse pro Flathen
heit durch ein infinitesimales Flachenstlck mit Ausriclgturam Punkty.

Fur Funktionenf € C#(R?) ergeben sich aus(11.6]17) die Zeitentwicklungsgleickang
0 1 1
aptf = §Aptf = §ptAf

fur die Erwartungswerte

nf)@) = / ple )i dy = Ef(B))

Rd

pe(T,y)

Abbildung 11.15: Nettoabflu%% agpt(a:, ) ‘ :
)
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Kapitel 12

Importance Sampling und grof3e
Abweichungen

Um Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse zu unteesucbeht man haufig zu einer neuen
absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung tGibegl.oder das relevante Ereignis nicht mehr
selten ist. Der MaRwechsel geschieht dabei typischermeilseiner exponentiellen Dichte. Auf
diese Weise erhalt man unter Anderem asymptotische Aussdmgr die Wahrscheinlichkeiten
grofBer Abweichungen. Eine zentrale Rolle spielt dabei deriBeter relativen Entropie, die
die statistische Unterscheidbarkeit zweier Wahrschehikitsverteilungen misst. Anwendungen
liegen in der Asymptotik von Likelihood basierten Schatd Testverfahren, und der asymptoti-
schen Effizienz von Importance Sampling Schatzern.

12.1 Relative Dichten und Importance Sampling

Oftist es gunstig, Wahrscheinlichkeitsverteilungen rmeerelativen Dichte bzgl. leichter hand-
habbarer Verteilungen darzustellen. Die relative Dicktedabei haufig nur bis auf eine multi-
plikative Konstante explizit bekannt. Wir stellen hier Zghst einige Grundlagen Uber relative
Dichten zusammen, und betrachten dann Monte-Carlo Veriahréiesem Kontext.

Relative Dichten

Seienu und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren R&u). Das Mal3u
heiRtabsolutstetigbzgl. v (1 < v), falls jeder-Nullmenge auch eing@-Nullmenge ist. Der
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426 KAPITEL 12. IMPORTANCE SAMPLING UND GROSSE ABWEICHUNGEN

Satz von Radon-Nikodym besagt, dasgenau dann absolutstetig bzglist, wenn eine relative

Dichtedu/dv € £1(S, S, v) existiert mitu[B] = [ %(z)v(dz) fir alle B € S, bzw.
B

/f du /f du dv fur alle messbareifi : S — R™. (12.1.1)

Die relative Dichte istv-fast sicher eindeutig festgelegt. Ein stochastischer Bedes Sat-
zes von Radon-Nikodym basierend auf dem Martingal-Konverggtz findet sich z.B. in [Wil-
liams: Prob. with martingales]. Die folgenden elementakeissagen ergeben sich unmittelbar

aus((12.11):

Satz 12.1. (1). Ist i absolutstetig bzgly mit v-fast Uberall strikt positiver relativer Dichte,
dann ist auch’ absolutstetig bzgl und

dv dp, \7! )
@(gg) = (du( )) fur u-fast allex € S.

(2). Sindup undv beide absolutstetig bzgl. eines Referenzmal3ei Dichtenf und g, und gilt
g > 0 \-fast Uberall, dann ist: absolutstetig bzgl, mit relativer Dichte

d
—“(x) = f@) fur v-fast allex € S.
dv g9(x)
(3). Sindyq,...,p, unduy,. .., v, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf messbaren Raumen

(S1,81), .+, (Sn, Sp) Mit p; < y; furallel < ¢ < n,dannistauchy @ ps @ ... @ uy,
absolutstetig bzgl, ® 15, ® ... ® v, mit relativer Dichte

d(lvbl ®,un) d”’
d(V1®...®Vn)<x1""’w”> Hdl/z

Die letzte Aussage gilt nicht fur unendliche Produkte.

Beispiel (Singularitat von unendlichen Produktmafien). Sind ;. und v zwei unterschiedliche

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren Rau&), dann ist das unendliche Pro-
dukt p> := ) p nicht absolutstetig bzgl.>° := ) v. In der Tat gilt nAmlich nach dem Gesetz
der groRen ZElrjmlen: h

n—oo 1M

[Taes {(ml,xg,...)ESoo: lim — ZIB ;) :u[B]} =1

v {(xl,atg,...)GSoo: lim — Z]B (x;) :V[B]} =1

n—oo 1

fir alle B € S. Ist u # v, dann existiert eine MengB € S mit u[B] # v[B]. Also sind die
Wabhrscheinlichkeitsverteilunger und»* in diesem Fall singular.

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle
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In SatZ12.10 werden wir sehen, dass die relativen Dictigéridv™ der endlichen Produktmalle
fur 4 # v undn — oo exponentiell schnell anwachsen.

Sindz undv Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem messbaren R&u&) mit beschréank-
ter relativer Dichte dann kénnen wir ein Acceptance-Rejection Verfahren vedsanum Stich-
proben von der Verteilung aus Stichproben der Verteilungzu erzeugen.

In vielen praktischen Anwendungen ist die Dichte nur biseangé Normierungskonstante explizit
bekannt. Wir nehmen daher an, dass eine beschréankte Founkti®® — R, und Konstanten
Z,C € (0,00) gegeben sind mit

du 1 N
hatind - . < . .
dy(x) 7 o(z), olz) < C furallexeS (12.1.2)

Dies ist beispielsweise der Fall, wepnund v absolutstetige Verteilungen aif mit Dichten
proportional zuf (z) bzw. g(z) sind, und

flz) < C-g(x) firallexr € R?

gilt. In diesem Fall kénnen wip = f/g wahlen. Die Konstant€' sollte explizit bekannt sein
— die Normierungskonstanté = [ ¢ dv kennt man dagegen meistens nicht. Gilt (12.1.2), dann
konnen wiry folgendermal3en als bedingte Verteilung darstellen:

Lemma 12.2.SeiX eine Zufallsvariable mit Verteilung, und sei/ eine unabhéngige, a, 1)
gleichverteilte Zufallsvariable. Dann gilt:

ulB] = P{XGB‘Uﬁ%] faralle B € S.

Beweis.Die gemeinsame Verteilung vaki und U ist v & U 1y. Also gilt nach dem Satz von

Fubini:
p[XeB,Ug@} - / / Adu)v(dz)

B 0.2
— &+ [ dawtan)
= 0 olx)vidx
B
Z
o Bl
und insbesondere (x) p p
4
< =L . -
F {U— C } o s C
Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist der Quotient der beidesdriicke. O
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428 KAPITEL 12. IMPORTANCE SAMPLING UND GROSSE ABWEICHUNGEN

Das Lemma motiviert das folgende VerwerfungsverfahrenStorulation von Stichproben von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Algorithmus 12.3 (Acceptance-Rejection-Verfahren. repeat
erzeuge unabhangige Stichprober v undu ~ U 1)
i (z)
until u < €57
return x

Der folgende Satz zeigt, dass der Algorithmus im Mittel n&¢ly Schritten eine Stichprobe von
w liefert:

Satz 12.4.SeienXy, Xs,... : Q@ — Sund Uy, Us,... : Q@ — (0,1) unter P unabhéngige
Zufallsvariablen mit Verteilungen bzw.l{ ;). Dann ist die erste Akzeptanzzeit

o < 25D )

T = in < k
(w) mm{ eN C

geometrisch verteilt mit Parametet/C', und die (fast Uberall definierte) Zufallsvariable
Y(w) = Xrww)
hat die Verteilung..

Beweis.Da die Ereignissé;, := {U;, < 22} unabhéngig sind, ist die Zufallsvarialiigw) =
min{k € N|w € E;} geometrisch verteilt mit Parameter

Q(Xk) LemmdZ2 2
p 5] { < ] 4
Weiterhin folgt nach Lemmla132.2:
PyeB] = Y PXpeBT=k = P{X, e BYNESN...NES | N Ey]
k=1 k=1
00 k—1 o)
= Y P{XyeBynEJ[[PIE]] = P[X, € B|Ey-p-(1—p)*"
k=1 =1 k=1
= u[B].

]

Bemerkung. (1). Im Algorithmus kommt nur das Verhdltnigx)/C vor, und die Konstan-
te C' kann frei gewahlt werden, solangé > sup o gilt. Um das Acceptance-Rejection-
Verfahren einzusetzen, bendtigen wir daher lediglich einere Schranke fur diennor-
mierteDichte p.
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(2). Die mittlere Anzahl von Versuchen bis zur AkzeptanzégtE|[T] = C'/Z. Der Algorith-
mus ist also umso effizienter, je klein€rgewahlt wird.

Die letzte Bemerkung zeigt auch eine Schwache des AR-Veriahamit die Methode prakti-
kabel ist, muss die relative DichggeichmaRigdurch eine Konstante beschrankt sein, die nicht zu
grol3 ist. Dies ist besonders in hohen Dimensionen haufid dextFall. Ist man nur an Schatzern
von Erwartungswerten, und nicht an der Simulation einzehtiehproben interessiert, dann bie-
tet es sich an, Importance Sampling anstelle eines AR-Viaehzu verwenden. In diesem Fall
wird zumindest keine gleichmalige Schranke fir die redgabchte benotigt, s.u. Alternative
Verfahren, um Stichproben zu generieren sind Markov Chaint®l@arlo (MCMC) Methoden.

Beispiel (Abgeschnittene Normalverteilungen. Fira > 0 sei
poo= N(0,1)[ e |(a,00)]

die auf Werte grof3er als konditionierte Standardnormalverteilung. Die Dichtepgsbportional
zZu

flx) = 6—x2/2[(a700) ().

Eine naive Methode zur Simulation einer Stichprobe past, solange Stichproben va¥(0, 1)

Zu erzeugen, bis ein Wert gré3er alswuftritt. Fur grol3ex ist dieses Verfahren jedoch extrem
ineffizient, da die Akzeptanzwahrscheinlichkait0, 1)[(a, co)] sehr klein ist. Besser geht man
wie folgt vor: Furz > a gilt

f(w) - 67(a+(xia))2/2 = €7a2/2 . eia(wfa)7($*a)2/2.
Wir schatzen diese Dichte durch die Dichte
g,\(l‘) - )\ ' 67/\(1'*@) ’ I(a,oo) (m)

einer verschobenen Exponentialverteilung mit Parametera ab.
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1(0,1) VA

/‘

Q-0- — —

Abbildung 12.1: Dichten der Normalverteilung und der SanmgpMerteilung fur die abgeschnit-
tene Normalverteilung (hier die Dichte der Exponentiaiedung).

Maximieren vono, = f/g, liefert:

1
c\) = sgp ox(z) = X exp((\ — a)?/2).
Diese Funktion ist fin = (a++/a? + 1)/2 minimal. Damit bietet sich der folgende Algorithmus
zum Simulieren einer Stichprobe varan:
Setze\ := (a + va?+1)/2

repeat
erzeuge unabhangige Stichprobgnu, vonif 1

1 . . .
setzer := a — — log u; (Simuliert Stichprobe vom,)

. ox (%) = @
until uy < ) <_ gA(I)'C(/\))
return z

Seltene Ereignisse und Importance Sampling

Seiu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem messbaremR&, S). Angenommen, wir

wollen die Wahrscheinlichkeit

0 = pl4 = /IAdM
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eines Ereignissed € S mit einem Monte-Carlo-Verfahren ndherungsweise bereclibenklas-
sische Monte-Carlo-Schatzer

k
0, = Z I4(Yy), Y; unabhangig mit Verteilung,
=1

| =

ist erwartungstreu mit Varianz
Var[fy] = = Var,[l4]
und relativem Fehler
. . 10\ 2
El|6, — 012 /6 = o(6,)/0 = (W) .

Fur seltene Ereignisse ist der relative Fehler hoch, unédhéatzverfahren ineffizient. Isteine
andere Wahrscheinlichkeitsverteilung mit< v, dann kénnen wir alternativ den Importance
Sampling Schatzer

k
1 du . .
0, = P ;_1 IA(Xi)@(Xi% X; unabhangig mit Verteilung,

verwenden. Aucld, ist erwartungstreu, denn

d ~
0 = ulA = /[Ad—ﬁ dv = E[B).
Zudem gilt
- 1 d
Varlfi] = Var, {IA : d—ﬂ . (12.1.3)

Es stellt sich die Frage, wie wir eine Wahrscheinlichketssilungy finden, von der wir Stich-
proben simulieren kénnen, und fiir die die VarianZin (12).i8glichst klein ist. Wir betrachten
zunachst ein Beispiel:

Beispiel (Berechnung Gaul3scher Wahrscheinlichkeiten Sei C' eine strikt positiv definite
symmetrischel x d-Matrix, und seix = N(0,C) die multivariate Normalverteilung iniR?

mit Dichte
1 1 .
o) = estaee) oF (_596 ¢ x) |
Angenommen, wir wollen die Wahrscheinlichkéit= 11[A] einer offenen Mengel C R¢ mit
einem Monte-Carlo Verfahren berechnen. Ist der Nullpunkden MengeA enthalten, dann ist

A ein ,typisches* Ereignis bzgl, und wir kbnnen in der Regel den klassischen Monte-Carlo
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Schatze#), verwenden.

Hier interessiert uns der Fdll¢ A. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkéievtl. sehr klein —
wir wenden daher ein Importance Sampling Verfahren an. U geeignete Referenzverteilung
v zu erhalten, wahlen wir einen Punkt aus dem Abschlusd mit

f(z*) = supf(x), d.h. - C7'2* = infx-C g, (12.1.4)

T€EA €A

und setzen
v = N(z*C).

Wir verschieben die Verteilung also so, dass sie in der Umnggldes ,wahrscheinlichsten* Punk-
tesz* € A bzgl. i, d.h. des Punktes mit maximaler Dichte, konzentriert ig. \Berteilungy ist
absolutstetig mit Dichte

1 1
T = —c¢ ——x—x*-C_lx—x*).
9(@) (2m)ddet C Xp( 2 ) ( )
Damit erhalten wir
dlu’ _ f(Z‘) . * —1 1 * —1 %
dy(x) R CEE exp | —x*-C w—l—zx cC 'z ).

Ist die MengeA konvex, dann gilt
- C N o—a*) > 0 firallex € A,

daz* der Minimierer der quadratischen Form— 2 - C~'z in A ist. Damit erhalten wir

d:u _ 1 * —1,.%
ilelgd_V(a:) = exp<—2x C ZL’),

und somit nach(12.11.3)

~ 1 du 2 1 [du
< —_ —_— = —_ _—
Var[fy] < k;/ (du) dv k/du dp
A A

1
< % - exp (_EI* : C_lx*) .

Offensichtlich ist dieser Wert in vielen Fallen deutlictekder als die Varianz(1 — 0)/k des
klassischen Monte-Carlo Schatzers.

Wir wollen nun Importance Sampling Schatzer systematisehtersuchen. Sei allgemein

o = [odu mitoeriu)

Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Prof. Arasd=berle



12.1. RELATIVE DICHTEN UND IMPORTANCE SAMPLING 433

und seiv eine zuy absolutstetige Verteilung mit relativer Dichte

d
w o= Y s 9 p-fast tberall.
dp

Dann ist auch, absolutstetig bzgl, mit relativer Dichtel /w, und es giltp/w € £'(v). Wegen

H = /qbd,u = /%du

ist der Importance Sampling Schatzer
1 k
o = = > é(X;)/w(X;),  X;unabhangig mit Verteilung,
=1

erwartungstreu, und nach dem Gesetz der grof3en Zahlerstemtsid.hg, — 0 P-fast sicher
fur £ — oo. FUr den mittleren quadratischen Fehler ergibt sich:

Satz 12.5(MSE von Importance Sampling). (1). Es giltE[|6), — 6]2] = o2/k mit

o2 = Var, {é} = (
w

(2). Der mittlere quadratische Fehler ist minimal, fallsproportional zu|¢| ist.

q;((f)) u(dm)) — 6%

Beweis. (1). Die Aussage folgt, déy. erwartungstreu ist mit

Fvarlil = Vel = [ (‘“x)—e)Qw(m)mdm.

w(x)

(2). Aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung ergibt sich

(/|¢|dﬂ)2 - (/%ﬁdu)zs/gdu-/wdﬂzagw

Dies liefert eine untere Schranke fur den mittleren quastraén Fehler. Zudem gilt Gleich-
heit in der Cauchy-Schwarz Ungleichung genau dann, wgarproportional zu¢|/\/w
ist, also, wennw  |¢| ist.

0

Das Optimalitatsresultat aus Saiz 12.5 ist eher von thisohetr als von praktischer Bedeutung,
wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel(Seltene Ereignissk Istd = u[A] fur eine MengeA € S, also¢ = 14, dann ist

Iy .
= A d.h.v = ple| 4],

die Importance Sampling Verteilung mit minimalem quadw@ien Fehler. Die Simulation von
Stichproben von der bedingten Verteilung ist jedoch flridgrsse A mit kleiner Wahrschein-
lichkeit oft nicht praktikabel. Das AR-Verfahren ist in dees Fall ineffizient, da die mittlere
Akzeptanzzeit mindesterig u[A] betragt.

Zumindest liefert Safz 12.5 eine gewisse RechtfertigundiiFaustregel, dass man bei der Aus-
wabhl einer IS Verteilungs darauf achten sollte, die relative Dichtevon v bzgl. ;. dort grof3 zu
wahlen, wo auch der Integramdoetragsmaliig grof3e Werte annimmt.

Da die optimale Importance Sampling Verteilung gewohnhatht realisierbar ist, betrachtet
man stattdessen Ublicherweise nur Verteilungen aus einepnder mehrparametrigen Familie
(14)ico VON Wahrscheinlichkeitsverteilungen, und versughinnerhalb dieser Familie zu mini-

mieren. Am wichtigsten sind dabei die im nachsten Absclha@ttachteten exponentiellen Fami-
lien, da diese eine Minimierungseigenschaft bzgl. dettivela Entropie besitzen, s. Satz 12.13
unten.

Bemerkung. (1). Asymptotische Normalitatst ¢/w € L£%(v), dann folgt aus dem zentralen
Grenzwertsatz die asymptotische Normalitat des Impoet&ampling Schatzers:

VE(O,—0) 2 N(0,02)  firk — oco.

Fur praktische Anwendungen ist der nicht-asymptotischdere quadratische Fehler al-
lerdings wichtiger.

(2). Importance Sampling mit unnormierten Dichtén:Anwendungen ist die relative Dichte
oft nur bis auf eine Normierungskonstante bekannt, d.hiles g

Loy = = o

w(z)

mit einer explizit bekannten Funktias{x), aber einem unbekannten Proportionalitétsfak-
tor. In diesem Fall kbnnen wir die Darstellung

B B d_u B fqbgdu
v = /¢du a /¢dydy N Jodv
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nutzen, und durch den Schéatzer

O IYeMe) Y elX)elx)
O = —— = = , X;iid. ~ v, (12.1.5)
% Z Q<Xz) Z Q(XZ)

approximieren. Nach dem Gesetz der groRen Zahlefy, igonsistent, d.hd, — 6 fast
sicher furk — oo. Ein zentraler Grenzwertsatz gilt ebenfalls. Allerdingtsdj, i. A. nicht
erwartungstreu, und der nicht-asymptotische mittlerelcatésche Fehler ist nicht so leicht
zu kontrollieren, da der Nenner in_(12.11.5) degenerieremka

(3). Schatzen der VarianEin weiteres zentrales Problem in Anwendungen ist, dasg¢atianz
o2 in der Regel nicht bekannt ist, und haufig auch keine guten Wdizangen fur? vor-
liegen. Daher behilft man sich in der Praxis oft damit, dieidMaz empirisch zu schatzen,
z.B. durch

)

k 2
1 o(Xi) &
2 _ —
i - (G )
Die empirische Schatzung kann jedoch irrefihrend seindagfolgende warnende Bei-
spiel zeigt:

Beispiel. Seiu das Lebesguemal? alif
ox) = (2n) exp(—|x —m|*/2)

die Dichte der Normalverteilung mit Variarizund Mittelwertm € R, undv die Standardnor-
malverteilung. In diesem Fall gilt

9:/¢duz1.

Obwohl 1 keine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, kbnnen wir wigea Importance Sampling
mit Referenzverteilung durchfiihren. Es gilt danm(z) = (27)~'/2 exp(—2?/2) und

2
‘73 = /Cb(éf)) dr —1 = (27T)_1/2/6m2_(z_2m)2/2 de —1 = ™ — 1.
x

w

Hieraus folgt, dass schon fiim = 5 mindestens: > 6.5 - 10! Stichproben benétigt werden,
damit fur den mittleren quadratischen Fehler

Elffe — 0212 = o, k2 < %
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gilt. Empirisches Schéatzen der Varianz in Simulationgaudfefert ganz andere Ergebnisse. Bei-
spielsweise erhielten wir flr = 10° Stichproben in einem typischen Simulationslauf

s2 =6816,  d.h.s,- kY2 = 0.08 < 1/3.

Die empirische Varianzschatzung suggeriert hier also dische Aussage, dass der Schatzwert
bereits furk = 10° genau genug ist!

Die Ursache ist in diesem Fall, dass praktisch keine Statbgm im relevanten Bereich ~ m
landen. Daher ist nicht nur der Schatzwertéiisondern auch die empirische Varianz sehr klein.
Tatsachlich rechnet man in dem Beispiel leicht nach, dass

1 1 2
Var[si] = mVarVW/w} < k—l(eﬁm - 1)

gilt — der Schétzes? fur die Varianz ist also vollig unbrauchbar. Das Problemdsiss in vielen
Anwendungen ahnliche Effekte auftreten kbnnen, aber sicii¢icht zu erkennen sind.

12.2 Exponentielle Familien und grof3e Abweichungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns tberlegen, wie die Wahesalichkeiten grof3er Abweichun-
gen vom Gesetz der grol3en Zahlen sowohl asymptotisch atsraumerisch berechnet werden
konnen. In beiden Fallen hilft uns dasselbe Prinzip wekan: Mallwechsel zu einer Verteilung
aus einer exponentiellen Familie.

Exponentielle Familien

Seiy ein positives MaB aufS, S), U : S — R? eine messbare Funktion, und
Z(t) = /et'U du, t e R
die momentenerzeugende Funktion vomit Definitionsbereich
0 = {teR'|Z(t) < oo}

Furt € © sei
A(t) = logZ(t)

die kumulantenerzeugende Funktion.
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Definition. Die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
1
v(dr) = met'U(’:)u(dac) = V@O (dr), t e o,

heil3texponentielle Familie zy: und U.

Bemerkung (Boltzmannverteilung). In der statistischen Physik treten exponentielle Famili-
en als Gleichgewichsverteilungen auf. Beispielsweiseieidrteilung im thermodynamischen
Gleichgewicht in einem abgeschlossenen System bei inv@esaperaturs = 1/7" gleich v,
wobeiy die Gleichverteilung bzw. das Lebesguemaf3 auf dem Zustamtsund (z) = — H (x)

die negative Energie des Zustandesst. Die Normierungskonstantg(/3) heif3t in der statisti-
schen PhysilPartitionsfunktion

Wir betrachten nun einige elementare Beispiele von expagikamt Familien:

Beispiel. (1). Exponential und Gammaverteilungen.Ist i die Exponentialverteilung mit Pa-
rameter\ > 0, undU(x) = —z, dann istM (¢) fir ¢ > —\ endlich, und es gilt

v, = Exp(A+1t) furallet > —\.

Die exponentielle Familie besteht also aus allen Expoakmtiteilungen.
Ist © = T'(a, A) eine Gammaverteilung, dann gilt entsprecheng I'(a, A + t).

(2). Bernoulli-, Binomial- und Poissonverteilungenlst i die Bernoulliverteilung mit Para-
meterp undU (k) = k, dann gilty,(1) = p, mit

e'p P
pt = —t = —_t7
elp+1—p p+(1—pe

d.h.y, ist die Bernoulliverteilung mit Parametgy. Entsprechend gilt fut/ (k) = &:

@ = Bin(n,p) = v = Bin(n,p), und

p = Poisson(\) = 1, = Poisson(Ae).

Die exponentielle Familie besteht also jeweils aus allemBeltiverteilungen, Binomial-
verteilungen mit festem, bzw. Poissonverteilungen.

(3). Normalverteilungen.Isty = N(m, C') eined-dimensionale Normalverteilung, udd xz) =
z, dann gilty;, = N(m + Ct,C) fur ¢ € R Im nichtdegenerierten Fall enthalt die
exponentielle Familie also alle Normalverteilungen migtér KovarianzmatrixC. Fur
d=1,u= N(m,0o?),und
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1 1\ !
v, = N (m, (—24‘;) ) fart > 0,
o

d.h. die exponentielle Familie besteht aus Normalvemegiun mit festem Mittelwertn.

erhalt man

Entsprechend kann man die Familie der eindimensionalemBllwerteilungen als zweipa-
rametrige exponentielle Familie bzgl. einer Referenz-Naverteilung interpretieren.

Wir beschranken uns nun auf den Féll= 1. Sei (1;),co €ine einparametrige exponentielle
Familie zup undU, und sei® = © \ 0O der offene Kern des Definitionsbereichs.

Lemma 12.6(Eigenschaften exponentieller Familieh
(1). EsqiltZ € OOO((z)). Furt e @ existieren die Erwartungswerte und Varianzen
m(t) = / Udy,  bzw. o) = Van,[U].

und es qilt
m(t) = AN(t) und v(t) = A'(¢).

(2). Die Funktionm ist aquz) beliebig oft differenzierbar und monoton wachsendlisticht
v-fast Uberall konstant, dann ist. sogar strikt monoton wachsend. Im F&l = R gilt

zudem
tlim m(t) = esssupU = inflaeR : plU >a]=0}, und (12.2.1)
—00
Jim m(t) = essinfU = sup{aeR : p[U <a] =0}, (12.2.2)
——00

d.h.m : R — (essinf U, esssup U) ist bijektiv.

Beweis. (1). Seit € (2) Wir betrachten die momentenerzeugende Funktion
M(s) = /eSU dvy
der Verteilungy,. Wegent ¢ é gilt
1
M(s) = /%e(”tw du = Z(s+t)/Z(t) < o0 (12.2.3)

fur alle s in einer Umgebund—c¢, ¢) der0, alsoM € C*(—¢,¢). Wegen [(12.2]3) folgt
ZeC™(t—e,t+e),

/ Udy = M(0) = — AN,  und
Var, [U] = (logM)"(0) = A"(t).
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(2). Aus (1) folgtm = A’ € C“((i)) undm’ = v. Also istm monoton wachsend, und strikt
monoton wachsend, faliar,, [U] > 0. Flra € (essinf U, esssup U) folgt mit monotoner

Konvergenz
wlU<a [ lwegdp [T Ty dp
wlU>da — [eV Lysgydn — [eU-9 T du
flr ¢t — oo, alsotlim 1|U > a] = 1. Hieraus folgt
—00
liminfm(t) > a-liminfy[U >a] = a fur allea < esssup U,

t—o00 t—o00

also [12.2.11). Die Aussage (12.2.2) zeigt man analog.
[

Beispiel(Isingmodell). Das Isingmodell wurde 1925 in der Dissertation von Ernsigsnit der
Absicht eingefluihrt, Phasenlibergénge von ferromagnetisktaterialien in einem vereinfachten
mathematischen Modell nachzuweisen. Heute spielt dagnsidell eine wichtige Rolle als ein-
fach zu formulierendes, aber schwer zu analysierendegliggendes mathematisches Modell,
das auch in unterschiedlichen Anwendungsbereichen wiedeBBildverarbeitung eingesetzt
wird.

SeiS = {-1,1}V, wobeiV die Knotenmenge eines endlichen Graphen~) ist, z.B.
V. = {-k—k+1,.. k-1k¥CZ' dkeN.

Ein Elements = (o;|i € V') aussS interpretieren wir physikalisch als Konfiguration von Spin
o; € {—1,1} an dem Knoten € V, wobeio; = +1 fiir einen Spin in Aufwértsrichtung und
o; = —1 fur einen Spin in Abwartsrichtung steht. Da benachbartesgich vorzugsweise gleich
ausrichten, ist die Energie einer Konfiguratioaurch

H(o) = Z loi — o>+ h- Zaz

(i,J)EE eV

gegeben, wobei die erste Summe uber alle Kanten des Gragkenund der zweite Term die
Wechselwirkung mit einem aul3eren Magnetfeld mit St&tke R beschreibt. Als Gleichge-
wichtsverteilung bei inverser Temperatgr= 1/7" ergibt sich die Verteilung:s, auf .S mit

Gewichten

pan(o) o< exp(—p Z lo; — 04]* — Bh - ZO’

(3,5)EE S%
Die folgende Grafik zeigt Stichproben von der Verteilyng, auf einem %? GitterV" fur ver-
schiedene Werte voi und h. Fur 5 = 0 (d.h. bei unendlicher Temperatur) ergibt sich eine
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Gleichverteilung. Fu — oo (Temperatur— 0) konzentriert sich die Verteilung dagegen auf
den energieminimierenden Konfigurationen. Dieses sind fér 0 die beiden konstanten Kon-
figurationeno; = +1 undo; = —1, fur h # 0 hat dagegen nur eine dieser Konfigurationen
minimale Energie.

Der Satz von Cramér

Sei i eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem messbaremR&,S), U : S — R eine
messbare Funktion, und SeX;);cn eine Folge unabhangiger Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraun((?, A, P) mit Verteilungu. Wir setzen voraus:

Annahmen:

(1). Alle exponentiellen Momente der ZufallsvariabléflX;) existieren, d.h.

Alt) = log/etUdu < oo furallet € R.

(2). U ist nichtu-fast sicher konstant.

Seia € R fest. Wir mochten nun die Asymptotik der Wahrscheinlicldei
0, = P[S,>an], Sn:zn:U(Xi),
=1
fir n — oo genauer untersuchen. Nach dem Gesetz der grof3en Zahlen gilt
Sp/n — m = /U du P-fast sicher.

Fura > mistdas Ereignig.S,, > an} also eine grof3e Abweichung vom typischen Verhalten. Der
Satz von Chernoff liefert eine obere Schranke der Wahrshtigkeitend,,. Um die Asymptotik
genauer zu verstehen, fuhren wir eine Mal3transformatiothdes gilt

0, = u"lA,)] mit4, = {x esm . Z Ul(z;) > cm} : (12.2.4)
=1
Wir wollen zu einer Verteilung tibergehen, bzgl. der dasdtrisiA,, nicht mehr selten, sondern
typisch ist. Dazu betrachten wir die Produktmaf3et € R, wobeir, absolutstetig bzg). ist mit

Dichte d
d_':;(x) = exp(tU(z) — A(t)).
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Die relative Dichte von bzgl. x™ ist dann

=

W1, ) = H IZ(%) - exp(tZU(a:Q—nA(t)). (12.2.5)

i=1

=

Man beachte, dass;’);cr wieder eine exponentielle Familie ist. Es gilt
wy(X1,..., Xn) = exp(tS, —nA(t)).

Bemerkung. Der stochastische Prozess, = exp(tS, — nA(t)),n = 0,1,2,..., ist ein expo-
nentielles Martingal. Exponentielle Martingale spielerder stochastischen Analysis eine wich-
tige Rolle, s. [Introduction to Stochastical Analysis].

Wir wollen uns nun tberlegen, wie wirden Paramétar angemessener Weise wahlen kénnen.
Wenn wirt zu klein wéhlen, dann hat das Ereignis fur grof3en nur eine geringe Wahrschein-
lichkeit bzgl.v;*. Wahlen wir umgekehrt sehr gro3, dann liegt die Wahrscheinlichkeit A, |

fur grof3en nahe beil. In beiden Féllen sind Abschatzungen {if A,,] daher nur bedingt aussa-
gekraftig. Um eine prézisere Aussage zu erhalten, sollten so grol3 wahlen, dass das Ereignis
A, ,gerade typisch wird.” Der Erwartungswert

m(t) = /Udyt, teR,

ist nach Lemm@&1216 strikt monoton wachsend. Wahlentninit

dann gilt nach dem Gesetz der grol3en Zahlen

= 1 furallee > 0,

. n n . 1 .
7}1—{20”“ [{xeS .E;U(a:i)e(a—a,a—i-e)}

und nach dem zentralen Grenzwertsatz

1< 1
lim ]! R" : = Ulx;) > = =,
Jim 2 [{xe pa U(:z:)_a}] 5
d.h.t* ist gerade der gesuchte ,Schwellenwert.”

Die Umsetzung unserer Uberlegungen fiihrt zu einer erstessage (ber die Asymptotik der
Wahrscheinlichkeiten grofRer Abweichungen vom Gesetz déf$en Zahlen auf der exponentiel-
len Skala:
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Satz 12.7(Cramér). Unter den Annahmen von oben gilt

1
lim —log P {& > a} = —I(a) fur alle a € (m, esssup U),

n—oo M n

wobei die Ratenfunktion

die Legendretransformation vahist.

Bemerkung. Der Satz von Cramér besagt, dass sich die Wahrscheinliehigit= P[S,,/n >

a] asymptotisch wiexp(—n - I(a)) verhalten, wenn man subexponentiell wachsende Faktoren
vernachlassigt. Er besagitht, dass die Folge(®,,) und(exp(—n-1(a))) asymptotisch &quivalent
sind!

Beweis.Der Beweis setzt sich zusammen aus einer nicht-asymptetisebschatzung der Wahr-
scheinlichkeiten

0, = P[S,>an] = u"[A,] A, = {zes": ZU(@) > an},
i=1

nach oben, und einer asymptotischen Abschatzung der Weginsichkeit nach unten.
(1). Obere Schrankéie nicht-asymptotische obere Schranke
llog 0, < —I(a) farallen € N
n

liefert der Satz von Chernoff (Sdiz 8.3). Zur lllustratiomsgben wir das Hauptargument
aus dem Beweis von oben noch einmal so auf, dass der Zusammgemiitaeiner Mal3-
transformation verdeutlicht wird: Fidr> 0 gilt nach [12.2.5):

1
0, = u'lA)] = /—du”
wr !
An

= /exp (—tiU(xi) +A(t)n> dvy'

An
e (ta=ADn g

< ef(tafA(t))n.

IN

Hieraus folgt die Behauptung wie im Beweis von Saiz 8.3 durctinidren der Abschat-
zung int.
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(2). Untere Schrankélir zeigen nun die asymptotische untere Schranke

liminfllog,un[z‘ln] > —I(a). (12.2.6)

n—oo N,

Zusammen mit der oberen Schranke folgt dann

1
lim — lOg Mn [An] = _[(a)a

n—oo N

d.h. die obere Schranke ist asymptotisch ,scharf‘. Zum Bswen [12.2.6) gehen wir zu
der Verteilungy?t zum Schwellenwert* = m~!(a) Uber. Nach LemmaT12.6 ist : R —
(essinf U, esssup U) bijektiv, also existiertn='(a) > 0 fir a € (m,esssup U). Flre > 0
sei
1 n
7 {x a<— ; () <a+ 5}

Ahnlich wie bei der oberen Schranke erhalten wir

:un[An] > :un[An,s] = / eXp <_t* Z U<mz) + A(t)n> dylg
A i=1
e—(t*(a+€)—A(t*))n n

Vt* [An,&‘]
> e—[(a)-neft*sn . Vﬁ {An,e] (1227)

v

Wegen[ U dv- = m(t*) = a gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz:

vplAn] = vh [O < % Zzn;(U(xz) —a) < eﬁ]

=¥ N0, Var[U])[[0,00)] = % (12.2.8)

d.h. die grol3e Abweichung ist typisch untér.
Fur die Wahrscheinlichkeiten bzgl? ergibt sich dann nach(12.2.7):

1
liminf — log u""[A,] > —I(a) — t'e.
n
Die Behauptung folgt fug ~\ 0.
0

Bemerkung. Ahnliche Aussagen tiber die Asymptotik von Wahrscheinl@tén groRer Abwei-
chungen wurden auch in vielen Modellen mit Abhangigkeit iesen. Sie spielen unter anderem
in der mathematischen statistischen Mechanik eine wietRiglle.
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Asymptotische Effizienz von IS Schatzern

Der beschriebene MalRwechsel ermdglicht nicht nur die asysphe Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten
6, = P[S,>an] = u"[A,]

Wir kbnnen den MalRwechsel auch praktisch verwenden, um die$&heinlichkeited,, nume-
risch mithilfe von Importance Sampling zu berechnen. Wahveny; als Referenzmal3, dann
erhalten wir nach (12.2.5) die Importance Sampling Schéatze
k
o= 1y <1An) (X9 X0
=1

J=

k
1 .
=z Z ]{ST(Lj)Zan} - exp (—tST(f) + A(t) - n)
=1

mit unabhéangigen Zufallsvariabl@ﬁi(j) mit Verteilungv, und S9) = > ij). Wir kénnen ver-

muten, dass auch diese Schatzer fur grofdeir fur ¢t nahet* effizileTtlsind, da ansonsten das
Ereignis A,, eine Wahrscheinlichkeit naieoder1 bzgl. »;* hat, und daher die Uberwiegende
Mehrheit der Stichprobeﬁ,ﬁj) aulRerhalb bzw. i, liegt. Diese Vermutung lasst sich bestatigen.
Auf &hnliche Weise wie beim Beweis des Satzes von Cramér erhait:

Lemma 12.8.Der Schatze6'” ist fur jedes € Rundk, n € N erwartungstreu. Fir die Varianz
gelten folgende Abschatzungen:
~ 1
Var[f®] < %6—2"4“—“0), (12.2.9)

. log Var[d\"] at — A(t)

1 f—— = > —

o0 log 62 - I(a)
Bemerkung. Die zweite Aussage sieht auf den ersten Blick wie eine untehea®ke aus. Tat-

(12.2.10)

séchlich handelt es sich aber um eine Abschéatzung der \aniach oben, da der Nennieg 62
negativ ist.

Beweis. Fir die Varianz erhalten wir ahnlich wie beim Beweis der ohé3ehranke im Satz von
Cramér:

k~Var[5(k)] = Var, [I4,/w}] < /(w;‘)2 dv}'

n

A n

= /exp (—Qti U(l’z) + 2A(t) . n) V?(dif)

< e;lcp(—Z - (ta — A(t))n),
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wobeiw] = dv}*/du™ die relative Dichte ist. In Kombination mit der unteren Satke aus dem
Satz von Cramér folgt

log Var[65"] —n~'log Var[6"]

it == gz — = g imint o,
. 1 —limsup n~log Var[6%]
- 2 —liminfn=1logé,
L at— A(t)
— I(a)
Hierbei haben wir die Vorzeichen eingefigt,ldg 6,, negativ ist. n

Aus dem Lemma ergibt sich:

Satz 12.9(Logarithmische Effizienz). Gilt t = t*, dann ist die Folge{gék))neN von Schatzern
fur die Wahrscheinlichkeitefy, fur jedesk € N logarithmisch effizient, d.h. fir jedes> 0 gilt

~k
lim su —EHQ;) — Onl’]
D — < oo
n—00 en

Beweis.Die Funktionf(t) = ta — A(t) hat ein globales Maximum béi = m~*(a), denn es gilt

') = a=AN@E = a—-m@E) = 0 furt =t*, und
't = =A'(t) = —Var,[U] < 0 furallet € R.
Also gilt
I(a) = sup(ta—A(t)) = ta—At").
teR

Firt = t* folgt dann aus Lemma12.8
1 n(n)
lim sup 08 Yarly | Var[@,; ]
k—o0 - IOg ek

d.h. zu jedenz > 0 existiert einng € N mit
log Var[@(f)] < —(~1+¢)logh?,

bzw.

Var[f¥] < 22 fur allen > ny.

n

]

Umgekehrt kann man zeigen, dass bei anderer Wahi keme logarithmische Effizienz vorliegt.
Dies rechtfertigt die zunéchst anschaulich motivierte Wah ¢ als Schwellenwert* = m = (a).
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12.3 Relative Entropie und statistische Unterscheidbarkeit

In diesem Abschnitt werden wir den Wechsel des zugrundetiegn Wahrscheinlichkeitsmal3es
systematischer untersuchen. Dabei spielt der Begriff dativen Entropie eine zentrale Rolle.

Relative Entropie

Seieny und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen agf = R¢ oder einem diskreten Raums mit
Dichten (bzw. Massenfunktionetrf) g > 0. Die relative Dichtew von v bzgl. i ist

w(z) = Z—:(x) = 9(x) fur y-fast allex € S.

Die Dichte bzw. Massenfunktion

n

Ln(p;21, ... 2,) = Hf(%)

=1
der Verteilungn unabh&ngiger Stichprobek, ..., X,, von u bezeichnet man auch alske-
lihood der Verteilungu bzgl. der Daterfzy, . .., z,).

Wie kann man anhand von unabh&angigen Stichproben erkewetshe der beiden Verteilungen
w1 undv in einem Zufallsexperiment vorliegt? Dazu betrachten wein dikelihoodquotienten

s
=
B

Ln(V;xla 7$n)

wn(xh.”’xn) - Ln(ﬂ;xla"wxn) - . - Ew(xl)

<.
Il
—

=
=
8

-
I
—

Definition. Die durch

Hvlp = /logw dv = /wlogw dp  falls v <y mit Dichtew,

Hv|p) = oo sonst,

definierte GroRe{ (v | 1) € [0, o] heildtrelative Entropie(oderKullback-Leibler Information)
vonv bzgl. .

Um eine anschauliche Interpretation der relativen En&rapigeben, bemerken wie, dass

AWl = [iosdar = [(1ogs(e) - (logg(o) vida)

gilt. Wir kénnen— log f(z) und — log g(z) als Maf fir die Uberraschung (den Informationsge-
winn) bei Eintreten vornx interpretieren, fallg: bzw. v das zugrundeliegende Modell ist. Wenn
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wir alsou als Modell annehmen, aber tatsachlictie zugrundeliegende Verteilung ist, dann er-
hoht sich die Uberraschung (der Informationszuwachs) lediéh einer Stichprobe im Vergleich
zum korrekten Modell im Mittel unt? (v | p).

Satz 12.10(Shannon-Mac Millan). SeienX;, X, ... : @ — S unabh&ngige Zufallsvariablen
unter P, bzw. P, mit Verteilungy bzw.v. Dann gilt furn — oc:

(1).
1 .
—logw,(Xy,..., X)) — H(v|p) P, -fast sicher.
n

(2).
1 ,
- logw,(Xy,...,X,) — —H(ul|v) P,-fast sicher.

Beweis. (1). Firn — oo gilt nach dem Gesetz der gro3en Zahlen
1 1 (X X, = 1 En 1 (X)) — /1 d P, -fast sicher
og Wy, ey Xy og w(X; ogw dv - i

108 1 n 2 g g

Das Gesetz der grof3en Zahlen ist anwendbar, da

1
/(logw)_ dv = /(wlogw)_ dp < ; < oo
(2). Dapu absolutstetig bzgl, mit Dichte 1 /w ist, gilt entsprechend

1 1 & 1

—1 W( X1, o, X, S 1

nogw( 1 ) n;ogw(Xz)
1 .

Cdog —/log—d,u = —H(u|v) P,-fast sicher.

w

]

Der Satz zeigt, dass sich die Produktdichte (der Likelilmpadient) asymptotisch auf der expo-
nentiellen Skala (d.h. unter Vernachlassigung subexpaewachsender Faktoren) folgender-
malfden verhalt:

(x X.) enHW 1) P,-fast sicher
Wy, 1y--oy ~ .
e"nHlv) P -fast sicher

Das folgende Lemma fasst einige elementare Eigenschagtarldtiven Entropie zusammen:

Lemma 12.11(Eigenschaften der relativen Entropig.
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(1). EsqiltH (v | 1) > 0 mit Gleichheit genau dann, wemn= .
(2). Isty die Gleichverteilung auf einer endlichen Mengedann gilt

Hw|p) = log|S|—H(v). (12.3.1)

n

B)HM®@..0u | m®...0 u,) =Y. H(| ).

=1

Beweis. (1). Aus der Jensenschen Ungleichung folgt

Hv|p) = /wlogwdu > /wdu-log/wdu = 0.
Gleichheit gilt genau dann, wenn u-fast sicher konstant, also= y ist.

(2). Indiesem Fall giltv(z) = v(x) - | S|, also

Hv|p) = ) vix)logw(z)-]S) = log|S|—H(v).

€S

(3). Ubung.
O]

Nach [12.3.11) liefern Aussagen Uber die relative Entrolsi&pezialfall entsprechende Aussagen
fur die Entropie.

Beispiel. (1). BernoulliverteilungenFur die Bernoulliverteilungen, mit 1,(1) = pund,(0) =

1 —pgilt:

a 1—a ..
H(ug|pp) = alog (—) + (1 —a)log <1—) farallea,p € (0,1).
p -D
(2). NormalverteilungenFurm, m € R undv,v > 0 gilt:
H(N(m,v)| N(m,v)) = 1 lo <E> + v 1+ M also insbesondere
’ ’ - 2 \B\3 v v ’
(m —m)?

H(N(m,v) [ N(m,v)) = .

Die relative Entropie ist ein im Allgemeinemnchtsymmetrischer Abstandsbegfiif Wahrschein-
lichkeitsverteilungen. Ihre statistische Interpretaticerden wir im nachsten Abschnitt noch wei-
ter prazisieren. Zuvor bemerken wir, dass die relativedamrr Aussagen uber die Grol3e wesent-
licher Mengen bei Wechsel der zugrundeliegenden Wahnsltigieitsverteilung erméglicht:
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Malwechsel und untere Schranken ftir groRe Abweichungen

SeienX;, Xy, ... unter P, bzw. P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupgozw. v. Wie
in Abschnitt[7.4 nennen wir eine Folge, von messbaren Teilmengen der Produktrautie

wesentlich bzglv, falls
P(Xy,....X,)€eB,) = V'B) — 1 furn — oo.

Die folgende Aussage verallgemeinert den Mal3konzentsdaiz von MacMillan und den Quel-
lenkodierungssatz von Shannon aus Abschnitt 7.4.

Korollar 12.12. (1). Firjedes > 0 ist die Folge

Bn,s = {($17"-axn)’en(H(VIM)_E) < wn(xla--'vxn) < en(H(V‘MH_E)} - S"

wesentlich bzgl., und

p'[Bpe < e mHElW=e) firallen € N. (12.3.2)

(2). Fur beliebige messbare Mengdn C S™ mit

liminf v"[A,] >0 (12.3.3)

gilt
1
liminf —log u"[A,] > —H(v | p). (12.3.4)
n

Bemerkung. Der Malikonzentrationssatz von MacMillan und der Quelleidwngssatz von
Shannon ergeben sich als Spezialfall von (1) bzw. (2), weandlich und die Gleichverteilung

ist.
Wir beweisen nun das Korollar.

Beweis. (1). Die MengenB, .,n € N, sind wesentlich bzgl- nach Satz 12.10. Zudem gilt:

1> v"Bn] = / wpdp" > "By - enH e,

B
(2). beweist man analog zum Quellenkodierungssatz [SA#):7Aus

1
p'A, = /—dun > e_"(H(”'“)J“E)I/”[AnﬂBn,E]
Wp,
Ap
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folgt
.1 .1
liminf —log u"[A,] > —(H(v|p)+¢e)+liminf —logv"[A, N B, ]|
n n
= —(H|p) +e),

daliminfv"[A, N B, .| = liminfv"[A4,] > 0 nach (1) gilt. Die Behauptung folgt fiir
e — 0.
O

Die zweite Aussage der Korollars kénnen wir als eine allgameintere Schranke fur grol3e
Abweichungen interpretieren: Igt, C S™ eine Folge von Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeit
bzgl. 1" gegen0 geht, dann liefert und (12.3.4) fur jede Wahrscheinlictserteilungy mit
([@Z.3.3) eine asymptotische Schranke fiir die Wahrsclobikditen

P(Xy,....X,) € A, = u"[A)]
auf der exponentiellen Skala.

Als erste Anwendung betrachten wir nochmal die Situatio®@@m Satz von Cramér: Sgi :
S — R eine messbare Funktion mjite’” du < oo fir allet € R, und sei

a>m:/Ud,u.

Um aus[(12.3}4) eine bestmdgliche asymptotische untenaBioh fiir die Wahrscheinlichkeiten
u"[A,] der grolRen Abweichungen

n 1 -
An = {(5{?1,...,1’”)65 EZZ:;U(‘T%)ZCL}

zu erhalten, missen wir eine Wahrscheinlichkeitsvenegilu finden, die die relative Entropie
H(v | 1) unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungemit (12.3.3) minimiert. Die Bedingung
(I2.3:3) ist aber genau dann erflllt, welfii/ dv > «a gilt, denn aus dem Gesetz der gro3en
Zahlen und dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

1 f[]ra<fUdl/

R B I

lim v [EZU(@) > a] = 1/2 fira= [Udv. (12.3.5)
0 fUra>fUdl/

Das sich ergebende Variationsproblem
Hv|p = /wlogwd,u = min

unter der Nebenbedingun}z{Udu = /Uw dup > a
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kann man formal durch Variationsrechnung lésen. Als eitigel.dsung erhalt man gerade die
Verteilungy,- aus der exponentiellen Familie

w(dz) = %exp(tU(x))u(dw), 2(t) = / e dy,

zum eindeutigen Schwellenwettmit fUdut* = a

Satz 12.13Variationsprinzip firr die relative Entropie ). Seit > 0 undm(t) = [ U dv;. Dann
minimiert das Malf¥; die relative Entropie bzgl. unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
mit [ U dv > m(t):

H(n|p) = t-m(t) —log Z(t)
= min{H (v |u) : v Wahrscheinlichkeitsmald mf Udv > m(t)}(12.3.6)

Beweis. Seiv eine Wahrscheinlichkeitsverteilung nfit(v | ;1) < cound [ U dv > m(t). Dann
gilt v < pund

Hv|p) = /1ogj—:dy = /10g5—l:dy+/logfl—l:jdy

> tm(t) — log Z(t).
Furv = v, ergibt sich Gleichheit. O

Wir beweisen nun die untere Schranke aus dem Satz von Cramélustration noch einmal
mithilfe von KorollarlIZ 12:

Furv = v gilt [ U dv = m(t*) = a, also nach 12.36m v"[A,| = 1. Damit erhalten wir nach
Korollar[IZ.12(2) und{1Z.3!6) die untere Schranke

1
liminfg logu"lA,] > —Hw|p) = t-mt)—logZ(t") > —I(a),
wobei die Ratenfunktion aus Sdiz 1P.7 ist.

Das beschriebene Vorgehen ergibt nicht nur die untere Skbr&s demonstriert auch, dass der
Malwechsel Uber die exponentielle Familie sinnvoll istedasymptotisch die bestmdglichen
Abschatzungen liefert.
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GrolRe Abweichungen fiir empirische Verteilungen

Mithilfe von Korollar[12.12 kénnen wir noch eine starkerefrader unteren Schranke fur gro3e
Abweichungen vom Gesetz der grof3en Zahlen herleiten. Saizn

1 n
Ln(w) = E Zéxi(w), n e N,
=1

die empirischen Verteilungen einer FolgE; ).y unabhangiger Zufallsvariablen mit Verteilung
p bzgl. P,. Aus dem Gesetz der grof3en Zahlen folgt die fast sichereattavKonvergenz der
empirischen Verteilungen

L,(w) = u fur P,-fast allew. (12.3.7)

Insbesondere konvergiert die Wahrscheinlichi&itZ,, ¢ U] fur jede Umgebung/ der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. bzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz gegdbie Kon-
vergenzgeschwindigkeit auf der exponentiellen Skalat I&isf durch ein Prinzip der grof3en
Abweichungen auf dem Raum WY¥) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auff, S) mit der
Topologie der schwachen Konvergenz beschreiben:

Satz 12.14(Sano\). Die empirischen Verteilungeh, = % > dx, erfullen das folgende Prinzip
=1

der grof3en Abweichungen:
(1). Obere Schranke: Fir jede abgeschlossene MehgaVV(S) gilt:

1
li —log P,| L, < —infH .
imsup —log L, € Al < inf (v|p)

n—oo

(2). Untere Schranke: Fir jede offene Mer@e-WV(S) qilt:

n—oo

1
el > '
lim inf " log P,[L, € O] > ;Iel(fQH(y )

Beweis. (2). Zum Beweis der unteren Schranke wechseln wir wieder dgsundeliegende
MaR, und wenden Korollar 1212 an. $2iC WV(S) offen undv € O. Nach [IZ.37) ist
dann die Folge

1 n
A, = {(z1,...,1) eS”|EZ(Swi €0}
=1

wesentlich bzglv, denn
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().

fir n — oo. Daher folgt nach Korolldr 12.12(2):
lim inf 1 log P,[L, € O] = liminf 1 logu"[A,] > —H(v|p).
n—oo nN n—oo 1

Die Behauptung ergibt sich, da dies fur allee O gilt.

Die obere Schranke beweisen wir hier nur fur endlichstaZindsraumé, s. z.B. [Dembo
und Zeitouni: Large Deviations] fur den Beweis im allgemairall. I1stS endlich, undv
eine bzgl . absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Décat= dv/dp, dann gilt

fur alle (x4, ..., z,) € S™ mit empirischer Verteilung; >0y, = vt
=1

dv™ “dv = dv
o (1, ..., Tp) = H @(:p,) = exp (Z log (@(1’1))>

~ exp n/log (Z—:) du) — exp(n- Hv | ).

%i&cizu ]

e nHWIW yn [{(xl, ey )

< o nHW|u)

Damit folgt

P,JL,=v] = u" [{(xl,...,xn)

SRS

Y 5xi=y}] (12.3.8)

Jeder empirischen Verteilung venElementenc,, . . ., z,, € S entspricht ein Histogramm
h = (ha)acs € {0,1,...,n}5. Fur die Anzahl der moglichen empirischen Verteilungen

gilt daher
< (n+1)M

1 n
{525% (X1, ..., 2n) GS”}

Nach [12.3.B) erhalten wir nun fiir eine beliebige Menge WV(S) die (nicht-asympto-
tische) Abschatzung

PlLi€ Al = S PlLi=v] < (n+1)sl.e I
veA
aus der die asymptotische obere Schranke wegjea oo folgt.

]

Bemerkung. Wie der Beweis schon andeutet, gilt auch die obere Schrandesem Fall nur
noch asymptotisch und modulo subexponentiell wachsermidofen. Der Ubergang von endli-
chen zu allgemeinen Zustandsrdumen ist bei der oberenrehracht trivial, s. [Dembo/Zei-

touni].
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Den Satz von Sanov bezeichnet man gelegentlich auch alPeizjp der grol3en Abweichungen
auf Level II%, d.h. fur die empirischen Verteilungen. Wirrberken abschlie3end, dass sich eine
Version des Satzes von Cramér, d.h. ein ,Prinzip der groRemefdhungen auf Level I* als
Spezialfall ergibt:

FurU : S — R und eine offene Meng8 C R gilt nach dem Satz von Sanov:

1
liminf —log P,

n—oo M

1
= liminf —log P,[L, € O] > — in(fg Hv | p)
ve

n—oo M

1 n
— X; B
n;w ) €

mit O = {v € WV(S) | [U dv € B}. Entsprechend ergibt sich eine analoge obere Schranke,
falls B abgeschlossen ist.

12.4 Likelihood

Praktisch unterscheidet man Wahrscheinlichkeitsverigien in der Schatz- und Testtheorie durch
Likelihood-basierte statistische Verfahren. Der Zusamima@g von relativer Entropie und statis-
tischer Unterscheidbarkeit kann genutzt werden, um didiQudieser Verfahren asymptotisch
zu beurteilen.

Konsistenz von Maximume-Likelihood-Schatzern

Sei(ug)goco €ine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen Siuf R? (oder einem diskreten
Raum) mit Dichten (bzw. Massenfunktionefy) wobei# ein unbekannter Parameter ist. Ferner
sei

L,(0;2y,...,x,) = Hfg(xi), v €0,
i=1

die Likelihoodfunktion zu» unabhangigen Stichproben, ..., x,, von uy. Ein wichtiges Ad-hoc-
Verfahren zur Konstruktion eines Schatzerséist das

Maximum-Likelihood-Prinzip : Wahleé(xl, ..., x,) als den Parameterwett fir den die Like-
lihood der beobachteten Wettg, . . . , -, maximal ist.

~

Definition. (1). Eine Zufallsvariable vom Tyé(Xl,...,Xn), 6 : S" — O messbar, heil3t
Statistik der DatenX;, ..., X,,.

(2). Die Statistik heildMaximume-Likelihood-Schatzer (MLE)ftr den Paramete#, falls

Ln(é(xl, ey Tp); Ty ey Ty) = rélzg{Ln(Q; Ty eeey Tp) furalle zq,...,z, € S qilt.
€
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Um einen Maximume-Likelihood-Schatzer zu berechnen, istfeginstig, didog-Likelihood
0+ log L, (0; z1,...,,) = » _log fo(z;)  zu maximieren.

Beispiel. (1). Gaumodell: © = {(m,v) | m € R,v > 0}, iy, = N(m,v).

27w

n 2
(X m)
L,(m,v; Xq,..., X | |

ist maximal furi(X) = X, o(X) = L 3" | (X; — X,)?. Dieser Maximum-Likelihood-
Schétzer ishicht erwartungstreu, da die Stichprobenvarianz mit dem Faktstatt ——
gebildet wird.

(2). Doppelexponentialverteilung: © = R, fy(X;) = 1 e=!¥:7l,

log Ln(6; X1, .., X,,) = —nlog2 — Y |X; — 0]

=1

ist maximal, fallsd ein Median vonXj, ..., X, ist.

(3). Zufallszahlenaus|0, 6], ¢ > 0 unbekannt.

1
fo(Xi) = 51[0,0]()(1');
1

Der Maximum-Likelihood-Schéatzer iél(Xl, .y Xp) = maxj<;<, X;. Dieser Schatzer ist
sicher nicht optimal, da mit Wahrscheinlichkeif & 0(X, ..., X,,) gilt !

Wie das letzte Beispiel zeigt, sind Maximum-Likelihood-&tzer fur ein festes nicht immer
optimal. Unter bestimmten Voraussetzungen haben sie alieragymptotische Eigenschaften
fir n — oco. Sei etwaguy (0 € ©) eine einparametrige (d.®. C R) Familie von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen mit Dichten bzw. MassenfunktiongnEs gelte:

Annahme (Unimodalitat): Firr allen € N undz € S™ existiert eind, (x4, ..., z,,), sodass

ist monoton wachsend fidr < én(xl, ey T
0 L,(0;xq,...,x,)

ist monoton fallend fi# > 6, (z1, ..., z,,).

Bemerkung. (1). Die Annahme ist z.B. erfillt, fall8 — log fy(x) fur jedesz konkav ist -
denn dannistauchg L,,(6, 1, ..., x,,) = Y., log fo(z;) konkav in6.
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(2). én(Xl, ..., X;,) istim unimodalen Fall eindeutiger Maximum-Likelihood¥adzer furd.

Satz 12.15.Es gelte die Annahme, sowig # i flr 6 # 0. Dann istd, (X1,...,X,) (n € N)
einekonsistenteFolge von Schatzern fi#, d.h. fur jedes > 0 gilt:

Pyl|0n (X1, ..., X)) — 0] < e] = 1 firn — oco.
Beweis.Wegen der Unimodalitét gilt, (z1, ..., z,,) € (6 — ¢,0 + ¢) falls

Ln(0;2q,...,x,) > Lp(0+e;xq, .. 2,).

Also:
~ Ln(G;leaXn)
Bll0,(X4q,....X,) —0 > P 1.
l6n(Xs, Xa) =l <] 2 B | oo X3
Die rechte Seite konvergiert aber filir— oo nach Satz 12,10 fir jedésgyegenl. O

Bemerkung (Asymptotische Normalitat von Maximum-Likelihood-Schéatzem). Unter geeig-
neten Regularitatsvoraussetzungen an die Diclfifelt fir die Maximum-Likelihood-Schéatzer
neben der Konsistenz (also dem Gesetz der grol3en Zahldmauzentraler Grenzwertsatz:

Satz (Fisher, Wilkes, Wold). Unter geeigneten Voraussetzungen gilt:

V0, ( Xy, ... X,) —60) = N (0%) :

wobei

. 2
= [ |5 oesite Co(dz) = i 2 o] o)
e—0 €

die Fisher-Information des statistischen Modells ist.

Da man andererseits unter geeigneten Regularitatsbedjagureigen kann, dal3 die Varianz
eines erwartungstreuen Schatzergftiasierend aut unabhangigen Stichproben stets gro3er als
n+00) ist (Informationsungleichung von Cramér-Ratolgt, dal? Maximume-Likelihood-Schatzer
in gewisser Hinsicht asymptotisch optimal sind.
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Asymptotische Macht von Likelihoodquotiententests

Angenommen, wir haben unabh&angige StichprobeX, ..., X,, von einer unbekannten Vertei-

lung vorliegen und wir gehen davon aus, dal3 die zugrundsligg Verteilung aus einer Familie

wy (6 € ©) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kommt. 8gieine Teilmenge des Parameter-
bereichs. Wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothesée: ») € Oy«
und der
Alternative H;: ») & O«

Ein Hypothesentestfur ein solches Problem ist bestimmt durch eine messbatmn@egeC' C
S™ (denVerwerfungsbereich) mit zugehériger Entscheidungsregel:

akzeptierefly <— (Xi,...,X,) ¢ C.

Beispiel (t-Test). SeienX, X, ..., X,, unabhangige Stichproben von einer Normalverteilung
mit unbekanntem Parameten,v) € © = R x R*. Wir wollen testen, ob der Mittelwert der
Verteilung einen bestimmten Wert, hat:

Nullhypothesédf: »m = my« , O = {mo} x RT.

Ein solches Problem tritt z.B.in der Qualitatskontrolle ,auénn man Uberprifen méchte, ob
ein Sollwertm, angenommen wird. Eine andere Anwendung ist der Vergleidien¥erfahren,
wobei X; die Differenz der mit beiden Verfahren erhaltenen Messsvistt Die Nullhypothese
mit mo = 0 besagt hier, daf3 kein signifikanter Unterschied zwischervdefahren besteht.

Im t—Tesfflir obiges Testproblem wird die Nullhypothese akzeptfaits der Betrag deBtudent-
schen t-Statistikinterhalb einer angemessen zu wéhlenden Konstaritegt, bzw. verworfen,

falls Vi (X )
n- n — Mo
T,-1| = >
ol = [0 ‘
gilt.

Seien nun allgemeiX;, X5, ... unter P, unabhangige Zufallsvariablen mit Verteilupg. Bei
einem Hypothesentest kdnnen zwei Arten von Fehlern aafiret

Fehler 1. Art: H, wird verworfen, obwohl wahr. Wahrscheinlichkeit:

Pg[(Xl,...,Xn) EC] :VS(C), 96@0
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Fehler 2. Art: Hy wird akzeptiert, obwohl falsch. Wahrscheinlichkeit:
Py[(Xy,...., X)) & Cl = pupg(CY),  6€6\06,.

Obwohl das allgemeine Testproblem im Prinzip symmetriacHgj und H; ist, interpretiert man
beide Fehler i.a. unterschiedlich. Die Nullhypothese besibt in der Regel den Normalfall, die
Alternative eine Abweichung oder einen zu beobachtendiskEDa ein Test Kritiker Gberzeu-
gen soll, sollte die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1t (&ffekt prognostiziert, obgleich nicht
vorhanden) unterhalb einer vorgegebenen (kleinen) Skaraliegen. Die Wahrscheinlichkeit

pg(C), €O\ 0y,
dal3 kein Fehler 2. Art auftritt, sollte unter dieser Voratzsng moglichst grol3 sein.

Definition. Die Funktion
G(0) = Pol(Xy,..., Xn) € C] = pg(C)
heilRtGutefunktion des Tests. Der Test hhliveau«, falls
G#) < o furalled € O,

gilt. Die FunktionG(#) mit# € ©, heiBtMacht des Tests.

Beispiel. Der Studentsche t-Test hat Niveaufalls c ein (1 — §)-Quantil der Studentschen t-
Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden ist.

Ein Ziel bei der Konstruktion eines Testverfahrens sollesein, die Machtfunktion bei vor-
gegebenem Niveau zu maximieren. Dies ist im Allgemeinehtrsanultan fur alle Parameter
0 € © '\ B, moglich. Eine Ausnahme bildet der Fall einer einfachen Higpse und Alternative,
in dem ein optimaler Test existiert:

a) Einfache Hypothese und Alternative

Angenommen, wir wissen, dal} die Stichproben von einer ddebé/erteilungen:, := v und
w1 := g Stammen und wir wollen entscheiden zwischen der

Nullhypothesed: »X; ~ v«

und der
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AlternativeH;: »X; ~ p«.

Ein solches Problem tritt in Anwendungen zwar selten aldgbiaber einen ersten Schritt zum
Verstandnis allgemeinerer Testprobleme. Sei

Lol enx)  yrf(@)
On(T1, - ) = Lo(vizy,.ozn) H

der Quotient der Likelihoods der Stichproben ..., z, im Produktmodell. Hierbei sing und
g die Dichte bzw. Massenfunktion der Verteilungenindv.

Definition. Ein Test mit Entscheidungsregel
Akzeptiere, <= 0,(X1,...,X,) <,
€ (0, 00), heil3tLikelihoodquotiententest

Der Verwerfungsbereich eines LikelihoodquotiententesstslsoC' = {p,, > c}, die Wahrschein-
lichkeit fur den Fehler 1. Art betragt

a:=v"(o, > c).

Satz 12.16(Neyman-Pearson-Lemma Der Likelihoodquotiententest mit Parameterst der
beste Test zum Niveaw, d.h. jeder Test mit

Wabhrscheinlichkeit (Fehler 1.Argf «
hat eine kleinere Macht (d.h. eine hohere Wahrscheinlittilieden Fehler 2. Art).
Beweis.Sei A C S™ der Verwerfungsbereich eines Tests niifA) < «, und sei
y=1Ic—1I4=1I4c—Ipc.

Zu zeigen ist:

0< (4% = (%) = [
Offensichtlich gilty > 0 aufC' = {0, > c} undy < 0 aufC® = {p, < ¢}, alsox- (g, —c) > 0.
Durch Integration erhalten wir:

O§/X-(gn—c)dl/":/Xd,u”—c-/xdynS/Xdu",

da/ x dv" =v"(C) — v (A) > 0. O
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Wie gut ist der Likelihoodquotiententest (also der bestst Beir Unterscheidung von und
1) asymptotisch fur grol3e? Wir betrachten ein festes Niveau < (0,1), und wahlenc, €
(0,00) (n € N) mit

V' (on > cn) < a <v(on > ) (12.4.1)

Satz 12.17(Asymptotische Macht des Likelihoodquotiententests Es gilt:

(i)

1
— logec, — —H(v|p) fir n — oc.
n

(ii)

1
— logp"(0n < ¢u) — —H(v|p)  flrn — oo,
n
d.h. die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art fallt erpatiell mit Ratefd (v|u).

Beweis. (i) Seie > 0. Fur gro3e: gilt nach dem Satz von Shannon-McMillan:

1zz1
" (gn > 6_”(H(V|“)+€)) >a > Vo > ).

Es folgte "(H¥W+e) < ¢ . Analog zeigt mare "(H#®)-2) > ¢ = Die Behauptung folgt
dann fure — 0.

(i) a) Untere SchrankeWegen

folgt nach Korollai 12.12:

1
lim — log p"(0n < ¢n) > —H(v|p).
n

Obere SchrankeWegen

folgt nach (i)
lim — log u™(on < ¢,) < lim — loge, = —H(v|p).
n n
[

Der Satz demonstriert erneut, dal3 die relative Entropigeies Mal3 fur die Unterscheidbarkeit
zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist.
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b) Zusammengesetzte Hypothesen und/oder Alternativen

Wenn©, und/oder©, aus mehr als einem Element bestehen, kann mawve@tigemeinerten
Likelihoodquotienten

SUPgee, Ln(0; 21, ..., Tn) max. Lik. vonz, falls H, wahr

On(ZT1, ..., Tpn) = = -
on(1 ) SUPgee, Ln(0; 1, ... Tn) max. Lik. vonz, falls H, wahr

betrachten. Der entsprechende Likelihoodquotienterstegtinlich wie der Maximum-Likelihood-
Schatzer ein haufig verwendetes ad hoc Verfahren. Im Gegensa Fall einer einfachen Hy-
pothese und Alternative ist der verallgemeinerte Likedithguotiententest allerdings nicht immer
optimal.

Beispiel. Im Beispiel von oben ist dgrTest der Likelihoodquotiententest. Mit einem Neyman-
Pearson-Argument kann man zeigen, daf3 er im GaulRscherkiBratlell der beste unverfalschte
Test zu einem vorgegebenen Niveaist, d.h. der méchtigste Test mit

GiO)<a Y0eO, und GO)>a VY6co.

Auch in nicht-Gauf3schen Modellen wird haufig defest eingesetzt — eine partielle Rechtferti-
gung dafir liefert der zentrale Grenzwertsatz.

12.5 Bayessche Modelle und MCMC Verfahren
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Gleichverteilung, 18
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Munzwurf,[10
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Tail Markov-,[221
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Niveau eines -$, 312, 468 Reduktion durch Importance Sampling] 86
t-,[311[45Y Stichproben{_308
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teilungen[9F Erfolgs-,[25
Verteilung Wahrscheinlichkeits
a-stabile -[28B -mald
- einer Zufallsvariablern, 122 Faltung von -er, 297
-sfunktion[1238 straffe Folge von -em, 272
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mehrdimensionale E,_ 166 wesentlich[ 246
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diskrete[ 2B
Elementare -ri, 187
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Standardabweichunig,177
unabhéangigé, 64
Varianz [ 77
Zufallsvorgang B
diskreter[ 11l
Zufallszahlen aus [0,1]), B6
Zufallszahlengeneratdr, P9,]72
Kombinationen_36
zyklischer Random Walk, 91
Zylindermenge, 115
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