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1. (Martingale der Brownschen Bewegung)

Eine aufsteigende Familie (F;):>o von o-Algebren heifit Filtration. Ein Martingal beziiglich
einer Filtration (F3):>o ist ein reellwertiger stochastischer ProzeB (M;);>o mit

E[M;|F,] = M, fir alle 0 <s<t.
Zeigen Sie, dass die folgenden Prozesse zeitstetige Martingale sind:
a) Eine eindimensionale Brownsche Bewegung (B;);>o bzgl. F; = o(B, : 0 <r <t).
b) Mp = exp(AB, — 3A%t), A € R, bzgl. derselben Filtration.

c) h(By), falls (B;)i>o eine d-dimensionale Brownsche Bewegung, und A eine harmoni-
sche Funktion auf R? ist (d.h. Ah=0), bzgl. 7, = o(B!,B%,...,B? : 0 <r <#t).

2. (Nullstellen Brownscher Pfade)

Sei (By)iepo,1) €ine Brownsche Bewegung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), deren
Pfade ¢t — B;(w) alle stetig sind.

a) Zeigen Sie, dass (t,w) — B;(w) — aufgefasst als Abbildung von  x [0, 1] nach R —
messbar ist bzgl. der Produkt—o—Algebra.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von fol By (w) ds.

c) Zeigen Sie: P-fast sicher gilt: A[{t € [0, 1]| B(w) =0}] =0.



3. (Diffusion mit Quellen)

Es bezeichne X, die Anzahl der Teilchen in einem gegebenen Volumen V' zur Zeit n. In dem
Zeitintervall [n, n+1) verlésst jedes der X, Teilchen das Volumen V' mit Wahrscheinlichkeit
p=1—¢q,0 < g <1, und eine mit Parameter A Poissonverteilte Anzahl von Teilchen dringt
in V ein. Diese zufilligen Phdnomene seien unabhéngig voneinander.

a) Berechnen Sie E[e™X1]| X, = z].

b) X sei Poissonverteilt mit Parameter §. Wie sieht die charakteristische Funktion von
X, aus? Zeigen Sie, dass die Verteilung py von X, fiir einen geeigneten Wert von 6
ein Gleichgewicht ist.

¢) Zeigen Sie, dass die Ubergangsmatrix $ der Markovkette X,, gegeben ist durch:

_ X (x k oy AVTF
plr,y) =e Akzd)(k)Q(l—Q) ’“m.

Folgern Sie, dass die Markovkette irreduzibel und positiv rekurrent ist.

d) Was ist der P,-fast sichere Grenzwert von %EZ;(I) X, fir n — o00? Was ist der von
1 n—1 y-2
n Zk:o X!

4. (Ein Prozess mit Gedichtnis)

Eine Folge von A’s und B’s wird wie folgt konstruiert: Das erste Folgenglied wird zufallig
gewihlt gemiB P(A) = P(B) = 1. Ebenso wird das zweite Element zuféllig und unabhéngig
vom ersten gewéhlt. Sobald die ersten n > 2 Elemente ausgewihlt sind, wird das (n+1)-te
Element, bedingt auf das (n — 1)-te und n-te Folgenglied, wie folgt gewé&hlt:

P(AJAA) =1 P(AAB)=1 P(A|BA)=1 P(ABB)="1

Wie hoch ist der Anteil von A’s und B’s in einer langen Kette?



