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1. (Examples of Markov chains)

A die is rolled repeatedly. Which of the following are Markov chains? For those that are,
supply the transition matrix.

a) The largest number M,, shown up to the nth roll.

b) The number N, of sixes in n rolls.

c) At time r, the time C, since the most recent six.
)

d) At time r, the time B, until the next six.

2. (Projizierte Markovketten)

Sei (X,,)n>0 eine Markovkette mit abzéhlbarem Zustandsraum £ und Ubergangsmatrix P.
Sei ferner ¢ : E — F' eine Abbildung von E in eine weitere abzéhlbare Menge F'.

a) Zeige durch ein Beispiel, dass (¢ o X,,)n>0 keine Markovkette zu sein braucht.

b) Unter welcher (nicht-trivialen) Bedingung an ¢ und P ist (¢ o X,,),>0 eine Markov-
Kette?

3. (ﬂberlagerung und Ausdiinnung von Poissonprozessen)

Seien v und 7 endliche MaBe auf einem mefibaren Raum (S, S), und sei o : S — [0, 1] eine
mef3bare Funktion. Zeige:

a) Sind N und N unabhéngige Poissonsche Punktprozesse mit Intensitdtsverteilung v
bzw. 7, dann ist N + N ein Poissonscher Punktprozed mit Intensitatsverteilung v+ o.

b) Seien Z, X, Xs,..., und Uy, Us, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungen
Z ~ Poisson(v(95)), X; ~v/v(S), und U; ~ U 1y. Zeige, dass

z
N, = ZI{Uiga(Xi)} 0x;
i=1
ein PPP mit Intensitétsverteilung a(x) v(dx) ist.
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4. (Ein Random Walk in zufilliger Umgebung)
Es seien 6, Uy, Us, ... unabhéingig mit P[U; < z] = z fiir z € (0,1). Wir setzen

und S,, = X;+- - -+X,,. Mit anderen Worten: Wir wéhlen zunéchst 6 geméf einer gegebenen
Verteilung aus, und werfen dann eine Miinze mit Wahrscheinlichkeit 6 fiir “Kopf”, um einen
Random Walk zu generieren. Zeige:

a) Die bedingte Verteilung von 6 gegeben X7, ..., X, ist eine Beta-Verteilung mit Dichte

(n+1)- (Sﬁn) £ (1 - t)"’f” , te(0,1).
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(fol th(1 —t)"*dt = kéfzrll;,)' kann vorausgesetzt werden)

b) Berechne P[X, .1 = 1]S5,...,S,] und folgere, dass S, eine zeitlich inhomogene Mar-
kovkette ist.

Bemerkung : Die Aussage hdangt damit zusammen, dass “S, eine suffiziente Statistik zum
Schdatzen von 07 ist.



