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1. (Gleichgradige Integrierbarkeit).
a) Fiir welche Folgen (a,,) reeller Zahlen ist die Folge
Xy = an-Loim) , n € N,
gleichgradig integrierbar bzgl. der Gleichverteilung auf dem Intervall (0,1) 7

b) Zeige, dass das exponentielle Martingal M; = exp(B; — t/2) einer eindimensionalen
Brownschen Bewegung (B;) nicht gleichgradig integrierbar ist.

2. (Galton-Watson Prozess). Wir betrachten einen Verzweigungsprozess

anl
Zo=1, Zy=Y N/ firn>1,
i=1
wobei die Nachkommenszahlen N : 2 — Ny fiir n,7 > 1 unabhéingige Zufallsvariablen in
L£1(Q, A, P) mit identischer Verteilung v, Erwartungswert m und Varianz o2 € (0, co) sind.

Sei F,, := o(NF|k <n,i > 1) die von den Nachkommenszahlen der ersten n Generationen
erzeugte o-Algebra.

a) Zeige per Induktion fiir n € N:

2 1M — 1
o‘m
EZ,)=m", Var|Z,)= m—1

o’n , falls m = 1.

falls m # 1,

b) Weise nach, dass der Prozess M, := Z,/m™ ein Martingal beziiglich (F,,) ist, und
folgere, dass M,, fiir n — oo f.s. gegen ein M, € L}(Q, A, P) konvergiert.

c¢) Seiw := P[Z, = 0 schlieflich | die Aussterbewahrscheinlichkeit des Verzweigungspro-
zesses. Zeige, dass der Prozess im subkritischen Fall (m < 1) f.s. ausstirbt (7 = 1).

d) Betrachte nun den superkritischen Fall (m > 1). Zeige, dass P[M,, = 0] = 7 gilt und
folgere, dass fiir P-f.a. w € Q die Population Z,(w) entweder exponentiell wichst
oder ausstirbt.

Hinweis: Verwende die Charakterisierung von m als einzigem Fixpunkt der Erzeugen-
denfunktion von v in [0,1) (s. Abschnitt 10.2 im Skript “Einfihrung in die Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Stochastische Prozesse”)
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3. (Poissonapproximation des Wrightschen Evolutionsmodells). Es sei (X,)n>0
eine Markovkette mit Zustandsraum Ny, Anfangszustand z € Ny, und Ubergangsmatrix

A0

(i>1,k>0),  p0,0)=1.

Wie ist der Zusammenhang mit multinomialem Resampling (Wrightsches Evolutionsmo-
dell) 7 Zeige:

a) Im Fall A = 1 ist (X,,) ein Martingal bzgl. P, mit

lim X, =0 P,-fs..

b) Fiir T, := min{n > 0|.X,, > a} gilt dann

P, [maxXn > a] = P,[T, < 00| < L
n a

c) Was kann man im Fall A # 1 mit Martingalmethoden aussagen ?

4. (ABRAKADABRA). Zu jeder der Zeiten 1,2,3,... tippt ein Affe einen zufélligen
Buchstaben auf einer Schreibmaschine. Die Folge der Buchstaben bilde eine i.i.d. Folge von
auf {A, B,C, ..., Z} gleichverteilten Zufallsvariablen. Wie lange dauert es im Mittel, bis
der Affe das Wort ,,ABRAKADABRA” getippt hat ?

Anleitung: Ein Spieler startet zu jedem der Zeitpunkte n = 1,2,... eine mehrstufige Wette
der folgenden Bauart: Er setzt 1 Euro darauf, dass der n—te Buchstabe ein A ist. Wenn er
verliert, beendet er die Wette. Wenn er gewinnt, setzt er die erhaltenen 26 Furo darauf,
dass der (n + 1)—te Buchstabe ein B ist. Wenn er verliert, beendet er die Wette. Wenn er
gewinnt, setzt er seinen Gewinn von 26* Euro darauf, dass der (n+ 2)-te Buchstabe ein R
15t usw.

Sei T die erste Zeit, zu der der Affe die Folge ,ABRAKADABRA” reproduziert hat.
a) Erkldare anschaulich, warum
E[T] = 26" + 26* + 26
gelten sollte.

b) Beweise dies rigoros.



