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1. (Martingale und Stoppzeiten der Brownschen Bewegung) Sei (B;):>o eine
d-dimensionale Brownsche Bewegung. Zeigen Sie:

a) Die folgenden Prozesse sind Martingale, und zwar sowohl bzgl. (F7) als auch bzgl.
der rechtsstetigen Filtration (), Fy = (Nso Fiie -

i) Die Koordinatenprozesse Bt@ , 1<i<d,
i) BYBY —to;, 1<ij<d,
iii) exp(a- By — £|al*t) , fiir jedes o € R? .
b) Ist A C R? abgeschlossen, dann ist die erste Trefferzeit
Ty=inf{t >0: B, € A}
eine Stoppzeit bzgl. der Filtration (F7P).

c) Ist U C R? offen, dann ist Ty eine Stoppzeit bzgl. der rechtsstetigen Filtration (F),
aber im Allgemeinen keine Stoppzeit bzgl. (FP).

2.  (Treffer- und Passierzeiten der Brownschen Bewegung) Sei (B;);>o eine
eindimensionale Brownsche Bewegung mit Start in 0. Fr a,b > 0 sei

T = inf{t >0 : B, ¢ (-b,a)} und T, = inf{t>0: B,=a}.

Aus der Vorlesung “Stochastische Prozesse” ist bekannt, dass die Stoppzeiten 7" und T,
fast sicher endlich sind. Zeigen Sie durch Anwenden des Stoppsatzes:

a) Ruinwahrscheinlichkeiten: P[Br = a] = b/(a + b) und P[Br = —b] = a/(a + b).

)
b) Mittlere Austrittszeit: E[T]| =a-bund E[1,] = cc.
¢) Laplacetransformation der Passierzeit: E [exp(—sT,)] = exp(—ay/2s) fiir alle s > 0.
)

*d) Verteilung der Passierzeit auf (0, 00): T}, ist absolutstetig mit Dichte

fr.(t) = a(2nt®)"2 exp(—a?/2t) .



3. (Satz vom iterierten Logarithmus) Beweisen Sie den Satz vom iterierten Loga-
rithmus : Fr eine Brownsche Bewegung (By)i>o mit By = 0 gilt

limsup— = +1 wund liminf—— = -1,
io T R(D) Ho A

wobei h(t) = y/2tloglogt=! .

Fiihren Sie zum Beweis folgende Schritte aus :

a) Formulieren Sie noch einmal den Beweis aus der Vorlesung fiir die obere Schranke

B,
limsup — < +1. 1
1sup ey S (1)
Folgern Sie, dass ebenso gilt :
... B
> 1.
hr?l(l)nf o 2 1 (2)

Nun soll eine entsprechende untere Schranke bewiesen werden.

b) Fiir 0 € (0,1) betrachten wir die Inkremente 7, = Bgn — Bgn+1 . Zeigen Sie, dass
fiir € > 0 und geeignete 6 gilt :

P|Z, > (1 —¢)h(0") unendlich oft] = 1.
Hinweis : Verwenden sie die Abschitzung f;o e 12dy > Le 2 1> \/2.

c) Folgern Sie unter Verwendung von (2), dass

B,
I BB ) 3
m sup s = (3)

fiir alle 6 > 0 gilt. Leiten Sie nun die Behauptung her.

4. (Bin Packing) Sei (X,,)nen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in [0, 1].
Wieviele Behélter der Grofle 1 werden bendtigt, um Objekte der GroBen Xy, Xo, ..., X,
zu verpacken 7 Sei B,, die minimale Anzahl der nétigen Behélter, und sei

My = E[Buo(X1,...,Xs)], 0<k<n.

Zeigen Sie | My, — My_1| < 1, und folgern Sie

2

P(|B, — E[B,)| >¢] < 2-e 5.

Bemerkung: Man kann zeigen, daff E|B,] asymptotisch linear in n wdchst.



