Institut fiir angewandte Mathematik )
Wintersemester 10/11 ) o
Andreas Eberle, Thomas Kruse/Matthias Erbar universitatbonn

3. Ubungsblatt ,,Grundziige der Stoch. Analysis”
Abgabe bis Di 2.11., 14 Uhr, Postfach im SchliefSfachraum (LWK)

1. (Trefferzeiten fiir den zweidimensionalen Random Walk). Z, sei der Random
Walk auf Z2, der in zy startet und mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Schritt in eine der
vier Richtungen macht.

a) Zeige, dass |Z,|*> —n ein Martingal ist.

b) Fiir r > |z| sei
T = inf{n>0] |Zn|2 > r}

die Austrittszeit aus dem Kreis um 0 mit Radius r. Zeige:

7“2—|20|2 < E[T] < (7“+1)2—|zo|2.

2. (Star trek I). Das Kontrollsystem im Raumschiff Enterprise spielt verriickt. Das
einzige, was man noch tun kann, ist eine Entfernung einzustellen. Das Raumschiff legt
diese Entfernung in einer zufallig ausgewahlten Richtung zuriick und hélt dann an. Das
Ziel ist es, das Sonnensystem zu erreichen — eine Kugel vom Radius r. Nach dem n-ten
Sprung befindet sich die Enterprise an der Stelle X,, mit einem Abstand R, = |X,,| zur
Sonne (dem Zentrum des Koordinatensystems). Es gelte Ry > 7.

a) Zeige: Fiir jede Strategie, bei der stets eine Distanz kleiner dem momentanen Abstand
gewahlt wird, ist 1/R,, ein Martingal (— im Allgemeinen ist 1/R,, ein Supermartingal).

Hinweis: Benutze die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen (Beweis?):
Gilt Af =0 auf einer Kugel B C RY, dann ist f(x) = f,, [

b) Folgere: P[Enterprise erreicht das Sonnensystem|] < r/Rjy.

c¢) Fiir jedes € > 0 kann man eine Strategie wihlen, beziiglich der die Wahrscheinlichkeit
grofer als (r/Ry) — ¢ ist. Wie sieht so eine Strategie aus 7

3. (Random signs). Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen mit > a2 = oo, und
M, = > eap,  epiid mit Plg =+1] =1/2.
k=1

a) Bestimme den Varianzprozess von (M,,).



b) Fiir ¢ > 0 sei
T = inf{n>0]||M,| >c}.

Wende den Stoppsatz auf den Martingalteil in der Doobzerlegung von (M?) an.
Folgere, dass P[T = oo] = 0 gilt.

c) Zeige, dass (M,,) P—fast sicher unbeschrénkt oszilliert.

4. (Maximalungleichungen und grofle Abweichungen).

a) Zeige: Ist (M,,) ein Martingal und ¢ > 0, dann gilt

P {maka > c] < e R [etM"] Ve>0.

k<n
b) Sei S, =Y; + Yy +---+Y, mit i.i.d. Zufallsvariablen Y; € £! mit E[Y;] = 0. Beweise
die folgende Erweiterung des Satzes von Chernoft:

P {r]&ax SE > a- n} N OR Va>0,

wobei A*(a) = sup,.o(ta — A(t)), A(t) = log E[e™].

5. (Optionspreisberechnung im Cox-Ross-Rubinstein Modell).

Sei Q = {1+ a,1+ b}, X;(w) = w;, und F, = o(X;|i < n). Die Preisentwicklung
eines Wertpapiers in N Perioden wird im CRR-Binomialmodell durch S,, = Sy [, X;
beschrieben, wobei der Startpreis Sy deterministisch sei. Fiir den Zins r gelte —1 < a <
r < b < oo, die diskontierten Preise werden mit S, = S, /(1 + )" bezeichnet. Der Payoff
einer Option mit Maturitdt N sei durch eine Funktion F': 2 — R gegeben.

a) Zeige per Riickwirtsinduktion, dass eine adaptierte Folge (V},)o<n<n und eine prévi-
sible Folge (¢y,)1<n<n existieren mit

N
F/A+nr)Y =V, + Z ¢:(S; — Si_1) fiir jedesn=N,N —1,...,0.

i=n-+1
b) Folgere, dass F' = Vi gilt, wobei (V) die durch
Vn - Vn—l + gbn : (Sn - Sn—l) + (Vn—l - ¢nSn—l) A

gegebene Kapitalentwicklung bei Startkapital Vo = V und Anlagestrategie (¢pn) ist.
Erlautere, warum Vj der einzige Optionspreis ist, bei dem Arbitrage ausgeschlossen
ist.

Bemerkung: Im CRR Modell ezistiert also fiir jede Option eine replizierende Strategie.
Marktmodelle mit dieser Eigenschaft werden als vollstindig bezeichnet.

c) Berechne explizit den arbitragefreien Preis einer européischen Calloption mit Matu-
ritdt N und Ausiibungspreis K, d.h. fiir ' = (Sy — K)™.



