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1. (Geometrische Brownsche Bewegung) Eine geometrische Brownsche Bewegung
mit Parametern p, o € R ist eine Losung der stochastischen Differentialgleichung

dXt = ,U/Xtdt + OéXtdBt .
Sie wird z.B. zur Modellierung von Aktienkursen eingesetzt.

a) Finden Sie eine Losung der SDG mit Anfangsbedingung X, = z mithilfe des An-
satzes
Xi: = x-exp(aB; + bt).

b) Berechnen Sie F[X;] fiir t > 0. Was fallt auf im Fall 0 < p < o?/2 ?
c¢) Berechnen Sie cov [ X, Xy].

2. (Losungen stochastischer Differentialgleichungen)

a) Sei (By) eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit By = 0. Zeigen Sie, dass die
folgenden Prozesse die jeweilige stochastische Differentialgleichung l6sen :

dX; = —(1+ )" X, dt + (1 +t)" " dB; ; Xo=0.
ii) X; = sin B, erfiillt
1
dX; = —§Xt dt ++/1—X2?dB; firt<inf{s>0:B,¢ [-7/2,7/2]} .
iii) (X, Y;) = (¢, €' By) 16st
dX; 1 0
= By .
L] = e oo
iv) (X3, Y;) = (cosh(By),sinh(B,)) erfiillt
dx,] 1[X, Y,
== dt dB; .
L] =[5 e Lx] om

b) Zeigen Sie, dass der Prozess X; = (B, + t) exp(—B; — 1t) ein Martingal ist.



3. (Erweiterte It6—Formel) Sei X : [0,00) — R stetig mit stetiger quadratischer
Variation. Zeigen Sie, dass fiir ¢ € C* und F' € C? das Ito-Integral

/ (X)) dF(X),

existiert, und die It6—Formel

[atcaareo. = [Caxgpecax. + 5 [ ox) peoa,

gilt. Dies rechtfertigt die differentielle Kurzschreibweise

JF(X) = F'(X)dX + %F”d(X),

der It6-Formel, denn nun ist auch multiplizieren dieser ,,Gleichung” mit g(X) erlaubt !

4. (Quadratische Variation von It6—Integralen) Sei X : [0,00) — R eine stetige
Funktion mit stetiger quadratischer Variation ( bzgl. einer festen Partitionenfolge (7,) ).

a) Sei I' € CY(R). Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ — F(X;) quadratische Variation

(F(X)), = /0 F(X)2d(X),  entlang (m,) hat.

b) Folgern Sie, dass das Ito—Integral I; = fot f(X,)dX, fir f € C! quadratische Varia-
tion

() = / S, hat,

c) Sei H € L*(P ® \) stetig, beschrinkt und adaptiert beziiglich der Brownschen Be-
wegung (B;). Zeigen Sie :

lim E Z(/

SETY

/

2
(H, — HS)dBu) = 0.

Folgern Sie, dass fir [, = fot H,dB; bzgl. stochastischer Konvergenz gilt :

t
(IYy = lim (Iy —I,)* = lim H?.(By — B,)* = /des
! n—oo ZE: n—00 ZE: 0

SETy SETn



5. (Mehrdimensionale It6—Formel und Poisson—Problem)
a) Formulieren und beweisen Sie eine Ito-Formel fiir eine Brownsche Bewegung in R

b) Sei D C R? ein beschrénktes Gebiet, g € C(D), und f € C(0D). Zeigen Sie: Ist
u € C(D)NC?*(D) eine Losung des Poisson-Problems

1
EAu = —qg auf D, u=f auf 9D,

dann gilt

o) = £ [ 7 a8y i) + B (1B, VaeD.

wobei B; bzgl. P, eine Brownsche Bewegung mit Start in x ist.

Wir wiinschen Ihnen frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr 2011 !



