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1. (Martingaldefinition). Zeigen Sie :

a) Ein prävisibles Martingal ist P–f.s. konstant.

b) Für ein nichtnegatives Martingal (Xn)n≥0 gilt P–fast sicher :

Xn(ω) = 0 ⇒ Xn+k(ω) = 0 für alle k ≥ 0 .

c) Konstruieren Sie ein Martingal (Xn)n≥0 mit

E[Xn] = 0 für alle n , aber Xn → −∞ P–f.s.

2. (Stoppsatz). Sei (Fn)n≥0 eine Filtration. Eine Zufallsvariable T : Ω→ {0, 1, 2, . . .} ∪
{∞} heißt Stoppzeit falls {T ≤ n} ∈ Fn für alle n ≥ 0 gilt.

a) Beweisen Sie durch Induktion : Ist (Xn)n≥0 ein Martingal und T eine Stoppzeit bzgl.
(Fn), dann gilt

E[XT∧n] = E[X0] ∀ n ≥ 0 .

b) Unter welchen Voraussetzungen folgt

E[XT ] = E[X0] ?

3. (Martingale des Random Walk). Sei (Xn)n≥0 der klassische Random Walk mit
Start in x ∈ Z, d.h. :

Xn = x+ Sn , Sn = Y1 + . . .+ Yn , Yi i.i.d. mit P [Yi = ±1] =
1

2
.

a) Zeigen Sie, dass die folgenden Prozesse Martingale sind :

(i) Xn (ii) Mn := X2
n − n (iii) Mλ

n := eλXn−a(λ)n für jedes λ ∈ R ,

wobei a(λ) := log coshλ .
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b) Für a, b ∈ Z mit a < x < b sei

T (ω) := min {n ≥ 0 |Xn(ω) 6∈ (a, b) } .

Zeigen Sie durch Anwenden des Stoppsatzes (s. Aufgabe 2) auf das Martingal Xn :

P [XT = a] =
b− x
b− a

.

c) Leiten Sie mithilfe des Stoppsatzes eine Formel für E[T ] her.

4. (Stochastische Lyapunov-Bedingung). Sei (Xn)n≥0 eine Markovkette mit Zu-
standsraum S = N, Startpunkt x0 ∈ S und Übergangsmatrix p(x, y). Sei u ≥ 0 eine
superharmonische Funktion auf S, d.h. es gelte

u(x) ≥ pu(x) =
∑
y∈S

p(x, y) · u(y)

für alle x ∈ S. Dann spielt u die Rolle einer stochastischen Lyapunov–Funktion:

a)
(
u(Xn)

)
ist ein nichtnegatives Supermartingal, dessen Doob-Zerlegung u(Xn) = Mn+

An durch

An =
n−1∑
k=0

(pu− u)(Xk) , n ≥ 0

gegeben ist.

b) Für Sε := {x ∈ S | (u− pu)(x) ≥ ε} mit ε > 0 gilt

E

[
∞∑
n=0

ISε(Xn)

]
≤ u(x0)

ε
,

d.h. die Aufenthaltszeit in Sε hat einen endlichen Erwartungswert.

Insbesondere ergibt sich folgendes Stabilitätskriterium :

(i) Aus ∩
ε>0
Scε = {z} und Scε endlich für ein ε > 0 folgt :

P
[

lim
n→∞

Xn = z
]

= 1 .

(ii) Aus ∩
ε
Scε = ∅ folgt :

P
[

lim
n→∞

Xn =∞
]

= 1 .
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