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1. (Einige kurze Fragen) [25 Pkt.]

Bei dieser Aufgabe brauchen Sie keine Begründungen und Erläuterungen anzugeben.

a) Seien x1, . . . , xn unabhängige, identisch verteilte, reelle Beobachtungswerte. Geben
Sie Plug-in-Schätzer für die folgenden Kenngrößen der zugrundeliegenden Verteilung
an:

(i) Mittelwert

(ii) Standardabweichung

(iii) Verteilungsfunktion

b) Geben Sie kurze, aber vollständige Definitionen der folgenden Begriffe an:

(i) Statistisches Modell

(ii) Statistik

(iii) Pivot

c) Wir betrachten nun ein reguläres statistisches Modell mit Parametermenge Θ = R
und Likelihood L(θ;x) = fθ(x). Geben Sie kurze, aber vollständige Definitionen der
folgenden Begriffe an:

(i) Suffiziente Statistik

(ii) Fisher-Information

d) Geben Sie das Modell, die Nullhypothese, und die Test-Statistiken für die folgenden
Hypothesentests an:

(i) t-Test

(ii) Chiquadrat-Anpassungstest

e) Geben Sie die Formel für die Dichte der a posteriori Verteilung in einem Bayesschen
Modell mit Likelihood L(θ;x) = f(x|θ) an, wenn die a priori Verteilung absolutstetig
ist mit Dichte f(θ).
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2. (Schätzer und Konfidenzintervalle) [25 Pkt.]

Es sei ϑ ∈ R ein unbekannter Parameter und seien Xi = Yi + ϑ, 1 ≤ i ≤ n, unabhängige
reelle Zufallsvariablen, deren Realisierungen Sie beobachten können. Sie nehmen an, dass
die Yi exponentialverteilt sind mit Intensität 1.

a) Geben Sie die Dichtefunktion fϑ(xi) der Verteilung von Xi an, und berechnen Sie
den Median dieser Verteilung.

b) Geben Sie die Likelihood-Funktion L(ϑ;x1, . . . , xn) an.

c) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood Schätzer für ϑ.

d) Erläutern Sie kurz, warum der Maximum-Likelihood-Schätzer nicht robust ist.

e) Geben Sie einen robusten Schätzer für ϑ an.

f) Konstruieren Sie im Fall n = 1 ein Konfidenzintervall für ϑ zum Niveau e−3.
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3. (Tests und p-Werte) [25 Pkt.]

Sie führen ein Experiment durch und beobachten Messwerte x1, . . . , xn > 0, von denen Sie
annehmen, dass sie Realisierungen unabhängiger, im Intervall (0, ϑ) mit ϑ > 0 gleichver-
teilter Zufallsvariablen X1, . . . , Xn sind. Sie interessieren sich nun für ϑ und konstruieren
mit der Statistik

T (X1, . . . , Xn) = max(X1, . . . , Xn)

einen Test für
H0 : ϑ = 1/2 vs. H1 : ϑ > 1/2 ,

der die Nullhypothese verwirft, wenn T (X1, . . . , Xn) > c für einen Schwellenwert c > 0.

a) Berechnen und skizzieren Sie die Machtfunktion des Tests.

b) Es sei T (x1, . . . , xn) = t der beobachtete Wert der Statistik. Ist für das obige Test-
problem der rechtsseitige oder der linksseitige p-Wert relevant? Berechnen Sie diesen.

c) Bestimmen Sie in Abhängigkeit von n den kleinstmöglichen Schwellenwert für den
der Test Signifikanzniveau α ∈ (0, 1) hat.

d) Es sei n = 20 und Sie beobachten t = 0, 475. Was können Sie anhand des p-Werts
über die Nullhypothese ϑ = 1/2 aussagen? Was gilt entsprechend für t = 0, 51?
Hinweis: Sie können die Näherung (1 + x

n
)n ≈ ex verwenden.
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4. (Entropie) [15 Pkt.]

Es sei S eine endliche Menge und µ = (µ(x))x∈S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

a) Definieren Sie die Entropie H(µ) der Verteilung µ.

b) Geben Sie alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen an, die die Entropie minimieren bzw.
maximieren.

c) Beweisen Sie Ihre Aussage zu Aufgabenteil b).
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5. (Regression) [15 Pkt.]

Für zwei Objekte mit unbekannten Gewichten w1 und w2 werden die Gewichte der Ein-
zelobjekte, die Summe und Differenz der Gewichte gemessen. Jede der vier Messungen sei
mit einem unabhängigen Fehler mit Mittelwert 0 und Varianz v behaftet.

a) Stellen Sie für diese Situation ein lineares Modell auf.

b) Bestimmen Sie den Kleinste-Quadrate-Schätzer für (w1, w2)
T .

c) Es wurden die Messwerte 3,1, 2,6, 5,7, 0,5 beobachtet. Geben Sie den Wert des
Schätzers aus Aufgabenteil b) an.
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