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1. (Einige kurze Fragen) [22 Pkt.]

a) Gegeben sei ein parametrisches Modell (Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ, X). Wir betrachten einen Hy-
pothesentest für die Nullhypothese θ = θ0 mit Verwerfungsregel φ(X) = 1{T (X)≥c} .

(i) Sei α ∈ (0, 1). Was bedeutet es, dass der Test das Signifikanzniveau α hat?

(ii) Wie ist die Machtfunktion des Tests definiert?

(iii) Sei x der beobachtete Stichprobenwert. Wie ist der rechtsseitige p-Wert defi-
niert?

(iv) Formulieren Sie mithilfe des rechtsseitigen p-Werts die Entscheidungsregel eines
Tests mit Signifikanzniveau α.

b) Seien Zi (i ∈ N) unabhängige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Geben Sie
Zufallsvariablen mit den folgenden Verteilungen an:

(i) χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden,

(ii) Studentsche t-Verteilung mit n Freiheitsgraden,

(iii) Fisher-Verteilung mit Freiheitsgraden n und m.

c) Seien X1, . . . , Xn reelle Beobachtungswerte. Definieren Sie die folgenden Statistiken,
und geben Sie (ohne Beweis) die asymptotischen Bruchpunkte an:

(i) Spannweite,

(ii) getrimmter Mittelwert mit Parameter τ ∈ (0, 1/2).

d) Seien p, q ∈ (0, 1). Geben Sie die relative Entropie H(Bernoulli(p)|Bernoulli(q)) an.

Lösung:

a) (i) Der Test hat Signifikanzniveau α, falls Pϑ0(T (X) ≥ c) = Eϑ0φ(X) ≤ α.

(ii) Die Machtfunktion ist β(ϑ) = Eϑφ(X).

(iii) Der rechtsseitige p-Wert ist pr(x) = Pϑ0(X ≥ x).

(iv) Der Test mit Verwerfungregel φ(X) = 1pr(X)≤α zum obigen Testproblem hat
Signifikanzniveau α.

b) (i)
n∑

i=1

Z2
i ,

(ii)
Zn+1√

1
n

∑n
i=1 Z

2
i

,

(iii)
1
n

∑n
i=1 Z

2
i

1
m

∑n+m
i=n+1 Z

2
i

.
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c) (i) Die Spannweite ist X(n) −X(1) und hat asymptotischen Bruchpunkt 0.

(ii) Der getrimmte Mittelwert mit Parameter τ ∈ (0, 1/2) ist

1

n− 2⌊τn⌋

n−⌊τn⌋∑
i=⌊τn⌋+1

X(i)

und hat asymptotischen Bruchpunkt τ .

d) Es gilt

H(Bernoulli(p)|Bernoulli(q)) = p log

(
p

q

)
+ (1− p) log

(
1− p

1− q

)
.
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2. (Vergleich zweier Medikamente) [30 Pkt.]

200 Patienten mit einer bakteriellen Infektion werden zufällig in zwei gleich große Gruppen
unterteilt. Die erste Gruppe bekommt ein bereits zugelassenes Antibiotikum verabreicht,
während die zweite Gruppe ein neuartiges Antibiotikum erhält. In der ersten Gruppe ist
die Behandlung bei 90 Patienten erfolgreich, in der zweiten Gruppe bei 80. Seien p und q
die Erfolgswahrscheinlichkeiten unter dem bereits zugelassenen und dem neuartigen Medi-
kament.

a) Geben Sie ein geeignetes statistisches Modell an.

b) Geben Sie den plug-in Schätzer für p − q an. Welchen Wert hat der Schätzer in der
obigen Situation?

c) Ist dieser Schätzer erwartungstreu? (mit Begründung)

d) Zeigen Sie, dass der Schätzer die Varianz p(1−p)+q(1−q)
100

hat, und berechnen Sie einen
Schätzwert für die Standardabweichung des Schätzers.

e) Berechnen Sie ein approximatives Konfidenzintervall zum Niveau 95%.

f) Können Sie die Nullhypothese H0 : p = q zum Signifikanzniveau 5% verwerfen? (mit
kurzer Begründung)

Lösung:

a) Variante 1: X1, . . . , X100 ∼ Bernoulli(p), Y1, . . . , Y100 ∼ Bernoulli(q) alle unabhängig.
Variante 2: (

Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ, (X, Y )
)
,

wobei

– Ω = {0, 1}200,
– ϑ = (p, q) ∈ [0, 1]2 = Θ,

– Pp,q = Bernoulli(p)⊗100 ⊗ Bernoulli(q)⊗100,

– (X, Y )(ω) = (X1, . . . , X100, Y1, . . . , Y100)(ω) = ω.

b) Der plug-in Schätzer für p− q ist

p̂− q̂ = X̄ − Ȳ =
1

100

100∑
i=1

(Xi − Yi)

und nimmt den Wert 90
100

− 80
100

= 1
10

an.

c) Der Schätzer ist erwartungstreu, da

Ep,q(X̄ − Ȳ ) =
1

100

100∑
i=1

(Ep,qXi − Ep,qYi) = p− q .
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d) Da Varp,qXi = p(1− p) und Varp,qYi = q(1− q), gilt aufgrund der Unabhängigkeit

Varp,q(X̄ − Ȳ ) =
1

1002

100∑
i=1

(Varp,qXi +Varp,qYi) =
p(1− p) + q(1− q)

100
.

Einen Schätzwert für die Standardabweichung erhalten wir, indem wir die Schätz-
werte p̂ = 9/10 und q̂ = 8/10 einsetzen:√

p̂(1− p̂) + q̂(1− q̂)

100
=

√
25/100

10
=

1

20
.

e) Es gilt

p̂− q̂ =
1

100

100∑
i=1

(Xi − Yi) = p− q +
1

100

100∑
i=1

(Xi − Yi − Ep,q(Xi − Yi))

= p− q +

√
p(1− p) + q(1− q)

100

1√
100

100∑
i=1

Xi − Yi − Ep,q(Xi − Yi)

Varp,q(Xi − Yi)1/2
.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergiert für n → ∞ in Verteilung

1√
n

n∑
i=1

Xi − Yi − Ep,q(Xi − Yi)

Varp,q(Xi − Yi)1/2
→ N (0, 1) .

Mit Z ∼ N (0, 1) können wir also schreiben

p− q ≈ p̂− q̂ +

√
p(1− p) + q(1− q)

100
Z ≈ 1

10
+

Z

20
,

wobei wir die Schätzwerte aus b) und d) eingesetzt haben. Ein approximatives 95%
Konfidenzintervall erhalten wir für c > 0 durch

P
(
p− q ∈

[
1

10
− c

20
,
1

10
+

c

20

])
= P

(
20

(
p− q − 1

10

)
∈ [−c, c]

)
≈ P(Z ∈ [−c, c]) = 1− 2(1− Φ(c))

≥ 0.95 ,

was genau dann gilt, wenn Φ(c) ≥ 1− 0.025 = 0.975, also laut Verteilungstabelle A
für c ≥ 1, 96. Also ist

C =

[
1

10
− 1, 96

20
,
1

10
+

1, 96

20

]
ein approximatives 95% Konfidenzintervall für p− q.

f) Aufgrund der Dualität von Hypothesentests und Konfidenzbereichen, hat der Test
mit Verwerfungsbereich Cc ungefähr Niveau 5%. Da unter der Nullhypothese p = q
gilt p− q = 0 /∈ C, können wir die Nullhypothese zum Niveau 5% verwerfen.
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3. (Likelihood) [22 Pkt.]

Sie führen ein Experiment durch und beobachten Messwerte x1, . . . , xn ∈ R, von de-
nen Sie annehmen, dass sie Realisierungen unabhängiger, normalverteilter Zufallsvariablen
X1, . . . , Xn mit Mittelwert m und Varianz v sind.

a) Geben Sie die Likelihood-Funktion an.

b) Bestimmen Sie Maximum-Likelihood-Schätzer für:

(i) den Mittelwert bei bekannter Varianz,

(ii) die Varianz bei bekanntem Mittelwert,

(iii) Mittelwert und Varianz.

c) Geben Sie die Definition einer für den Parameter θ = (m, v) suffizienten Statistik an.
Ist die Statistik aus b) (iii) suffizient? Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung:

a)

L(m, v;x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

1√
2πv

e−
(xi−m)2

2v

b) Die Log-Likelihood ist

l(m, v;x1, . . . , xn) = −n

2
log(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(xi −m)2

= −n

2
log(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(xi − x̄n)
2 − n

2v
(x̄n −m)2 ,

wobei x̄n = 1
n

∑n
i=1 xi.

(i) Es ist
∂

∂m
l =

n

v
(x̄n −m) = 0

g.d.w m = x̄n. Die log-Likelihood ist an dieser Stelle maximal, da ihre Ableitung
für kleinere m positiv und für größere m negativ ist. Daher ist der MLE

M̂ = X̄n .

(ii) Da

∂

∂v
l =

n

2v2

(
1

n

n∑
i=1

(xi −m)2 − v

)
= 0 ,

g.d.w. v = 1
n

∑n
i=1(xi − m)2 und ∂

∂v
l für kleinere v positiv and für größere v

negativ ist, ist

V̂ =
1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2

der MLE.
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(iii) Da

∇(m,v)l =

(
n
v
(x̄n −m)

n
2v2

(
1
n

∑n
i=1(xi − x̄n)

2 − v
)
+ n

2v2
(x̄n −m)2

)
= 0

g.d.w. (m, v) = (x̄n,
1
n

∑n
i=1(xi − x̄n)

2) und

∇2
(m,v)l =

(
−n

v
− n

v2
(x̄n −m)

− n
v2
(x̄n −m) − n

v3

(
1
n

∑n
i=1(xi − x̄n)

2 − v
)
− n

2v2
− n

v3
(x̄n −m)2

)
an dieser Stelle (

−n
v

0
0 − n

2v2

)
und damit negativ definit ist, ist die log-Likelihood in diesem Punkt maximal
und

θ̂ =

(
X̄n,

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2

)
ist der MLE für θ = (m, v).

c) Eine Statistik T (X) ist suffizient für den Parameter θ = (m, v), falls sich die Like-
lihood in der Form

L(m, v;x) = gm,v(T (x))h(x)

mit messbaren gm,v : R → [0,∞) und h : S → [0,∞) schreiben lässt.

Die Statistik aus b) (iii) ist suffizient für θ = (m, v), da die Definition mit

gm,v = exp(l(m, v; · ))

und h = 1 erfüllt ist.
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4. (Quantile und Boxplots) [22 Pkt.]

Seien X1, . . . Xn unabhängige reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F .

a) Sei α ∈ (0, 1). Formulieren Sie mithilfe der Verteilungsfunktion eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafür, dass qα ∈ R ein α-Quantil der zugrundeliegenden
Verteilung ist.

b) Beschreiben Sie anhand einer Skizze, was in einem Boxplot der Werte X1, . . . , Xn

dargestellt ist.

c) Es gelte n/4 /∈ N und F sei stetig. Zeigen Sie, dass

P[q1/2 ∈ (q̂1/4, q̂3/4)] =

⌊3n/4⌋∑
j=⌊n/4⌋+1

(
n

j

)
2−n .

d) Geben Sie anhand des folgenden Datensatzes ein Konfidenzintervall zum Niveau 98%
für den Median der Lebensdauer in Monaten von Schäferhunden an.

108 110 115 121 123 126 129 131 132 135 137
138 141 143 147 150 151 152 156 159 160 165

Dazu steht Ihnen die folgende Verteilungstabelle der Binomialverteilung zur Verfügung.

x F22,1/2(x) x F22,1/2(x) x F22,1/2(x) x F22,1/2(x)

0 0, 000 6 0, 026 12 0, 738 18 1, 000
1 0, 000 7 0, 067 13 0, 857 19 1, 000
2 0, 000 8 0, 143 14 0, 933 20 1, 000
3 0, 002 9 0, 262 15 0, 974 21 1, 000
4 0, 006 10 0, 416 16 0, 992 22 1, 000
5 0, 008 11 0, 584 17 1, 000

Lösung:

a) qα ∈ R ist ein α-Quantil, falls F (qα) ≥ α und F (qα−) ≤ α.

b) Siehe Skizze.

c) Da n/4 /∈ N, ist q̂1/4 = X(⌈n/4⌉) und q̂3/4 = X(⌈3n/4⌉). Folglich ist

P(q1/2 ∈ (q̂1/4, q̂3/4)) = P(X(⌈n/4⌉) < q1/2 < X(⌈3n/4⌉))

die Wahrscheinlichkeit, dass zugleich mindestes ⌈n/4⌉ der Xi unterhalb und min-
destens n − (⌈3n/4⌉ − 1) oberhalb von q1/2 liegen. Da aufgrund der Stetigkeit der
Verteilungsfunktion für alle i,

P(Xi < q1/2) = F (q1/2) = 1/2 = P(Xi > q1/2)

und die Xi unabhängig sind, entspricht dies

⌈3n/4⌉−1∑
j=⌈n/4⌉

(
n

j

)
(1/2)n .
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d) Mit der Verteilungsfunktion der Bin(n, 1/2)-Verteilung können wir das Ergebnis aus
c) schreiben als

P[q1/2 ∈ (q̂1/4, q̂3/4)] =

⌈3n/4⌉−1∑
j=⌈n/4⌉

(
n

j

)
2−n = Fn,1/2(⌈3n/4⌉ − 1)− Fn,1/2(⌈n/4⌉ − 1) .

Da n = 22 nicht durch 4 teilbar ist, gilt

(q̂1/4, q̂3/4) = (X(⌈22/4⌉), X(⌈3·22/4⌉)) = (X(6), X(17)) = (126, 151) .

Mit den Werten aus der Verteilungstabelle ergibt sich damit

P(q1/2 ∈ (126, 151)) = F22,1/2(17− 1)− Fn,1/2(6− 1) = 0, 992− 0, 008 = 0, 984 .
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5. (Korrelation und Bootstrap) [12 Pkt.]

Sei µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R2.

a) Wie ist der Korrelationskoeffizient ρ zweier Zufallvariablen X, Y mit gemeinsamer
Verteilung µ definiert?

b) Seien (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) unabhängige Stichproben von µ. Geben Sie den plug-in
Schätzer ρ̂ für ρ an.

c) Geben Sie in Pseudocode das Bootstrap-Verfahren zur Schätzung der Varianz von ρ̂
an.

Lösung:

a) Der Korrelationskoeffizient ist

ρ =
Cov(X, Y )√

Var(X)
√

Var(Y )

bzw.

ρ =

∫ (
x−

∫
x′µ(dx′dy′)

) (
y −

∫
y′µ(dx′dy′)

)
µ(dxdy)(∫

(x−
∫
x′µ(dx′dy′))2µ(dxdy)

)1/2 (∫
(y −

∫
y′µ(dx′dy′))2µ(dxdy)

)1/2
b) Der plug-in Schätzer ist

ρ̂
(
(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)

)
=

∑n
i=1(Xi − X̄n)(Yi − Ȳn)(∑n

i=1(Xi − X̄n)2
)1/2 (∑n

i=1(Yi − Ȳn)2
)1/2 ,

wobei X̄n = 1
n

∑n
i=1Xi und Ȳn = 1

n

∑n
i=1 Yi.

c) Das Bootstrap-Verfahren zur Schätzung der Varianz von ρ̂ verfährt wie folgt:
Input: (X1, Y1), . . . (Xn, Yn), Anzahl Bootstrap-Replikationen B.

Für b = 1 bis B:

Ziehe I1, . . . , In ∼ Unif({1, . . . , n}) unabhängig und setze

(X
(b)
1 , Y

(b)
1 ), . . . , (X(b)

n , Y (b)
n ) = (XI1 , YI1), . . . , (XIn , YIn) .

Berechne ρ̂(b) = ρ̂
(
(X

(b)
1 , Y

(b)
1 ), . . . , (X

(b)
n , Y

(b)
n )
)
.

Berechne

VB =
1

B − 1

B∑
b=1

(
ρ̂(b) − 1

B

B∑
r=1

ρ̂(r)

)2

.

Output: VB.
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