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13. Übungsblatt ,,Einführung in die Statistik”

Für dieses Übungsblatt ist keine Abgabe erforderlich. Hinweise zur Klausur:

� Diese findet am Montag 22.7. von 9 bis 11 Uhr im GHS und KHS statt.

� Unterlagen, Taschenrechner, Smartphones etc. sind nicht zugelassen.

� Mit der Klausur erhalten Sie auch die Verteilungstabellen unten.

1. (Lineares Modell) Für zwei Objekte mit unbekannten Gewichten w1 und w2 werden
die Gewichte der Einzelobjekte, die Summe und Differenz der Gewichte gemessen. Jede der
vier Messungen sei mit einem unabhängigen Fehler derselben Varianz behaftet. Es wurden
die Messwerte 3.4, 2.9, 6.3, 0.7 beobachtet.

a) Stellen Sie ein lineares Modell auf.

b) Bestimmen Sie die Kleinste-Quadrate-Schätzer für w1, w2 und w1 − w2, sowie deren
geschätzte Streuung.

c) Testen Sie die Hypothese H0 : w1 = w2 gegen H1 : w1 ̸= w2 unter der Annahme
normalverteilter Messfehler.

2. (Lineare Regression mit R) Auf der Vorlesungshomepage finden Sie eine Datei mit
dem in der Vorlesung betrachteten Datensatz carmileage.

a) Bestimmen und plotten Sie den Benzinverbrauch und die entsprechenden Regres-
sionsgeraden in Abhängigkeit von den übrigen Kenngrößen. Beachten Sie, dass der
Benzinverbrauch (in Gallon pro Meile) das Inverse der Kenngröße MPG (miles per
gallon) ist.

b) Bestimmen und plotten Sie auch die logarithmierten Werte, und die entsprechenden
Regressionsgeraden. Vergleichen Sie die Ergebnisse aus a) und b).

c) Schätzen Sie die Koeffizienten im multiplen Regressionsmodell für den Benzinver-
brauch in Abhängigkeit von den anderen Kenngrößen, und interpretieren Sie die
Ergebnisse.

d) Führen Sie die Befehle summary(...) und plot(..) für die oben betrachteten Regressi-
onsmodelle aus. Welche Statistiken und Grafiken werden dargestellt?
Literatur: Petzoldt, Skript zur Datenanalyse mit R, Abschnitt 7.3.
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3. (Bayes I) Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängig mit P [Xi = 1] = p und P [Xi = 0] = 1−p.
Wir betrachten ein Bayessches Modell, in dem die a priori Verteilung für den unbekannten
Parameter p eine Beta-Verteilung mit Parametern a, b > 0 ist.

a) Bestimmen Sie die a posteriori Verteilung gegeben die Beobachtungswerte X1 = x1,
X2 = x2, .... ,Xn = xn.

b) Berechnen Sie den Bayes-Schätzer.

c) Sei x = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T . Skizzieren Sie die Graphen der posteriori Dichten
für die a priori Verteilungen β(1/2, 1/2), β(1, 1), β(10, 10) und β(100, 100).

d) Interpretieren Sie die Ergebnisse.

Hinweis: Der Erwartungswert der Beta-Verteilung ist b/(a+ b).

4. (Bayes II: Das lineare Gauß-Modell) Sei

Y = Aw + ε

mit unbekanntem Parameter w ∈ Rd, Design-Matrix A ∈ Rn×d und Störterm ε ∼ N(0, C),
wobei die Kovarianzmatrix C ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit ist. Wir betrachten
das Bayes-Modell mit a priori Verteilung w ∼ N(0, Cprior), Cprior ∈ Rd×d symmetrisch und
positiv definit.

a) Bestimmen Sie die a posteriori Verteilung im Gaußschen Produktmodell, d.h. im Fall
d = 1, A = (1, 1, . . . , 1)T und C = v · In. Vergleichen Sie die den Bayes-Schätzer mit
dem Maximum-Likelihood-Schätzer.

b) Bestimmen Sie die a posteriori Verteilung im allgemeinen Fall.

c) Interpretieren Sie das Ergebnis aus b) im Fall C = v · In. Welchen Zusammenhang
gibt es mit dem kleinste Quadrate Verfahren?
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