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1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und
Beispiele

1.1. Zwei Hypothesentests

a) STILLES MINERALWASSER ODER LEITUNGSWASSER?

Eine Person behauptet, dass sie anhand des Geschmacks unterscheiden kann, ob es sich um stilles

Mineralwasser oder Leitungswasser handelt. Um diese Behauptung zu iiberpriifen, wird der folgende
Test durchgefiihrt:

Dem Probanden werden insgesamt 2/ Glaser prasentiert, wovon [ mit Leitungswasser und die restlichen
[ mit stillem Mineralwasser gefiillt sind. Der Proband wihlt / Gliser aus, von denen er annimmt, dass
sie Leitungswasser enthalten. Sei X die Anzahl der korrekt ausgewihlten Glaser.

Das Ziel des Tests ist es zu zeigen, ob die Person tatséchlich iiber die behauptete Fihigkeit verfiigt. Es
ist jedoch einfacher, die Nullhypothese zu widerlegen, die besagt, dass die Person keinen Unterschied
erkennen kann. Unter der Annahme der Nullhypothese ist die Verteilung von X hypergeometrisch.
Wir mochten herausfinden, wie grof3 X sein muss, damit die Nullhypothese Hy verworfen werden
kann. Fiir einen beobachteten Wert x betrachten wir den p-Wert.

p =P X2x]=1-Py[X<x—-1]=1-Fy;(x-1)
Bei gegebenem Signifikanzniveau a ergibt sich die Entscheidungsregel:

Verwerfe Nullhypothese Hy falls p < o & Fy(x - 1) > 1 -a.

Beispiel. Betrachten wir den beschriebenen Test mit [ = 5. Bei x = 4 korrekt ausgewihlten
Glisern ergibt sich ein p-Wert von

Q) 26

o)

p=Po[X >4] ==

>0,1

Folglich kénnen wir Hy nicht zum Signifikanzniveau 10% verwerfen. Fiir den Fall / = 5,x = 5

ergibt sich p =Py [X > 5] = ﬁ ~ 0,4%. Somit konnen wir Hy sogar zum Signifikanzniveau
0, 5% verwerfen.

Bemerkung. 1) BEDEUTUNG DEs SIGNIFIKANZNIVEAUS Sei beispielsweise @ = 5%. Bei 100 Wie-
derholungen desselben Experiments wiirden wir unter Hy durchschnittlich hochstens 5 mal einen
so hohen p-Wert sehen, dass wir H tatsdchlich verwerfen.

2) Wenn wir Hy nicht signifikant verwerfen konnen, bedeutet das nicht, dass wir davon ausgehen

sollten, dass Hp wahr ist. Moglicherweise haben wir nur zu wenige Daten, um eine Entscheidung
zu treffen.

Beispiel. Sei nun jedes Glas unabhingig, zufillig mit Wahrscheinlichkeit % mit Mineral- bzw.
Leitungswasser gefiillt. Unter Hy gilt dann X ~ Bin(21, %). Wir erhalten fiir / = 5Sund x = 4:
(G _ 6
=Py [X >4] = =—=0,19
p=Pol I==—%=5

Eberle Einfiihrung in die Statistik 1



1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Einen nicht signifikanten p-Wert fiir @ = 10%. Andererseits ist/ = 5,x = 5 mit
=Py [X =5] = ! ~ 39
p=fold=2l=5 720

Schon signifikant zum Wert @ = 5%.

b) FiSCHERS EXAKTER TEST
Angenommen man mdchte die Wirksamkeit eines Medikaments nachweisen. Um dies gegebenenfalls
zu zeigen, werden N = n; + np Probanden zufillig in zwei Gruppen eingeteilt: Die n; Individuen der
1. Gruppe erhalten das Medikament, die #, Individuen in Gruppe 2 erhalten ein Placebo. Nach einer
gewissen Zeit wird ermittelt, wie viele Behandlungserfolge und -misserfolge in den beiden Gruppen
auftraten. Die Ergebnisse lassen sich als Viefeldertafel zusammenfassen.

Erfolg Misserfolg
Medikament H, ny — H, ni
Placebo H> n, — Hy no
H,=H{+H N-H, N

Unter der Nullhypothese Hj, dass das Medikament genau wie das Placebo wirkt (kein Effekt), sind
die Verteilungen von Hy, H> und H, unbekannt. Jedoch gilt unter Hy, dass die bedingte Verteilung
von H; gegeben H, = [ hypergeometrisch verteilt ist: H;|H, = ~ Hyp(N, [, n;). Damit gilt:

Po[Hi >q|Hy=1]=1-Fn;n(q) L«

Die Frage ist nun, wie grofl H; sein sollte, damit wir die Nullhypothese verwerfen konnen. Zu diesem
Zweck fixieren wir ein Testniveau @ € (0, 1) und betrachten den kleinsten Wert von ¢, welcher die
obige Ungleichung erfiillt:

g1-q = min {x ER:Fnn(x)>1- a/}

Im Falle von H| > g, konnen wir mit einer Sicherheit von 1 — @ behaupten, dass die Nullhypothese
nicht stimmt. Dies motiviert die Entscheidungsregel:

Verwerfe Hy zum Signifikanzniveau « falls H; > q;_,, wobei [ der realisierte Wert von H, ist.

Beispiel. Fisuers ExAkTER Test Um die Wirksamket eines Medikamentes zu testen wird
wie beschrieben ein Test durchgefiihrt mit N = 40 Probanden, n; = n, = 20 und einem
Signifikanzniveau von a = 5%. Bei beobachteten Héaufigkeiten von H, = 26, H; = 15, H, = 11
und dem 95%-Quantil g 95.40.26,20 = 15 kann die Nullhypothese nicht verworfen werden, da
Hj # 15. Folglich kann keine Aussage getroffen werden.

Quantile

Quantile sind Punkte, an denen die Verteilungsfunktion einen bestimmten Wert iiberschreitet. Diese Punkte
sind besonders in praktischen Anwendungen wie der Qualitéitskontrolle von Bedeutung. Quantile ermogli-
chen es, verallgemeinerte Umkehrfunktionen der im Allgemeinen nicht bijektiven Verteilungsfunktion zu
definieren.

Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R)) mit Verteilungsfunktion

F(c)=u[(-0,c]], ce€eR.

Die Funktion F ist monoton wachsend und rechtsstetig. Den linksseitigen Limes bezeichnen wir als F(c_) =
limayo F(c — ) = p[(~0,0)].

2 Universitit Bonn



1.1. Zwei Hypothesentests

Definition 1.1 (Quantile). Seiu € [0, 1]. Ein u-Quantil ¢ € R der Wahrscheinlichkeitsverteilung u erfiillt
die Bedingungen:
F(=q) = p[(=c0.q)] <u und  F(q) = pu[(-co,q]] = u.

Ein Median ist ein 1-Quantil.

Wenn die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend ist, ist ¢ = F~!(u) fiir u € (0, 1) das eindeutige
u-Quantil. Im Allgemeinen kann es jedoch mehrere u-Quantile geben, die denselben Wert u haben. Wir
definieren nun zwei verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunktion F, da diese im Allgemeinen nicht
bijektiv ist. Fiir u € (0, 1) sei

G(u) = inf{x eR:F(x) >u}=sup{x e R: F(x) <u}, und
G(u) inf{x e R: F(x) >u} =sup{x e R: F(x) < u}.

Wie die folgende Abbildung zeigt, sind Quantille im Allgemeinen nicht eindeutg.

F(c)

S l
/;-Quamﬂé\ qu ¢

G(v) G(v)
Abbildung 1.1.: Quantilillustration mit Verteilungsschritten und Quantilen.

Offensichtlich gilt G (1) < G (u). Die Funktionen G bzw. G sind links- bzw. rechtsstetig. Ist F stetig und
streng monoton wachsend, also eine Bijektion von R nach (0, 1), dann ist G(u) = G(u) = F~'(u). Die
Funktion G wird daher auch als die linksstetige verallgemeinerte Inverse von F bezeichnet. Das folgende
Lemma zeigt, dass G (u) das kleinste und G (u) das groBte u-Quantil ist:

Lemma 1.2. Fiiru € (0,1) und g € R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) q ist ein u-Quantil.
(i) F(g=) <u < F(q)
(iii) G(u) < q < G(u).

Beweis. Nach Definition ist ¢ genau dann ein u-Quantil, wenn P[X < g] <u < 1-P[X > q] = P[X < ¢]
gilt. Hieraus folgt die Aquivalenz von (i) und (ii).

Um zu zeigen, dass (iii) dquivalent zu diesen Bedingungen ist, miissen wir zeigen, dass G () das kleinste
und G (u) das groBte u-Quantil ist. Wir bemerken zunichst, dass G (u) ein u-Quantil ist, da

F(Gu)-) = x/lig%u) F(x) <u, und F(G(u)) = x\h&u) F(x) > u.

Andererseits ist x < G (u) kein u-Quantil, denn es gilt F(x) < u. Somit ist G (u) das kleinste #-Quantil. Auf
dhnliche Weise folgt, dass G (u) das groBte u-Quantil ist. |

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 3



1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Satz 1.3 (Quantiltransformation). Sei U ~ Unif(0, 1) eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable.
Dann ist durch

X = G(u)

eine Zufallsvariable mit Verteilung u definiert.

Beweis (Beweisskizze). Sei c € R und Fx, bzw. F, die jeweiligen Verteilungsfunktionen. Da Verteilungen
eindeutig iiber ihre Verteilungsfunktionen bestimmt sind, reicht es, deren Gleichheit zu zeigen:

Fx(c) =P[G(u) < c] =P[U < Fu(c)] = Fu(c).

Die mittlere Gleichheit ist eine Ubungsaufgabe. |
0, 1) R
Unif(0, 1) G u =Unif(0,1) o G~!

N

qia  qi2 q3/4

~

—

Bl—
Nl—
Blw 4

Abbildung 1.2.: Quantiltransformation

ANWENDUNG Da Stichproben der Gleichverteilung auf (0, 1) einfacher zu simulieren sind, ist die Quantiltransfor-
mation besonders hilfreich bei der Simulation von Stichproben einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
1. Bei gegebenen unabhéngigen Stichproben uy, ..., u, von Unif(0, 1) erhidlt man durch Quantil-
transformation unabhingige Stichproben G (u1), ..., G (u,) von p.
Sei u nun eine Stichprobe der Gleichverteilung Unif(0, 1), dann erhalten wir beispielsweise Stichpro-
ben aus gegebenen Verteilungen wie

1
Bernoulli(p) ~ 1,51-p, Exp(1) ~ 7 log(1 — u).

p-Werte

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Wir beobachten den Wert
x = X(w). Nun stellt sich die Frage, ob X tatséchlich der Verteilung folgt oder ob der beobachtete Wert
"verdéchtig klein"bzw. "verdédchtig grof3ist. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 1.4 (p-Wert). Sei F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X. Dann definieren wir

p1:=P[X <x] =F(x), linksseitiger p-Wert,
pr=P[X>x]=1-F(x_), rechtsseitiger p-Wert,
p :=2min(py, p,), beidseitiger p-Wert.

Kleine p-Werte sprechen dafiir, dass X nicht gemif3 P verteilt ist. Dies wird im folgenden Lemma prézisiert:

Lemma 1.5. Sei « € [0, 1]. Dann gilt fiir die drei p-Werte:

4 Universitit Bonn



1.2. Schitzen von Populationsgrofien

(i) Plpi <a] =P[F(X) <] <a
(ii) Plp, <a]=P[1-F(X_)<a] <a,
(iii) Plp < a] =P[2min(F(X),1 - F(X)) < a] < a.

Fiir den Fall, dass F bijektiv ist, gilt jeweils Gleichheit.

Beweis. Sei G die verallgemeinerte inverse Funktion von F, U ~ Unif(0, 1) und wir definieren die Zufalls-
variable X = G(U). Dann gilt:

(1)
P[F(X) <a] =P[F(GWU)) <a] <P[U<a]=a

Da F(G(U)) > U gemil der Definition von G und der Rechtsstetigkeit von F.

(ii)
P[1-F(X-)21-a]=P[F(GWU)-)>21-a] 2P[U<1-0a] =«

Da F(G(U)-) < U gemaB der Definition von G.
(iii) Folgt aus (i) und (ii), da:

min(F(X),1 - F(X)) < % = F(X) < % oder 1 — F(X) < %

Nach (i) und (ii) ist die Wahrscheinlichkeit fiir beide Ausdriicke < 5 und somit fiir den Gesamtaus-
druck < a. [ |

Bemerkung (Bedeutung des p-Wertes). Wenn das Zufallsexperiment oft wiederholt wird und jedes Mal
der p-Wert berechnet wird, dann sehen wir nur selten einen kleinen p-Wert. Zum Beispiel fiir « = 0,05
nur in durchschnittlich 5 von 100 Féllen. Ein kleiner p-Wert legt daher nahe, die Verteilungshypothese zu
verwerfen.

Beispiel (Fishers exakter Test). Betrachten wir erneut den oben beschriebenen Test zur Priifung der
Wirksamkeit eines Medikaments. Wir hatten gesehen, dass wir die Nullhypothese verwerfen konnen,

falls

Ubung
Hi >qi—aNH.ny © 1—FnH.n(H-)<a.

Pr

Nach Lemma 1.5 folgt: Die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese zu verwerfen, obwohl sie wahr ist,
betrigt hochstens a.

1.2. Schatzen von PopulationsgréBen

In vielen statistischen Anwendungen analysiert man Stichproben aus einer bestimmten Population. Ziel ist
es, anhand der Stichprobe Riickschliisse auf die Zusammensetzung der gesamten Population zu ziehen. Die
Frage nach der Grofe der Population ist dabei besonders niitzlich fiir verschiedene statistische Verfahren,
wie das folgende illustrierte TaxiproblemBeigt.

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 5



1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Taxiproblem

In einer Stadt gibt es eine unbekannte Anzahl N an Taxis, die von 1 bis N durchnummeriert sind. Um
die Anzahl der Taxis zu bestimmen, beobachten wir n verschiedene Taxis mit den Nummern wy, .. ., wy.
Konkret 14sst sich das Beispiel durch das folgende Modell darstellen: Sei

Q={w=(w1,...,wn):wieN,wi;&wjfijri;tj} c N”

mitder Stichprobe X (w) = wund den Stichprobenwerten X; (w) = w;. Abhdngig vom unbekannten Parameter
N definieren wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung Py = Unif(Qpy), wobei Qny = {w € Q: w; < NVi €
{1,...,n}}.

Im Folgenden betrachten wir zwei Schétzer fiir den unbekannten Parameter N. Nach dem Gesetz der
groBen Zahlen konvergiert das arithmetische Mittel X,, der Stichprobenwerte fiir groBe n gegen (N — 1)/2.

Dabher ist der Schitzer

X1 +...+X
y=p.217---"n 4
n

naheliegend. Ein weiterer interessanter Schitzer ist die Zahl M = max(X,...,X,;). Um diese beiden
Schitzer zu vergleichen, betrachten wir ihre Ndhe zum unbekannten Parameter N.
Zu Y: Mit dem Erwartungswert Ex [X] = (N + 1)/2 folgt

En[Y] = 2En[X1] - 1 = N.

Man sagt, dass der Schitzer Y erwartungstreu ist. Ein weiteres gingiges Mal fiir die Ungenauigkeit eines
Schitzers ist der mittlere quadratische Fehler (MSE):

4 4
En[(Y = N)?| = Vary [Y] = < Var[X; +... + X,] ~ 5 Vary[X] fiirn < N,
n n

was in O (NTZ) liegt, falls N deutlich groBer als 7 ist. Die Ungenauigkeit von ¥ nimmt also linear mit » ab.

Zu M: Nach Definition des Maximumschétzers gilt Ex [M] < N fiir alle N > 1. Der Schitzer M ist nicht
erwartungstreu. Um eine genauere Fehlerabschitzung zu erhalten, ist die Berechnung der Verteilung von M
unter Py erforderlich. Fiir n < x < N gilt dann

Fn(x) =Py[M < x] = x(x-1Dx=-2)...(x—-n+1)  [x],

CNN-D(N=2)...(N=-n+1) " [N]. )

F(x)

S o
=
=

Lemma 1.6. Seien N,n, M wie oben. Dann gilt:

(i) En[M]=2(N+1)=N-2=2 co (&)

_n_
n+l n+l

.o N_ Nl 2
(ii) VarN[M]Z% EO(%)

6 Universitit Bonn



1.2. Schitzen von Populationsgrofien

Beweis. Nach (x) gilt

En[M =x] = Fy(0) - Fy(x - 1) ¢ %
Somit folgt
N LN )
B M) = ) Bl =) = Gp ) L= oot = o (N4 1),
da N i
;P[M =x]=1= ;[x_ p-1 = [1\;],,'

Analog erhélt man

_n(N-n)(N+1)
T (m+ D)2 2(n+2)

En[M(M + D] = —— (N + (N +2) = Vary [M] = En[M’] - (Bn[M])* =

Die Varianz von M fillt schneller ab als die von Y, aber M ist nicht erwartungstreu. Daher betrachten wir
den folgenden modifizierten Schitzer:

Korollar 1.7. Fir den modifizierten Maximumschétzer

gilt:

Beweis. Nach Definition von N gilt

1 .
" N M) -1 N

En[N] =
Fiir die mittlere quadratische Abweichung erhalten wir somit

n+1 (.e) (N-n)(N+1) N?

n(n+?2) n?’

2
En[(N = N)*] = Vary [N] = ( ) Vary [M]

n

Der modifizierte Schitzer N ist erwartungstreu und seine Ungenauigkeit fillt schneller mit 7 ab.

Konfidenzschranken fiir N

Anstatt eines konkreten Schitzers kann man auch Schranken fiir N angeben, die mit vorgegebener Sicherheit
korrekt sind. Wir wollen fiir mogliche Werte von N bestimmen, ob der Wert x fiir die Verteilungsfunktion
Fn "verdichtig klein"bzw. "verdichtig groBist. Beispielsweise liefert uns der Maximumschitzer eine sichere
untere Schranke, denn N > M gilt immer. Sei also @ € (0, 1) gegeben, so suchen wir eine obere Schranke
fiir N mit Sicherheit bzw. Konfidenzniveau 1 — a.

Fiir die Verteilungsfunktion gilt nach (x)

[x]n

firn <x < N.
[N

Fn(x) =Py[M < x] =

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 7



1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

(%) bal(x) N

Die Verteilungsfunktion F ist monoton wachsend in x, aber monoton fallend in N. Wenn N groBer wird,
verschiebt sich die Verteilung von M zu groBeren Werten, wodurch die Verteilungsfunktion spéter ansteigt.
Wie die Abbildung zeigt, betrachten wir die beiden Werte

adg :=min{N >n: Fy(x_)<1l—-a} und b, :=max{N >n: Fy(x)> a}.

Nach Lemma 1.5 gibt uns b, (x) eine obere Schranke mit Sicherheit 1 — . Dies wird im folgenden Lemma
konkretisiert.

Lemma 1.8. Die datenabhdngige Zahl b o (x) ist eine obere Konfidenzschranke fiir N zum Konfidenzniveau
1 — a bzw. Signifikanzniveau a. Das heifst:

PI[N < bo(M)] 21—« fiiralle N € N.
Beweis. Sei @ € (0, 1). Nach Lemma 1.5 gilt:
Py[Fn (M) < a] < «a.
Da die Abbildung N — Fx (M) monoton fallend ist, ist dies dquivalent zu:
PN[N < bo(M)] =PN[FN(M) >a] 21 -a.

Wie erwihnt liefert uns M zudem eine untere Konfidenzschranke fiir N zum Konfidenzniveau 1 — «a.
Eine untere Konfidenzschranke zu einem anderen Konfidenzniveau 1 — @ kdnnen wir analog zu Lemma 1.7
mithilfe des rechtsseitigen p-Wertes p, erhalten:

PN[N = ao(M)] =PNn[FNM_) <1 —-a] =PN[1-Fn(M-) >a] 21 -a.

Insgesamt erhalten wir:

Satz 1.9. Die Intervalle [M,b,(M)] sowie [a%, b%(M)] sind jeweils Konfidenzintervalle fiir N zum
Konfidenzniveau 1 — a, das heif3t:

Py [N ¢ [M,bo(M)]] <a firalle N €N,

Py |N ¢ lag(M),be(M)]| <a firalleN €N.

Bemerkung. (i) Die Konfidenzintervalle hingen von M ab. Bei jeder Durchfiihrung des Zufallsexperi-
ments ergibt sich also ein anderes Konfidenzintervall.

(i1) Fiihren wir mehrere unabhéngige Untersuchungen durch und erhalten jeweils ein (1—«a)-Konfidenzintervall,
dann liegen die wahren Parameterwerte in durchschnittlich mindestens 100(1 — @)% der Fille im je-
weiligen Konfidenzintervall.

(iii) Bei einer Durchfiihrung erhilt man eine konkrete Realisierung des Konfidenzintervalls. Die Aussage
"Der wahre Parameter liegt mit Wahrscheinlichkeit 1 — a in dem (festen, realisierten) Intervall” ist
falsch und sinnlos, denn N ist nicht zufillig.

8 Universitit Bonn



1.3. Statistische Modelle und Verfahren

Capture-Recapture-Verfahren

Ein weiteres Verfahren zur Bestimmung einer unbekannten Populationsgrof3e N ist das sogenannte Capture-
Recapture-Verfahren. Im einfachsten Fall handelt es sich um ein zweistufiges Experiment:

1. Capture Entnehme eine Zufallsstichprobe der Grofie [ < N. Markiere diese und entlasse sie wieder.

2. Recapture Nehme eine unabhingige Zufallsstichprobe der Grofle n < N.

Sei nun H die Anzahl der Markierten in der 2. Stichprobe. Unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung Py ist
H dann hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, [, n. Ein moglicher Schétzer fiir N wire:
- [
=2
H
Denn wenn wir davon ausgehen, dass der Anteil der Markierten in der 2. Stichprobe annéhernd dem Anteil
in der gesamten Population entspricht, ergibt sich:
! H /N
—x—=>N=—==N.
N n H
Konfidenzintervall

Wie in der Ubungsaufgabe bewiesen, ist die Abbildung N +— Fu ;. ,(x) monoton wachsend. Nach Lemma
1.5 ergibt sich die untere Konfidenzschranke:

l-—a <PN[Fnin(H)>a]l =Pn[N >ao(H)] wobei aqy(x):=min{N : Fy,(H) > a}.

Eine obere Konfidenzschranke erhilt man analog.

Beispiel. Wir betrachten das Capture-Recapture-Verfahren mit / = #n = 20 und dem Beobachtungswert
H = 2. Somit erhalten wir den Schitzer:

N=20~§=200.

Gegeben sei das Signifikanzniveau a = 5%:
FN,20,20 : N=T1~ 0,04-95 5 N=78 ~ 0,0537.

Somit ergibt sich eine untere 95%-Konfidenzschranke von 78 fiir N.

1.3. Statistische Modelle und Verfahren

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der schlieBenden Statistik. Hierbei werden aus empirischen
Daten Riickschliisse auf zugrundeliegende Phinomene gezogen, selbst wenn die Daten fehlerbehaftet oder
unvollstindig sind. Wir betrachten den folgenden allgemeinen Rahmen fiir statistische Modelle.

Definition 1.10 (Statistisches Modell). 1) Ein statistisches Modell besteht aus:
a) Einer Menge Q # () zusammen mit einer o-Algebra A.
b) Einer Parametermenge ® # 0.

c) Einer Familie (Pg)gyce von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (Q, A), wobei 6 € O der
unbekannte Parameter ist.

d) Einer messbaren Abbildung X : Q — S (Stichprobe), wobei (S, 8) ein messbarer Raum ist.

2) Eine Statistik ist eine Abbildung 7'(X), wobei T : § — R eine messbare Abbildung ist.

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 9



1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Der realisierte Wert T'(x) einer Statistik ist eine KenngroBe, die wir aus den Beobachtungsdaten x = X (w)

berechnen konnen.

Beispiel (Capture-Recapture). Betrachten wir das beschriebene Capture-Recapture-Verfahren zur Be-
stimmung einer PopulationsgroBe. Hierbei gilt ® = Ny max(7,,) mit

Q= {wﬁ”, oo o) e 0D firk 21, i€ {1,2}} c Nbm

und X(w) = w. Mit der Familie Py = Unif(Qy), wobei Qn = {w € Q : 0¥ < N fiir alle i, k}. Die
Anzahl der Markierten in der 2. Stichprobe ist beispielsweise eine Statistik, die durch

1 l 1
H(w) = [{! >,...,w§>}m{w§),...,w§">}‘

gegeben ist.

Einige grundlegende Modelle

1)

2)

3)

10

BERNOULLI-MODELL, SCHATZEN VON WAHRSCHEINLICHKEITEN

Wir betrachten ein Bernoulli-Experiment mit unbekannter Erfolgswahrscheinlichkeit 8 und dem
eindimensionalen Parameterraum © = [0, 1]. Die n-fache Durchfiihrung des Experiments liefert die
Stichprobe X = (Xi,...,X,), wobei X; ~ Bernoulli(§) unabhingig unter Py verteilt sind. Eine
interessante Statistik hierbei ist die relative Haufigkeit

Yn:%ZX,-.

Nach dem Gesetz der groBen Zahlen gilt X,, ~ 6 fiir groBe n. Eine Fehlerabschitzung kann beispiels-
weise iiber die Tschebyscheff-Ungleichung oder exponentielle Ungleichungen erfolgen.

GAUB-MoODELL, PARAMETERSCHATZUNG

Das Schitzen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung kann komplex sein. Unter der Annahme, dass
die Verteilung anndhernd normal ist, ldsst sich dieses Problem jedoch erheblich vereinfachen. Bei
einer Normalverteilung, die durch Erwartungswert und Varianz eindeutig bestimmt ist, betrachten
wir den zweidimensionalen Parameterbereich ® = R X (0, o) ~ (m,v). Die Stichproben sind X =
(X1,...,X,), wobei X; ~ N(m,v) unabhéngig unter P, , verteilt sind. Interessante Statistiken sind
hierbei X,, und

1 v — X, - mo
Va== 3 (Xi=-X)% L= e
i3 VVa/n
Hierbei ist 7;, die Student-t-Statistik mit der Nullhypothese m = mg. Insbesondere werden wir spiter
zeigen, dass der Schitzer V;; = -5V, genauer ist als V,.

NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG DER VERTEILUNG BZW. VERTEILUNGSFUNKTION
Hierbei ist ® die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, 8(R)) mit der Stichprobe
X = (X1,...,Xn), wobei X; ~ u unabhiingig unter P, verteilt sind. Statistiken sind:

1y . 1 <
ﬂn:;Zl6Xi’ Fn(c):;le{X,Sc}
1= 1=

Die empirische Verteilung [i,,[ B] gibt die relative Haufigkeit der Werte in B unter X, ..., X, an.
Analog beschreibt die empirische Verteilungsfunktion die relative Héufigkeit der Werte < c¢ in der
Stichprobe.
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1.4. Statistische Verfahren

4) NICHTPARAMETRISCHE DICHTESCHATZUNG
Sei

0= {f ‘R — [0,00) : /f(x) dx = 1,3 schwache Ableitung f”" mit /(f"(x))2 dx < oo}.

Hierbei bedeutet schwache Ableitung, dass f geschrieben werden kann als f(x) = fox fot g(s)ds dt,
wobei [ g% < oo. Die Stichproben Xi, ..., X, sind unabhingig mit Dichte f unter P¢. Mogliche
Statistiken sind:

H0=1Y oo x) ()= ——e ¥, firh>0
x)=— ) oplx-X;), on(x) = e, ir .
=02 l Varh

5) REGRESSION
Betrachten wir nun die Regression. Gegeben seien (X;,Y1),..., (X, Y,) Cc Q — R4 x R, wobei X;
Kontrollgroflen und Y; abhéangige Variablen darstellen. Die abhidngigkeit sei gegeben durch

Y: = f(X;) +Vve;

Hierbei sind &; identisch und unabhéngig verteilt und unabhingig von X. Im Folgenden betrachten
wir einige grundlegende Modelle der Regression.

* Nichtparametrisches Modell:
@ ={(v.f)|ve(0,0),f:R! >R}

Ein nichtparametrisches Modell ist unendlichdimensional und bietet grofie Flexibilitit, da keine

spezifische Form fiir f angenommen wird.
¢ Lineares Modell:

@) = '
Hierbei ist der Parameterraum:
O ={(v,w) | v e (0,0),w R}

Ein lineares Modell ist relativ einfach und hat die Dimension d + 1, wobei d die Anzahl der

KontrollgroBen ist.
¢ Neuronales Netzwerk:

f(x)

In diesem Fall ist f(x) eine nichtlineare Funktion, die sich iiber ein vorgegebenes neuronales
Netzwerk darstellen ldsst. Diese Modelle sind hochdimensional und konnen sehr komplexe
Zusammenhinge abbilden.

1.4. Statistische Verfahren

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit verschiedenen statistischen Verfahren, die zur Schitzung unbe-
kannter Parameter und zur Beurteilung der Genauigkeit dieser Schitzungen verwendet werden. Wir werden
wichtige Konzepte wie Schitzer, systematische Fehler (Bias) und mittlere quadratische Fehler (MSE) ein-
fiihren und an Beispielen veranschaulichen.
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1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Schatzer

Gesucht sei g(6), wobei g : ® — R eine Funktion ist. Zum Beispiel hatten wir im Gaulmodell 6§ = (m, v),

und gesucht war m.
Ein Schdtzer fiir g(6) ist durch eine Statistik § = T'(X) gegeben. Um verschiedene Schitzer zu vergleichen,

betrachten wir unter anderem die folgenden Grofen:

Definition 1.11. (i) Der systematische Fehler (Bias) von g ist
Biasg(8) :=Eq[&] — 2(0).
Der Schitzer ¢ heilit erwartungstreu (unbiased), falls

Biasy(g) =0 fiir alle 6 € ©.

(i) Der mittlere quadratische Fehler (mean squared error, MSE) von g ist

MSEq(2) :=Eq [(8 - 2(0))?] .

Das folgende Lemma liefert eine praktische Konkretisierung des mittleren quadratischen Fehlers.
Lemma 1.12. Fiir einen Schdtzer ¢ von g(0) gilt:

MSEq(8) = Varg[8] + Biasg(8)>.

Beweis.
Biasg (&)
——

MSEq(8) = Eg[(¢ —Eolg] +Eo[£] - £(0))*].

Die Behauptung folgt, weil
Eg [(§ —Eo[8]) - Biase(8)] =

Beispiel (NICHTPARAMETRISCHES SCHATZEN VON ERWARTUNGSWERT, VARIANZ UND VERTEILUNG).
Wir betrachten © als die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen y auf (R, 8(R)) mit fR x2u(dx) <
0. Mit der Stichprobe X = (X, ..., X,), wobei X; ~ u unabhingig unter P, sind, sind Erwartungswert
und Varianz durch die folgenden Abbildungen gegeben:

m(u) = /R ruldy),  vig) = /R (x = m(u))? u(d).

1) ScuATZEN voN m: Die relative Haufigkeit X,, = % >, X; ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir den
Erwartungswert, denn

,,[X ZE =m(u) fiir alle u € ©.
Da X, erwartungstreu ist und die Stichproben X; unabhingig sind, folgt:

MSE,,(X,,) = Var, [X,] ZV v(“) co (l)

n
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1.4. Statistische Verfahren

2) ScuATzEN voON v: Die Stichprobenvarianz V,, = % S (X; — X,,)? ist nicht erwartungstreu. Zuerst
wollen wir die folgende Behauptung beweisen:

an(Xi - Yn)2
i=1

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit E, [X;] = 0, ansonsten betrachte X =X; - E.[X].
Nun gilt:

E, = (n—1)v(p).

2
n

—2 —
nX, nX
. —

n n n n 2
Z(Xi —X,)? = Zx} —2ZXan+ZYn
i=1 i=1 i=1 i=1

= Zn: Xi2 - nYi
i=1

zn:(xi - Yn)z

—2
=E, =nBu[X}]-n E,[X,] =n-1)v(u).
i=1 S—— N——
=v(p) =Vary, [Yn]:"(n—‘“)

Es folgt also, dass V}, := ﬁ S(X; — X,)? ein erwartungstreuer Schitzer von v ist.

3) ScHATzEN VON u: Als Schitzer der Verteilung u betrachten wir die empirische Verteilung
1< 1<
An =~ Zl]éx An(B) = Zl] 15(X0),
die die relative Haufigkeit von Werten in B € B(R) angibt. Es ergibt sich insbesondere:
. RN "
Bulin(B)] = D PulX;i € B) = u(B) firalle B € B(R).
i=1
Somit ist die empirische Verteilung i, ein erwartungstreuer Schitzer fiir u.

Konfidenzbereiche

Definition 1.13. Seia € (0, 1). Ein Konfidenzbereich fiir g(0) mit Konfidenzniveau 1 —a ist eine Abbildung
C(X), so dass
C:S— PG,

wobei P (G) die Menge aller Teilmengen von G ist, und

Pgolg(0) e C(X)] 21— fiiralled € ®.

Bemerkung. Insbesondere soll {x € S : g(6) € C(x)} fiir jedes 8 € © eine messbare Teilmenge von S sein.
Fiir G = R folgt meistens, dass die Konfidenzbereiche durch C(X) = [a(X), b(X)] gegeben sind, wobei
a und b Statistiken sind.

C(X)
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1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Konstruktionsverfahren fiir Konfidenzintervalle

1) UBER DIE VERTEILUNGSFUNKTION EINER STATISTIK: Sei T'(X) : Q — R eine Statistik mit der Vertei-
lungsfunktion Fy(c) = Pg[T(X) < c] fiir ¢ € R. Nach Lemma 1.3 gilt dann: Py[Fg(T(X)) > a] >
1 — a. Dies liefert den Konfidenzbereich

C(x) :={g(0) : 0 € ®mit Fy(T(X)) > a},

welcher jene Parameterwerte ausschlieft, fiir die 7(X) "verdichtig kleinist. Folglich gilt mit Lemma
1.3: Py[g(0) € C(X)] = 1 — «a fiir alle § € O. Analog erhalten wir

C'(x) ={g(0):0 € ®Omit Fy(T(X)_) <1-a},
welcher Werte ausschlieBt, fiir die 7(X) "verddchtig grof3ist. Schlieflich definiert man
17 . 04 (04
C" (x) = {g(e) 16 € @mit Fy(T(X)-) < 1 = 5 und Fy(T(X)-) > 5} ,

welcher Werte ausschlieft, fiir die 7(X) "verdichtig klein oder groBist. Diese Konfidenzintervalle
sind wie folgt konkretisiert:

Korollar 1.14. Die beschriebenen Konfidenzbereiche C(X),C’(X) und C”(X) sind (1 — «@)-
Konfidenzintervalle fiir g(8).

Beispiel (Bernoulli-Modell). Sei ® = [0,1] und p € ® mit den Stichproben Xi,..., X, ~
Bernoulli(p) unabhingig unter P,,. Dann ist die Stichprobensumme H, = X + ...+ X,, unter
P, binomialverteilt mit Parametern (7, p) und der Verteilungsfunktion

C

Fnp(c)=Pp[H, <c] = Z (Z)pk(l -p)" Kk fire=0,1,...,n.
k=0

Insbesondere ist die Abbildung p — F, ,(c) fiir ¢ < n stetig differenzierbar mit

d

n-1 _1-
EFn,p(c):_n( . )p"(l—p)" =e <o,

somit ist sie streng monoton fallend.

Fo,p (%)

aa(x)  bo(x) 1P

Nach Korollar folgt, dass C(X) = {p : F(n, p)(H,) > a} = [0, bo(H,)) ein Konfidenzintervall
zum Niveau 1 — @ und (ao(Hp)), bo(H,) ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — 2q ist.

2) Uskr piE LikeLiHooDp-FunkTion: Gegeben den Beobachtungswert x = X (w) wollen wir Parameter-
werte ausschlieBen, unter denen x eher unwahrscheinlich ist. Hierfiir setzen wir folgende Annahmen
voraus:
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1.4. Statistische Verfahren

a) S ist abzédhlbar mit der Massenfunktion fg(x) = Pg[X = x],
b) S =R mit der Dichtefunktion Po[X € B] = [; fo(x) dx.

Die Funktion 6 +— fy(x) wird als Likelihood oder Plausibilitit bezeichnet. Fiir einen festen Schwel-
lenwert c ¢ definieren wir C(x) = {g(0) : fo(x) = cg}. Damit ergibt sich:

Pylg(8) € C(X)] > Po[fo(X) > co]l > 1—a firalled € ©. (%))

Abhingig von 6 sollte cg so grol wie moglich gewihlt werden, damit () gerade noch erfiillt ist.

Beispiel. Ein Energieunternehmen besitzt N = 10 Heizkraftwerke, davon werden n = 4 auf
ihre Schadstoffwerte iiberpriift. Bei der Uberpriifung wird bei x Heizkraftwerken ein zu hoher
Schadstoffwert festgestellt. Wir mochten anhand dieser Stichprobe den Parameter @ = Anzahl der
Kraftwerke mit zu hohen Werten"bestimmen. Die Zufallsvariable X ist hypergeometrisch verteilt
mit Parametern (N, 6, n), wobei S = {0, 1, ..., n}. Die Massenfunktion ist gegeben durch
6\ (N-6
a) = (x)((ls)_x)

Die folgende Tabelle veranschaulicht die Verteilung sowohl abhingig von 6 als auch von x.

firx <6, O sonst.

(=)
XX
x)\n—-x
0 1 2 3 4

0 210 0 0 0 0 > 80%
1 126 84 0 0 0 > 80%
2 70 112 28 0 0 > 80%
3 35 105 63 7 0 > 80%
4 15 80 90 24 1 > 80%

0 5 5 50 100 50 5 > 80%
6 1 24 90 80 15 > 80%
7 0 7 63 105 35 >80%
8 0 0 28 112 70 > 80%
9 0 0 0 84 126 > 80%
10 0 0 0 0 210 > 80%

Fiir den Wert X = 0 erfibt sich der Konfidenzbereich C(X) = {0, 1, 2} mit Konfidenzniveau 0, 8.

3) UBER EINE PIVOT-STATISTIK:

A. Eberle

Beispiel (GauB3-Modell mit fester Varianz). Gegeben sei die Varianz v > 0 einer Normalver-
teilung und der Erwartungswert m € R sei unbekannt. Wir betrachten ein statistisches Modell mit
dem Parameterbereich ® = R und unabhéngigen Stichproben X, ..., X, ~ N(m,v) unter P,, ,.
Die Summe Y X; ist wieder normalverteilt mit N (nm, nv) und somit ist X, = % >Xi~N (m, ,%)
Um ein Konfidenzintervall fiir m zu bestimmen, standardisieren wir:

X,—m

Z = ~N(0, 1).

v/n

Man sagt, dass Z ein Pivot ist, was bedeutet, dass die Verteilung nicht vom Parameter m abhéngt.
Damit konnen wir ein Konfidenzintervall konstruieren:

Py [an -m| > \/g] =Puy [|1Z] 2] =2(1-®(c)) <a mit ®(c) = /_; \'/Lz_ﬂex2 dx.

Diese Ungleichung ist erfiillt, falls ¢ = ®~! (1- %) Das Konfidenzintervall wird wie folgt

konstruiert:
X, - @ (1—3) Y'xX, d)‘l(l—g) Y
( 2 n * 2 n

zum Niveau | — . Allgemeiner definieren wir:

Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 15



1. Statistische Verfahren: Grundbegriffe und Beispiele

Definition 1.15 (Pivot). Ein Pivor fiir g(0) ist eine Statistik 7'(X, g(0)), wobei T : S xR — R
messbar ist und deren Verteilung u unter Py nicht von 6 abhingt.

Ein Pivot hat die besondere Eigenschaft, dass seine Verteilung unter der Nullhypothese nicht vom
Parameter 6 abhéngt, was es zu einem robusten Werkzeug in der statistischen Inferenz macht. Diese
Eigenschaft wird im folgenden Satz demonstriert:

Satz 1.16. Ist T(X, g(0)) ein Pivot und B € B(R), dann ist
C(X)={yeR:T(X,y) € B}

ein Konfidenzbereich fiir g(6) zum Niveau u(B).

Beweis. Falls 7(X, g(6)) € B ist, dann ist g(8) € C(X). Daher gilt

Po [g(0) € C(X)] =2 Py [T(X,g(0)) € B] = u(B).

Beispiel (GauB8-Modell mit 7, v unbekannt). Betrachten wir erneut das statistische Modell
© = {(m,v) : m € R,v > 0} mit den unabhéngigen Stichproben Xj, . .., X,,, welche unter Py, ,
als N (m, v) verteilt angenommen werden. Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungs-
wert m. Seien Yn und V;; wie oben, dann ist

7 = Xnz—m
Vi /n
ein Pivot fiir m.
Beweis. Die standardisierten Zufallsvariablen Y; := X’Tm sind unter P,,, unabhingig und

folgen der Verteilung N (0, 1). Folglich hingt die Verteilung von Y = (Yi,...,Y,) nicht von m
und v ab. Wir konnen 7,, wie folgt als Funktion von Y darstellen:

X,-m _
T, = Vi— =\ I .
Ve o S (% = V)2

Da
. n —\2 n —\2
Vi 1 $ Xi-X,| _ 1 Z(Y,-—Y,,)
v n-1 P Vv n—1 P V1
hingt auch die Verteilung von 7,, nicht von m und v ab, und die Behauptung folgt. |

Damit erhalten wir analog zum vorherigen Beispiel:

- Vi = A%
Xn_qlf% Yn, Xn""]]f% f)

mit g, := F !(¢) ein Konfidenzintervall fiir m zum Niveau 1 — a.

{|Tn| < 511—%} =

Die Verteilung von 7T,, wird als Student’sche t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet. Die
Dichte und die Verteilungsfunktion dieser Verteilung werden spéter berechnet.
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4) AprpPROXIMATIVE KONFIDENZINTERVALLE (iiber eine Normalapproximation)
Beispiel (Bernoulli- bzw. Binomialmodell)

Wir betrachten das Bernoulli- bzw. Binomialmodell mit der unbekannten Wahrscheinlichkeit p €
[0,1] = ©. Sei H, = X; + ...+ X,,, wobei X; ~ Bernoulli(p) unabhingig unter P, sind. H, ist
binomialverteilt, daher gilt E, [H,] = np und Var,[H,] = np(1 — p). Sei nun p = % Nach dem
zentralen Grenzwertsatz bzw. dem Satz von de Moivre/Laplace gilt:

p H,—np
p
vynp(1 - p)

Fiir groB3e n gilt also approximativ:

n—oo

A E
e (~e.0)| =By [Ip -~ pul < e L2

N(0,1)(-c,c) =2 (q)(c) - %)

p(l-p)
P, —

|p_ﬁn|<c D)

1
zZ(d)(c)—i) zl—aﬁjrczdfl(l—g)

Die Breite dieses Konfidenzintervalls hdngt jedoch vom Parameter p ab, was die Berechnung und
Interpretation der Intervalle kompliziert macht. Im Folgenden betrachten wir Moglichkeiten, diese
Abhingigkeit zu umgehen.

1. Fiir alle p € [0, 1] gilt die Ungleichung p(1 — p) < %. Dies ergibt das Konfidenzintervall:

. c
.
( 4n
Dieses Intervall ist zwar einfach zu berechnen, aber konservativ.

2. Nach dem Gesetz der groflen Zahlen gilt p,, = p fiir grole n. Daraus ergibt sich das approximative
Konfidenzintervall:

s (1— 5
(ﬁn +c M) praktisch, aber ungenau.
n

3. Der Ansatz von Abraham Wald zeigt, dass das Konfidenzintervall auch als Losung einer Unglei-
chung der Form

2
R C R R C
|p = Pl < $\/p(1—p) & p* = 2ppa+pi < ;(p—pz)
2 2
o (1+C—)p2—2p(ﬁn+c—)+ﬁiso
n 2n

A -2 . A ~ 2
Pt 5 £ \[Pull = o) + &

S p e 3
c
1+7

beschrieben werden kann. Durch quadratische Ergidnzung erhalten wir im letzten Schritt ein approxi-
matives Konfidenzintervall. Heutzutage konnen exakte Konfidenzintervalle oft numerisch sehr genau
berechnet werden, wodurch eine Normalapproximation nicht mehr erforderlich ist.

¢) HYPOTHESENTESTS

Fiir & € O betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, Py) mit X : Q — S. Seien Oy, @ C
©® disjunkte Teilmengen. Durch sie sind die Nullhypothese Hg und die alternative Hypothese H
bestimmt:

H()i@E@() und H;:6 €0
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18

Definition 1.17 (Hypothesentest). Ein Hypothesentest fiir das obige Testproblem ist gegeben durch
eine messbare Funktion

¢:S — {0,1} (nicht-randomisierter Test), bzw. ¢ :S — [0,1] (randomisierter Test)

mit der Entscheidungsregel:
e Verwerfe Hy falls ¢(x) = 1,
» Verwerfe Hy nicht falls ¢(x) = 0,
» Verwerfe Hy mit Wahrscheinlichkeit ¢(x) falls ¢(x) € (0, 1).

Der Verwerfungsbereich des Tests ist die Menge

R={xeS:pkx) =1}.

Die Funktion
B(0) =Eg[e(X)] (0 €O)

heiBit Giitefunktion. Sie beschreibt die Verwerfungswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von 6.

Der Test hat Signifikanzniveau o, falls die Niveaubedingung
B(0) < a firalled € ©
erfiillt ist. Die auf ®; eingeschriankte Giitefunktion
B(0), 0¢€06,

heilt Macht des Hypothesentests.

Ziel sollte es sein, dass B(0) fiir 8 € ®; moglichst grof ist, um Fehler 2. Art zu vermeiden, aber die
Nebenbedingung 3(6) < «a fiir alle 6 € ®g noch immer erfiillt ist.

B(6)

Ein Fehler 1. Art liegt vor, wenn die Nullhypothese H verworfen wird, obwohl sie in Wirklichkeit
wahr ist. Bei gegebenem Signifikanzniveau « tritt dies mit einer Wahrscheinlichkeit < « ein. Im
Gegensatz dazu bedeutet ein Fehler 2. Art, dass der Test die Nullhypothese H nicht verwirft, obwohl
die Alternative zutrifft. Dies geschieht mit einer Wahrscheinlichkeit 1 —-8(0), 8 € ®;, welche moglichst
klein sein sollte.

Hypothesentests hiingen eng mit Konfidenzbereichen zusammen, wie der folgende Satz zeigt:
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Satz 1.18. Sei C(X) ein (1 — a)-Konfidenzbereich fiir §. Dann ist fiir jedes 6y € ® ein Hypothe-
sentest mit Signifikanzniveau « fiir die Nullhypothese Hy : 6 = 6y gegeben durch

o falls gy € C(X)
TN falls 6y ¢ C(X).

Beweis. Fiir 6y € O gilt nach Definition des Konfidenzbereichs

B(6o) = Eg,[¢(X)] = Pgy[60 ¢ C(X)] < .

Dies zeigt das Signifikanzniveau «. Die Umkehrung ist in Ubung. |

Der Satz zeigt, dass wir Tests mit analogen Methoden konstruieren konnen wie Konfidenzintervalle.

Beispiel (GauB-Modell, ¢#-Test). Seien X, . .., X;, unabhingig und normalverteilt mit N (m, v),
und mg € R.

a) Wir betrachten die Nullhypothese Hy : m = mq mit der Alternative H; : m # mq. Wir hatten
gezeigt, dass wir mit der Student’schen z-Statistik 7, den folgenden (1—a)-Konfidenzbereich
X,—m

erhalten:
<{qi- a0,
Vi /n

Mit dem Satz erhalten wir einen a-Niveau-Test ¢(X) = 1, falls |T,,(mg)| > q1-g. Dieser
Test wird als Student’s t-Test bezeichnet.

C(X):{meR:

b) Sei Hp : m = mg nun jedoch mit der linksseitigen Alternative H; : m < mg. Analog zu 1)
liefert dies den (1 — «)-Konfidenzbereich:

C'(X)={meR:T,(m) < qi-a}.

C(X) C¢'(X)

~+

( [
AN

=L
=

Welcher den Niveau a-Test ¢(X) = 1 falls T;,(mg) = g1-q. (& mg & C' (X))

¢) Mit der rechtsseitigen alternative H; : m > my erhalten wir dann den (1 — @) Konfidenzbe-
reich
C"(X)={meR:T,(m) > qqo}

Analog ergibt sich der Niveau a-Test ¢(X) =1 falls T;,(mp) < ¢1-¢o
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2. Likelihood

In diesem Kapitel betrachten wir stets ein reguléres statistisches Modell mit Dichten bzw. Massenfunktionen
fo(x) (x € S, 8 € ®). Angenommen, wir beobachten einen Wert x. Dann kdnnen wir fy(x) als MaB fiir die
,.Plausibilitit™ des Wertes x beziiglich des Parameters 6 interpretieren.
Definition 2.1 (Likelihood). Die Funktion

L(6;x) = fo(x), 0€0O,

heiBt Likelihood-Funktion des statistischen Modells bei Beobachtungswert x. Die log-Likelihood-Funktion
ist definiert als natiirlicher Logarithmus der Likelihood-Funktion, d.h.

£(0;x) = log fo(x), fed,

wobei wir log 0 := —oo setzen.

Wichtig ist, dass wir hier die Dichte bzw. Massenfunktion als Funktion des unbekannten Parameters 6
(bzw. als Funktion von 6 und x) betrachten, wihrend in der Wahrscheinlichkeitstheorie 6 iiblicherweise
einen festen Wert hat. Die Likeklihood-Funktion ermoglicht uns eine einfache ad hoc Konstruktion von
verschiedenen statistischen Verfahren.

2.1. Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Das Maximum-Likelihood-Prinzip ist ein einfaches und allgemeines ad hoc Verfahren zur Konstruktion von
Parameterschitzern. Beim Beobachtungswert x wiahlen wir als Schitzwert fiir 6 denjenigen Parameterwert
T (x), beziiglich dessen x ,,am plausibelsten* ist, das heif3t fiir den

L(T(x);x) = max L(6;x)
0ecO
gilt. Im Allgemeinen ist dieser Wert nicht eindeutig, da es mehrere globale Maxima geben kann. Daher
definieren wir:
Definition 2.2 (Maximum-Likelihood-Schiitzer). Eine Statistik § = T(X) heiBt Maximum-Likelihood-
Schdtzer (engl. Maximum Likelihood Estimator, kurz MLE) fiir den Parameter 6 falls
T(x) € argmaxgy.gL(0;x) firallex € §

gilt, wobei argmax gL (0;x) die Menge aller globalen Maxima der Funktion 6 — L(6;x) bezeichnet.

Da der Logarithmus eine strikt monoton wachsende Funktion ist, konnen wir zur Berechnung des MLE
statt der Likelihood-Funktion auch die Log-Likelihood-Funktion maximieren.
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2.1. Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Beispiele. a) TaxiproBLEM. Die Taxis in einer Stadt sind von 1 bis N durchnummeriert. Wir beob-

b)

A. Eberle

achten n verschiedene Taxis, und wollen den Wert des unbekannten Parameters § = N schitzen.
Sei X = (Xj,...X,) das zufillige n-Tupel mit den beobachteten Taxinummern. Sei S die Menge
aller n-Tapel x = (x1,...,x,) mitx; € Nund x; # x; fiir i # j. Wir nehmen an, dass X unter Py
gleichverteilt ist auf der Teilmenge

Sy = {xeS:x,...,x,€{1,2,...,N}} = {x €S :max(xq,...,x,) < N}.
Die entsprechende Likelihood-Funktion

1/|Sn| fir max(xy,...,x,) <N,
0 sonst,

L(N:x) = fn(x) = {

ist maximal fiir N = max(xy,...,x;,). Also ist
N = max(Xi,...,X,)

der (eindeutige) Maximum-Likelihood-Schitzer fiir N.

CAPTURE-RECAPTURE-VERFAHREN. Wir wollen die Grof3e N einer unbekannten Population schitzen.
Dazu markieren wir im ersten Schritt £ zufillig ausgewéhlte Objekte, und entnehmen im zweiten
Schritt eine unabhéngige Zufallsstichprobe der Groe n. Die zufillige Anzahl X der markierten
Objekte in der zweiten Stichprobe ist dann unter Py hypergeometrisch verteilt mit Parametern
N, ¢, n. Nachrechnen zeigt. dass der ganzzahlige Anteil

-l

ein Maximum-Likelihood-Schitzer fiir N ist. Die Details sind eine Ubungsaufgabe.

SCHATZEN EINER UNBEKANNTEN WAHRSCHEINLICHKEIT. Sei p € [0, 1] eine unbekannte Wahrschein-
lichkeit. Beispielsweise ist p bei einer Wahlprognose der relative Stimmenanteil einer Kandidatin
unter allen Wiahlern. Diese relative Hiufigkeit kdnnen wir als Wahrscheinlichkeit beziiglich der
entsprechenden empirischen Verteilung deuten. Um p zu schitzen, fiihren wir eine Befragung von n
zufillig ausgewihlten Wiahlern durch. Sei X; = 1 falls der i-te Wihler beabsichtigt, fiir die Kandida-
tin zu stimmen, und X; = 0 sonst. Da die Gesamtpopulation aller Wahler sehr viel groBer als unsere

Stichprobe ist, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass Xi, ..., X,, unter P, unabhiingige und
zum Parameter p Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen sind. Die Likelihood und die Log-Likelihood
sind dann fiir x = (x1,...,x,) € {0, 1}" gegeben durch

n
Lipix) = [[p™(-p)'™,
i=1

t(p;x)

log(p) Y x; + log(1=p) Y (1-xi).
i=1 i=1

Um das Maximum zu bestimmen, berechnen wir die erste Ableitung der Log-Likelihood nach p:

at 1 < 1 <
—(px) = =) xi——— ) (1-x).
ap ¥ pz l—p;

i=1

An der Stelle p = % " | Xi = X, hat die erste Ableitung einen Vorzeichenwechsel von positiven
zu negativen Werten. Also ist die Log-Likelihood an dieser Stelle maximal, und somit ist der

Stichprobenmittelwert
1Y .
p=- lei = Xy
der (eindeutige) Maximum-Likelihood-Schitzer fiir p.

Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 21
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d) SCHATZEN EINER UNBEKANNTEN WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG. Das letzte Beispiel konnen wir
folgendermafien verallgemeinern: Angenommen, wir haben nicht zwei mogliche Werte (0 und 1),

sondern k mogliche Werte ay, as, . . . ax mit unbekannten Wahrscheinlichkeiten py, ..., px. Bei-
spielsweise sind py, ..., px die Stimmenanteile von k verschiedenen Parteien unter allen Wihlern.
Der Parameterraum ist dann die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {ay, .. ., ax}, d.h.

e = WV({al,...,ak}) = {p=(P1’~-’Pk):PiZOVi»ZPi=1}.

Geometrisch ist ® ein (k — 1)-dimensionales Simplex im R¥. Gegeben seien wieder die Werte
X1,...,X, von n unabhingigen Einzelstichproben. Wir nehmen an, dass diese Beobachtungswerte
Realisierungen von unabhingigen Zufalllsvariablen X, ..., X, mit Verteilung

P,[Xi=ai] = pi firl=1,...,k

sind. Die Likelihood-Funktion ist dann gegeben durch

n k

h

L(P;xl,-naxn) = | |Px,» = l_[pll’
i=1 =1

wobei h; die Haufigkeit des Werts a; in der Stichprobe x = (x, ..., x;,) ist. Wir behaupten, dass
der Maximum-Likelihood-Schitzer p fiir p durch die empirische Verteilung gegeben ist, d.h.

H, . .
pr = Z relative Hiufigkeit von a; unter X1, ..., X,,.
n

Zum Beweis bestimmt man das Maximum der Log-Likelihood
k
Upsx) = ) hilog(py)
I=1

unter der Nebenbedingung Z;‘Zl p; = 1 mithilfe von Lagrange-Multiplikatoren. Wegen

k
o¢ hy 0

—(pix) = — und — =1
api (P3) pi api ;pz

fiihrt dies unter Beachtung der Nebenbedingung auf die notwendige Bedingung p; = h;/n fiir ein
Maximum im Inneren des Simplex, und wegen

ist die Log-Likelihood strikt konkav, und damit ist die notwendige Bedingung auch hinreichend.

e) GausscHEs PropukTMODELL. In einem Experiment beobachten wir n unabhingige Messwerte
X1,...,Xxn einer reellwertigen Messgrofle. Wir gehen davon aus, dass die Fluktuationen der Messwer-
te durch die additive Uberlagerung vieler kleiner unabhingiger Zufallseffekte entstehen. Aufgrund
des zentralen Grenzwertsatzes liegt es dann nahe, die Werte xi,...,x, als Realisierungen von
unabhingigen Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Normalverteilung N (m,v) zu deuten. Dabei sind
im Allgemeinen sowohl der Mittelwert m als auch die Varianz v unbekannte Parameter, d.h. die
Parametermenge ist

O ={0=(m,v) :meR,ve[0,00)}.

Die Likelihood-Funktion ist dann durch die Produktdichte

n 1 (x; 7»11)2

L(m,v;xi,...,xp) = e~
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2.2. Suffiziente Statistiken

gegeben, und fiir die Log-Likelihood erhalten wir

n 1 «
E(m,vixi,...,Xpn) —Elog(2ﬂv) - ZZ(xi - m)?
i=1

n 1 I - \2 n _ 2
—Elog(Zﬂ'v) - 5;()@- —Xn)" - o (x, —m)~ . 2.D

(i) Schdtzen des Erwartungswerts m bei bekannter Varianz v. Wenn v fest ist, dann ist die
Log-Likelihood maximal fiir m = x,,. Der MLE ist also

o= Xy,

(i1) Schdtzen der Varianz v bei bekanntem Erwartungswert m. Wenn m fest ist, dann kdnnen wir
das Maximum der Log-Likelihood bestimmen, indem wir die partielle Ableitung

0 n 1 © )
Ef(m,v;xl,...,xn) = ~5 + Z_\ﬂ;(xi_m)

betrachten. Diese verschwindet fiir v = % 2y (xi = m)?, und zum Beispiel durch Betrachten
der zweiten Ableitung sieht man, dass dies das eindeutige Maximum ist. Also ist

.1
Vv = ; Z(X, - m)2
i=1

der eindeutige MLE fiir v.

(iii) Schditzen von Erwartungswert und Varianz. Ublicherweise kennt man weder den Erwartungs-
wert noch die Varianz. Der unbekannte Parameter 6 = (m, v) ist dann zweidimensional. Das
Maximum konnen wir auch in diesem Fall einfach bestimmen: Fiir jeden Wert von v ist £
maximal fiir m = X,, und der entsprechende Wert der Log-Likelihoood wird am gréBten,
wenn wir v = ﬁ i (xi = %,)? wihlen. Der MLE ist also

0 =

I _
Koo~ D (Xi= %)
i=1

2.2. Suffiziente Statistiken

Datensitze konnen oft sehr grof sein. Wenn wir beispielsweise bei einer Wahlbefragung 5000 Wihlerinnen
und Wihler befragen, dann ist unser Beobachtungswert zunéchst ein 5000 dimensionaler Vektor, der als
Komponenten die Angaben aller Befragten enthélt. Tatséchlich ist aber intuitiv klar, dass fiir die Wahl-
prognose nur relevant ist, wieviele der Befragten jeweils fiir die einzelnen Parteien stimmen wollen. Fiir
statistische Riickschliisse sollte die entsprechende Héaufigkeitsverteilung H = (Hy,..., Hy) ausreichend
sein, wobei Hy, ..., Hy die Héiufigkeiten der k Parteien in der Stichprobe sind. Eine solche Statistik nennt
man suffizient; fiir Riickschliisse auf den unbekannten Parameter sollte nur der Wert der suffizienten Statistik
relevant sein. Wir wollen den Begriff nun mathematisch formalisieren. Wir beginnen mir einer praktischen
Definition, die sich in Anwendungsbeispielen leicht nachpriifen ldsst. Im Anschluss zeigen wir, dass diese
Definition dquivalent zu einer anderen anschaulichen Bedingung ist.

Definition 2.3 (Suffiziente Statistik). Eine Statistik 7'(X) heif3t suffizient fiir den unbekannten Parameter
0, falls sich die Likelihood-Funktion in der Form

L(9;x) = go(T(x)) h(x) fiiralle§ e ®und x € S (2.2)

mit messbaren Funktionen gg : R — [0,00) (6 € ®) und 4 : S — [0, oo) darstellen l4sst.
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Anschaulich hingt die Likelihood also nur iiber die suffiziente Statistik 7(x) vom Parameter 6 ab. Diese
Anschauung werden wir gleich noch prézisieren. Gilt 2(x) > 0, dann folgt aus (2.2) unmittelbar, dass der
Maximum-Likelihood-Schitzer nur von der suffizienten Statistik 7'(x) abhingt, vorausgesetzt, das Maximum
der Likelihood-Funktion ist eindeutig. Ebenso hingen andere Likelihood-basierte statistische Verfahren (z.B.
Likelihood-Quotienten-Tests, s.u.) nur von den Werten der suffizienten Statistik ab.

Beispiel (Schéitzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit). In Beispiel ¢) von oben ist

n p ity Xi
Lipix) = [ [po(1=p)'™ = (1-p)" (ﬁ) :
i=1

Also ist die Haufigkeit H| = er';l X; von ,,1” eine suffiziente Statistik, und ebenso die relative Hiufigkeit
Xn =H 1 / n.

Beispiel (Schiitzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Entsprechend hingt in Bei-
spiel d) von oben die Likelihood-Funktion nur von den Héufigkeiten der moglichen Werte ay, . . ., ax ab.
Dabher ist der Histogrammvektor H = (Hy, .. ., Hy) der Stichprobe eine suffiziente Statistik, und ebenso
die empirische Verteilung, d.h. der Vektor H/n der relativen Haufigkeiten.

Wir geben nun eine dquivalente Charakterisierung von suffizienten Statistiken. Dabei beschrianken wir uns
der Einfachheit halber auf den diskreten Fall. Eine entsprechende Aussage gilt aber auch allgemein, wenn
man sie mithilfe von allgemeinen bedingten Erwartungen formuliert.

Lemma 2.4 (Charakterisierung von Suffizienz). Ist S abzdhlbar, undT : S — R eine Abbildung, dann ist
die Statistik T (X) genau dann suffizient fiir den unbekannten Parameter 6, wenn die bedingten Wahrschein-
lichkeiten Py[X = x|T (x) = t] fiir x,t mit P[T(X) = t] # O nicht von 0 abhdingen.

Mit anderen Worten: Eine Statistik T(X) ist genau dann suffizient, wenn die bedingte Verteilung von X
gegeben T (X) nicht von 6 abhdingt.

Beweis. “<’:" Wir nehmen zunichst an, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht von 6 abhéngen.
Dann erhalten wir fiir die Likelihood

L(9;x)

Po[X =x] = Py[X =x und T(X) = T(x))]
Po[X =x|T(X) =T(x)] - Po[T(X) =T(x)] = h(x)-go(T(x))

mit geeigneten Funktionen % und gg.

“=":" Gilt umgekehrt L(0;x) = g¢ (T (x))h(x) mit Funktionen gg und k, dann folgt

PQ[X:)C|T(X) :t] P@[sz’ T(X) :t] _ PH[X:X] : lT(x):t

Po[T(X) =1] - Za:T(a)=t Po[X =d]
goh(x)  _ h)
Za:T(a):t g@(t)h(a) Za:T(a):t h(a) ’
und somit hingen die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht von 6 ab. |

Darstellung als Zweistufenmodell

Ist T(X) eine suffiziente Statistik, dann konnen wir das zugrundeliegende Zufallsexperiment “Ziehen einer
Stichprobe x” als ein Zweistufenmodell darstellen, in dem der unbekannte Parameter 6 nur in der zweiten
Stufe eingeht:
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2.2. Suffiziente Statistiken

1. Ziehe Stichprobe ¢ von der Verteilung der suffizienten Statistik 7'(X) (hdngt von 6 ab)

2. Ziehe Stichprobe x von der bedingten Verteilung von X gegeben T (X) (hdingt nicht von 6 ab)

Wir betrachten unter diesem Aspekt noch einmal einige der Beispiele von oben.

Beispiele. ) SCHATZEN EINER UNBEKANNTEN WAHRSCHEINLICHKEIT. Hier ist 7(X) = X!, X; eine
suffiziente Statistik. 7(X) ist die Haufigkeit von “1”, also binomialverteilt mit Parametern » und p.
Die bedingte Verteilung von X gegeben T'(X) = ¢ ist die Gleichverteilung auf der Menge S, aller
x € {0, 1} mit 37", x; = t. Also erhalten wir die folgende Darstellung als Zweistufenmodell:

1. Ziehe t ~ Bin(n, p).
2. Ziehe x = (x1,...,x,) ~ Unif(S;).

Der unbekannte Parameter p geht nur im ersten Schritt ein.

d) SCHATZEN EINER UNBEKANNTEN WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG. In diesem Modell ist der Histo-
grammvektor H = (Hy, . .., Hy) eine suffiziente Statistik, die multinomialverteilt ist mit Parametern
nund p. Uberlegen Sie sich selbst, wie die Darstellung als Zweistufenmodell aussieht.

e) GausscHEs PrRopUKTMODELL. Aus der Formel (2.1) fiir die log-Likelihood folgt, dass

T(Xy,....X,) =

I L _
X, - § (X; — X,)?
n
i=1

eine suffiziente Statistik im GauB-Modell ist. Diese Statistik enthélt sowohl den empirischen Mit-
telwert als auch die empirische Varianz. Die Verteilung von 7'(X) werden wir in Abschnitt 2.5
berechnen. Die bedingte Verteilung von X gegeben T (X) = (m,v) ist eine Gleichverteilung auf
dem Schnitt der Sphire mit Mittelpunkt (m,...,m) € R" und Radius y/nv mit der Hyperebene
{x € R" : ¥ x; = nm}. Eine andere suffiziente Statistik ist 7(X) = Y. X;, 2. Xl.z).

f) ALLGEMEINES PRODUKTMODELL. In einem allgemeinen Produktmodell mit » identischen reellen
Faktoren mit stetiger Verteilung konnen wir die Likelihood schreiben als

L) = [ [ fot) = [ | fotxay)
i=1 i=1

wobei x(1) < x(2) < ... < Xx(,) die Ordnungsstatistiken, d.h. die der Groe nach geordneten Werte
X1,...,X, sind. Also ist
T(X) = (X1),X@2)>---»X(n))
eine suffiziente Statistik. Diese enthilt nur die Informationen iiber die vorkommenden Datenwerte,
aber nicht iiber deren Reihenfolge. Das Zweistufenmodell sieht in diesem Fall folgendermalen aus:
1. Ziehe y = (x(1),X(2),...,X(n)) von der Verteilung mit Dichte n! []"_, fo(y;) auf der Menge
aller (y1,...,yn) ER"mity; <y, <...<y,.

2. Wihle die Positionen (Rédnge) R(1),..., R(n) von xy,...,x, zufillig gemiB der Gleichvertei-
lung auf der Menge S, aller Permutationen von {1, ..., n}, und setze x; := yr(;.

Die Beispiele zeigen: Je grofler die betrachtete Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen in unserem
Modell ist, desto mehr Informationen miissen in einer suffizienten Statistik enthalten sein. Im Extremfall, in
dem wir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Grundraum in Betracht ziehen, enthélt eine suffiziente
Statistik die komplette Information.

Verbessern von Schéatzern

Sei T(X) eine suffiziente Statistik fiir den Parameter § € ® und ¢ : ® — R eine Funktion. Ist der
Maximum-Likelihood-Schitzer eindeutig, dann hingt dieser nur von 7(X) ab. Wir zeigen nun, dass wir
einen beliebigen Schitzer, der keine Funktion von 7'(X) ist, mithilfe von T(X) verbessern konnen. Dazu
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nehmen wir der Einfachheit halber an, dass der Wertebereich 7'(S) abzihlbar ist. In diesem Fall ist die
bedingte Erwartung einer reellwertigen Zufallsvariable Y gegeben T'(X) beziiglich Py definiert als

EglYIT(X)] = > EelYIT(X)=1]" lz(x)=r) - 2.3)
t:Pg[T(X)=t]>0

Die bedingte Erwartung von Y gegeben T'(X) ist also wieder eine Zufallsvariable, deren Wert auf der Menge
{T(X) = t} die bedingte Erwartung von Y gegeben T'(X) = t ist. Insbesondere ist die bedingte Erwartung
eine Funktion von 7' (X).

Satz 2.5 (Rao-Blackwell). Sei g ein Schitzer fiir g(0) und 7' (X) eine suffiziente Statistik mit abzdhlbarem
Wertebereich. Dann ist die bedingte Erwartung g := E¢[g|T(X)] ein Schitzer fiir g(0) mit

Biasg(g) Biasg(2) fiir alle 6 € B, und 2.4)
MSEy(g) < MSEy(g) fiir alle 6 € ©. (2.5)

Beweis. Nach Lemma 2.4 folgt aus der Suffizienz von T'(X), dass g nicht von 6 abhingt. AuBerdem ist g nach
Definition eine Funktion von 7'(X), also insbesondere eine Statistik. Mithilfe der Definition der bedingten
Erwartung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

Eq¢lg] = > EelgIT(X)=1]-Po[T(X)=1] = Eo[g],  und
t:Pg|T(X)=t]>0
MSEo[g] = Eo[@-20)] = >, (EglgIT(X)=1]-g(0)) - PolT(X)=1]

t:Pg [T (X)=t]>0

D Eol(@-g(@)?IT(X)=1]-PelT(X) =1] = MSEg[g]
t:Pg|[T(X)=t]>0

IA

fiir alle 6 € @. ]

Bedingte Erwartungen werden systematisch in der Vorlesung »Stochastic Processes« behandelt. Mit der
dort gegebenen allgemeinen Definition kann man den Satz von Rao-Blackwell auf den Fall erweitern, dass
der Wertebereich von T'(X) nicht abzéhlbar ist.

Beispiel (Bernoulli-Modell). Seien X1, ..., X, unter P, unabhingig und Bernoulli(p) verteilt. Wegen
E,[X1] = p ist p = X; ein ewartungstreuer Schitzer fiir p. Dieser Schiitzer ist selbst nicht sonderlich
interessant, da er nur die Werte 0 oder 1 annimmt. Mithilfe des Satzes von Rao-Blackwell konnen wir
aber daraus einen besseren erwartungstreuen Schétzer p konstruieren, der auf der suffizienten Statistik
T(X) = X| + -+ X,, basiert. Wir erhalten

p= BT = SR g

Hierbei haben wir benutzt, dass aus Symmetriegriinden die bedingte Erwartung von X; gegeben T (X)
nicht von i abhéngt. Daher gilt

E,IGITO0] = 2By [Xi+ -+ X T(0)] = ~E[TCOIT(0] = ~T(X).

2.3. Exponentielle Familien

Wir betrachten nun eine wichtige Klasse von statistischen Modellen, die viele der iiblichen Modelle umfasst.
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Definition 2.6 (Exponentielle Familie).

(i) Eine exponentielle Familie ist ein regulires statistisches Modell mit Dichten bzw. Massenfunktionen,
die sich in der Form
fo(x) = eSO TC+d(O)+U(X) 1, (1) (2.6)

mit / € N, messbaren Funktionen 7 : § — R/ und U : S — R, einer messbaren Menge A C S, und
Funktionen ¢ : ® — R/, d : ® — R darstellen lisst.

(i) FEine exponentielle Familie ist in natiirlicher Form, falls c(0) = 0 gilt.

Die Dichte bzw. Massenfunktion einer exponentiellen Familie konnen wir auch schreiben als

L o)1)
X) = ——e h(x 2.7
o) = > (x) @)
mit der Normierungskonstanten Z(0) := e~%(9) und der Referenzdichte h(x) := eV *)1 4(x). Die Funktionen
T und U sind nicht eindeutig festgelegt. In vielen Fiéllen kann man exponentielle Familien durch eine
Substitution im Parameterraum in natiirliche Form bringen. Daher werden wir oft nur diesen Fall betrachten.

Bemerkung (Suffiziente Statistik). In einer exponentiellen Familie ist 7(X) eine suffiziente Statistik.

Bemerkung (Boltzmann-Verteilung). In der statistischen Physik treten exponentielle Familien als Gleich-
gewichsverteilungen auf. Beispielsweise hat die Verteilung im thermodynamischen Gleichgewicht in einem
abgeschlossenen System bei inverser Temperatur 8 = 1/T die Dichte bzw. Massenfunktion
1
fpx) = e PR,
g Z(B)

wobei H(x) die Energie des Zustands x ist. Die Normierungskonstante Z () heif3t in der statistischen Physik
Partitionsfunktion.

Wir betrachten nun zunichst einige elementare Beispiele von exponentiellen Familien:

Beispiele. a) ExPONENTIALVERTEILUNGEN. Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter A €
(0, o0) ist
faix) = 21 (g0 (x) = e P ) (x).
Die Exponentialverteilungen bilden also eine exponentielle Familie mit T'(x) = x, U(x) = 0,
A =(0,0), c(2) = -1, und d(1) = logA.

b) BERNOULLI-, BINOMIAL- UND Po1ssoN-VERTEILUNGEN. Die Massenfunktion der Bernoulli-Verteilung
mit Parameter p ist

fp(x) = pr(1 _p)l—x - EIOg(P/(l—p))HIOg(l—p), x € {0,1}.

Dies ist eine exponentielle Familie mit 7(x) = x, U(x) = 0, ¢(p) = log(p/(1 — p)) und d(p) =
log(1 — p). Entsprechend gilt fiir die Binomialverteilungen

fop@) = (n)px(l —p)"r = olog(p/(1=p))x+nlog(1-p)+log (@) xe{0,1 n}

N X s 5 Ly ee ey .
Fiir festes n und variables p bilden diese eine exponentielle Familie mit 7'(x) = x und U(x) = log (2)
Die Poisson-Verteilungen bilden eine exponentielle Familie mit 7(x) = x und U(x) = —log(x!),

denn
X

f,1(x) — _e—/l — elog(/l)xf/lflog(x!)
x! ’

x € Np.
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¢) Normalverteilungen. Die Dichte der eindimensionalen Normalverteilung N (m, v) ist

1 (x-m)? . . 2,4
f, ’ (x) — e = ecl(m,v)x+c2(m,v)x +d(m,v)
" V2nv

mit ¢ (m,v) = m/v, co(m,v) = —=1/(2v) und d(m,v) = —% (’;’—: + 10g(27rv)). Die Normalvertei-

lungen bilden also eine zweiparametrige exponentielle Familie (d.h. I = 2) mit 7(x) = (x,x?) und
U(x)=0.

Faktorisierung

Eine wichtige Eigenschaft exponentieller Familien ist die Stabilitit unter Produktbildung. Sind X1, ..., X,
unter Py unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichten bzw. Massenfunktionen fy(x;), wobei
(fo)gco eine exponentielle Familie ist, dann ist die Likelihood gegeben durch

L(#:x) = [ | folx) = exp(c(8) Y T(a) +nd(6) + 3 U) | 1apxxa, (i), (28)
i=1 i=1 i=1

Das Produktmodell ist also wieder eine exponentielle Familie mit

T(x) = Z T(x;), Ux)= Z Ux)), A=A;x- XA, 2.9)
i=1 i=1

Erwartungswerte und Kovarianzen
Wir betrachten nun eine exponentielle Familie in natiirlicher Form. Sei ® C R/ und
fo(x) = e?TX) (400 p(x), 0 € 6.

Wie nehmen an, dass die Verteilungen absolutstetig sind - im diskreten Fall gelten entsprechende Aussagen
mit Summen statt Integralen. Wie zuvor bezeichnen wir mit Z(6) die Normierungskonstante der Verteilung
mit Dichte fy, d.h.

Z(O) = e = /e"'”x)h(x) dx.

Sei ©® := O\ 00 das Innere des Parameterbereichs.

Lemma 2.7 (Berechnung der Momente in exponentiellen Familien). Es gilt d € C?(®), und fiir 6 € ©,

d
E (0] = ~5(0), @.10)
d%d
Covg [Ti(X),T;(X)] = _59-394(9)' (2.11)
OV

Beweis. Zum Beweis betrachten wir fiir ein festes § € © die momentenerzeugende Funktion

M(s) = Eg [es'T(x)] = /eS'T(x) e? T p(x) dx, s e R

Fiir 6 € (Z) gilt [ e+ TX) p(x)dx = Z(s+6) < oo falls |s| hinreichend klein ist. In diesem Fall erhalten
wir Z(s+6)
S+
M(s) = _ pd(O)-d(s+0) _
©="Z0
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2.3. Exponentielle Familien

Hieraus folgt, dass die momentenerzeugende Funktion in einer Umgebung der O beliebig oft stetig differen-
zierbar ist, da die entsprechende Potenzreihe absolut konvergiert. Die Momente ergeben sich dann durch
Ableiten der momentenerzeugenden Funktion. Insbesondere erhalten wir

0 ad
EITi(0] = S2(0) = ~50(0).
2 2
EfTOOT(00] = 2 20(0) = —=0C(6)+ 02 (6) 2 )
U9j 1 J 12 J
und damit Cov [T7(X), Tj (X)] = —5a45-(6) . m

Die Aussage aus dem Lemma konnen wir benutzen, um den Maximum-Likelihood-Schétzer in einer
exponentiellen Familie zu charakterisieren. Dazu beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall
einer einparametrigen exponentiellen Familie.

Satz 2.8 (Maximum-Likelihood-Schiitzer in exponentiellen Familien). Sei ® C R ein offenes Intervall.
Dann ist eine Statistik § mit Werten in ® genau dann ein Maximum-Likelhood-Schitzer fiir 6, wenn

E;[T(X)] = -d'(6) = T(X).

Eine entsprechende Aussage folgt mit analogem Beweis auch fiir mehrparametrige exponentielle Familien.

Beweis. Die log-Likelihood ist gegeben durch
(0;x) = 0-T(x)+d(0) +logh(x).

Damit erhalten wir fiir & € ® nach dem Lemma und der Voraussetzung

%5(9;)6) = T(x)+d () = T(x) - Eg[T(X)],
66—;5(9;96) = d"’(9) = —Varg[T(X)] < 0.

Insbesondere ist die log-Likelihood-Funktion konkav. Also ist 6 genau dann eine Maximalstelle von 6 +—
£(0;x), wenn Eg[T(X)] = T(x) gilt. |

Ist T(X) fiir 6 € © nicht Py-fast sicher konstant, dann ist die log-Likelihood sogar strikt konkav, und
die Funktion 6 — Eg[T(X)] ist streng monoton. In diesem Fall ist der Maximum-Likelihood-Schétzer
eindeutig. Die Existenz ist hingegen nicht gewihrleistet, da das Maximum zum Beispiel auch auf dem Rand
des Intervalls ® angenommen werden konnte, welcher hier nicht in der Parametermenge enthalten ist. Im
Allgemeinen ist der MLE nicht explizit, sondern nur numerisch berechenbar.

Beispiel (Schiitzen der Intensitiit einer Exponentialverteilung). Sind X, ... X, unter Py unabhin-
gige Einzelstichproben von einer Exponentialverteilung mit unbekannter Intensitit 8, dann gilt

n
fg()C) — 1_10670Xi — ed(9)+0T(x)
i=1

mit d(0) = nlogf und T(x) = — Y x;. Aus der Gleichung d’(8) = —T(X) ergibt sich der Maximum-
Likelihood-Schitzer

1
>Xi X,
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2.4.

Beispiel (MLE im Produktfall). Wie in (2.8) betrachten wir wieder eine exponentielle Familie basie-
rend auf n unabhingigen identisch verteilten Stichproben. Nach (2.9) istindiesem Fall 7'(x) = X1, T'(x;),
und damit

Eo[T(X1,....X)] = D EolT(X)] = n-Eg[T(X))].
i=1

Nach Satz A.7 folgt, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer 6 im Produktmodell durch die Gleichung
1 n
E5lT(xX0] = — > T(X)
i=1

charakterisiert ist. Somit ergibt sich im Produktmodell derselbe Maximum-Likelihood-Schitzer wie im
Einkomponentenmodell mit gemitteltem Beobachtungswert % T (X).

Likelihood-Quotienten-Tests

Wir fiihren nun einen allgemeinen Rahmen fiir Hypothesentests ein. Wie zuvor betrachten wir ein regulires
statistisches Modell mit Wahrscheinlichkeitsraumen (Q, A, Pg), 8 € ©, Beobachtungsabbildung X : Q — §,
und Massen- bzw. Dichtefunktionen fy(x). Die Nullhypothese Hy und die Alternative H; sind durch disjunkte
Teilmengen ®g und O des Parameterbereichs ® bestimmt:

H()IHE@(), H1:9€@1.

Definition 2.9 (Hypothesentest, Giitefunktion, Signifikanzniveau und Macht).

®

(i)

(iii)

30

Ein Hypothesentest fiir das obige Testproblem ist gegeben durch eine messbare Funktion

p:8—{0,1} (nicht-randomisierter Test), bzw.

p:8—[0,1] (randomisierter Test)

mit der Entscheidungsregel
» verwerfe Hy falls ¢(x) = 1,
» verwerfe Hy nicht falls ¢(x) = 0,
» verwerfe Hy mit Wahrscheinlichkeit ¢(x) falls ¢(x) € (0, 1).

Der Verwerfungsbereich des Tests ist die Menge

R ={xeS: okx)=1}.

Die Funktion
B(O) = Eqle(X)] (6 € ©)

heiBt Giitefunktion. Sie beschreibt die Verwerfungswahrscheinlichkeit in Abhangigkeit von 6.

Der Test hat Signifikanzniveau a, falls die Niveaubedingung
BO) < « fiir alle 6 € ©
erfiillt ist. Die auf ®; eingeschrinkte Giitefunktion
B, 66,

heillt Macht des Hypothesentests.
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2.4. Likelihood-Quotienten-Tests

Man kann sich nun fragen, ob es zu einem vorgegebenen Signifikanzniveau « einen méchtigsten Test
gibt. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, aber in einigen einfachen Féllen kdnnen wir die Frage positiv
beantworten.

Einfache Hypothese und Alternative

Seien 6y, 0, € ® mit 6y # 6,. Angenommen, wir wissen, dass die Stichproben von einer der beiden
Verteilungen mit Dichten bzw. Massenfunktionen fg, und fp, stammen, und wir wollen entscheiden zwischen
der

Nullhypothese Hy: »0 = G«
und der
Alternative Hy: »0 = 01«.

Ein solches Problem tritt in Anwendungen zwar selten auf, bildet aber einen ersten Schritt zum Verstindnis
allgemeinerer Testprobleme. Sei
L(6;;
A = (01;%) _ fo,(x)
L(0o;x)  fa,(x)

der Quotient der Likelihood-Funktionen, also die relative Dichte der beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Definition 2.10 (Likelihood-Quotienten-Test). Seien ¢ € (0, 0) und p € [0, 1]. Ein Test mit Entschei-
dungsregel

e verwerfe Hy, falls A(x) > c;
 verwerfe Hy nicht, falls 1(x) < c;
» verwerfe Hy mit Wahrscheinlichkeit p, falls A(x) = c;

hei3t Likelihood-Quotienten-Test mit Schwellenwert ¢ und Randomisierungswahrscheinlichkeit p.

Der Verwerfungsbereich eines Likelihood-Quotienten-Tests ist also R = {1 > ¢}, und die Entscheidungs-
funktion ist

¢ = lise+p-la=.

Die Verwerfungswahrscheinlichkeit betrigt

B(O) = Egle(X)] = / o) fo(x) dx bzw. Y o(x) fo(x)

xeS

im absolutstetigen bzw. diskreten Fall. Insbesondere hat der Test das Niveau @ = B(6y). Der Zweck der
Randomisierung ist, dass man so zu jedem Niveau « einen Likelihood-Quotienten-Test finden kann, der
dieses Niveau genau erreicht. Dies ist fiir die Praxis nicht relevant, aber es ermdglicht uns, zu jedem
vorgegebenen Niveau einen méchtigsten Test zu konstruieren.

Satz 2.11 (Neyman-Pearson-Lemma). Der Likelihood-Quotienten-Test ist der mdchtigste Test zu seinem
Niveau a, d.h. jeder Test mit

B(8p) = Wahrscheinlichkeit (Fehler 1.Art) <

hat eine kleinere Macht (d.h. eine hohere Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art).
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Beweis. Wir zeigen die Aussage im absolutstetigen Fall; der Beweis im diskreten Fall verlduft analog. Sei
¥ S — [0, 1] die Entscheidungsfunktion eines Tests mit Niveau a. Dann gilt

/wfgodx <a= /‘PfaodX,

und damit

/w—weodx >0,

Zu zeigen ist, dass ¢ eine kleinere Macht als ¢ hat, d.h.

/(‘P—'ﬁ)fé)ldx > 0.

Da ¢ ein Likelihood-Quotienten-Test ist, gilt

A IV

o 1-y 0 auf {1>c},
PV = 0oy <0 awfia<e).

Alsoist (¢ —¢) - (1 —=c¢) > 0, und wegen A = fy, / fg, und (2.12) erhalten wir

0

IA

/m—w)-u—c)feodx

[-0ruas - [@-v) s in
Jn

IA

Damit ist die Behauptung (2.13) gezeigt.

(2.12)

(2.13)

Bemerkung (Existenz eines Likelihood-Quotienten-Tests mit vorgegebenem Niveau). Die Randomisie-
rung stellt sicher, dass zu jedem Niveau « € (0, 1) ein Likelihood-Quotienten-Test existiert, der das Niveau
genau erreicht (und somit ein méchtigster Test zu dem vorgegebenen Niveau ist). Fiir den Likelihood-
Quotienten-Test mit Schwellenwert ¢ und Randomisierungswahrscheinlichkeit p betrigt die Wahrschein-
lichkeit fiir den Fehler 1. Art namlich

Egle(X)] = Pg[A(X) > c]+p - Pg[A(X) =c].

Ist nun ¢ ein @-Quantil der Verteilung von A(X) unter der Nullhypothese, dann ist dieser Wert fiir p = 0
kleiner oder gleich @, und fiir p = 1 groBer oder gleich a. Also gibt es einen Zwischenwert p € [0, 1] fiir
den die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art exakt gleich « ist.

32

Beispiel (Signal oder Rauschen ?). Wir wollen mithilfe von n unabhingigen reellen Beobachtungswer-
ten entscheiden, ob ein Signal vorliegt, oder nur zufélliges Rauschen. Als Nullhypothese (,,nur Rauschen’)
nehmen wir an, dass die Beobachtungswerte Stichproben von unabhédngigen Zufallsvariablen X1, . . ., X,
mit Verteilung N (0, v) sind, die Alternative (,,Signal eingetroffen”’) modellieren wir durch unabhéngige
Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Verteilung N (m, v). Wir nehmen an, dass sowohl die Signalstirke m
als auch die Varianz v der zufilligen Fluktuationen bekannt sind. Als Likelihood-Quotient ergibt sich in

diesem Fall
. xiz (x; —m)? = exn|™ i _ nm?
P15, 2v Il _ i 2v |

Insbesondere ist der Likelihood-Quotient fiir m > 0 eine streng monoton wachsende Funktion des
Stichprobenmittelwerts &,,. Der Likelihood-Quotienten-Test (ohne Randomisierung) verwirft daher die
Nullhypothese, falls X, > c fiir einen vorgegebenen Schwellenwert ¢ gilt. Randomisierung ist hier nicht

1=

Alx) =
i=1
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2.4. Likelihood-Quotienten-Tests

notig, da die Verteilung absolutstetig ist, und das Ereignis X,, = ¢ daher die Wahrscheinlichkeit Null
hat. Unter der Nullhypothese hat X,, die Verteilung N (0, v/n), also ist X,,/+/v/n standardnormalverteilt.
Damit erhalten wir als Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art

Pol X, > c] = Po[Xu/\v/n > c/\[v/n] = 1-®(c/\[v/n).

Insbesondere hat der Test genau das Niveau «, falls wir ¢ = ¢_o+/v/n wihlen, wobei g;_, = ®~'(1-a)
das (1 — @)-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Um die Macht zu berechnen, bemerken wir, dass
unter der Alternative die Zufallsvariable (X,, — m)/+/v/n standardnormalverteilt ist. Daher erhalten wir

Bm) = Pi[%y>cl = Pi[(Xy=m)/\V/n> (c=m)/\]n] = 1= ((c=m)/\v/n)
1—<I>(q1_(,—m n/v) = (D(qa+mm).

Die Giitefunktion ist also eine reskalierte Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Um eine
gewisse Macht zu erreichen, muss das “signal-to-noise-ratio” m/~+/v von der GroBenordnung Q (1/+/n)
sein, die Anzahl der n der nétigen Stichproben ist also von der GroBenordnung O ((m/ W)‘z).

Monotone Likelihood-Quotienten
Wir betrachten nun ein Testproblem
Hy: 6 €0 VS. Hi: 6 e (2.14)

mit einer zusammengesetzten Hypothese und Alternative. Das Neyman-Pearson-Lemma liefert fiir feste
Werte 6p € Og und 6; € ©; einen michtigsten Test. Im Allgemeinen héngt dieser aber von 6y und 6; ab.
Es stellt sich daher die Frage, ob es unter bestimmten Voraussetzungen einen gleichméfig michtigsten Test
gibt.

Definition 2.12 (GleichmiBig michtigster Test). Ein Test mit Entscheidungsfunktion ¢ : S — [0, 1]
heilt gleichmdfig mdchtigster Test fiir das Testproblem (2.18) zum Niveau a € [0, 1], falls der Test das
Niveau « hat, und fiir jeden Test ¢ : S — [0, 1] mit Niveau « gilt:

By(0) = Eg[y(X)] < Egle(X)] = B,(0) fiir alle 0 € ©;.

Im Allgemeinen kann man die Existenz eines gleichmadBig méchtigsten Tests nicht erwarten. Eine wich-
tige Ausnahme bilden Modelle mit Likelihood-Quotienten, die monoton von einer Teststatistik abhéingen.
Beispielsweise waren die Likelihood-Quotienten im Beispiel oben (Signal oder Rauschen) monotone Funk-
tionen des Stichprobenmittelwerts. Allgemeiner gilt in einer exponentiellen Familie mit Parameterbereich
© C R und Likelihood-Funktion L(8;x) = Z(0)~'e(@O T p(x) fiir § < 6:

LO:x) _ ZO) c@-co)T(x).
L(O;x)  Z(9)
Ist die Funktion ¢ streng monoton wachsend, dann ist der Likelihood-Quotient also eine streng monoton

wachsende Funktion von 7'(x). Somit hat ein Likelihood-Quotienten-Test fiir {6} vs. {6} unabhingig von 6
und 6 die einfache Form

1 firT(x) > c,
e(x) = 40 firT(x) <c, (2.15)
p firT(x)=c.

Da die Form der Likelihood-Quotienten-Tests nicht von den Parametern abhingt, gibt es in diesem Fall einen
gleichmifBig méchtigsten Test.
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Satz 2.13 (GleichméBig michtigster Test bei monotonen Likelihood-Quotienten). Ist ® C R, und sind
die Likelihood-Quotienten in obigem Sinne streng monoton wachsend in einer Statistik 7'(x), dann existiert
fiir jedes 8y € © und fiir jedes Niveau @ € (0, 1) ein gleichméBig méchtigster Test von der Form (2.15) fiir
das einseitige Testproblem

Hy: 6 <6 VS. Hi: 6> 0. (2.16)

Beweis. Sei zunidchst 8 > 6 fest. Dann gibt es einen méchtigsten Test zum Niveau « fiir {8y} vs. {6} von der
Form (2.15). Dabei sind der Schwellenwert ¢ € R und die Randomisierungswahrscheinlichkeit p € [0, 1]
eindeutig bestimmt durch die Bedingung

a = Egle(X)] = Pg[T(X) >cl+p-PglT(X) =cl.

Insbesondere sind ¢ und p unabhéngig von 6. Also ist ¢ gleichméBig méachtigster Test zum Niveau « fiir das
Testproblem mit einfacher Hypothese 6 = 6p und zusammengesetzter Alternative 6 > 6.

Fiir den Beweis der Behauptung bleibt nur noch zu zeigen, dass ¢ auch ein Test zum Niveau « fiir
das Testproblem mit zusammengesetzter Hypothese 6§ < 6p und Alternative 8 > 6 ist. Sei also § <
0o, und sei @ := Eg[¢(X)]. Dann ist ¢ auch ein Likelihood-Quotienten-Test fiir das Testproblem mit
einfacher Hypothese {6} und einfacher Alternative {6p}. Also ist ¢ nach dem Neyman-Pearson-Lemma
ein michtigster Test zum Niveau « fiir dieses Testproblem. Durch Vergleich mit dem Test mit konstanter
Entscheidungsfunktion ¢ = a folgt daher

a = Egle(X)] 2 Eqly(X)] = @ = Egle(X)].

Also erfiillt ¢ die Niveaubedingung auch fiir die zusammengesetzte Hypothese 6 < 6y, und ist somit auch
gleichmifBig michtigster Test fiir das Testproblem mit linksseitiger Hypothese und rechtsseitiger Alternati-
ve. |

Beispiel (Tests in einparametrigen Gaul-Modellen). Sei X = (Xi,...,X,,) mit unabhingigen Zu-
fallsvariablen X1, ... X, ~ N (m,v). Die Likelihood-Funktion ist dann gegeben durch

n
1 (xi =m)?
L(m,v;xi,...,Xx,) = e~ (2.17)
" !:1[ V2rv
und fiir die Log-Likelihood erhalten wir die Darstellungen
Cm,v; ) = Tlogm) - = Y - m? = -2 [log2m) + 22 4 Lz, - my?
m,Vixy,...,Xn) = -2 log(2my s xp—m)" = =7 (log(2mv " S Gn—m

mit dem Stichprobenmittelwert %, und der (nicht renormierten) Stichprobenvarianz v,,. Meistens sind
sowohl der Mittelwert m als auch die Varianz v unbekannt. Mit diesem Fall beschiftigen wir uns im
nichsten Abschnitt. An dieser Stelle betrachten wir zundchst die einfacheren einparametrigen Fille, in
denen entweder die Varianz oder der Mittelwert bekannt ist.

(i) Testproblem Hy : m < mqg vs. Hy : m > mg bei bekannter Varianz v > 0. Wenn v fest ist, dann
konnen wir die Log-Likelihood schreiben als

n
nm 1
t(m,v;x1,...,x,) = const.(m,v) + —X, — ——Zx%.
% 2v P

Der Likelihood-Quotient L (m, v; x) /L(m, v; x) ist daher fiir m < m eine streng monoton wachsen-
de Funktion von %,. Also ist der Test mit Verwerfungsbereich {X,, > c} fiir jeden Schwellenwert
¢ € R gleichméBig michtigster Test zu seinem Niveau «. Um ein festes Niveau « genau zu errei-
chen wihlt man ¢ = my+q;- a\/m mit dem (1 —a)-Quantil g;_, der Standardnormalverteilung.
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Auf analoge Weise wie im Beispiel von oben mit einfacher Hypothese und Alternative erhalten
wir als Giitefunktion

m — ny
pon) = @ (g, + "),

(i) Testproblem Hy : v > vy vs. Hy : v < v bei bekanntem Mittelwert m. Der Likelihood-Quotient
L(m,v;x)/L(m,v;x) ist fiir v < v eine streng monoton fallende Funktion von " | (x; — m)?.
Daher ist der Test mit Verwerfungsbereich 1" | (X; — m)? < c fiir jeden Schwellenwert ¢ > 0 ein
gleichmiBig méchtigster Test zu seinem Niveau. Die Wahl des Schwellenwerts zu vorgegebenem
Niveau ergibt sich aus

n

Z(Xi -m)?<c

i=1

C C
= F.,, (—) < Fo | <
x5 XZ()(VO)

fir v > vo, wobei F2(,) die Verteilungsfunktion der Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgra-
den ist. Hierbei haben wir benutzt, dass le ++ Z,zl Chiquadrat-verteilt ist, falls Zj,...,Z,
unabhiingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind, siehe unten. Um das Niveau o genau
zu erreichen, muss man also ¢ = vg - ¢ (), wihlen.

Pm,v = Pm,v

> () <

i=1

Im letzten Beispiel sehen wir auch, dass der Verwerfungsbereich des gleichméBig michtigsten Tests von
m abhéngt. Daher existiert kein gleichméBig machtigster Test fiir das Testproblem (ii) falls m und v beide
unbekannt sind. Welchen Test sollten wir dann verwenden?

Der oben verwendete Test ¢,, mit Verwerfungsbereich 3", (X; — m)? < c ist fiir jeden festen Wert von m
unbrauchbar, wenn der Mittelwert unbekannt ist, denn fiir jeden Schwellenwert ¢ und jedes v > 0 gilt

Zn:(xi -m)? < c] = 0.

i=1

llm ﬁ‘ﬁm(’%’v) = .llm Pn~1,v
m-—-oo m-—-oo

Selbst wenn v < vq gilt, wird die Verwerfungswahrscheinlichkeit also beliebig klein, wenn m grof3 wird.
Insbesondere ist die Niveaubedingung fiir grole m auch auf der Alternative erfiillt. Einen Test mit dieser
Eigenschaft nennt man verfilscht.

Als Ausweg liegt es nahe, den Mittelwert durch X, zu schitzen, und die Nullhypothese zu verwerfen,
falls der Wert der Teststatistik >;"" | (x; — %,)? unterhalb eines Schwellenwerts c liegt. Tatséchlich kann man
zeigen, dass ein solcher Test ein gleichmdfig mdchtigster unverfilschter Test zu seinem Niveau ist, siche
zum Beispiel Abschnitt 10.4 in [Georgii].

Allgemeine Likelihood-Quotienten-Tests

Wir betrachten wieder ein allgemeines Testproblem
Hy: 0 €0 VS. Hi: 60 (2.18)

mit einer zusammengesetzten Hypothese und Alternative. Da der Likelihood-Quotient von den Parameter-
werten abhéngt, konnen wir ihn im Allgemeinen nicht zur Konstruktion eines Tests benutzen. Stattdessen
betrachtet man als ad-hoc-Verfahren zur Konzeption von Hypothesentests den verallgemeinerten Likelihood-

Quotienten
sup{L(6;x) : 0 € ©;}  max. likelihood von x falls H; wahr

sup {L(6;x) : 0 € ®}  max. likelihood von x falls Hy wahr

Alx) =

Definition 2.14 (Verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test). Seien ¢ € (0, o) und p € [0, 1]. Ein
Test mit Entscheidungsregel

e verwerfe Hy, falls A(x) > c;
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» verwerfe Hy nicht, falls A(x) < c;
 verwerfe Hy mit Wahrscheinlichkeit p, falls A(x) = c;

heilt verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test mit Schwellenwert ¢ und Randomisierungswahrschein-
lichkeit p.

Im oben diskutierten Beispiel (ii) erhélt man falls m und v beide unbekannt sind:

sup{L(m,vix) :v <vo} _ |EXP (—% (% —-1-1log ‘;—'g)) fiir v,, > vy,

sup {L(m,v;x):v >vo} exp (+% (z—g —1-1log %)) fiir v, < vy.

Alx) =

Da der verallgemeinerte Likelihood-Quotient eine streng monoton fallende Funktion von v,, ist, verwirft ein
verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test die Nullhypothese genau dann, wenn die Stichprobenvarianz
V, = % :’:1 (X; —X,,)? unterhalb eines Schwellenwerts ¢ liegt. Ein verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-
Test stimmt damit in diesem Beispiel mit dem oben erwihnten gleichmiBig méchtigsten unverfélschten Test

iiberein.

2.5. Studentsche Konfidenzintervalle und t-Test

Angenommen, wir beobachten reellwertige Messwerte (Stichproben, Daten), die von einer unbekannten
Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf R stammen. Ziel der Statistik ist es, Riickschliisse auf die zugrundelie-
gende Verteilung aus den Daten zu erhalten. Im einfachsten Modell (GauB-Modell) nimmt man an, dass die
Daten unabhingige Stichproben von einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert und/oder Varianz
sind:

u=N(m,v), m,v unbekannt.

Eine partielle Rechtfertigung fiir die Normalverteilungsannahme liefert der zentrale Grenzwertsatz. Letzt-
endlich muss man aber in jedem Fall iiberpriifen, ob eine solche Annahme gerechtfertigt ist.Ein erstes Ziel
ist es nun, den Wert von m auf der Basis von n unabhéngigen Stichproben X (w) = x1, ..., X,(w) = x, zu
schitzen, und zu quantifizieren.

Problemstellung: Schatzung des Erwartungswerts
* Schitze m auf der Basis von n unabhingigen Stichproben X (w), ..., X, (w) von u.

* Herleitung von Konfidenzintervallen.

Im mathematischen Modell interpretieren wir die Beobachtungswerte als Realisierungen von unabhéngigen
Zufallsvariablen X1, . . ., X,,. Da wir die tatsdchliche Verteilung nicht kennen, untersuchen wir alle in Betracht
gezogenen Verteilungen simultan:

Xi,..., Xy ~N(m,v) unabhingig unter P, ,. (2.19)
Ein naheliegender Schitzer fiir m ist der empirische Mittelwert

Xi(w)+...+ X, (w)
" .

X, (w) =

Wir haben oben bereits gezeigt, dass dieser Schitzer erwartungstreu (unbiassed) und konsistent ist, d.h. fiir
alle m, v gilt:
Em,v [X n] =m
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und
X, - m P, ,-stochastisch fiir n — co.

Wie wir den Schitzfehler quantifizieren hingt davon ab, ob wir die Varianz kennen.

Schitzung von m bei bekannter Varianz v. .
Um den Schitzfehler zu kontrollieren, berechnen wir die Verteilung von X,
X; ~ N(m,v) unabhéngig = X;+..+X, ~ N(nm,nv)
= X, ~ N(m,v/n)
X, —m

Vv/n

Bezeichnet @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, dann erhalten wir

= ~ N(0,1)

— 1
) [|Xn -m| < q\/g] = N(0,1)(-q,q) = 2 ((I)(q) - E) fiir alle m € R.

Satz 2.15 (Konfidenzintervalle bei bekannter Varianz). Im GauBSmodell (2.19) mit bekannter Varianz v

ist das zufillige Intervall
(Y,, - d)_l(a)\/z, X, + q>—1(a)\/f)
n n

ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 2a — 1 fiir m, d.h.

Py [m € Intervall] > 2o -1 fiir alle m € R.

Man beachte, dass die Lange des Konfidenzintervalls in diesem Fall nicht von den beobachteten Stichpro-
ben abhingt!

Schéatzung von m bei unbekannter Varianz v. In Anwendungen ist meistens die Varianz unbekannt. In
diesem Fall konnen wir das Intervall oben nicht verwenden, da es von der unbekannten Varianz v abhéngt.
Stattdessen schatzen wir m und v simultan, und konstruieren ein Konfidenzintervall fiir m mithilfe beider
Schitzwerte. Erwartungstreue Schitzer fiir m und v sind

. 1 n 1 n -
Xn:;;Xi und Vn:m;(XI—Xn) .

Um ein Konfidenzintervall fiir m zu erhalten, bestimmen wir mithilfe des Transformationssatzes die ge-
meinsame Verteilung von X, und V,;:

Lemma 2.16. X,, und V,, sind unabhdingig unter P, ., mit Verteilung

_ -1
X, ~ N(m,z) , n Vi~ x?(n-1).
n v

Beweis. Wir fiihren eine lineare Koordinatentransformation ¥ = OX durch, wobei O eine orthogonale
n X n-Matrix vom Typ

4L
0= (\/ﬁ\/ﬁ)
beliebig
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ist. Eine solche Matrix erhalten wir durch Ergénzen des normierten Vektors (\/Lﬁ, \/Lﬁ) zu einer Orthonor-
malbasis des R”. Da die Matrix O orthogonal ist, gilt in den neuen Koordinaten

X ! "E X ! Y d
= —_ s = — s un
n n < i I’l 1

(n=1V, = Z(X ~Xu) = sz nX, = X1 - nX, =I¥IE. — ¥} = Y ¥,

Da die Zufallsvariablen X; (I < i < n) unabhingig und N(m,v)-verteilt sind, ist der Zufallsvektor

X = (X1, ..., X,,) multivariat normalverteilt mit Mittel (m, ..., m) und Kovarianzmatrix v - I,,. Nach dem
Transformationssatz oder mithilfe von charakteristischen Funktionen folgt

mn
Y ~N|o|:|.v-0,0"|=N -1 |

Also sind Y1, ..., Y, unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilungen
~N(mvn,v) , Y;~N(0,v) fiiri>2.

Es folgt, dass

2w S-S
n n n - \/‘—}
unabhiingige Zufallsvariablen mit Verteilungen N (m,v/n) bzw. y*(n — 1) sind. |

Bei bekannter Varianz v hatten wir Konfidenzintervalle fiir m vom Typ X, + ¢ - 4/v/n erhalten, wobei ¢
ein geeignetes Quantil der Standardnormalverteilung ist. Daher liegt es nahe, zu versuchen, bei unbekannter
Varianz Konfidenzintervalle vom Typ X, + g - /V,,/n herzuleiten. Es gilt

Pouy [R = ml 2 g\VaJn| = Pup 1T (01 2 g1 it

‘/ﬁ' (Yn _m)

Die Statistik 7;,_1(X) heit Studentsche 7-Statistik mit n — 1 Freiheitsgraden. Unsere Uberlegungen
zeigen, dass wir aus Quantilen der Studentschen #-Statistik Konfidenzintervalle fiir das Gau3-Modell herleiten
konnen, falls die ¢-Statistik ein Pivot ist, das heif3t ihre Verteilung nicht von den unbekannten Parametern m
und v abhéngt. Dies ist in der Tat der Fall.

Th-1(X) =

Satz 2.17 (Student). Die Verteilung von 7, (X) ist absolutstetig mit Dichte

_ -1 2 n/2
fim-ny(t) = B(%,”zl) -(n—l)_l/z-(1+nt_1) (t € R). (2.20)

Hierbei ist der Normierungsfaktor B (a, b) = fol 54711 = 5)P~1 ds die Eulersche Beta-Funktion.
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Beweis. Direkt oder mithilfe des Transformationssatzes zeigt man: Sind Z und Y unabhéngige Zufallsvaria-

blen mit Verteilungen N (0, 1) bzw. y?(n), dann ist Z/ %Y absolutstetig mit Dichte f7;,. Der Satz folgt dann

nach Lemma 2.16 mit Z := X2=2 ypd Y := ”T”Vn. [ |

\v/n

Definition 2.18 (Studentsche #-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R)) mit Dich-
tefunktion (2.20) nennt man »Studentsche 7-Verteilung mit » — 1 Freiheitsgraden«.

Anwendung auf Konfidenzintervalle und Tests

Aus Satz 2.17 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage.

Korollar 2.19 (Studentsche Konfidenzintervalle und #-Test). Sei a € (0, 1), und sei
q=F_(1-a/2)
das (1 — a/2)-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Dann gilt:

(i) Das zufillige Intervall
(yn - q- VVn/n, Yn"'q : VVn/n)

ist ein Konfidenzintervall fiir m zum Konfidenzniveau 1 — a.

(ii) Fiir mg € R ist
| Xn —=mo|l =2 q-vVa/n

der Verwerfungsbereich eines Hypothesentest fiir das beidseitige Testproblem
Hy: m=myg VS. Hy: m+#mg

zum Signifikanzniveau «.

Entsprechend erhilt man auch einseitige Konfidenzintervalle sowie Verwerfungsbereiche fiir Hypothe-
sentests mit einseitiger Alternative mithilfe der Studentschen #-Statistik. Im Korollar zeigt sich auch ein
Zusammenhang von Konfidenzintervallen und Hypothesentests, der auch allgemeiner gilt.

Ubung (Dualitiit von Konfidenzbereichen und Hypothesentests). Sei (Q, A, (Py)geo) ein statisti-
sches Modell, und X : Q — S die Beobachtung.

a) Zeigen Sie: Ist x — C(x) € O ein Konfidenzbereich fiir ¢ zum Niveau 1 — @ und ¢y € O, dann ist
R(%) = {xeS:9 ¢ Cx)}

der Verwerfungsbereich eines Tests zum Niveau « der Hypothese ®y = {J¢}.

b) Umgekehrt sei R(6p) fiir jedes Jp € ® der Verwerfungsbereich eines Tests der Hypothese ®g =
{9} zum Niveau a. Konstruieren Sie einen Konfidenzbereich fiir ¢ zum Niveau 1 — a.

¢) Ilustrieren Sie die Aussagen anhand eines Beispiels.

Hier sieht man auch, dass die Angabe eines Konfidenzbereichs eine allgemeinere Aussage liefert als die
0-1-Entscheidung eines Hypothesentests, welche nur eine feste Hypothese betriftt.
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Der ¢-Test als Likelihood-Quotienten-Test
Wir zeigen nun, dass der #-Test im Gauf3-Modell der Likelihood-Quotienten-Test fiir das Testproblem
Hy: m=mygy VS. Hi: m+#mgy

ist. Fiir die Likelihood gilt nach (2.17)
C(m,vixy,...,x,) = ——10g(27rv) - —Z(x, —m)? (10g(27rv) + Yn + - (xn —m)
v

Mit v, := % iy (xi = mo)? und 9, = % iy (xi = X,)? erhalten wir

sup £(m,vix) = =5 (log(2x¥,) + 1),
m=my

sup {(m,v;x) = 2 (log(27v,) + 1),
m¥+mg 2

und damit als Likelihood-Quotienten

~ \n/2 — /2 2
Ax) = e3UogTu-login) _ (‘:_n)n _ (1+ (xnjmo)Q)n _ (1+Tn_1(x)2)n ’
Vn Vn n—1

wobei T,,—1(x) = (X, — mo)/vva/n mit v,, = nd, /(n — 1) die Studentsche z-Statistik zur Nullhypothese ist.
Also verwirft der Likelihood-Quotienten-Test in der Tat genau dann, wenn |7,,_; (x)| oberhalb eines festen
Schwellenwerts ¢ > 0 liegt.

Optimalitat des r-Tests
Wir betrachten nun das einseitige Testproblem
Hy: m <mg VS. Hi: m>mg.

Der t-Test zum Niveau « € (0, 1) fiir dieses Testproblem hat die Entscheidungsregel

o(X) = 11, ,(x)>¢ wobei Tt (X) = V(X = mo) [V

die Studentsche ¢-Statistik, und ¢ = g1 4.t (n-1) das (1 —a)-Quantil der z-Verteilung mit n— 1 Freiheitsgraden
ist. Fir dieses Testproblem gibt es keinen gleichmifBig méchtigsten Test, aber wir werden sehen, dass der
t-Test der beste unverfilschte Test ist.

Lemma 2.20. Der t-Test mit Entscheidungsregel ¢ ist unverfilscht zum Niveau «, das heifst

<a fiirm < my,

Pm,v [Tn—l(X) > Q] {

>a fiirm = my.

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mg = 0 annehmen. Da T,_;(X) unter der
Nullhypothese die Verteilung ¢#(n — 1) hat, gilt

PO,V[Tn—l(X) > Q] = .
Firm # O Hat X = (X, ..., X,,) unter P, , dieselbe Verteilung wie X = (X1 +m,..., X, +m)unter Pg,,.
Wegen T,,— (X)) =T (X) +m\/n/V folgt

> Poy[Th-1(X) > ¢q] = a firm >0,
< PO,V[Tn—l(X) > LI]

und damit die Behauptung. |

Poy|Tuo1(X) > q] = Poy[Tu-1(X) > q] {

a fiirm <0,
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Satz 2.21 (Optimalit:it des z-Tests). Der 7-Test mit Entscheidungsregel ¢ ist bester unverfdlschter Test
zum Niveau « fiir Hy vs. Hy, das heift fiir jeden unverfilschten Niveau-a-Test ¢ gilt

Env[Yv(X)] < Enyvle(X)] fiir alle m > mg und v > 0.

Beweis (Skizze). Fiir x = (x1,...,x,) € R" setzen wir z := Vnx,, und s := Y7 x2. Damit gilt s — 7

2 _
i:1 l . p—
Dy (xi = X,)?, und somit

Too1(x) = \/n—ls <

_ZZ'

Der t-Test verwirft also, falls z/Vs — z2 > r fiir einen festen Schwellenwert r gilt, bzw., dquivalent, falls
7 > /s mit 7 := r/V1 + r2. Fiir die Likelihood gilt
L(m,v;x) = const.(m,v) - e?*7bs

mit a := m+/n/v und b := 1/(2v), und somit hat der Likelihood-Quotient die Form

L(m,v;x)

AOREES = const.(m,v) - e“%.

A(m,v,0,v;x) =

Der #-Test verwirft also genau dann, wenn
A(m,v,0,v;x) > h(s)

gilt, wobei A4 eine Funktion der Form A(s) = ceVs mit positiven reellen Konstanten ¢ und d ist. Fiir einen
beliebigen unverfilschten Test mit Entscheidungsregel ¢ folgt

(p(x) =¥ (x)) - (A(m,v,0,v;x) —h(s)) = 0 fiir alle x,

und daher

/ () = 6 () fon () dx / (@) = () A(m, v, 0,v:0) fo (x)

v

/ (0(x) = B ())R(s) foy (x) d. 2.21)

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass dieser Ausdruck fiir jede sub-exponentiell wachsende
Funktion & € C(R,,R) nicht negativ ist. Fiir 4 = 1 ergibt sich dies aus der Unverfilschtheit von ¢ und .
Allgemeiner folgt fiir 4(s) = e % mitk € N

/ (0(x) = () h(s) fon (x) dr = / (0(x) — Y ()h(s) for(x) dx = 0

mit einer Konstanten v > 0. Daher verschwindet die rechte Seite von (2.21), falls 4(s) ein Polynom von e~*

ist. Die Behauptung folgt nun durch ein Approximationsargument. |

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 41



3. Relative Entropie, Information und statistische Unterscheidbarkeit

3. Relative Entropie, Information und statistische
Unterscheidbarkeit

Asymptotische Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten, die wir in diesem Abschnitt herleiten werden, betreffen
meistens nur die exponentielle Abfallrate. Subexponentiell fallend oder wachsende Faktoren werden ignoriert.
Wir fiihren einen entsprechenden Aquivalenzbegriff fiir Folgen auf der exponentiellen Skala ein:

Definition 3.1 (Asymptotische exponentielle Aquivalenz von Folgen). Zwei Folgen (an)neny  und
(bn)nen von positiven reellen Zahlen heilen asymptotisch exponentiell dquivalent ( a, =~ b,, ), falls

1 1
_IOga_n = —(loga, —logb,) — 0 fir n — oo.
n b, n

Beispielsweise gilt n% exp(—cn) =~ exp(—cn) fiir alle k, ¢ € R.

Um exponentielle Aquivalenz zu zeigen werden wir hiufig separat eine Abschiitzung nach oben (,,0bere
Schranke”) und eine Abschédtzung nach unten (,,untere Schranke”) beweisen. Entsprechend schreiben wir
s, 2 b,”, falls

1
limsup — log 2% < 0
n—oo n bn
ist. Beispielsweise gilt fiir reelle Zahlen ¢, d, k, I:
n~*exp(-cn) < n~lexp(—dn) — c > d.

3.1. Entropie und relative Entropie

Wir definieren zunichst die Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung und die relative Entropie
zweier beliebiger Wahrscheinlichkeitsmale. Mithilfe des Gesetzes der grof3en Zahlen kdnnen wir statistische
Interpretationen dieser Groflen geben. Insbesondere misst die relative Entropie die Unterscheidbarkeit zweier
Wahrscheinlichkeitsmale durch Folgen von unabhéngigen Stichproben.

Entropie und Information

Wir bemerken zunichst, dass die auf [0, o) definierte Funktion

xlogx fiirx >0
u(x) :=
0 firx =0

stetig und strikt konvex ist mit u’(x) = 1 + logx und u” (x) = 1/x fiir x > 0. Insbesondere gilt

IA

u(x) 0 fiir alle x € [0, 1], (3.1
ulx) > x-1 fiir alle x > 0, (3.2)

Vv
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und u(1/e) = —1/e ist das absolute Minimum der Funktion u.

04}

02 +

©
wn

1.0
—02 4

———==- o

-0.8

Abbildung 3.1.: Graph der Funktion u(x) (blau) und ihrer unteren Schranke x — 1 (rot)

Sei nun § eine abzdhlbare Menge, und u = (u(x))xes eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

Definition 3.2 (Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Die Grof3e

Hw) = = ) ulogu() = =3 u(u@) € [0.]
x€S X€S
p(x)#0

heif3t Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung p.

Anschaulich kénnen wir — log u(x) interpretieren als MaB fiir die »Uberraschung« bzw. den »Informati-
onsgewinn, falls eine Stichprobe von der Verteilung u den Wert x hat. Die »Uberraschung« ist umso groBer,
je unwahrscheinlicher x ist. Die Entropie H(u) ist dann die »mittlere Uberraschung« bzw. der »mittlere
Informationsgewinn« beim Ziehen einer Stichprobe von v. Eine wichtige Eigenschaft der Entropie, die auch
die Wahl des Logarithmus erklért, ist:

Satz 3.3 (Faktorisierungseigenschaft). Fiir beliebige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen v und u
gilt:
H(veu) = Hv)+H(u).

Der mittlere Informationszuwachs in einem aus zwei unabhéngigen Experimenten zusammengesetzten
Zufallsexperiment ist also die Summe der einzelnen mittleren Informationszuwéchse.

Beweis. Nach Definition der Entropie gilt:

Hyveu = > v©ul)logx)u(y)
V(X));Cl’(yy);tO
= - > v@logr()) = D p(y)log(u(y)
x:v(x)#0 y:u(y)#0
= H(v)+H(). [ ]
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Wir bestimmen nun auf einer gegebenen abzihlbaren Menge S die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
minimaler bzw. maximaler Entropie.
Entropieminima
Nach (3.1) ist die Entropie stets nicht-negativ. Zudem gilt:

Hu) =0 & ux)e{0,1} VYxeS & u isteinDirac-MaB.
Die Dirac-Mafe sind also die Entropieminima. Ist das Zufallsexperiment deterministisch, d.h. g ein Di-
racmaB, dann tritt bei Ziehen einer Stichprobe von u keine Uberraschung bzw. kein Informationszuwachs
auf.
Entropiemaximum
Ist S endlich, dann gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen u auf S:
H(u) < log(|S]) = H(Unify),

wobei Unifg die Gleichverteilung auf § ist. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt ndmlich

= > u(u(x)

xeS

s / u(41(x)) Unifs ()

IA

—|S| - u (/,u(x) Unifg(dx))
—IS1-u(1/1S]) = loglS|

mit Gleichheit genau dann, wenn u die Gleichverteilung ist.

Die Gleichverteilung maximiert also die Entropie auf einem endlichen Zustandsraum. Anschaulich kénnen
wir die Gleichverteilung als eine »vollig zufillige« Verteilung auffassen — d.h. wir verwenden die Gleich-
verteilung als Modell, wenn wir keinen Grund haben, einen der Zustidnde zu bevorzugen. Die Entropie ist in
diesem Sinne ein MaB fiir die »Zufdlligkeit« (bzw. » Unordnung «) der Wahrscheinlichkeitsverteilung p.

Ist S abzdhlbar unendlich, dann gibt es Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S mit unendlicher Entropie.

Als néchstes geben wir eine statistische Interpretation der Entropie. Sei u eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf einer abzéhlbaren Menge S. Die Wahrscheinlichkeit einer Folge von Ausgingen xi, ..., x, bei
Entnehmen einer Stichprobe aus n unabhiingigen ZufallsgroBBen mit Verteilung u betrigt

n
P, coxn) = | | ).
i=1
Der gemittelte Informationszuwachs durch Auswertung der Werte xy, . . ., x,, ist also

1
—;logpn(xl,...,xn).

Mithilfe des Gesetzes der groBen Zahlen konnen wir die Asymptotik dieser Grolen fiir n — oo untersuchen:

Satz 3.4 (Entropie als asymptotische Informationszuwachsrate). Seien X, X,... : Q — S unter P
unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung u. Dann gilt P-fast sicher :

1
——logp,(X1,....X,) — H(w fiir n — co.
n
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In der zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrten Notation zur Aquivalenz auf der exponentiellen Skala besagt
die Aussage des Satzes, dass fast sicher

pn(Xi,.. Xy) = e HW gilt.

A

Beweis. Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt 0 < u(X;) < 1, also —log u(X;) € [0, co) fiir alle i. Nach dem Gesetz
der groflen Zahlen folgt, dass fast sicher

1 1< oo
—;logpn(Xl,...,Xn) = —’;Zlog,u(Xi) by —/log,ud,u = H(u)
i=1

gilt.

Relative Entropie und statistische Unterscheidbarkeit

Die Entropie ist nur fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsmafe definiert. Eine Ubertragung der Definition auf
absolutstetige WahrscheinlichkeitsmaBe auf R? ist moglich, indem man

H(u) = —/Rdf log f dx mit f =du/dx

setzt. Allerdings kann die so definierte Entropie sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Wir
fiihren jetzt den allgemeineren Begriff der relativen Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem
beliebigen meBbaren Raum (S, B) ein:

Definition 3.5 (Relative Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsmafie). Seien u und v Wahrscheinlich-
keitsmafe auf (S, 8). Die durch

H(u|v) (3.3)

[logwdu = [wlogwdv  falls u < v mit Dichte w,
0o sonst.

definierte GroBe H(u | v) € [0, co] heilt relative Entropie (oder Kullback-Leibler Information) von u bzgl.
V.

Um eine anschauliche Interpretation der relativen Entropie zu geben, nehmen wir an, dass g und v
WahrscheinlichkeitsmaBe auf § = R? oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw. Massenfunktionen)
f.,g > 0sind. Die relative Dichte w von u bzgl. v ist dann

f(x)
g(x)

d
w(x) = d—’u(x) fiir v-fast alle x € S,
v

und

Hulv) = / 10g§du - / (~log g(x) — (= log £ (x))) u(dx).

Wir konnen —log g(x) und —log f(x) als MaB fiir die Uberraschung (den Informationsgewinn) bei Ein-
treten von x interpretieren, falls v bzw. y das zugrundeliegende Modell ist. Wenn wir also v als Modell
annehmen, aber tatsiichlich y die zugrundeliegende Verteilung ist, dann erhoht sich die Uberraschung (der
Informationszuwachs) bei Ziehen einer Stichprobe im Vergleich zum korrekten Modell im Mittel um H (u|v).
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Bemerkung (Entropie als Spezialfall der relativen Entropie). Ist v das Zidhlmal auf einer abzéhlbaren
Menge S, dann gilt

Hplv) = ), plogu(x) = -H(). (3.4)
u(x)#0

Ist S endlich, und v die Gleichverteilung (also das normierte Zdhlma@) auf S, dann folgt entsprechend

H(plv) = Z p(x)log(u(x) - IS]) = logl|S| - H(u).
p(x)#0

Aussagen {iiber die relative Entropie liefern also als Spezialfall entsprechende Aussagen fiir die Entropie
(wobei sich aber das Vorzeichen umkehrt!)

Das folgende Lemma fasst elementare Eigenschaften der relativen Entropie zusammen:
Lemma 3.6 (Eigenschaften der relativen Entropie).

(i) Esgilt H(u | v) = 0, mit Gleichheit genau dann, wenn p = v.
n
(i) Hu ® ... 9 U, |1 ®...Q0v,) = ZIH(,uilv,-).
Beweis. Sei u < v mit relativer Dichte w. Wegen x logx > x — 1 folgt

H(ulv) = /wlogwdv > /(w—l)dv = /wdv—l = 0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn w v-fast sicher gleich 1, also u = v ist. Der Beweis der zweiten Aussage ist
eine Ubungsaufgabe. |

Die folgenden Beipiele zeigen, dass die relative Entropie im Allgemeinen nicht symmetrisch ist.
Beispiele (Relative Entropie von Bernoulli- und Binomialverteilungen).

(i) Fiir die Bernoulli-Verteilungen mit v,,(1) = p und v,,(0) = 1 — p gilt:

1_
H(valvy) = alog(f)+(1—a)1og(]—“) fiir alle a, p € (0, 1).
p -p

(i1) Fiir Normalverteilungen mit Mittelwerten m, m € R und Varianzen v,v > 0 gilt

= = N2

H(N(m,v) | N(m,v)) = % (log (%) + S -1+ M) , also insbesondere
=32
H(N(@i,v) | N(m,v)) = %

Bemerkung (Zusammenhang von relativer Entropie und Chiquadrat-Divergenz). Fiir u = v, alsow =
% ~ 1 erhalten wir mit der Taylor-Approximation w logw = w — 1 + %(w —1)2+0(|Jw —1}%) die Niherung

H(ulv) = /Wlogwdv ~ /(w—l) dv+%/(w—1)2dv = %){2([1|V). 3.5)

Wir kénnen die Chiquadrat-Divergenz also als quadratische Approximation der relativen Entropie fiir u = v
interpretieren.
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Wir geben nun eine statistische Interpretation der relativen Entropie. Dazu nehmen wir wieder an, dass u
und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = R oder einem diskreten Raum mit Dichten (bzw. Massen-
funktionen) f, g > 0, und relativer Dichte w = f/g sind.

Wie kann man anhand von unabhingigen Stichproben erkennen, welche der beiden Verteilungen v und u in
einem Zufallsexperiment vorliegt? Dazu betrachten wir den Likelihood-Quotienten

Lo(ixi,...ox)) I fo) |
Lo(vixi,...,xn) I, 8(x) !;lw(x,).

wp(x1,...,x,) =

Analog zu Satz 3.4 erhalten wir die folgende (allgemeinere) Aussage:

Satz 3.7 (Relative Entropie als statistische Unterscheidbarkeit; Shannon-McMillan). Seien
X1,Xp,... : Q — S unabhingige Zufallsvariablen unter P, bzw. P, mit Verteilung v bzw. pu.
Dann gilt fiir n — oo:

1
—logw,(X1,...,X,) — H(u|v) P,-fast sicher, und (3.6)
n

1
—logw,(X1,...,X,) — -H(v|p) P, -fast sicher. (3.7)
n

Beweis. (i) Fiir n — oo gilt nach dem Gesetz der groen Zahlen

1 IS
—logw,(X1,...,Xn) = - Z logw(X;) — /log w du P, -fast sicher.
n n

i=1

Das Gesetz der groflen Zahlen ist anwendbar, da

/(logw)_d,u = /(wlogw)_dv < ! < oo,

e

(i) Da v absolutstetig bzgl. ¢ mit Dichte 1/w ist, gilt entsprechend

L logwy (X X,,) S g !
—logw = - 0g ———
n g n 1 n n P gW(Xl)
1
G_)GZ _/log—dy = —H(Vllu) PV—fast sicher. [ |
w

Der Satz von Shannon-Mc Millan zeigt, dass sich die Produktdichte (der Likelihood-Quotient) asym-
ptotisch auf der exponentiellen Skala (d.h. unter Vernachlédssigung subexponentiell wachsender Faktoren)
folgendermaf3en verhalt:

e"H k1Y) P,,-fast sicher,
Wn(Xl, cee ,Xn)

e mH (1) P, -fast sicher.
Damit erhalten wir eine statistische Interpretation der relativen Entropie als natiirlichen (nicht-symmetrischen!)

Abstandsbegriff fiir WahrscheinlichkeitsmaBe. Wir werden diese statistische Interpretation im folgenden noch
weiter prizisieren.
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3.2. Anwendung auf die Asymptotik von Likelihood-basierten
statistischen Verfahren

Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schatzern

Als erste Folgerung aus Satz 3.7 zeigen wir, dass Maximum-Likelihood-Schétzer unter geeigneten Voraus-
setzungen konsistent sind. Sei dazu vy (6 € ©) eine einparametrige (d.h. ® C R) Familie von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen mit Dichten bzw. Massenfunktionen fy. Es gelte:

Annahme (Unimodalitiit): Fiir alle n € N und x € S” existiert ein 8, (x1, ..., X,), sodass

ist monoton wachsend fiir 8 < 9, (X15eer Xn)-
00— L,(0;x1,...,x,) 1. o
ist monoton fallend fiir 8 > 8, (xy, ..., x,).

Bemerkung. (i) Die Annahme ist z.B. erfiillt, falls 6 +— log fy(x) fiir jedes x konkav ist - denn dann ist
auch log L, (0, x1, ...,xn) = X1, log fo(x;) konkav in 6.

(i1) 0, (X1, ..., Xy) ist im unimodalen Fall eindeutiger Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 6.

Satz 3.8 (Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schiitzern). Es gelte die Annahme, sowie vy # v fiir
6 # 0. Dann ist 0,(X1,....X,) (n € N) eine konsistente Folge von Schitzern fiir 6, d.h. fiir jedes £ > 0
gilt:

Poll0n(X1,....X,) - 0| <e] > 1 fiirn — oo.

Beweis. Wegen der Unimodalitit gilt 8, (x1, ..., x,) € (6 — &, 6 + &) falls

L,(0;x1,...,x,) > Lo(0£&;x1,...,X,).

Also: ( )
~ Ln 9;X1,...,Xn
Poll0n(X1,....Xn) -0l <€l =P > 1.
9[' n( 1 n) I ‘9] [ L,,(Gig;Xl,...,Xn)
Die rechte Seite konvergiert aber fiir n — co nach Satz 3.7 fiir jedes 6 gegen 1. |

Asymptotische Macht von Likelihood-Quotienten-Tests

Wir nehmen nun wieder an, dass u und v Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = R¢ oder einem diskreten
Raum mit Dichten (bzw. Massenfunktionen) f, g > 0, und relativer Dichte w = f/g sind.

Seien X1, X3, ... unter P, bzw. P, unabhiingige Zufallsvariablen mit Verteilung v bzw. u. Wir betrachten
den Likelihood-Quotienten

L,(u;x1,...,x,) [TL f(xi) =
WnXl,..., X = = _ = wix;
n ") L,(vix1,...,xn) [T, g(x:) !:1[ (x;)
fiir n unabhéngige Stichproben x1, . . ., x;. Nach dem Neyman-Pearson-Lemma ist der Lihelihood-Quotienten-
Test mit Verwerfungsbereich
C = {w, >c}

fiir jedes ¢ € (0, o0) der méchtigste Test fiir das Testproblem
Hy: »X; ~ v« VS. Hy: »X; ~ U«

zum Niveau @ = v"(w, > c). Wie michtig ist dieser Test asymptotisch fiir grofe n?
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3.2. Anwendung auf die Asymptotik von Likelihood-basierten statistischen Verfahren

Satz 3.9 (Asymptotische Macht des Likelihoodquotiententests). Sei @ € (0, 1) ein festes Niveau, und
sei ¢, € (0,00) (n € N) mit

Viw, > cn) < a <V (wy 2 cp) (3.8)
Dann gilt:
1) 1
— logc, — —-H(v|u) fiir n — 0.
n
(i1)
1
— logu™(w, < cn) — —H(v|u) fiir n — oo,
n

d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art fllt exponentiell mit Rate H(v|u).

Der Satz demonstriert erneut, daBl die relative Entropie ein gutes MaB fiir die Unterscheidbarkeit zweier
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist. Der Beweis basiert auf dem Satz von Shannon-McMillan und einem
Lemma zu unteren Schranken fiir Wahrscheinlichkeiten bei Mal3wechsel, dass wir im Anschluss beweisen
werden.

Beweis. (i) Sei € > 0. Fiir grofe » gilt nach dem Satz von Shannon-McMillan

(3.8)
o (Wn > e—n(H(V|.U)+£)) >a > V”(Wn > cn).

Es folgt e "(HVI)+&) < ¢ Analog zeigt man e *(H(I1)=2) 5 ¢ Die Behauptung folgt dann fiir £ — O.

(ii) Untere Schranke: Wegen
Viiwp <cp) 2 1—a > 0 VneN
folgt nach Lemma 3.11, dass
1
liminf — logu" (w, < c¢,) = —H(v|w).
n
Obere Schranke: Wegen
u'(wp <cp) = / wp dv"' < ¢y
Wn<cCp
folgt nach (i) die Abschitzung
1 1
limsup — logu"(w, < c¢,) < limsup — loge, = —H(v|u),
n n
und damit die Behauptung. |
Wir kommen nun zum Beweis des oben verwendeten Lemmas. Dieses spielt auch allgemein in der Theorie
grofler Abweichungen eine wichtige Rolle. Wir beginnen mit einer Definition.
Definition 3.10 (Wesentliche Mengen in Produktmodellen). Eine Folge von Mengen B, C S" (n € N)

heilt wesentlich bzgl. v, falls

liminf P, [(X1,...,X,) € B,] = liminfv"[B,] > 0.
n—0oo

n—0oo

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 49



3. Relative Entropie, Information und statistische Unterscheidbarkeit

Wie wahrscheinlich muss eine bzgl. v wesentliche Folge von Mengen unter 4 mindestens sein? Das
folgende Lemma beantwortet diese Frage auf der exponentiellen Skala.

Lemma 3.11 (Untere Schranken fiir Wahrscheinlichkeiten bei MaBwechsel). (i) Fiir & > 0 sei
Bne = {(x1,...,xn) : e MHWT*e) <\ (X1, xp) < e MHV =2y gn
Dann gilt lim,,_,o, V[ By, ] = 1 (insbesondere ist (B, ¢)nen wesentlich bzgl. v), und
W'Bnel < e "HOIW=E i gllen € N, (3.9)
(ii) Fiir beliebige messbare Mengen A,, C S™ mit
liminfv"[A,] > 0 (3.10)

gilt
1
liminf —log u"[A,] = —-H(v | p). 3.11)
n

Beweis. (i) Die erste Aussage folgt nach Satz 3.7. Zudem gilt

1
U B] = [z BT,
Bn.e Wn
(ii) Aus
“n [An] = / Wpdvy 2 e H | H*eE) [An N By, el
Ap

folgt

.1 n o1

liminf —log " [A,] = —(H(v|w)+e¢)+liminf —logv"[A, N B, ¢]

n n
= —(H(v|p +e),

daliminfv'[A, N B, ] = liminf v"[A,] > 0 nach (i) gilt. Die Behauptung folgt fiir ¢ — 0. [ |

Die zweite Aussage der Satzes konnen wir als eine allgemeine untere Schranke fiir groBe Abweichungen
interpretieren: Ist A,, € S” eine beliebige Folge von Ereignissen, dann liefert uns (3.11) fiir jede Wahrschein-
lichkeitsverteilung v mit (3.10) eine asymptotische untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeiten

P,u[(Xl’ s Xn) €AL] = /'ln[An]

auf der exponentiellen Skala.

Fisher-Information

Wir betrachten nun wieder ein parametrisches Modell. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass der
Parameterraum O ein offenes Teilintervall von R ist. Entsprechende Aussagen gelten aber auch fiir mehrdi-
mensionale Parametermengen. Sei i (6 € ©) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S € R4
(bzw. auf einem diskreten Raum §) mit Dichten (bzw. Massenfunktionen) fy. Fiir die folgenden Aussagen
benotigen wir zudem unterschiedliche Regularitdtsannahmen. Die folgende (relativ starke) Annahme ist fiir
alle Aussagen hinreichend, kann aber noch deutlich abgeschwicht werden.

Annahme (Regularitit): Die folgenden Bedingungen sind erfiillt:

* Identifizerbarkeit: Fir 6 # 6 gilt ug # ug.
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3.2. Anwendung auf die Asymptotik von Likelihood-basierten statistischen Verfahren

* Nicht-degeneriert: Fiirallex € Sund 8 € O ist fg(x) > 0.

* Glattheit der Log-Likelihood: Fiir jedes x € S ist 6 — fg(x) dreimal stetig differenzierbar, und fiir
k =2 sowie k = 3 gilt
k

sup 891‘

log fo(x)

» Vertauschen von Ableitung und Integral: Fir k = 1 und k = 2 gilt

ak
/gwﬁmw—aw/ﬁmw=

Unter den Annahmen ist die log-Likelihood

£(6:x) = log fo(x)

eine glatte Funktion, deren erste Ableitung die Score-Funktion

, 0 _ 1
C0) = Z00) = =0 ol

ist. Die Score-Funktion misst also, wie stark die log-Likelihood vom Parameter 6 abhéngt. Um zu quantifi-
zieren wie stark die Verteilung von 6 abhéngt, betrachten wir die Fisher-Information.

Definition 3.12 (Fisher-Information). Die Fisher-Information des parametrischen Modells ist fiir 6 € ©
definiert als

1L |0fe@)[
1(0) = [ '(0)* fodx =
0= [e@na = [ |
Aus den Regularitidtsannahmen folgt unmittelbar
/5’(9) fodx =0, und —/f”(Q) fodx = 1(6), (3.12)

denn
2
0 = /%fgdx - /f”(@)fgdx + /5'(9) %fgdx - /f”(é))fgdx + 1(0).

Insbesondere ist die Fisher-Information sowohl die Varianz der Score-Funktion als auch der Erwartungswert
der negativen zweiten Ableitung der log-Likelihood. Letztere kann geometrisch als Kriimmung des Modells
interpretiert werden.

Wenn die Fisher-Information grof ist, dann hingt die Verteilung stark von 6 ab, und es sollte einfacher
sein, den Parameter zu schitzen. Umgekehrt sollte es schwierig sein, den Parameter zu schitzen, wenn 7(6)
klein ist. Dies wird durch die Informationsungleichung bestitigt.

Satz 3.13 (Informationsungleichung von Cramér-Rao). Ist das Modell reguldr, dann gilt fiir jeden er-
wartungstreuer Schitzer 4 fiir 6 die untere Schranke

N A 1
MSE(0) = Varg[0] > m fiir alle 8 € ©.
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich (nach kurzer Rechnung) durch Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
auf die Kovarianz von § und der Score-Funktion % (0;X). |

Auf dhnliche Weise sieht man auch, dass in der Informationsungleichung fiir einen erwartungstreuen
Schitzer § = T(X) genau dann Gleichheit gilt, wenn (ug)gco eine exponentielle Familie zur Statistik
T(X) ist. In diesem Fall nennt man den Schétzer effizient. Auf die Voraussetzungen Erwartungstreue und
Regularitit kann man nicht verzichten, wie Beispiele aus den Ubungen zeigen.

Beispiel (Produktmodell). In einem reguldren Produktmodell mit n unabhingigen, identisch verteilten
Faktoren ist die Fisher-Information durch 1,,(6) = nl(6) gegeben, wobei I die Fisher-Information der
einzelnen Komponenten ist. Aufgrund der Informationsungleichung gilt also

1

Varg[0] > T(Q)

fiir jeden erwartungstreuen Schitzer. Andererseits haben wir in den Ubungen ,,supereffiziente” erwar-
tungstreue Schitzer 6,, in einem (nicht-reguldren) Produktmodell betrachtet, deren Varianz mit Ordnung
O(1/n?) abfillt.

Der folgende Satz zeigt, dass die Fisher-Information die Unterscheidbarkeit von den Verteilungen py und

Mg, fiir 6 = 6y quantifiziert.

Satz 3.14 (Zusammenhang von relativer Entropie und Fisher-Information). Sei 6y € © ein fester Pa-
rameterwert. Dann gilt unter Regularititsvoraussetzungen

1

H(ug,lpo) = 51(90)'(9—90)2+0(|9—90|3), und (3.13)
1

H(uolpeg,) = 51(90)'(9—90)2+0(|9—90|3)- (3.14)

Beweis. Die Aussagen folgen durch eine Taylor-Entwicklung der relativen Entropie. Sei

h(6) = Hpaluo) = / tog (fau fo) far

Dann gilt 1(6) = 0. Wegen log (fa,/ fo) = €(80) — €(6) folgt zudem

7 (6) = - / CO) fo und  B(0) = - / £ (9) far.

und somit 4’ (6p) = 0 und A" (8g) = 1(8g) nach (3.12). Also erhalten wir unter den obigen Regularitétsvor-
aussetzungen die Taylor-Entwicklung

’ 1 4 1
h(0) = h(8o) + (6 = o)’ (60) + 56 = 00)*h" (60) + O(16 = 6oI") = 1(60) - (6= 60)” + O(16 = 6ol").
Die zweite Aussage zeigt man auf dhnliche Weise. ]

Bemerkung (Mehrdimensionale Verallgemeinerung; Fisher-Informationsmatrix und Informationsgeometrie).
Fiir ® C R folgt auf dhnliche Weise D%H(ﬂgolllg) = 1(6p) wobei I(6y) € R¥*4 die durch

0 o
10 = / 7o (08 f) 5 (log fo) fa

definierte Fisher-Informations-Matrix ist. Unter Regularititsvoraussetzungen folgt wie im eindimensionalen
Fall 1(0) = — [ D?¢(0) fo. Ist die log-Likelihood konkav, dann definiert die Fisher-Information eine Rie-
mannsche Metrik auf dem Parameterraum, die auf natiirliche Weise mit dem zugrundeliegenden statistischen
Modell verbunden ist.
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Asymptotische Normalitat von Maximum-Likelihood-Schétzern

Wir betrachten nun ein regulidres Produktmodell mit Dichte fy, 8 € ® C R. Die Log-Likelihood ¢, fiir n
unabhiingige Stichproben ist dann gegeben durch

n
a(05x1,. . x) = ) log fo(xi)
i=1

Ist 8, = T, (X1, ..., X,) ein Maximum-Likelihood-Schitzer, dann gilt die Likelihood-Gleichung

0t
%(Tn(xle---,xn);xl,---,xn) =0 (3.15)
fiir alle Beobachtungswerte xi,...,x,. Mithilfe der relativen Entropie konnten wir bereits zeigen, dass

Maximum-Likelihood-Schitzer unter Regularititsannahmen konsistent sind. Mithilfe der Fisher-Information

2
fo(x)dx

10) = [ | 2108 sato

kann man nun die asymptotische Varianz identifizieren, und einen zentralen Grenzwertsatz fiir Maximum-
Likelihood-Schitzer beweisen.

Satz 3.15 (Fisher, Wilks, Wald). Sei7,,(X,...,X,) (n € N) eine konsistente Folge von Schitzern, die die
Likelihood-Gleichung (3.15) erfiillt. Dann gilt unter Regularititsvoraussetzungen fiir jeden Parameterwert
0c0®

\/ﬁ (én(xl,,xn)_e) 2) N(O,ﬁ)’

wobei ,,—” fiir Konvergenz in Verteilung beziiglich Py fiir n — oo steht.

Da andererseits nach der Informationsungleichung die Varianz eines erwartungstreuen Schitzers fiir 6

basierend auf n unabhingigen Stichproben unter Regularititsbedingungen stets grofer als —— ist, folgt,

nl(0)
dass Maximum-Likelihood-Schétzer asymptotisch effizient sind.

Beweis. Wir skizzieren hier nur die Beweisidee. Ein vollstandiger Beweis erfordert eine sorgfiltige Recht-
fertigung der einzelnen Schritte inklusive der Kontrolle der Restterme in den folgenden Approximationen
mithilfe der Regularitiatsannahmen.

Nach (3.15) und einer Taylor-Approximation gilt
0 = 6,(Tw) ~ 6,(0) + (T, - 0) £;(0),

und damit "
n==t (9)
Va(T, -0) ~ ———2—~,

! ~Le(o

Wir betrachten nun den Zihler und Nenner separat. Fiir den Zihler erhalten wir unter Py nach dem zentralen
Grenzwertsatz fiir Summen von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen

Ly = Ly 2 )2
70O = WZI 5g 108 fo(Xi) — N (0.10)) .

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 53



3. Relative Entropie, Information und statistische Unterscheidbarkeit

Hierbei haben wir benutzt, dass die Summanden nach (3.12) und der Definition der Fisher-Information
unabhingige zentrierte Zufallsvariablen mit Varianz 7(6) sind. Fiir den Nenner erhalten wir entsprechend
nach dem Gesetz der groflen Zahlen und (3.12)

1

’ _ 1 <« 92 f.s.
\/ﬁfn 0) = %;—ﬁlogfe(xi) — 1(6).

Insgesamt folgt damit nach dem Satz von Slutsky, dass
D
(T, - 6) — W/I(6),
wobei W eine Zufallsvariable mit Verteilung N (0, ) ist, also W/I(8) ~ N(0, 1/1(8)). |

Der Satz von Fisher, Wilks und Wald ermdglicht es, approximative Konfidenzintervalle basierend auf
Maximum-Likelihood-Schitzern anzugeben. Fiir ,,grole” n gilt nach dem Satz ndherungsweise

b, -6
= ~ N(0,1).
1
nl(0)
Nach dem Satz von Slutsky folgt auch
0, -0
1 ~ N(0,1).
nl(én)
Also ist
A 1
b, £® (1 -a/2 _
n (1-a/2) G0

ein approximatives Konfidenzintervall fiir 8 zum Konfidenzniveau 1 — «. Beispielsweise ist 8, +2/+/nl(6,)
ein approximatives 95%-Konfidenzintervall. Allerdings ist unklar, wie gro3 man n wéhlen muss, damit die
Approximation hinreichend genau ist.

3.3. Weitere Anwendungen von Entropie und relativer Entropie

Hoeffdings Entropietest

Seien x1, . . ., x;, unabhingige Stichproben von einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf einer
endlichen Menge S = {ay, as, ..., ag} mit Gewichten p1, ..., px. Wir betrachten das Testproblem

Hozpzpo Vs. H1:p¢p0,
wobei p eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S ist. Der Parameterraum ist in diesem Fall das

(K — 1)-dimensionale Simplex
0= {pelo1*: Y p=1f,

und ©) = {p°}.Wir wollen den entsprechenden Likelihood-Quotienten-Test finden. Die Likelihood-Funktion
ist

n K
H
Lpixis..ox) = | | pG) = [ [ o™,
i=1 =1
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wobei H; die Héufigkeit von a; unter xy, .. ., x, ist. Mit den relativen Haufigkeiten p; = H;/n ergibt sich

K K K P
Zﬁllogpl = Zﬁzlogﬁl —Zﬁllog—
=1 =1 =1 pi

—H(p) - H(plp),

1
—log L(p;x)
n

also
L(p:x) = e MH(P)+H (p|p)) (3.16)

Da die relative Entropie nicht negativ ist, ist p = p der eindeutige Maximum-Likelihood-Schitzer fiir p, und
als Likelihood-Quotient ergibt sich

sup{L(p;x) : p # p°} _ max{L(p;x) : p € WV(S)} _ e A @) — onH(PIP")
L(p%x) L(p%x) e~n(H(p)+H(p|p°)) '

Also verwirft der Likelihood-Quotienten-Test die Nullhypothese, falls

H(plp®) >c

fiir einen geeigneten Schwellenwert ¢ > 0 gilt. Man kann zeigen, dass dieser Test asymptotisch optimal ist,
siche [DemboZeitouni]. Allerdings ist es schwierig, die Verteilung der relativen Entropie zu berechnen. Als
Ausweg bieten sich zwei Optionen an:

e Zum einen kann man statt der relativen Entropie die einfachere Chiquadrat-Divergenz als Teststatistik
verwenden. Dann gelangt man zum iiblichen Chiquadrat-Anpassungstest. Eine gewisse Rechtfertigung
dafiir liefert die Approximation (3.5) der relativen Entropie durch die Chiquadrat-Divergenz fiir nahe
beieinander liegende Verteilungen.

* Alternativ kann man direkt einen Monte-Carlo-Test verwenden, der auf der relativen Entropie als
Teststatistik basiert.

GroBe Abweichungen fiir empirische Verteilungen

Mithilfe von Satz 3.11 konnen wir noch eine stirkere Form der unteren Schranke fiir gro3e Abweichungen
vom Gesetz der grolen Zahlen herleiten. Sei dazu v ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf einem metrischen Raum
S mit Borelscher o-Algebra 8. Wir nehmen an, dass S separabel ist, also eine abzéihlbare dichte Teilmenge
besitzt. Seien

. I\
V’l(w) = ; Z 6X,'(LL))9 ne N’
i=1

die empirischen Verteilungen einer Folge (X;);cn unabhéngiger Zufallsvariablen mit Verteilung v bzgl. P,,.
Aus dem Gesetz der groBen Zahlen folgt, dass die Erwartungswerte einer integrierbaren Funktion U € £!(v)
beziiglich der zufilligen Malle v, (w) fiir fast alle w gegen die Erwartungswerte bzgl. v konvergieren:

1 n
/ Udip(w) = ;ZU(Xi(w)) — / Udv fiir P,-fast alle w. (3.17)
i=1

Die Ausnahmemenge kann dabei aber von der Funktion U abhingen. Da der Raum der stetigen beschrinkten
Funktionen U : § — R im Allgemeinen nicht mehr separabel ist, ist die folgende Erweiterung des Gesetzes
der groBBen Zahlen nicht offensichtlich:
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Satz 3.16 (GGZ fiir empirische Verteilungen; Varadarajan). IstS separabel, dann konvergieren die em-
pirischen Verteilungen fast sicher schwach gegen v:

w

(lw) — v fiir P, -fast alle w. (3.18)

Beweis (Beweisskizze.). Wir bezeichnen mit Cj, 1 (S) den Raum aller beschrinkten, Lipschitz-stetigen Funk-
tionen U : § — R. Nach Satz ?? geniigt es zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

/Udﬁn(w) — /Udv fiir alle U € Cp 1.(S) (3.19)

gilt. Man kann beweisen, dass im Raum Cy, 1, (S) eine beziiglich der Supremums-Norm dichte, abzihlbare
Teilmenge {Uy : k € N} existiert, wenn S separabel ist, sieche z.B. [Dudley: Real Analysis and Probability].
Aus (3.17) konnen wir schlieBen, dass (3.19) auBerhalb einer P,-Nullmenge N fiir die Funktionen Uy,
k € N, simultan gilt. Hieraus folgt aber, dass (3.19) fiir w ¢ N sogar fiir alle beschriankten Lipschitz-stetigen
Funktionen wahr ist: Ist U € Cp_.(S), dann existiert zu jedem € > 0 ein k € N mit sup |U — Ug| < &, und

damit gilt
lim sup /Udﬁn(w)—/UdV < limsup /deﬁn(w)—/dev + 2 < 2¢
n—o0o n—o0o
fiir alle w ¢ N und & > 0. |

Nach dem Satz konvergiert die Wahrscheinlichkeit P, [V, ¢ U] fiir jede Umgebung U des Wahrschein-
lichkeitsmaBles v bzgl. der Topologie der schwachen Konvergenz gegen 0. Hierbei ist eine Menge U von
Wahrscheinlichkeitsmalien offen, wenn ihr Komplement A = WV(S) \ U abgeschlossen ist, also alle schwa-
chen Limiten von Folgen in A enthilt.

Die Konvergenzgeschwindigkeit auf der exponentiellen Skala ladsst sich durch ein Prinzip der groflen
Abweichungen auf dem Raum WV(S) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S, $) mit der Topologie der
schwachen Konvergenz beschreiben:

n
Satz 3.17 (Sanov). Die empirischen Verteilungen v, = % 2. Oy, erfiillen das folgende Prinzip der groBen
i=1

Abweichungen:

(i) Obere Schranke: Fiir jede abgeschlossene Menge A CWV(S) gilt:

1
limsup —log P, [V, € A] < - in;H(,u | v).
HE

n—oo N

(ii) Untere Schranke: Fiir jede offene Menge O CWV(S) gilt:

1
liminf —log P, [V, € O] > —inf H(u|v).
pueo

n—oo n

Beweis. (ii)) Zum Beweis der unteren Schranke wechseln wir wieder das zugrundeliegende Mal3, und
wenden Satz 3.11 an. Sei O € WV(S) offen und u € O. Nach (3.18) ist dann die Folge

1 n
A, = {(X],...,xn)GS" : —Zéxie()}
n
i=1
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wesentlich bzgl. u, denn
’un [An] = P/J [ﬁn € O] — 1
fiir n — co. Daher folgt nach Korollar 3.11(2):
1 1
liminf —log P, [V, € O] = liminf —logv"[A,] = -—-H(u|v).
n—oo n n—oo n

Die Behauptung ergibt sich, da dies fiir alle u € O gilt.

(1) Die obere Schranke beweisen wir hier nur fiir endliche Zustandsraume S, s. z.B. [Dembo, Zeitouni:
Large Deviations] fiir den Beweis im allgemeinen Fall. Ist S endlich, und u eine bzgl. v absolutstetige
Wabhrscheinlichkeitsverteilung mit Dichte w = du/dv, dann gilt fiir alle (xi,...,x,) € S" mit
empirischer Verteilung % 2y Ox; = M

g - Xij) = exp (; log (E(Xi)))

exp (n/log (%) a’,u) = exp(nH(u|v)).

du”
dvt

(X15...,Xp)

Damit folgt

1 n

Pv[ﬁn:ll] = y? H(xl,...,xn) . ;del:/"l}
i=1

o 15

e MH (1Y) | u" (3.20)

< e nHIY).

Jeder empirischen Verteilung von n Elementen xi,...,x, € S entspricht ein Histogramm h =
(ha)aes € {0,1, ..., n}5. Fiir die Anzahl der moglichen empirischen Verteilungen gilt daher

1 n
{;Z(Sx[ : (xl,...,xn)eS"}
i=1

Nach (3.20) erhalten wir nun fiir eine beliebige Menge A C WV(S) die (nicht-asymptotische)

< (n+DSL

Abschitzung
PyineAl = Y Pylim=pn] < (n+DSexp (—n inf H(u| v)) :
peA HEA
aus der die asymptotische obere Schranke wegen |S| < oo folgt. |

Bemerkung. Wie der Beweis schon andeutet, gilt auch die obere Schranke in diesem Fall nur noch asym-
ptotisch und modulo subexponentiell wachsender Faktoren. Der Ubergang von endlichen zu allgemeinen
Zustandsraumen ist bei der oberen Schranke nicht trivial, s. [Dembo,Zeitouni: Large deviations].

Den Satz von Sanov bezeichnet man gelegentlich auch als ein ,,Prinzip der groen Abweichungen auf
Level 1T, d.h. fiir die empirischen Verteilungen. Wir bemerken abschlieend, dass sich eine Version des
Satzes von Cramér, d.h. ein ,,Prinzip der groBen Abweichungen auf Level I** als Spezialfall ergibt:

Fiir eine stetige beschrinkte Funktion U : S — R und eine offene Menge B C R gilt nach dem Satz von
Sanov:

P, = P,[v,€0] = exp (— inf H(u | v))
pueo

1 n
- Y U(X)eB
n

i=1

mit O = {u € WV(S) : [U du € B}. Entsprechend ergibt sich eine analoge obere Schranke, falls B
abgeschlossen ist.
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Entropie und Kodierung

Als Spezialfall der Aussagen (1) und (2) in Satz 3.11 erhalten wir, wenn S endlich und v die Gleichverteilung
ist, zwei bekannte Aussagen aus der Informationstheorie: die ,,asymptotische Gleichverteilungseigenschaft”
und den Quellenkodierungssatz von Shannon:

Wir betrachten die moglichst effiziente Beschreibung/Kodierung einer Zufallsfolge. Eine unbekannte Si-
gnalfolge mit Werten in einer endlichen Menge S (dem zugrundeliegenden ,,Alphabet) beschreibt man im
einfachsten A-Priori-Modell durch unabhingige Zufallsvariablen Xi, X5, ... mit Verteilung y, wobei u(x)
die relative Hiufigkeit des Buchstabens x in der verwendeten Sprache ist. Eine ,,perfekte” Kodierung ordnet
jedem Wort mit einer vorgegebenen Anzahl n von Buchstaben, also jedem Element des Produktraums S”,
eine Bindrfolge zu. Will man alle Worter mit n Buchstaben perfekt kodieren, werden 7 - log, |S| Bits beno-
tigt. Wir betrachten stattdessen ,.effiziente Kodierungen, die nur den ,,meisten” Wortern mit n Buchstaben
eindeutig eine Binirfolge zuordnen.

{0, 1)

Abbildung 3.2.: Perfekte Kodierung

sh irgendwie

{0, 1)

Abbildung 3.3.: Effiziente Kodierung bzgl. einer Folge von wesentlichen Mengen B,,.

Sei pn(x1,...,x,) = [}, u(x;) die A-Priori-Wahrscheinlichkeit von (xp, . . .,x,) unter dem Produktmaf}
©". Wihlen wir fiir v die Gleichverteilung auf S, dann gilt

Al = V' [AL] - |S]" fiir alle Mengen A,, C S", n € N,

Damit kénnen wir die Aussage von Satz 3.11 (1) folgendermaB3en umformulieren:
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Korollar 3.18 (Asymptotische Gleichverteilungseigenschaft). Fiir jedes € > 0 ist die Folge
Bne = {(xl, X)) €8 e MHW+E) < Pn(x1, ..., xn) < e_"(H(“)_‘S)}, n €N,
wesentlich bzgl. u, und es gilt

|Bn,s| < en(H(ﬂ)-HS) fir alle n € N.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 3.11 (1) wegen H(u|v) =log|S| — H(u) und du/dv"™ = |S|" - p,,. N

Die asymptotische Gleichverteilungseigenschaft zeigt, dass Folgen von wesentlichen Mengen existieren,
deren Michtigkeit auf der exponentiellen Skala nicht viel schneller als exp(n - H(u)) wichst.

Wieviele Elemente enthalten wesentliche Mengen mindestens ? Fiir p € (0, 1) sei
K(n,p) = inf{|]A,| : A, € 8" mit P[(X, ..., X,) € Ay] = p}
die mindestens benétigte Anzahl von Wortern, um den Text (X1, ..., X,;) mit Wahrscheinlichkeit > p korrekt

zu erfassen. Dann ist log, K(n, p) die fiir eine korrekte bindre Kodierung von (Xj, ..., X;;) mit Wahrschein-
lichkeit > p mindestens bendtigte Anzahl von Bits. Aus dem zweiten Teil von Satz 3.11 ergibt sich:

Korollar 3.19 (Quellenkodierungssatz von Shannon). Fiir alle p € (0, 1) gilt:

1
lim — logK(n, p)

= H(u), bzw.
n—oo n
. 1
lim ~logy K(n.p) = Ha(w) = = ) p(x)log ().
x:u(x)#0

Insbesondere gilt: Ist A, (n € N) wesentlich bzgl. u, soist |A,| = exp(nH(u)).

Die GroBie % log, K(n, p) kann als die fiir eine mit Wahrscheinlichkeit > p korrekte Kodierung benotigte
Zahl von Bits pro gesendetem Buchstaben interpretiert werden.

Bemerkung. Der Quellenkodierungssatz zeigt, dass es keine Folge von wesentlichen Mengen gibt, die
auf der exponentiellen Skala deutlich langsamer wichst als die in Korollar 3.18 angegebenen Folgen B, »
(n e N).

Beweis. Die Aussage ergibt sich wieder als Spezialfall von Satz 3.11 wenn wir v = Unifyg setzen:
Obere Schranke: lim sup% logK(n,p) < H(u) :
Sei € > 0. Nach Korollar 3.18 erfiillt die dort konstruierte Folge B, . (n € N) die Bedingung

lim P[(X1,...Xn) €Bne]l = 1 > p, [ |
n—oo
und es gilt %log |By.e| < H(u) + €. Damit folgt

1 1
limsup — logK(n,p) < limsup;10g|Bn,€| < H(u)+e.

n—oo n—o0
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Die Behauptung ergibt sich fiir e — 0.
Untere Schranke: 1lim inf% logK(n,p) > H(u) :
Fiir Mengen A,, C S" mit P[(X1, ..., X;;) € A,] > p gilt nach Satz 3.11 (2):

1 1
liminf — log |A,| = liminf — log (V" (A,) - S8™) = log|S|— H(u|v) = H(w).
n—oo n n—o n

Entropie von Markovketten

Sei p(x,y) (x,y € S) eine stochastische Matrix auf einer endlichen Menge S mit Gleichgewichtsverteilung
v € WV(S), d.h. fiir alle y € S gelte

vy = v, (3.21)
xeS

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass die relative Entropie H(up™|v) der Verteilung zur Zeit n einer
Markovkette mit Startverteilung u und Ubergangsmatrix p beziiglich des Gleichgewichts v monoton fillt:

Satz 3.20 (Abfall der relativen Entropie). Ist p eine stochastische Matrix auf S und v ein Gleichgewicht
von p, dann gilt fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S:

H(uplv) < H(uly). (3.22)

Insbesondere ist n +— H(up"|v) stets monoton fallend.

Beweis. Ist u nicht absolutstetig beziiglich v, dann ist die Aussage (3.22) automatisch erfiillt. Andernfalls
sei w eine Version der relativen Dichte du/dv. Dann gilt

p)(y) = Y u() p(r,y) = > wx)v(x) p(x, ). (3.23)
xeS xeS
Aus der Gleichgewichtsbedingung (3.21) folgt v(x)p(x,y) < v(y) fiir alle x,y € S. Also ist auch up
absolutstetig bzgl. v, mit relativer Dichte

(up)(y) v(x) p(x,y)
o) T LW

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt auch, dass x — v(x)p(x,y)/v(y) die Massenfunktion einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf S ist. Darum konnen wir die Jensensche Ungleichung auf die konvexe Funktion
u(x) = xlog, x anwenden, und erhalten

(Z ()v<x>p<xy>) T uwiy LG

(3.24)

xeS

xeS V(y) xeS V( )

Zusammen mit (3.24) ergibt sich

Hpply) = >, u(Zw(x>v(x>p<x,y>/v(y> V()
yv(y)#0 x€eS
< DD, ulw) v() plx.y)
yeS xeS
= Zu(w(x))v(X) = H(uly). u
xeS

60 Universitit Bonn



3.3. Weitere Anwendungen von Entropie und relativer Entropie

Bemerkung (Zunahme der Entropie; thermodynamische Irreversibilitit). Als Spezialfall ergibt sich we-
gen H(u) =log|S| — H(u|v) die Aussage, dass die Entropie H(up") der Verteilung einer Markovkette zur
Zeit n monoton wichst, falls der Zustandsraum endlich und die Gleichverteilung v ein Gleichgewicht ist.
In der Interpretation der statistischen Physik geht die zeitliche Entwicklung auf makroskopischer Ebene
(Thermodynamik) von einem geordneten hin zu einem ungeordneten Zustand mit (lokal) maximaler Entro-
pie (»thermodynamische Irreversibilitit«). Trotzdem ist auf mikroskopischer Ebene die Dynamik rekurrent,
d.h. jeder Zustand x € S wird von der Markovkette mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft besucht — dies
dauert nur eventuell astronomisch lange. Die Einfiihrung eines Markov-Modells durch die sterreichischen
Physiker Tatjana und Paul Ehrenfest konnte eine entsprechende Kontroverse von Zermelo (,,Dynamik kehrt
immer wieder zuriick*) und Boltzmann (,,soll solange warten*) 16sen.

Beispiel (Irrfahrten). Ist p die Ubergangsmatrix eines symmetrischen Random Walks auf dem dis-
kreten Kreis Z; = Z/(kZ), der symmetrischen Gruppe S, (,,Mischen eines Kartenspiels*), oder dem
diskreten Hyperwiirfel {0, 1}" (,,Ehrenfest-Modell*), dann ist die Gleichverteilung ein Gleichgewicht,
und die Entropie wichst monoton.
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4. Empirische Verteilungen

Sei u eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S mit einem messbaren Raum (S, 8). Wir arbeiten
abermals mit einer endlichen Stichprobe Xj, ..., X,, von Zufallsvariablen, welche unter P, unabhéngig und
identisch zu u verteilt sind. Wir betrachten die empirische Verteilung der Stichproben, gegeben durch:

H, (B)
—_———
1 v 1+
Ly(w) := - Z Ix; (w) Ln(B) = - Z lix,eB}
i=1 i=1

welche die relative Héufigkeit von Werten der Stichproben in der Menge B angibt. Hierbei definieren wir
wie angezeigt die absoluten Haufigkeiten durch H,,(B). Fiir eine Abbildung f : S — R erhalten wir somit

den empirischen Mittelwert von f:
1 n
[ =330

Die empirische Verteilung L,, ist eine zufdllige Wahrscheinlichkeitsverteilung, das heiflt, L,, ist eine Zufalls-
variable mit Werten im Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S.

Die empirische Verteilung ist gegeben durch L,, = %H n- Um also die Verteilung der empirischen Verteilung
zu bestimmen, betrachten wir H,,. Fiir eine feste Menge B € B gilt:

Hu(B) ~ Bin(n,u(B))
Allgemeiner gilt fiir jede disjunkte Zerlegung S = By U B, U --- U By mit B; € 8:
(Hn(B1), Hn(B2), ..., Ho(Bk)) ~ Mult(n, u(By), ..., u(Bg))

Somit erhalten wir fiir 2 € N¥ mit ¥ h; = n, dass gilt

k
n!
P.H.(B))=hy VI=1,...,k]= —""— B
u[Ha(Br) = hy ] h]!hz!.whk,l;[m )

Hierdurch ist die Verteilung der maB3-wertigen Zufallsvariablen H, und L,, = %Hn eindeutig festgelegt.

] M

X X
x X

S

B B, Bj By Bs

Abbildung 4.1.: Histogramm der Bins By, ..., Bs

Die empirische Verteilung konnen wir als Schitzer fiir die unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung u

verwenden:
1 n
i, =L, =— Ox,
Hn n n; X;
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Wegen L,,(B) = % 21 1s(X;) gilt fiir B € B:

Eu[Ln(B)] = u(B) erwartungstreu
B)(1 — u(B 1
Var,[L,(B)] = uB)(1 —pu(B)) _ 1
n 4n
Py[|Ln(B) — u(B) > &] <2727 fiiralle & > 0

Die Abschitzung der Varianz folgt nach der Bernstein-Ungleichung, siehe Stochastik bzw. Algorithmische
Mathematik 2.
Gesetz der groBen Zahlen

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen folgt die fast sichere Konvergenz der empirischen Verteilung zur
unbekannten u. Also:

nfoo

L,(B) — u(B) PP,,-fast sicher fiir alle B € B
Eine wichtige Frage ist, ob man die Annahmemenge unabhingig von B wihlen kann. Im Allgemeinen gilt
die Aussage jedoch nicht. Wenn die Anzahl der Teilmengen von $ endlich ist, kann man die Annahmemenge
unabhéngig wihlen, da es nur endlich viele Teilmengen gibt, fiir die die Konvergenz zu iiberpriifen ist. Fiir
den allgemeinen Fall gibt es jedoch eine schwichere Aussage:
Satz 4.1 (Varadarajan). Ist S separabel und 8 = B(S) die Borelsche o-Algebra, dann gilt:
P,u [Ln = u]l =1

Eine Menge ist separabel, falls es eine abzédhlbare Teilmenge gibt, welche dicht in der Menge selbst ist.

Bemerkung. ERINNERUNG: SCHWACHE KONVERGENZ VON WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN Nach dem
Portmanteau-Theorem (siehe Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie) gelten die folgenden Aquiva-
lenzen:

w IS
L,,—>,u(:>/de,,=—Zf(X,~) - /fd,u fiir alle f € Cp(S)
n
i=1
& L,(B) — u(B) fiir alle B mit u(0B) =0

Beweis. Nach dem Portmanteau-Theorem geniigt es zu zeigen, dass P,-fast sicher gilt:

/den - /fd,u fiir alle f € Cp.1(S) (*)

wobei Cp, 1, (S) die beschrinkten lipschitzstetigen Funktionen enthilt, siche Einfiihrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie. Zudem gilt:

S separabel = 3 abzihlbare Teilmenge A C Cp, 1., die dicht bzgl. der Supremumsnorm ist.

Nach dem Gesetz der groen Zahlen gilt P,,-fast sicher:

/dene/fdufﬁrallefeA
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denn die Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullmengen ist wieder eine Nullmenge. Sei nun f € Cp 1.(S)
und & > 0. Dann existiert f € A mit ||f — f||Sup < &/2. Damit folgt:
[Fan- [ ra

‘/fa’L—/fd,u /de—/de /de—/fdp

<If-Ffllsw<% <3
also limsup,,_,, | [ fdL, — | fdu| < & P,-fast sicher. Die Behauptung (x) folgt dann fiir £ = 1/k gegen
0. |

1)

Bemerkung. Fiir S = R gilt eine stirkere, nicht asymptotische Abschitzung (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz-
Ungleichung):

Py [sup |La((=00,c]) = u((=o00,c])| = &| < 272"
ceR

fiir alle n € N und € > 0, siche Abschnitt 4.3.

4.1. Plug-in-Schatzer und Bootstrap

Das folgende Kapitel basiert zum grofSen Teil auf den Kapiteln 7 und 8 des Buches “All of Statistics” von L.
Wasserman.

Definition 4.2. 1) Ein statistisches Funktional ist eine Abbildung

§:P >R pum g
wobei P eine Teilmenge der Menge WV (S) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (S, 8(S)) ist.

2) Die Statistik g, := g(L,,) heiBt Plug-in-Schdtzer fiir g(u).

Wir haben bereits einige statistische Funktionale bzw. Plug-in-Schitzer gesehen. Im Folgenden werden
wir noch einige weitere betrachten.

Beispiele. LINEARE FUNKTIONALE

a) Wir sehen, dass das Auswerten an einer Menge B € 8 ein lineares Funktional liefert:

SW=p(B)  : Gu=Lu(B) = Hu(B)

Wie oben ist hierbei H,, die Haufigkeit der Werte von X; in B.

b) Analog gibt der Erwartungswert einer Funktion f unter u ein lineares Funktional:

= [ra gn=/den=%if(x,->

NuMmEeRriscHE MERKMALE In den folgenden Fillen sei S = R.

a) Der bereits bekannte Mittelwert X,, ist auch Pulg- in Schitzer

m(u):/xdy : ity = Xy
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4.1. Plug-in-Schitzer und Bootstrap

b) Auch die Standardabweichung konnen wir als Funktional betrachten:

o () = \//(x—mm))zcm L - m
1

c) Das statistische Funktional K (u) heiit Schiefe der Verteilung u. Die Schiefe ist ein MaB fiir die
Asymmetrie der Verteilung. Sie ist gegeben durch:

A3
/ Oy

i(xi - Yn)s
1

d) Wir konnen auch die Verteilungsfunktion, ausgewertet an einem Wert ¢ € R, als statistisches
Funktional betrachten:

1
n

K(u) = ( / (= m()° du) Jow? i K=

Fu(c) = p((=00,¢)) : Fo(c) = La((=oo,c]) = {i <n : X; < c}l/n
F,, heiBt empirische Verteilungsfunktion. Die empirische Verteilungsfunktion ist stiickweise kon-
stant mit Spriingen an den Stellen X1, ..., X,.

e) Auch die verallgemeinerten Inversen konnen wir als statistische Funktionale betrachten.
a,W=G,(a) g} =G, (@)=inf{x: F(x) 2 a}

Sind X (1) < X5y £ ... £ X(») die Ordnungsstatistiken, also die der Reihe nach geordneten
Werte X, ..., X,, dann gilt:

g;’n = X([nal) das untere Stichprobenquantil

Entsprechend konnen wir die oberen Quantile betrachten:

7o) =Gu(@) 1 Gun=Gr(@=suplx: Fa(x) @}, G = X(lnas1))
Mit dem gegeben oberen Stichprobenquantil. Als (zentrales) Stichprobenquantil definieren wir
ﬁa(,u)"'ga(/l) R X([ﬂ(l"'lJ) +X(|'”Q'|)
qa(p) = - 2 : dan = 3

Insbesondere erhalten wir fiir @ = 1/2 den Median.

1+ F, Fy

a

. e o

q da — X

—a,n 9da,n

Als graphische Darstellung verwendet man hiufig einen Boxplot, in dem die Quantile §1/4, §1/2, §3/4
sowei die Extremwerte aufgetragen sind:

ZUSAMMENHANG ZWEIER NUMERISCHER MERKMALE In den folgenen Beispielen sei S = R?, mit den zwei
Stichproben X, ..., X, und Y1, ..., Y,, welche u verteilt und jeweils unabhiingig sind unter P,,.

a) Dann kénnen wir die Kovarianz betrachen
N P -
cw= [ [xdy= [ydp de o éy=- 3 (Xi=X)(¥=T,)
i=1

Welche uns die empirische Kovarianz als Plug-in Schitzer liefert.

b) Analog ergibt sich er Korrelationskoeffizient.

A

c(u) . N Cn
N N On=——F
ox(moy(u) Ox,n " Oy.n

Insbesondere folgt nach Cauchy-Schwart, dass gilt o(u) € [-1,1].

o(u) =
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4. Empirische Verteilungen

Bootstrap

X(n) x
g3/4 ¥
q1/2
q1/4

XU) x

Abbildung 4.2.: Boxplot einer empirischen Verteilung auf R

Die nun betrachtete Bootstrap-Methode geht auf den US-amerikanischen Statistiker B. Efron zurtick (1979).
Der Name der Methode entstammt dem englischen Spruch Pulling yourself up by your own bootstraps”, was
auf Deutsch so viel heifit wie SSich am eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen".

Sei ¢, = g(L,) ein Plug-in-Schitzer. Wir wollen die Varianz von g, bestimmen und basierend auf g,
Konfidenzintervalle fiir g (1) angeben. Diese ist aber nicht bekannt, da wir die zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsverteilung y nicht kennen. Die grundlegende Idee des Bootstrap-Verfahrens ist, dass die empirische
Verteilung L, unter geeigneten Voraussetzungen fiir groe n eine hinreichend gute Approximation der
unbekannten Verteilung u liefern sollte. Wir beginnen mit zwei einfachen Fillen:

a)

b)

Beispiele (Lineare Funktionale).

Fiir g(u) = u(B) ist der Plug-in-Schitzer die relative Hiufigkeit g, = L,,(B) = H,(B)/n. Die
absolute Haufigkeit H,, (B) ist eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern »n und p(B).
Daher konnen wir die in Kapitel 1 hergeleiteten Konfidenzintervalle fiir das Binomialmodell
verwenden (z.B. exaktes Konfidenzintervall, Wilson, Wald). Die auf der Normalapproximation
basierenden Wald-Intervalle haben die Form g,,+(®~! (1-a/2)&,) /v/n, wobei &, = /8, (1 — &,)
mit dem Plug-in-Schitzer fiir die Standardabweichung libereinstimmt.

Fir g(u) = [ f dp ist g, = % >, f(X;) der Plug-in-Schitzer. Die Standardabweichung von g,
unter P,, ist

Da wir y nicht kennen, kénnen wir o, (f) nicht berechnen. Stattdessen approximieren wir u
durch die empirische Verteilung L,, und erhalten:

TP a1, (1P = [ =8 dly =3 3 (70X - )
i=1

Wenn die Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes erfiillt sind, dann erhalten wir appro-
ximative Konfidenzintervalle

o' (1-$)ow, (f)
N

fiir g(u). Moglicherweise sind diese aufgrund der verwendeten Approximation allerdings unge-
nau.

&n *

Fiir nicht-lineare Funktionale g(u) gibt es keine so elementare Schitzmethode fiir die Varianz und die Ver-
teilung von g,,. Eine erste Idee wire, ein Monte Carlo Verfahren zu verwenden:

Angenommen, wir konnen viele unabhingige Kopien X M x@ X (B) yon der Stichprobe X = (X1, ..
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4.1. Plug-in-Schitzer und Bootstrap

erzeugen. Jede dieser Kopien wiire also ein Datenvektor mit » Komponenten: X (?) = (X l(b) yeees X,(,h)). Dann
wiirde nach dem Gesetz der grolen Zahlen und den entsprechenden Fehlerabschiatzungen gelten:

B
) 1 A
F()=  PBultw<cl~z ) 1, = Fa() ()
i=1
2(5 (b) =: Lf (%)

_12(”’) —igﬁi”)z =t Vg (#5%)

r=1

Var, [8,] =

Zum Beispiel wiirde die Bernstein-Ungleichung eine sehr gute Fehlerabschitzung fiir die Monte-Carlo-
Approximation in () liefern. Wir stofien jedoch auf das Problem, dass wir nur eine Stichprobe (X1, ..., X;)
haben.

BootsTtrAP-IDEE: Falls n grof3 genug ist, folgt u ~ L, mit groBer Wahrscheinlichkeit. Anstatt unabhéngige
Stichproben von i zu erzeugen, simulieren wir gegeben den Wert von X (bedingt) unabhingige Stichproben

1 1 B B
X0 = (xV LXD) e x® = xP XD~ Q)L

durch Ziehen mit Zuriicklegen von der empirischen Verteilung L,,, und schiitzen

F(c) = Pylgn < ] ~ P, [ Z e = Ep(0)

h

Wir wollen die beschriebenen Schritte im Folgenden konkretisieren.
BoOTSTRAP-VERFAHREN
Gegeben einer Stichprobe X erhalten wir die empirische Verteilung L,,.

1) Erzeuge unabhingige Stichproben Xl.(b) ~L,mitl <b<B/1<i<n.
2) Berechne g(b) = g(Lilb)),L,(f’) =1/n-2;0yw, firb=1,...B
3) Schitze Verteilung bzw. Varianz von g,, durch (x), (), ( % *).

Die erzeugten Stichproben heilen Bootstrap-Stichproben X* = (X7, ..., X;,). Beziiglich der bedingten Ver-
teilungen gegeben X sind X7, ..., X;; unabhéingig mit Verteilung L,. Wir konnen die Stichproben explizit
konstruieren durch eine Simulation von Ziehen mit Zuriicklegen:

X;f = Xy;, wobei Iy, ..., I, unabhingig gleichverteilt sind auf {1,...,n}

Analog zu oben erhalten wir g = g(L,) mit L = 1 2 2 0x:-

SCHATZEN DER VERTEILUNG voN gy Seien X?) = (X,(b), ..., X,(lb)), b =1, ..., B unabhingige (beding X)
Bootstrap-Stichproben mit

20 Zo )y, L) Zéx(b)

Unter P, hat g,, durch Bootstrap-Approximation die Verteilung ~ E B b=l 6§(3) auch Bootstrap Verteilung.
Analog erhatlen wir !

B
- 1
F(e)~ Fp(e) =5 ) T,
b=1
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Bootstrap-Stichprobe

X X X

X X

X X

X

X

X X
Stichprobe

Abbildung 4.3.: Multinomiales Resampling

N
X

N
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N

R RV 72
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Werte gﬁl”), b=1,...,B

Abbildung 4.4.: Histogramm der Bootstrap Verteilung

Graphische Darstellung der Bootstrap-Verteilung iiber ein Histogramm:

HEURISTISCHE RECHTFERTIGUNG DES BoOTSTRAP-VERFAHRENS Im Folgenden wollen wir eine praktikable
Anschauung iiber die Sinnhaftigkeit der Methoden des Bootstrap-Verfahrens geben. Hierfiir betrachten wir
die folgenden Approximationen

9

Fae) DB, [ < clX] 2 Pu, [g(La) < ] 2P, [g(Ln) < ] = F(¢)

® Dieser Schritt erfolgt durch klassische Monte-Carlo-Approximation. Dies ist in Ordnung, da g,(f’)

bedingt X unabhéngig sind mit Verteilung ¢, = g(L; ). Insbesondere erhalten wir eine prizise
Fehlerabschitzung iiber die Bernstein-Ungleichung.

@ Diese Gleichung stimmt, da L, die empirische Verteilung von X7, ..., X, ist, und die X; unter der
bedingten Verteilung gegeben X unabhéngig sind mit Verteilung L,,.

® Dies ist der problematische Schritt. Denn dann ist fiir
¢n(:u) = P}l [g(Ln) < c] zu zeigen, dass ¢n(Ln) ~ ¢n(,u)

fiir n ausreichend grof3. Diese Approximation ist nicht trivial und kann auch schiefgehen, siehe Beispiel
unten. Wiirde ¢,, nicht explizit von n abhingen, dann wiirde es ausreichen, dass L,, in einer gewissen
Topologie gegen u konvergiert und ¢ in dieser Topologie stetig ist. Da ¢,, aber auch von n abhingt,
bendtigt man eine kompliziertere Approximation zur Rechtfertigung. Zum Beispiel:

$n(1) = doo(l) = doo(Ln) = ¢n(Ln)

Eine solche Schlussweise ist anwendbar, wenn folgende Bedingungen beziiglich eines geeigneten
Konvergenzbegriffs erfiillt sind:

1.L, - pu 2. ¢n — ¢ gleichmiBig in der Umgebung von u 3. ¢ stetig

siche zum Beispiel "Davidson, Hinkley: Bootstrap methods and their applications."Betrachten wir
nun ein Beispiel, in dem dieser Schritt schiefgeht.
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4.1. Plug-in-Schitzer und Bootstrap

Beispiel. Seien X, ..., X,, unabhéngig mit Verteilung Unif(0, ¢#). Der MLE fiir ¢ ist
¥, = max(Xy, ..., Xj,), siche oben. Wir konnen die exakte Verteilung von ¢, berechnen:

~ c c\n e ..
Pﬁ‘[ﬂns(l——)ﬁ]:(l——) ~ e firallec > 0
n n

Insbesondere hat 9, eine absolutstetige Verteilung, genauer nihert sich die Verteilung von n(1 —9,) fiir
n gegen unendlich einer EXP(1)-Verteilung an.

Sei nun (x1, ..., x,) eine feste Realisierung von X mit x; # x; fiir alle i # j. Dann gilt fiir die exakte
Bootstrap-Verteilung:

— 1-e"

1)n nloo 1

Mit L, = % 2 Ox,. Die Bootstrap-Verteilung enthilt also einen Dirac-Anteil bei x(,,), dessen Gewicht
fiir n gegen unendlich nicht gegen 0 geht. Mit anderen Worten: Die Bootstrap-Verteilung hat einen
diskreten Anteil, der auch fiir n gegen unendlich nicht verschwindet. Daher liefert diese Verteilung auch
fiir groBe n keine Approximation der tatsichlichen Verteilung von 9.

Konfidenzintervalle fiir g(u)

NormALAPPROXIMATION: Eine sehr grobe Methode, um mithilfe des Bootstrap-Verfahrens Konfidenzinter-
valle zu erhalten, geht davon aus, dass g, unter P, niherungsweise normalverteilt ist. Dies ist nicht immer
der Fall und sollte zuvor empirisch getestet werden, zum Beispiel mithilfe des Bootstrap-Histogramms. Geht
man von einer approximativen Normalverteilung aus, dann kann man das Bootstrap-Konfidenzintervall

2
B B
A - ay o . - 1 R o (r
freort (1) mi vgzﬁ.z(gsw-zgw)
r=1

n=1

verwenden, wobei Vg der Bootstrap-Schitzwert der Varianz von g, ist.
BooT1sTrRAP-INTERVALLE Sei R,, := &, — g(u). Sind C und D Statistiken, dann ist das Intervall (C, D) ein
Konfidenzintervall fiir g(u) zum Niveau 1 — «, falls

P.lg(u) ¢ (C,D)] =Pu[R, ¢ (8 — D, 8, - C)] <

Dies ist erfiillt, falls
gn—-C=qi-ap also C=8n—q1-ap ,und

&n—D =qapn also D=8gy—qap

wobei gg das §-Quantil der Verteilung von R, unter P, ist. Da wir diese Quantile nicht kennen, schitzen wir
sie mit einem Bootstrap-Verfahren. Dabei ersetzen wir wieder die exakte Verteilung u durch die empirische
Verteilung L,. Die Bootstrap-Replikationen von R, = g, — g(u) sind

R®) =) _oL,)=8" -5, mith=1,..,B

und wir schitzen

~ 1 B ~ (1 (B A

wobei g das jeweilige Stichprobenquantil bezeichnet. Damit ergibt sich das Bootstrap-Konfidenzintervall

A A A ~ 1 B ~ ~ 1 B
(€.D0) = (20 = d1-ap (R, s R, 80 = Gap (R o RE))

A A ~(1 ~(B A A A1 ~(B
= (2gn - QI—a/Z(gr(l ) L8, 22, —qa/z(g,ﬁ L )))
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4.2. Anpassungstest

Sei u eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S. Xi, ..., X,, sind unabhingige Stichproben mit
X; ~ punter P,,. Anhand der Stichproben soll eine gewisse Verteilung g auf die Verteilung der Stichproben
getestet werden. Wir betrachten also das Testproblem:

Ho:p=po Hy:p# po

Beispielsweise konnen wir uns fragen, ob die Augenzahlen eines Wiirfels gleichverteilt auf der Menge
{1, ..., 6} sind. Ebenso konnte man einen Zufallsgenerator anhand seiner Ausgaben U; auf seine Genauigkeit
testen wollen, also (U;, Uss1, ..., Uisk) ~ Unif(0, 1)k+12

Wie bereits oben erwihnt, wollen wir in einigen Fillen die Normalverteilung testen, um herauszufinden,
ob gewisse Modellierungsannahmen gerechtfertigt sind. Wir betrachten zunéchst kategorielle Merkmale, das
heiBt, dass die Menge S endlich ist. Sei also S = {aj, ..., ax }. Wir setzen p; := u(a;) und p? = po(ayp).

Bemerkung. IstS nichtendlich, sondern zum Beispiel R, dann konnen wir die folgenden Verfahren trotzdem
anwenden, indem wir S in endlich viele disjunkte Teilmengen (”bins”) By, ..., Bx unterteilen, und dann die
kategoriellen Merkmale X; = Zle [ - 1(x,=1 betrachten. Dabei ist es natiirlich wichtig, die Unterteilung
moglichst geschickt zu wihlen.

Eine suffiziente Statistik ist die empirische Verteilung L, sowie die Hiufigkeitsverteilung nL,, die wir
graphisch als Histogramm darstellen konnen. Es gilt

nL, ~ Mult(n, p1, ..., pn) unter P,
Die Likelihood-Funktion kdnnen wir mithilfe der (relativen) Entropie ausdriicken:

Lemma 4.3. Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S mit u(a;) > 0 fiirl = 1, ..., k. Dann gilt
L(p; X1, ..y Xp) = e " HLn)+H (Lnl)

Beweis. Wegen der Unabhangigkeit von X1, ..., X,, gilt:

L(p: X) = ]_[Px - ]_[p”L e

k
1
= —logL(u; X) = Z Ly(ar)logp
n l—l'Ln(al);tO

- Z L) log Ly (@) - Z Lyt log =22

= _H(Ln) — H(L,|p)
Insbesondere ist j1 = L,, das globale Maximum der Likelihood-Funktion, also der MLE, und

sup L(1t; X) = L(Ly, X) = e~ ()
u

Damit erhalten wir den Likelihood-Quotienten

sup L(p, X)  sup L(u: X) p-nH(Ly)
A(x) = L -~ - = e Enlit)
L(po; X) L(po;X) — emn(HLu)+H (Lalu)

Im Folgenden werden wir verschiedene Anpassungstest betrachen.
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G-Test (Hoeffdings Entropietest)

Der G-Test ist der Likelihood-Quotienten-Test fiir das Testproblem Hy : u = po und H; = u # po. Die
Entscheidungsregel zum Schwellenwert ¢ lautet:

Verwerfe Hy, falls G := nH(L,|uo) = c.

Explizit erhalten wir:

G= ”Zk: Ly(a;)log Ln(a) = Zk: Hjlog Ll
=1 " polar) 45 np}

mit H; := nL, (a;) und p? := uo(ap). Dabei ist H; die Haufigkeit von a; in der Stichprobe X = (Xi,..., X,)
und n p? ist die erwartete Haufigkeit.

Sei nun g der beobachtete Wert der Teststatistik G. Der (rechtsseitige) p-Wert ist dann p = Py[G > g].
Der exakte G-Test verwirft die Nullhypothese zum Niveau «, falls p < « gilt. Normalerweise konnen wir den
p-Wert jedoch nicht exakt berechnen. Stattdessen kdnnen wir ein Monte-Carlo-Verfahren zur Approximation
von p verwenden. Sind Gy, .. ., G p unabhingige Stichproben der Verteilung von G unter Py, dann gilt

_Hbe{l,....B}:GL2g}|+1
p= B+1 - pme

Der Schitzer ppsc heiBit Monte-Carlo-p-Wert. Dieser liefert den folgenden Test:
MonTE-CARLO-G-TEST:

(i) Simuliere X\”) ~ o miti =1,...,nund b = 1,. .., B unabhiingig.
(ii) Firb =1,..., B berechne jeweils den Wert G;, der G-Statistik fiir X (?) = (Xl(b), - X,(,b)).
(iii) Berechne pj ¢ und verwerfe Hy, falls ppc < a.

Das folgende Lemma zeigt, dass der Monte-Carlo-Test die Niveaubedingung nicht nur asymptotisch fiir
B gegen unendlich, sondern sogar fiir jedes feste B € N erfiillt.

Lemma 4.4 (Niveau bei Monte-Carlo-Test). Seien Go,...,Gp : & — R austauschbare Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Das heift, fiir jede Permutation o von {0, 1, ..., B} gilt:

.. Hbe{l,...,B}:Gp =2 Go}+1
(Ga-(o),Go-(l),...,Go-(B)) ~ (Go,Gl,...,GB) und sei p = { { } b O} .

B+1

Dann gilt

flp zap < LB D)

fiir alle « € (0,1),B € N.

Bemerkung. Insbesondere sind unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen austauschbar.

Beispiel (Monte-Carlo-Anpassungstest). Sei Gy = G der beobachtete G-Wert und Gy, ..., G p simu-
lierte G-Werte. Diese sind unabhéngig und identisch verteilt, also gilt:

Po[pmc < o] < a.

Das heifit, dass der Monte-Carlo-Test ein Niveau-a-Test ist. Dies gilt fiir jedes B € N, also sogar fiir
B=1.Istaber B+1 < %, dann ist % = (0, das heiBt, der Test verwirft nie. Damit eine sinnvolle

Anwendung mdglich ist, sollte zumindest B + 1 > % gelten, denn dann folgt % > 7.
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Beweis. Fiiri € {0,...,B} sei

b€ {0,...,B}: Gp > Gy}l
B+1 '

A

i =

Da Gy, .. ., Gp austauschbar sind, haben die Zufallsvariablen alle dieselbe Verteilung, also p; ~ po = p fiir
allei € {0, ..., B}. Damit erhalten wir:

1

B
Bo[p < ] = 2= D Polpi < o] =Eo
i=0

| &
B+1Z(;1’A”'§4’
=

Der Beweis ist abgeschlossen, wenn wir zeigen konnen, dass die Anzahl aller i € {0,...,B} mit p; < «a
kleiner gleich | (B + 1)« ist. Dazu bemerken wir:

pi<ae |{be{0,...,B}:Gp >G;} <[ (B+1a].

L(B + 1)a] groBten Werte gelten, also hochstens | (B + 1)a] mal. |

Dies ist dquivalent dazu, dass es hochstens | (B + 1)a| Werte G, > G; gibt. Dies kann aber nur fiir die

Chiquadrat-Anpassungstest

Da es friiher nicht moglich war, Monte-Carlo-Tests durchzufiihren, verwendete man approximative Tests.
Der bekannteste approximative Anpassungstest ist der Chiquadrat-Test, bei dem sowohl die relative Entropie
durch eine einfache (quadratische) Funktion als auch die Verteilung der Teststatistik mithilfe einer Norma-
lapproximation approximiert wird. Die Taylor-Approximation

1
xlogxzx—1+§(x— D2+0(x -1

liefert fiir die relative Entropie zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen u, v mit relativer Dichte o = du

av ~
die Ndherung

H(ﬂIV)=/Qlodevz/(Q—1) dH%/(Q—l)zdv

—_———
=0

Definition 4.5. Die Chiquadrat-Divergenz von u beziiglich v ist gegeben durch

(0—1)?>dv falls u < v mit Dichte o
Do(ulv) := {_{oo

sonst

Ersetzt man die relative Entropie (Kullback-Leibler-Divergenz) durch die Chiquadrat-Divergenz, ergibt
sich die folgende Entscheidungsregel des approximativen Likelihood-Quotienten-Tests:

Verwerfe Hy, falls T := nD» (L, |uo) > ¢

Explizit erhalten wir:

k 2 k Kk 02 kg
Ten (Ln(al) B 1) so(ar) = ”Z (Ln(ar) = polan)® _ Z (Hi —np;)” Z o
=1

i\ po(ar) wo(ar) o onp) i np)
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also

T i (Hzufigkeit von a; — erwartete Hiufigkeit von a;)?
B — erwartete Hiufigkeit von a;

Die Verteilung dieser Teststatistik unter Hy berechnen wir approximativ mithilfe einer Normalapproximation
der Multinomialverteilung. Unter Hy gilt:

H=(H,,...,Hy) ~ Mult(np°), H; ~ Bin(n, pY)

Hl—np?

Wir betrachten nun ¥ = (Y1, ..., %) mitY; := . Nach Definition der Teststatistik gilt

0
npl

k
T=> V2=V,
=1

Wegen Y, H; = n kann der Vektor nur Werte in einer (k — 1)-dimensionalen Hyperebene im R* annehmen.

In der Tat gilt
1 n—n
0 0
Y = — (H; —np;) = =0
Zz: ! \/,;Zl: ! NG

Y € (,/po,...,,/pg)l = H c R¥

Seien ey, ..., er_1 eine Orthonormalbasis von H und Y := (e1-Y,...,ex_1-Y) € Rk-1 die entsprechende
Koordinatendarstellung von Y in dieser Basis. Dann folgt wegen Y € H:

also

k-1
2 7112 72
T=Y]12 = V12 = D,
I=1
Der zentrale Grenzwertsatz liefert eine Normalapproximation fiir Y:

Satz 4.6. Im Grenzwert n gegen unendlich gilt:

1) Die Verteilung von Y unter P, konvergiert schwach gegen eine (k — 1)-dimensionale Standardnor-
malverteilung.

2) Die Verteilung von T unter Py konvergiert schwach gegen eine Chiquadrat-Verteilung mit k£ — 1
Freiheitsgraden.

Bemerkung. Die Verteilung von Y konvergiert gegen eine Normalverteilung im RX mit degenerativer
Kovarianzmatrix C.

Aus dem Satz ergibt sich als Approximation des p-Werts fiir grof3e n:
p=PolT >21] ~ 1= Fpu_y)(1)

wobei ¢ der beobachtete Wert von T ist. Damit erhalten wir den folgenden approximativen Test zum Niveau
a:
CHIQUADRAT-TEST zUM NI1VEAU a (PEARSON 1900):

Verwerfe H, falls t > 1-a,y?(k-1)-
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Beweis. 1) Firl=1,...,kgilt

74

2)

H-np? 1 & lx, — p?
Y= ——="=— > VimitVy = ———-"
[0 \Vn & 0
i’lpl i=1 pl
alsoY = % 2.i_y Vi. Die Zufallsvektoren V; sind unabhiingig und identisch verteilt mit Werten in der

Hyperebene H C R*. Sei _
‘/i = (el "/l's'~~aek—1 ‘/l) ERk_l

die Darstellung in der Orthonormalbasis {eq, ..., ex—1} von H. Damit gilt dann
1 &4~
Y=— Vi

und auch die V; sind wieder unabhiingig und identisch verteilt. Wir rechnen nun nach, dass diese
Zufallsvektoren standardisiert sind und wenden dann den zentralen Grenzwertsatz im R¥~! an. In der
Tat gilt

Eo[Vy]l =0firl=1,...,k = Eo[Vir] = ey - Eo[Vi] =0fiirr=1,...,k—1

Fiir die Kovarianzmatrizen erhalten wir

Cim = Covo(Vit, Vim) = Covo(lx,=1, 1x,=m)

PP

1
= (61mP] = PYP) = Sim — /PP
PP

COVO(Vir, ‘713) = Z eriesm - Covo(Vit, Vim)

I,m
— _ 0. 0 _ X =4
= €ri€sl €ri\ P, €sm\Pm = €r " €s = Org
1 s

wobei wir benutzt haben, dass die Vektoren e, und e in der Hyperebene H liegen. Also sind Vi, V2, . ..
unabhingige, identisch verteilte, standardisierte Zufallsvektoren im R*~!. Nach dem zentralen Grenz-
wertsatz folgt, dass Y = \/LE 2.iey Vi in Verteilung gegen N (O, Ix_;) konvergiert.

also

Wegen T = T Y2 = [IY]12, = [F]2,., folat

~ nfoo
Polr < c] = Ro[[[¥]13,- < c] = Bo[lIZ]* < c]

mit Z ~ N (0, I;_) fiir alle ¢ € R. Die Behauptung folgt, da ||Z||*> die Verteilung y?(k — 1) hat. W

Beispiel (Mendels Erbsen). Nach dem 2. Mendelschen Gesetz sollte sich in der 2. Generation ei-
ne Verteilung 9 : 3 : 3 : 1 zwischen den vier moglichen Typen von Erbsen ergeben, das heift
P’ = (% i - i¢)- Ein empirischer Test liefert die Hiufigkeitsverteilung 1 = (272, 89,90,29). Als
beobachteter Wert der Chiquadrat-Statistik ergibt sich

1 (2722 892 902 29?2

f— — 400 = 0,0059.
480 \9/16 " 3/16 " 3/16 T 1/16
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4.2. Anpassungstest

Der empirische p-Wert ist
pr =Po[T 2 1] = 1 - F,2(3)(0,0059) > 0,995.

Der beobachtete Wert ¢ ist also nicht auffillig groB, aber auffillig klein. Genauer gilt p; = Py[T < ¢] <
0, 005. Die empirische Verteilung liegt also niher an der tatsidchlichen Verteilung, als man es bei einem
Zufallsexperiment erwarten wiirde! Dies deutet darauf hin, dass die beobachteten Werte moglicherweise
manipuliert sind.

Die asymptotische Chiquadrat-Verteilung gilt nicht nur fiir die Teststatistik 7,, = nD,(L,,|p) im Chiquadrat-
Test, sondern auch fiir die Teststatistik G,, = nH (L, |x) im G-Test:

Lemma 4.7. Sei L, = % 2, Ox; die empirische Verteilung von unabhdngigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen X; mit Verteilung po. Dann gilt fiir n — oo:

1) 26,-17T, —> O Py-stochastisch,
2) Poo(2G)t S x(k-1),

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Anpassungstest fiir parametrische Familie

Oft will man nicht testen, ob eine bestimmte Verteilung vorliegt, sondern ob die zugrunde liegende Verteilung
aus einer bestimmten Familie kommt (um dann das entsprechende parametrische Modell zu betrachten). Die
Nullhypothese hat dann die Form

Ho : p € {py : 9 € B},
wobei g eine d-dimensionale Parametermenge ist. In diesem Fall kann man den G-Test (oder Chiquadrat-
Test) mit Parameterschitzung durchfiihren. Die Verwerfungsregel lautet: Verwerfe Hy, falls G := nH(L,|fds) >
¢/2, wobei 9 der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¢ ist. Das Chiquadrat-Prinzip von Wilks besagt,
dass unter geeigneten Voraussetzungen die modifizierte G-Statistik unter der Nullhypothese asymptotisch
Chiquadrat-verteilt ist mit k — 1 — d Freiheitsgraden.

Konfidenzbereich fiir u

Als Alternative zu Anpassungstests kann man einen Konfidenzbereich fiir die unbekannte Wahrschein-
lichkeitsverteilung u angeben. Seien Xi, ..., X;; unabhingig unter Py mit Verteilung u. Dabei sei u eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {a;, ..., ax} mit Gewichten p; = u(a;) und p = (py, ..., px) € R¥. Ein
einfacher Konfidenzbereich fiir die Massenfunktion p hat die Form

C = (Al,Bl) X (AQ,BQ) X ... X (An,Bn),

wobei A; und By fiir [ = 1, .., n Statistiken A; < B; sind. Es gilt:

k

Pulp ¢ C] =Pyl Esgibteinl € {1,...k}: pr ¢ (An B)] < Y Bulpi & (A, B))].
=1

Damit folgt unmittelbar das Lemma:

Lemma 4.8. Ist (A, By) fiir jedes | = 1, ..., k ein Konfidenzintervall fiir p; zum Niveau 1 — a [k, dann ist C
ein Konfidenzbereich fiir p zum Niveau 1 — a.
Da H; unter P, binomialverteilt ist mit Parametern » und p;, konnen wir fiir die Komponenten p; die

Konfidenzintervalle aus dem Binomialmodell verwenden.

VorteiL: Kontrolle aller Werte py, ..., pk, nicht nur im quadratischen Mittel.
NacuTeiL: Wir bendtigen Konfidenzintervalle zum Niveau ¢ statt o ("Bonferroni-Korrektur"), das heift wir

brauchen mehr Stichprobenwerte.
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4.3. Empirische Verteilungen numerischer Merkmale

Wir betrachten nun numerische Merkmale, das heif3t reellwertige Stichprobenwerte. Sei also u eine unbekann-

te Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R)), und sei L,, = % i1 0x; die empirische Verteilung von un-

abhiingigen Stichprobenwerten Xj, ..., X;, ~ u. In diesem Fall bilden die Ordnungsstatistiken (X1), ..., X(»))
eine suffiziente Statistik, das heil3t es ist irrelevant, in welcher Reihenfolge die Werte X 1), ..., X(,,) beobachtet
wurden. Die empirische Verteilung konnen wir durch ihre Verteilungsfunktion

1 n
Fu(e) = Ly((=o0.c]) = - Z lx,<c  firallec €R
i=1

beschreiben. Diese ist durch die Ordnungsstatistiken festgelegt:
i .
Fu(c) = - fiir c € [ Xy, Xasn 1

wobei wir X () := —oo und X(,.+1) := oo setzen. Die empirische Verteilungsfunktion ist ein erwartungstreuer
Schatzer fiir die Verteilungsfunktion F von u:

Eul[Fu(c)] = F(c) fiir alle ¢ € R.

Konfidenzbereich fiir F

Wir zeigen nun, dass Konfidenzbereiche fiir die unbekannte Verteilungsfunktion F durch e-Bédnder um
die empirische Verteilungsfunktion gegeben sind. Die bendtigte Abschitzung konnen wir mithilfe einer
Quantiltransformation auf den Fall unabhéngiger Zufallsvariablen Uy, ...,U,, ~ Unif(0, 1) auf (Q, A, P)
zuriickfiihren. Fiir v € [0, 1] sei

1 n
Fl @)=~ lus
i=1

die entsprechende empirische Verteilungsfunktion.

Satz 4.9 (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz-Ungleichung; Massart 1990). Fiir alle n € N,e& > 0 und alle
Wahrscheinlichkeitsverteilungen p auf (R, B(R)) gilt

sup [FY(v) —v| > e| < 2e7 21" (DKW)
vel[0,1]

P, |sup |F,(c) — F(c)| = | <P

ceR

Aus dem Satz folgt unmittelbar, dass fiir 2e~21" < o die Verteilungsfunktion F' mit Sicherheit 1 — a in
einem e-Band (e-Umgebung beziiglich der sup-Norm) um F;, liegt.

Abbildung 4.5.: Konfidenzband fiir F
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Bemerkung. Da Verteilungsfunktionen rechtsstetig sind, gilt

sup | Fy(c) = F(c)| = sup [Fu(c) = F(c)| (%)

ceQ ceQ
Hieraus folgt, dass das Supremum eine Zufallsvariable ist.
Beweis. Der Beweis der ersten Ungleichung beruht auf einer Quantiltransformation. Mit G (1) = inf{c €

R: F(c) > u} gilt
X1,... Xn)  ~ (G(U1),....,G(Un)) (*)

Da das Supremum in () eine Funktion von X1, ..., X, ist, folgt

P, [sup|F.(c) — F(c)| > s] =P
ceR

sup Z lgwp<e = F(c)| 2
i=1
v:=F(c)
< sup ly,<v| 2 €
ve([0,1] Z Y ]

Dies ist die erste Ungleichung in (DKW).

Statt der zweiten Ungleichung zeigen wir hier nur eine etwas schwiichere Abschétzung. Der Beweis der vollen
Aussage findet sich in "Massart, Annals of Probability 1990”. Zum Beweis der schwicheren Abschitzung
sei k € N und

aus der Bernstein-Ungleichung folgt:

P[My > €] < P

J\ J —one?
|F,€](z)—z|28]s2(k—l)e ne

Firv e [0,1] sei j € {0,...,n— 1} mitv € [% %] Dann folgt:

FU(v)—v < FU(

|~

-1
SFVy <L RV (L) <M
v () . n( . )_ K+

Hierbei haben wir benutzt, dass Verteilungsfunktionen monoton wachsend sind. Da die Abschétzungen fiir
alle v € [0, 1] gelten, erhalten wir:

SUP,, e [0.1] |FY (v) = v| < My + 1 und damit P [Sque[o,u |FV(v) —v| > &] <P[My > e- 1]

Wihlen wir nun k := [%'l, dann erhalten wir

ne? 4 ne
P Z IF/(v)=v| > ¢ ZP[MkZE]SZ(k—l)e—TS_
ve[0.1] 2 .

In dieser Abschitzung ist der Exponent etwas kleiner als in der optimalen Abschétzung, und wir haben
zusitzlich den Faktor é vor dem Exponenten erhalten. |

Aus Satz 4.8 (oder auch aus der bewiesenen schwicheren Abschitzung) folgt, dass die empirischen
Verteilungsfunktionen fiir n — oo fast sicher gleichméBig konvergieren:
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Korollar 4.10 (Satz von Glivenko-Cantelli). Fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung u auf (R, B(R))
gilt:
P,[sup|F, - F|—0] = 1

Beweis. Nach Satz4.8ist ), P, [sup |F,—F| > ] < oofiiralle & > 0. Die Folge der Suprema konvergiert
also schnell stochastisch gegen Null, und die Behauptung folgt aus dem Borel-Cantelli-Lemma. |

Anpassungstests

Satz 4.8 lieferte einen Konfidenzbereich fiir die Verteilungsfunktion F. Ebenso konnen wir den Satz benutzen,
um Hypothesentests zu konstruieren. A) KOLMOGOROV-SMIRNOV-TEST

Hier testen wir die Nullhypothese u = ug, wobei ug eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, 8(R))
ist. Die Nullhypothese wird verworfen, falls

Sy i=sup|F,(c) — Fo(e)| = &

ceR

gilt, wobei & ein vorgegebener Schwellenwert und Fy die Verteilungsfunktion von py ist. S, heifit Kolmogorov-
Smirnov-Statistik. Aus Satz 4.8 folgt insbesondere:

Korollar 4.11. Der Kolmogorov-Smirnov-Test hat Niveau a, falls 2e7 > o gilt. Dies ist genau dann
erfiillt, wenn

1 2 2

1
e> Elog (;) bzw. n> 2_8210g (a)

B) LILLIEFORS-TEST AUF NORMALVERTEILUNG
Um zu testen, ob die zugrunde liegende Verteilung eine Normalverteilung ist, kann man eine Variante
des Kolmogorov-Smirnov-Tests verwenden. Dabei werden die Parameter geschitzt, und die Kolmogorov-
Smirnov-Statistik zu den geschétzten Parametern betrachtet. Wir betrachten die Nullhypothese

Hy: pe{p, :meR,o>0}

Hierbei ist y,,, 2 ~ N(m, o?) die Normalverteilung, und ®,, ,2 deren Verteilungsfunktion. Die Nullhypo-
these wird verworfen, falls

Sp=sup|F(c)-Dx |, ()2 &
ceR e

fiir einen Schwellenwert £ > 0 gilt. Wesentlich ist, dass aufgrund der Skalierungseigenschaften der Nor-
malverteilungen die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter der Nullhypothese nicht von den unbekannten
Parametern m und o abhingt.

Lemma 4.12 (Skaleninvarianz). Die Verwerfungswahrscheinlichkeit f =P, .2 [gn > 8] hdingt nicht von
m und o ab.
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Beweis. Es gilt X; = 0-Z; + m mit unabhéngigen unter P,, . standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z;,
und damit X,, = 0cZ,, +mund V,, = O'ZV,,Z . Fiir die Verteilungsfunktion erhalten wir

BN 1< c—m
Fn(c):r_lleiSC:;ZIZigc;mIFHZ( - )
i=1 i=1

c—Xn c—-m-0Z, c—m
D= o (c) =Dy - ®g, . ( )
X0V, () 1 A o ,—Vnz Zn Vi &

und damit _ N
S, =sup|F, — ‘I’Yn,v,ﬂ = sup |FnZ - (DZ.,VnZ| =: Sf

Wegen Z; ~ N(0, 1) folgt:

Pm,o‘2 [Sn > €] = Pm,(rz [SE >e] = Po,1 [Sn > €]

Ist s ein beobachteter Wert der Statistik En, dann ist nach Lemma 4.11 p = Py ; [§n > 5] der rechtsseitige
p-Wert des Tests mit zusammengesetzter Nullhypothese Hy. Wie in Lemma 4.4 konnen wir diesen nicht
explizit berechenbaren p-Wert durch den entsprechenden Monte-Carlo-p-Wert ersetzen und erhalten so einen
Hypothesentest zu einem vorgegebenen Niveau «.

C) ANDERSON-DARLING-TEST
Ein Nachteil des Kolmogorov-Smirnov- bzw. Lilliefors-Tests ist, dass wir an beliebigen Stellen eine Ab-
weichung ¢ der Verteilungsfunktion und der empirischen Verteilungsfunktion tolerieren. Dies gilt auch in
den Tails, das heifit, wenn der Wert von F(c) nahe bei O liegt, obwohl in diesem Fall die relative Ab-
weichung sehr grof ist. Eine Abweichung der Verteilung in den Tails wird daher eventuell nicht erkannt.
Eine mogliche Alternative, bei der die Tails der Verteilung entsprechend stérker gewichtet werden, ist die
Anderson-Darling-Teststatistik

% Fae) = Folo)
W = ”/_m Fole)(1 = Folcy) 1004

wobei pg die Verteilung ist, auf die getestet wird, und Fy die Verteilungsfunktion von y ist. Indem man das
Integral als Summe der Integrale iiber die Intervalle [ X ;), X(;+1)] schreibt und partiell integriert, kann man
nachrechnen, dass

27 -1
Wa = —n— > =—— (log(Fo(X(;))) +log(1 = Fo(X(n-js1))))
j=1

gilt. Um auf Normalverteilung zu testen, schitzt man wieder die Parameter und verwendet die entsprechend
modifizierte Teststatistik Wn

Neben dem Shapiro-Wilk-Test, den wir hier nicht besprechen, sind der Lilliefors- und der Anderson-Darling-
Test hiufig verwendete Normalitdtstests. Auch die graphische Analyse mit QQ-Plots wird oft verwendet,
siehe unten. Dabei ist zu beachten, dass keiner dieser Anpassungstests perfekt ist, da jeder Test nur auf einer
bestimmten Teststatistik basiert. Es ist daher sinnvoll, verschiedene Normalitiitstests durchzufiihren, bevor
man von einer Normalverteilungsannahme ausgeht.
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A. Erganzungen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie

A.1. Kovarianz, Korrelation und lineare Prognosen

Kovarianz und Korrelation

Fiir Zufallsvariablen X,Y € £2 konnen wir die Kovarianz und die Korrelation definieren.

Definition A.1. Seien X und Y Zufallsvariablen in £2(Q, A, P).

(i) Die Kovarianz von X und Y ist definiert als

Cov[X,Y] = E[(X - E[X]) (Y - E[Y])] = E[XY] - E[X] E[Y].

(i) Gilto[X]o[Y] # 0, so heiit
Cov[X,Y]

olX.Y] = o

Korrelationskoeffizient von X und Y.
(iii)) Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, falls Cov[X, Y] = 0, d.h. falls
E[XY] = E[X]-E[Y].

Gilt Cov[X,Y] > 0 bzw. < 0, dann heilen X und Y positiv bzw. negativ korreliert.

Satz A.2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Kovarianz).
(i) Die Kovarianz ist eine symmetrische und bilineare Abbildung von £? x £? nach R mit

Cov[X,X] = Var[X] > 0 fiir alle X € £

(ii) Fiir X,Y € £? gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|Cov[X,Y]| < /Var[X]-Var[Y] = o[X]-o[Y]. (A.1)
Insbesondere gilt fiir den Korrelationskoeffizienten im Fall o[ X] - o [Y] # O stets
lo[X, Y]] < 1 (A.2)

(iii) Gleichheit gilt in den Ungleichungen (A.1) bzw. (A.2) genau dann, wenn Konstanten a,b € R
existieren, sodass
Y = aX+b mit Wahrscheinlichkeit 1.

In diesem Fall ist o[ X,Y] =1 fallsa > 0, und o[X,Y] = —1 falls a < O.
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Beweis. Nach Definition gilt Cov[X, Y] = Cov[Y, X] und Cov[X, X] = Var[X]. AuBlerdem folgt aus der
Linearitit des Erwartungswerts fiir X,Y,Z € L%unda € R:

Cov[X,aY + Z] = E [(X - E[X])(aY + Z - E[aY + Z])] = a Cov[X, Y] + Cov[X, Z].

Somit ist die Kovarianz linear in der zweiten Komponente und damit wegen der Symmetrie auch bilinear.
Cov ist also eine nicht-negative definite symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum £2. Damit gilt
insbesondere die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, siehe die Vorlesung LINEARE ALGEBRA. Den letzten Teil
der Aussage und auch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung werden wir gleich nebenbei im Rahmen eines
Exkurses zu linearen Prognosen beweisen. ]

Lineare Prognosen

Angenommen, wir wollen den Ausgang eines Zufallsexperiments vorhersagen, dass durch eine reellwertige
Zufallsvariable Y : Q — R beschrieben wird. Welches ist der beste Prognosewert b fiir Y (w), wenn uns
keine weiteren Informationen zur Verfiigung stehen?

Die Antwort hingt offensichtlich davon ab, wie wir den Prognosefehler messen. Hiufig verwendet man den
mittleren quadratischen Fehler (Mean Square Error)

MSE = E[(Y-b)].

Satz A.3 (Erwartungswert als bester Prognosewert im quadratischen Mittel). IstY eine Zufallsvaria-
ble in L?(Q, A, P), dann gilt fiir alle » € R:

E[(Y-b)*] = Va[Y]+®B-E[Y])? = E[(Y-E[Y]D?].

Der mittlere quadratische Fehler des Prognosewertes b ist also die Summe der Varianz von Y und des
Quadrats des systematischen bzw. mittleren Prognosefehlers (engl. Bias) b — E[Y]:

MSE = Varianz + Bias®.
Insbesondere ist der mittlere quadratische Fehler genau fiir » = E[Y] minimal.
Beweis. Fiir b € R gilt wegen der Linearitéit des Erwartungswertes:
E[(Y =b)?] = Var[Y —b] + E[Y - b]?> = Var[Y] + (E[Y] - b)*. [ ]

Seien nun X,Y € .EZ(Q, A, P) quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit o-[X] # 0. Angenommen, wir
kennen bereits den Wert X (w) in einem Zufallsexperiment und suchen die beste /ineare Vorhersage

Y(w) = aX(w)+b, (a,b €R) (A.3)
fiir Y (w) im quadratischen Mittel. Zu minimieren ist jetzt der mittlere quadratischen Fehler
MSE := E[(f-Y)?]
unter allen Zufallsvariablen ¥ , die affine Funktionen von X sind. In diesem Fall erhalten wir
MSE = Var[Y -P]+E[Y -Y]? = Var[¥ - aX] + (E[Y] - aE[X] - b)°.
Den zweiten Term konnen wir fiir gegebenes a minimieren, indem wir

b = E[Y]-aE[X]
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wihlen. Fiir den ersten Term ergibt sich

Var[Y —aX] = Cov[Y -—aX,Y -aX] = Var[Y] - 2a Cov[X,Y] + a® Var[X]
Cov[X,Y] 2 Cov[X,Y]?
a-o[X]-——— -
o[X] Var[ X]

+ Var[Y] (A.4)

Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn wir a = Cov[X, Y]/o [ X]? wihlen. Die bzgl. des mittleren quadra-
tischen Fehlers optimale Prognose fiir Y gestiitzt auf X ist dann

Yo = aX+b = E[Y]+a(X-E[X]).

Damit haben wir gezeigt:

Satz A.4 (Lineare Prognose/Regression von Y gestiitzt auf X). Der mittlere quadratische Fehler
E[(Y - Y)?] ist minimal unter allen Zufallsvariablen der Form ¥ = aX + b mit a, b € R fiir

Cov[X,Y]

Y(w) = E[Y] + Var[X]

- (X(w) - E[X]).

Das Problem der linearen Prognose steht in engem Zusammenhang mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fiir die Kovarianz. In der Tat ergibt sich diese Ungleichung unmittelbar aus Gleichung (A.4):

Beweis (Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Satz A.2 (ii) und (iii)). Im Fall o-[X] = 0 gilt X = E[X] mit
Wahrscheinlichkeit 1, und die Ungleichung (A.1) ist trivialerweise erfiillt. Wir nehmen nun an, dass o[ X] # 0
gilt. Wihlt man dann wie oben a = Cov[X,Y]/o[X]?, so folgt aus (A.4) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

_ Cov[X,Y]?

Var[Y] Var[X]

Die Ungleichung (A.2) folgt unmittelbar. Zudem erhalten wir nach (A.4) genau dann Gleichheit in (A.1)
bzw. (A.2), wenn Var[Y — aX] = 0 gilt, also wenn ¥ — aX mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant ist. In diesem
Fall folgt Cov[X,Y] = Cov[X, aX] = a Var[ X], also hat o[ X, Y] dasselbe Vorzeichen wie a. |

Beispiel (Regressionsgerade, Methode der kleinsten Quadrate). Wenn die gemeinsame Verteilung
von X und Y eine empirische Verteilung von Daten (x;,y;) € R%,i = 1,...n, ist, d.h. wenn

(X,Y) = (xi,y:) mit Wahrscheinlichkeit 1/n

fiir 1 <1 < n gilt, dann sind die Erwartungswerte und die Kovarianz gegeben durch

1< _ _
EIX] = - )% =% EY] =3,
i=1
1 <& _ _ 1< __
Cov[X.,Y] = ;Z(xi_xn)(yi_yn) = inyi —XnYp-
i=1 i=1

Der entsprechende empirische Korrelationskoeffizient der Daten (x;, y;), 1 <i < n, ist

S (= %) (i = )
o[X.Y] = Cov[X,Y] _ i=1

o[X]o[Y] n 172, 1/2
(Z (xi —)_Cn)2) (El(yi - yn)z)

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 83



A. Erginzungen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

&4

Diesen verwendet man als Schitzer fiir die Korrelation von Zufallsgréen mit unbekannten Verteilungen.
Die Grafiken in Abbildung A.1 zeigen Datensétze mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten o.

do=-13 (e)o=-1

Abbildung A.1.: Korrelationskoeffizienten und Regressionsgeraden fiir verschiedene Datensitze

Als beste lineare Prognose von Y gestiitzt auf X im quadratischen Mittel erhalten wir die Regressi-
onsgerade y = ax + b, die die Quadratsumme

Z(axi +b-y)> = n-MSE
i=1

der Abweichungen minimiert. Hierbei gilt nach Satz A .4:

_ Cov[X,Y]  X(xi=Xn)(Yi—Y,)
- o[x]2 2 (xi —Xp)?

und b=E[Y]-a -E[X] =Yy,—a X,

Die Regressionsgeraden sind in Abbildung A.1 eingezeichnet.
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A.2. Wahrscheinlichkeitsverteilungen im R"

Transformation von mehrdimensionalen Dichten

Absolutstetige reellwertige Zufallsvariablen X, . . ., X, sind genau dann unabhéngig, wenn ihre gemeinsame
Verteilung absolutstetig ist mit einer Dichte, die sich in Produktform darstellen lésst:

In diesem Fall sind die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen X; proportional zu den Funktionen g;.
Modelle mit komplizierterer Abhéngigkeitsstruktur konnen manchmal durch geeignete Transformationen in
eine (vollstidndige oder partielle) Produktform gebracht werden.

Satz A.5 (Mehrdimensionaler Dichtetransformationssatz). Seien S,7 C R" offen, undsei X : Q — §
eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit absolutstetiger Verteilung ux mit
Dichte fx. Ist ¢ : § — T ein Diffeomorphismus (C') mit det Dy (x) # O fiir alle x € S, dann ist die
Verteilung von ¢ (X) absolutstetig mit Dichte

oo @) = fx@ ') - |detDy~ ' (y)], (A.5)

wobei det Dy~ (y) = det(g—;‘f) die Jacobideterminante der Koordinatentransformation ist.
J

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz der multivariaten Analysis:
P[y(X) € B] = P[X ey~ (B)]
Subst. - -
= [ @™ [ o) ey (0] dy. .
¥~1(B) B

Bemerkung (Volumentransformation). Der Zusatzfaktor | det Dy ~!(y)] in (A.5) beschreibt die Transfor-
mation des Volumens (also des LebesguemaBes) bei Anwenden der Abbildung ¢ ~!. Anschaulich wird ein
infinitesimaler Quader am Punkt y mit Volumen dy = dy; - - - dy, durch die Abbildung y~! auf ein infi-
nitesimales Parallelepiped am Punkt ¢ ~!(y) abgebildet, das von den Vektoren %‘p—y__l(y) dy; i=1,...,n)
aufgespannt wird. Das Volumen dieses infinitesimalen Parallelepipeds betrigt I

ay! ay!
det( 4 (y)dyi,..., id (y)dyn)
0y Oyn

= |detDlp_] (y)| dy.

Fiir einen rigorosen Beweis der mehrdimensionalen Substitutionsformel verweisen wir auf die Analysisvor-
lesung.

Multivariate Normalverteilungen

Sei Z = (Zy, Zy, ..., Z,) mit unabhéngigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z;. Die Verteilung des
Zufallsvektors Z ist dann absolutstetig bzgl. des LebesguemalBes im R” mit Dichte

n

1

fz(x) = | |(— e_xiz/z) = (271)_”/26_|xlz/2 (n-dimensionale Standardnormalverteilung).
i=1 \V27

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 85



A. Erginzungen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Abbildung A.2.: Dichte der Standardnormalverteilung in R

Seinun m € R, und o € R™" eine n X n-Matrix. Wir betrachten den Zufallsvektor
Y=0Z+m.

Ist o reguldr, dann konnen wir die Dichte der Verteilung von Y bzgl. des Lebesgue-Mal3es im R" mithilfe
des Transformationssatzes explizit berechnen. Mit C := oo erhalten wir

fx(@ ™ (y=m)) - |deto™|

L exp —%(y—m)-c—l(y—m).

V)" det C|

Ist o nicht regulér, dann nimmt X nur Werte in einem echten Unterraum des R” an. Die Verteilung von X
ist in diesem Fall nicht absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Malles im R".

fr(y)

Definition A.6 (Normalverteilung im R"). Sei m € R”, und sei C € R™*" eine symmetrische, positiv
definite Matrix. Die Verteilung N(m, C) im R” mit Dichte fy heilt n-dimensionale Normalverteilung
mit Mittelwertvektor m und Kovarianzmatrix C.

Wir werden unten nachrechnen, dass die Kovarianzen der Komponenten eines Zufallsvektors Y ~ N(m, C)
tatséchlich durch die Eintrige C;; der Matrix C gegeben sind.

Beispiel (Zufillige Punkte in der Ebene). Sind X und Y unabhingige, N (0, o2)-verteilte Zufallsva-
riablen auf (2, A, P) mit o > 0, dann ist die gemeinsame Verteilung ux y absolutstetig mit Dichte

X2 +y?
202

1
Ixy(x,y) ol ex

o
—_——

) , (x,y) € R2.

Insbesondere gilt (X,Y) # (0,0) P-fast sicher. Wir definieren den Radial- und Polaranteil
R : Q— (0,00), D Q— [0,27)

durch
X = R-cosd und Y = R-sin®,

dh. R = VX2+Y2 und ® = arg(X +iY) falls (X,Y) # (0,0). Auf der Nullmenge {(X,Y) = (0,0)}
definieren wir (R, ®) in beliebiger Weise, sodass sich messbare Funktionen ergeben. Wir berechnen nun
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die gemeinsame Verteilung von R und ®:

P[R <rp,® < ¢9] = P[(X,Y) e ,Kuchenstiick mit Winkel ¢y und Radius r¢]
- [ motyaas
.Kuchenstiick*

ro %0
/ fxy(rcosg,rsing) r dedr

Jacobideterminante
der Koordinatentransf.

/ro /% Lo dedr.
0 0 27‘1’0’2

Hierbei haben wir im 3. Schritt den Transformationssatz (Substitutionsregel) fiir mehrdimensionale
Integrale verwendet - der Faktor r ist die Jacobideterminante der Koordinatentransformation. Es folgt,
dass die gemeinsame Verteilung pg ¢ absolutstetig ist mit Dichte

L 1o,

fR,d)(r’ 90) = E 0_2
Da die Dichte Produktform hat, sind R und ® unabhéngig. Die Randverteilung u¢ ist absolutstetig mit
Dichte .
fole) = const. = —  (0<¢<2nm),
2n

d.h. @ ist gleichverteilt auf [0, 277). Somit ist ug absolutstetig mit Dichte

fr(r) = Lz e (r>0).
o

Die Berechnung konnen wir verwenden, um Stichproben von der Standardnormalverteilung zu simulieren:

Beispiel (Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen). Die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-

verteilten Zufallsvariable X ist . .
2
Fx(x) = — / e 2 dr .
\" 271' -0

Das Integral ist nicht explizit Iosbar und die Inverse F. );] ist dementsprechend nur approximativ berechen-
bar. Daher ist die Simulation einer Standardnormalverteilung durch Inversion der Verteilungsfunktion
relativ aufwendig. Ein einfacheres Simulationsverfahren ergibt sich, wenn wir eine zweidimensiona-
le Standardnormalverteilung betrachten und auf Polarkoordinaten transformieren. Dann gilt fiir den
Radialanteil:

N
Fr(s) = / e Prdr = 1-e7 firalles > 0.
0
Das Integral ist also explizit berechenbar, und

Fpl(u) = V=2log(1—u), wue(0,1).

Der Winkelanteil @ ist unabhingig von R und gleichverteilt auf [0, 27r). Wir konnen Zufallsvariablen
mit der entsprechenden gemeinsamen Verteilung erzeugen, indem wir

()
R

2nU, ,

V—-2log(1 - U») (bzw. =+/—2log Uz) ,

setzen, wobei U; und U, unabhingige, auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Stichproben von
U1 und U, konnen durch Pseudozufallszahlen simuliert werden. Die Zufallsvariablen

X = Rcos® und Y = Rsin®

sind dann unabhingig und N (0, 1)-verteilt. Fiir m € R und oo > 0 sind 0 X +m und oY + m unabhéngige
N (m, o?)-verteilte Zufallsvariable.
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Wir erhalten also den folgenden Algorithmus zur Simulation von Stichproben einer Normalverteilung:

Algorithmus 1: Box-Muller-Verfahren
Input :meR,0>0
Output Unabhiingige Stichproben X,y von N (m, o7%)

1 Erzeuge unabhiingige Zufallszahlen uy, uy ~ Unif g 1);
2 x :=+/-2logu; cos(2nuy), y := /-2logu; sin(27uy) ;
3X:=0ox+m,y :=0y+m;

4 returnx,y;

Ordnungsstatistiken, Beta-Verteilung

Istdie Verteilung von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X1, . . ., X,, absolutstetig mit Dichte
f, dann kann man die Dichte der gemeinsamen Verteilung der Ordnungsstatistiken X ;) < ... < X,) mit
einem Symmetrieargument berechnen. Dazu bemerken wir, dass fiir beliebige Permutationen 7 € S,

(Xr(1)s - Xzm)) ~ (X1,...,Xn)

gilt, da die gemeinsame Dichte []'_, f(x;) von X, ..., X,, invariant unter Permutationen der Koordinaten
ist. Wegen P[X; = X;] = O fiir7 # j erhalten wir damit

P[X(]) <cyy.. .,X(n) < ¢yl Z P[X,r(1) <Cis-. .,X,r(n) < Cn,Xﬂ(l) <...< Xﬂ(n)]

neS,

= nPXi<ct,.. ., Xn<cp, X1 <Xp<...<Xy]

cl Cn
= n! /"'/I{y1<y2<...<yn}f(yl)"'f(yn)dyl"'dyn-

Hieraus folgt, dass die gemeinsame Verteilung von X1, ..., X(,) absolutstetig ist mit Dichte

fX(l) ..... X(n)(y17-~-=yn) = n!'I{y1<y2<...<yn}f(yl)"'f(yn)-

Durch Aufintegrieren erhilt man daraus mithilfe des Satzes von Fubini und einer erneuten Symmetrieiiber-
legung die Dichten der Verteilungen der einzelnen Ordnungsstatistiken:

Fxw ) !17(y)k‘1(1 -FO)N"* f(y).

n!
(k—=DWn-k)

Beispiel (Beta-Verteilungen). Sind die Zufallsvariablen X; auf (0, 1) gleichverteilt, dann hat X ;) die
Dichte

Frw@ = Blkon—k+ D)7 (1 =) 0.1 ()
mit Normierungskonstante

_(@a=D!(b-1)!

@+b-1D)1 fira,b e N|.

1
B(a,b) = /u"_l(l—u)b_ldu
0

Die entsprechende Verteilung heifit Beta-Verteilung mit Parametern a,b > 0, die Funktion B ist die
Eulersche Beta-Funktion.
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Abbildung A.3.: Abbildung der Dichtefunktionen der Ordnungsstatistiken X (1), ..., X(s) (rot, gelb, griin,
blau, magenta) bzgl. der Gleichverteilung auf (0, 1) .

A.3. Charakteristische Funktionen und mehrdimensionaler zentraler
Grenzwertsatz

Momentenerzeugende und charakteristische Funktionen

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable mit Verteilung u. Wir
definieren den Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral bzgl. P) fiir eine komplexwertige Zufallsvariable
Z = U +iV mit Real- und Imaginérteil U,V : Q — R durch E[Z] = E[U] +iE[V]. Der Erwartungswert
ist immer dann definiert, wenn |Z| = VU2 + V2 integrierbar ist, da dann U und V integrierbare reellwertige
Zufallsvariablen sind. Man verifiziert leicht, dass grundlegende Rechenregeln fiir den Erwartungswert (z.B.
Linearitit, |E[Z]| < E[|Z]|], Satz von Lebesgue) sich auf komplexwertige Zufallsvariablen iibertragen.

Definition A.7 (Momentenerzeugende und charakteristische Funktion).
Die Funktionen M : R? — (0, co] bzw. ¢ : R4 — C,

M(t)

ELeX) = [ e (),
60) = Ele¥] = [ e uia)

heilen momentenerzeugende bzw. charakteristische Funktion der Zufallsvariable X oder der Verteilung u.

Da die Funktionen ¢ + ¢'* und ¢t +— e** fiir + € R? nichtnegativ bzw. beschrinkt sind, sind die
Erwartungswerte definiert. Dabei nimmt M (¢) den Wert +co an, falls exp(¢ - X) nicht integrierbar ist. Fiir
die Norm der komplexen Zahl ¢(t) gilt dagegen

|p(1)] < E[|exp(it-x)]] = 1  firaller € R.

Bemerkung (Fourier- und Laplace-Transformation). Die Funktion ¢(—7) = [ e™""*u(dx) istdie Fourier-
Transformation des MaBes u. Ist u absolutstetig bzgl. des Lebesguemalies mit Dichte f, dann ist ¢(—¢) die
Fourier-Transformation der Funktion f, d.h.

¢(-1) = flt) = /Rde_”'xf(x)dx.
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Entsprechend ist

M(-t) = /Rd e u(dx) (t > 0)

die Laplace-Transformation des Malles u bzw. der Dichte f.

Rechenregeln. Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen der momen-
tenerzeugenden bzw. charakteristischen Funktionen:

(i) Sind X,Y : Q — R¢ unabhingige Zufallsvariablen auf (Q, A, P), dann gilt
Mx,y(t) = Mx(t) - My(t) und dxy (1) = ¢x(t) - ¢y (1)
fiir alle r € RY.

) IstX=(X,...,Xq) :Q— R4 ein Zufallsvektor mit unabhéngigen Komponenten X1, ..., X4, dann
gilt fiirr = (¢1,...,t4) € R4:

d d
Mx() = [[Mx(@) wnd  gx() = [[ex(n).
i=1 i=1

(iii) Fiir A € R¥4 und b € R gilt
Maxip(t) = " Mx(ATt) und baxsn(t) = e"Pox(ATr).

(iv) Es gilt stets M(0) = ¢(0) = 1 und ¢(—7) = ¢(7) fiir alle ¢ € R.

Beispiel (Binomialverteilung). Die Binomialverteilung Bin(n, p) ist die Verteilung der Summe 3.7, ¥;
von unabhingigen Bernoulli(p)-verteilten Zufallsvariablen Y1, ..., Y,,. Also sind

o) = I_[q)yi(t) = (1—p+pei’)”, und  M(t) = (1-p+pe')"
i=1

die charakteristische und momentenerzeugende Funktion von Bin(n, p).

Der Ubersichtlichkeit halber beschriinken wir uns nun auf den Fall d = 1. Wir zeigen, dass sich die Momente
E[X"] einer Zufallsvariable X : Q — R unter geeigneten Voraussetzungen aus der momentenerzeugenden
bzw. charakteristischen Funktion berechnen lassen. Die notigen Voraussetzungen sind allerdings im Fall der
momentenerzeugenden Funktion viel stirker.

Satz A.8 (Momentenerzeugung). (i) Ist M(¢) = E[e'X] endlich auf (-4,6) fiir ein § > 0, dann
existiert der Erwartungswert M (z) := E [e%X] fiir alle z € C mit |Re(z)| < 6, und es gilt

€ n
E[er] = ZZ—'E[X"] fiir alle z € C mit |z| < 6.
n
n=0

Insbesondere folgt
E[X"] = M™(0) firalle n € Z, .

(i) Ist E[|X|"] < oo fiir ein n € N, dann gilt ¢ € C"(R) und

"M (1) = " E[X"e"X] firaller € R . (A.6)
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Man beachte, dass die Voraussetzung im ersten Teil des Satzes erfiillt ist, falls M (s) < cound M(—s) < oo
fiir ein festes s > 0 gilt. Nach der Jensenschen Ungleichung folgt ndmlich aus M (s) < oo auch

M(t) = E[¢'X] < E[*X]"/* < « fiirallet € [0, s].
Entsprechend folgt M < oo auf [—s, 0] aus M(—s) < oco.

Beweis. (i) Aus der Voraussetzung und dem Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich

Z,STI:E[IXM = E[e™] < E[¥]+E[e7Y] < o firs€(0,0).

n=0

Insbesondere existieren alle Momente E[X"] (n € N), sowie die exponentiellen Momente E[e?X]
fiir z € C mit |Re(z)| < ¢. Nach dem Satz von Lebesgue erhalten wir fiir z € C mit |z| < § zudem

X _n m n m n

X X
> L E[X"] = lim E > GO _ g tim > GO _ Ere .
— n! m—oo o n! m—oo £ n!

da e*'X! fiir s > |z| eine Majorante der Partialsummen ist.

(i) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt (A.6) nach Definition von ¢(#). Ist
E[|X|™!] < oo, dann folgt nach Induktionsvoraussetzung und mit dem Satz von Lebesgue:

™ (¢ + h})l —¢M(1) % E [(l.X)n (ei(t+h)X 3 eitx)]

1 t+h ) )
E [(iX)”E / iXe"X ds] -  E[@X)"! "]
t

fir h — 0, also _
¢(n+1)(t) — E[(iX)n+1€ltX].

Die Stetigkeit von ¢ (¢) folgt ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue unter der Voraussetzung
E[|X|"] < oo. |

Beispiele. (i) Fiir eine Zufallsvariable X mit Verteilungsdichte f(x) o e IxI'? gilt E[|X]"] < o0
fiir alle n € N. Also ist die charakteristische Funktion beliebig oft differenzierbar. Die momen-
tenerzeugende Funktion Mx(¢) ist hingegen nur fiir # = 0 endlich.

(i) Ein Standardbeispiel einer Verteilung, deren Momente nicht existieren, ist die Cauchy-Verteilung
mit Dichte

fx) = (x €R).

(1 +x2)
Fiir eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable X gilt Mx () = co fiir alle ¢ # 0. Trotzdem existiert
ox (1) = eIl firaller e R .

Die charakteristische Funktion ist allerdings bei O nicht differenzierbar.

Bemerkung (Zusammenhang von M und ¢). Gilt M < oo auf (-6, §) fiirein § > 0, dann hat die Funktion
M eine eindeutige analytische Fortsetzung auf den Streifen {z € C : |Re(z)|] < 4} in der komplexen
Zahlenebene, die durch M (z) = E[exp(zX)] gegeben ist. In diesem Fall gilt

o(r) = M) fiir alle t € R.

Insbesondere ist die charakteristische Funktion dann durch die momentenerzeugende Funktion eindeutig
bestimmt.
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Die letzte Bemerkung ermoglicht manchmal eine vereinfachte Berechnung von charakteristischen Funk-
tionen:

Beispiel (Normalverteilungen). (i) Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

1 o 1 *
Mz(t) = \/? / XX gy = 72 / e M2 gy = o2 < o fiirt € R.
T —o0 -

2

0o

Die eindeutige analytische Fortsetzung auf C ist die als Potenzreihe darstellbare Funktion Mz (z) =
exp(z2/2). Also ist die charakteristische Funktion gegeben durch

dz(1) = Mz(it) = e "2 fiir alle ¢ € R.

(i) Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Mittel m und Varianz o2 kénnen wir darstellen als
X=0Z+mmitZ ~ N(0,1). Also gilt

Mx(t) = €™ Mz(ot) = exp (mt + 0'2t2/2), und

#x (1)

™ ¢, (ot) = exp (imt - 0'2t2/2) )
Bemerkung (Satz von Bochner). Eine Funktion ¢ : R — C ist genau dann eine charakteristische Funktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
i) ¢(0)=1 und |¢(r)| <1 fiiraller € R.
(i) ¢ ist gleichmaBig stetig.
(iii) ¢ ist nicht-negativ definit, d.h.

n
Z o(t; _tj)ZiZ_j >0 VneN, ty,....t, €R, z1,...,24, € C.
i =1

Dass jede charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung die Eigenschaften (i)-(iii) hat, priift
man leicht nach. Der Beweis der umgekehrten Aussage findet sich z.B. in Vol. II des Lehrbuchs von Feller
[Feller2].

Anwendung auf multivariate Normalverteilungen

Multivariate Normalverteilungen haben wir bereits in Abschnitt A.2 eingefiihrt. Mithilfe von charakteristi-
schen Funktionen kénnen wir eine etwas allgemeinere Definition geben, die auch degenerierte Normalver-
teilungen (zum Beispiel Dirac-Male) einschlieft:

Definition A.9 (Normalverteilung im R). Sei m € R<, und sei C € R¥*? eine symmetrische, nicht-
negativ definite Matrix. Die eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung N(m, C) im R? mit charakteri-

stischer Funktion ¢(f) = exp (—%t -Ct+it - m) hei3t Normalverteilung mit Mittelwertvektor m und
Kovarianzmatrix C.

Die Existenz und Konstruktion einer Zufallsvariable mit Verteilung N (m, C) ergibt sich aus der folgenden
Bemerkung (iii).

Bemerkung (Charakterisierungen und Transformationen von Normalverteilungen). Die folgenden Aus-
sagen beweist man mithilfe von charakteristischen Funktionen:
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(ii)

(iii)

(iv)

A.3. Charakteristische Funktionen und mehrdimensionaler zentraler Grenzwertsatz

Ein Zufallsvektor X : Q — R ist genau dann multivariat normalverteilt, wenn jede Linearkombi-
nation Zil t;X; der Komponenten mit f1,...,¢; € R normalverteilt ist. Genauer ist X ~ N(m, C)
dquivalent zu

t-X ~ N(t-m,t-Ct)  fiiralletr € RY.

Ist X ~ N(m, C), dann gilt

AX+b~N(Am+b,ACAT)  firalleb € R¥und A € R*9 k e N.

Sind Zi, ..., Z; unabhingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen, und ist o~ eine reelle d X d-
Matrix mit C = oo!, dann hat der Zufallsvektor cZ + m mit Z = (Z,,...,Z4)T die Verteilung
N(m,C).

Im Fall det C # Oistdie Verteilung N (m, C) absolutstetig bzgl. des d-dimensionalen Lebesgue-MabBes
mit Dichte

o) = ~3=m-C=m)

1
J2r)d[det C| eXp(

Beispiel (y2-Verteilungen). Wir berechnen die Verteilung vom Quadrat des Abstandes vom Ursprung
eines standardnormalverteilten Zufallsvektors im R¢:

d
Z = (ZinZa) ~ NOL), 12IP = )72
i=1

S}

X

Wegen fz,(x) = ‘/%7 e” T - I o) (x) folgt durch Anwenden des Dichtetransformationssatzes:

/2 y 1
= —e 2] 0 : )
fziz(Y) 7 e (0, )()’) 2\5

d.h. Zl.2 ist F(%, %)-Verteilt. Da die Zufallsvariablen Ziz, 1 <i < d, unabhingig sind, folgt:

izt = Y 22 ~ r(—,—) .
i=1 22

Definition A.10 (y2-Verteilung). Die Gamma-Verteilung mit Parametern 1/2 und d/2 heift auch
Chiquadrat-Verteilung y>(d) mit d Freiheitsgraden.

Multivariater zentraler Grenzwertsatz

Auch im R? gilt ein zentraler Grenzwertsatz:

Satz A.11 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Seien X;, X», ... : Q@ — R4 unabhéngige, identisch
verteilte, quadratintegrierbare Zufallsvektoren auf (Q, A, P), und sei S, = X; + ... + X,;. Dann gilt

Sn -E [Sn]

D
— Z ~ N(0,0),
v 0,C)

wobei Cjx = Cov[Xj j, X; x] die Kovarianzmatrix der Zufallsvektoren X; ist.

A. Eberle Einfiihrung in die Statistik (v. 21. Juni 2024) 93



A. Erginzungen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Der Beweis basiert auf folgender Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Zufallsvektoren:

Lemma A.12 (Cramér-Wold Device). Fiir Zufallsvariablen Y,Y1,Y,, ... : Q — R? gilt:
Y, Y o pv, 2pY VpeRe
Beweis. Der Beweis der Implikation ,,=* ist eine Ubungsaufgabe. Umgekehrt gilt:

p-Yy 2>p-Y = Elexp(ip-Y,)] — E[exp(ip-Y)] VpeR?. (A7)

Zudem ist unter dieser Voraussetzung fiir jedesi € {1, ... d} die Folge der Verteilungen der eindimensionalen
Zufallsvariablen Y, ; := e; - Y, (n € N) schwach konvergent. Daher existiert zu jedem & > 0 ein C € (0, 00),
so dass P[|Y,.;| > C] < g/d fiir alle n, i, und damit

n
PIYal ¢ [-C,CI] < Y P[IY,il >C] < &  firalleneN
i=1

gilt. Somit ist die Folge der Verteilungen u,, der mehrdimensionalen Zufallsvariablen Y;, (n € N) eine straffe
Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen im R¢. Mit einem #hnlichen Beweis wie im eindimensionalen Fall zeigt
man, dass der Satz von Prokhorov auch in diesem Fall gilt. Dabei verwendet man statt der eindimensionalen
die multivariaten Verteilungsfunktionen

Fn(Cl, ...,Cd) = P[Yn’1 < C1,...,Yn’d < Cd], (C], .. .,Cd) € Rd.

Es folgt, dass jede Teilfolge von (u,) eine schwach konvergente Teilfolge hat, und mithilfe von (A.7)
verifiziert man leicht, dass alle Grenzwerte von Teilfolgen mit der Verteilung y von Y iibereinstimmen. Also
konvergiert u,, schwach gegen u, d.h. Y, konvergiert in Verteilung gegen Y. |

Wir beweisen nun den zentralen Grenzwertsatz im R¢:

Beweis. Fiir p € R gilt nach dem eindimensionalen zentralen Grenzwertsatz:

(Sn_E[Sn]
p|————

N ) = %;(P‘Xi_E[p'Xi]) = N (0, Var[p - X1]) = N(0,p-Cp),

da
Var[p - X;] = Cov

ZPkXLk, ZPkXI,I = ZPkPlel = p-Cp.
3 7 %

Ist ¥ ein N(0, C)-verteilter Zufallsvektor, dann ist N(0, p - Cp) die Verteilung von p - Y. Mithilfe der
Cramér-Wold Device folgt also, dass (S, — E[S,]) /+/n in Verteilung gegen Y konvergiert. |
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