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Klausur ,,Einführung in die Statistik”

Bitte diese Felder in Druckschrift ausfüllen
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1. (Einige kurze Fragen) [30 Punkte]

In der Lösung dieser Aufgabe brauchen Sie (ausnahmsweise) keine Begründungen anzuge-
ben!

a) Seien x = (x1, . . . , xn)T und y = (y1, . . . , yn)T Stichproben mit n ∈ N und xi, yi ∈ R
für i = 1, . . . , n. Was ist in den folgenden Grafiken dargestellt? (mit Skizze)

(i) Boxplot von x

(ii) Streudiagramm von x und y

b) Welche der folgenden Kenngrößen K(x1, . . . , xn) sind Lage- bzw. Skalenparameter?

(i) Stichprobenmittelwert

(ii) Schiefe

(iii) Stichprobenmedian

(iv) Spannweite

(v) Interquartilsabstand

(vi) Minimum von x1, . . . , xn.

c) Wie ist die empirische Verteilungsfunktion von x1, . . . , xn definiert?

d) Seien Z1, Z2, Z3, . . . unabhängige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Konstru-
ieren Sie daraus Zufallsvariablen mit den folgenden Verteilungen:

(i) Normalverteilung mit Mittelwert m ∈ R und Varianz v > 0

(ii) Chiquadratverteilung mit n Freiheitsgraden

(iii) t-Verteilung mit n Freiheitsgraden

(iv) Fisher-Verteilung F (m,n)

(v) Multivariate Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Kovarianzmatrix C = σσT ,
wobei σ eine n× n-Matrix ist.

e) Was besagt die Informationsungleichung von Cramér-Rao?

f) Seien µ und ν absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Rd mit strikt po-
sitiven Dichten f(x) bzw. g(x). Wie ist die relative Entropie (Kullback-Leibler-
Divergenz) von µ bezüglich ν definiert?

g) Sei x eine Stichprobe von einer der beiden Verteilungen µ bzw. ν. Geben Sie einen
mächtigsten Test für das folgende Testproblem an:

H0 : x ∼ µ , H1 : x ∼ ν .
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2. (Hypothesentests) [25 Punkte]

Formulieren Sie in den folgenden Situationen jeweils ein statistisches Modell und ein Test-
problem. Geben Sie die Entscheidungsregeln für Hypothesentests an, und berechnen Sie
die p-Werte (falls nötig approximativ). Welche Entscheidung liefern die Tests zum Signifi-
kanzniveau 5%?

a) Mit Hilfe eines Zweifach-Wahlapparats soll festgestellt werden, ob ein Käfer in der
Lage ist, eine an einem von zwei Ausgängen angebrachte chemische Substanz zu
orten. Bei 10 Versuchen nimmt der Käfer 2 mal den ersten Ausgang, und 8 mal den
zweiten Ausgang.

b) Ein Spieler wirft bei 180 Würfen eines Würfels 40 mal eine ,,Sechs”.

c) In einem Praktikumsversuch ergeben sich bei 10 Messungen einer reellwertigen Größe
die folgenden Abweichungen vom theoretisch prognostizierten Wert:

4 8 − 1 1 0 1 − 1 6 3 − 1

Sie gehen davon aus, dass die Messwerte normalverteilt sind.

3



3. (Robuste Schätzung des Bereichs von Zufallszahlen) [25 Punkte]

Ein Zufallszahlengenerator erzeugt n Zufallszahlen aus einem Interval (0, θ), wobei θ ∈
(0,∞) ein unbekannter Parameter ist.

a) Formulieren Sie ein statistisches Modell.

b) Sei q̂α das α-Stichprobenquantil von x1, . . . , xn. Welche der folgenden Statistiken
liefern erwartungstreue Schätzer für θ? (ohne Beweis)

(i) T1(x) = 2x

(ii) T2(x) = 2q̂1/2

(iii) T3(x) = x(n) − x(1)
(iv) T4(x) = 1

n−2k

∑n−k
i=k+1 x(i) mit k = bτnc für einen festen Wert τ ∈ (0, 1/2).

c) Welche dieser Schätzer sind robust? Begründen Sie kurz, und geben Sie ohne Beweis
die asymptotischen Bruchpunkte der Schätzer an.

d) Bestimmen Sie für n = 8 ein (natürlich möglichst kleines) Konfidenzintervall für θ
zum Konfidenzniveau α = 0, 9, dass durch einen einzelnen Ausreißer nicht beliebig
stark verändert werden kann.
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4. (Lineare Regression) [35 Punkte]

Seien x1, . . . , xn ∈ R feste Werte und Y1, . . . , Yn reelle Beobachtungswerte. Sie vermuten
einen linearen Zusammenhang

Yi = a+ bxi + ξi mit a, b ∈ R und ξi ∼ N (0, 1) unkorreliert.

a) Wie könnte man überprüfen, ob die Normalverteilungsannahme gerechtfertigt ist?

b) Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schätzer θ̂ = (â, b̂) für θ = (a, b) mit dem
Kleinste-Quadrate-Schätzer übereinstimmt.

c) Zeigen Sie, dass mit x̃i = xi − x und Ỹi = Yi − Y gilt

1

n

n∑
i=1

(Yi − a− bxi)2 =
1

n

n∑
i=1

(Ỹi − bx̃i)2 +
(
Y − bx− a

)2
.

d) Folgern Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schätzer gegeben ist durch

b̂ =

∑n
i=1 x̃iỸi∑n
i=1 x̃

2
i

, â = Y − bx .

e) Zeigen Sie, dass b̂ ein erwartungstreuer Schätzer für die Steigung b der Regressions-
geraden mit Varianz v = 1 /

∑n
i=1(xi − x)2 ist.

f) Welche Verteilung hat b̂ ?

g) Bestimmen Sie ein rechtsseitiges Konfidenzintervall für b zum Konfidenzniveau 98%.

h) Welche Realisierung des Konfidenzintervalls ergibt sich für n = 10 bei den Beobach-
tungswerten b̂ = 2 und sX = 1 ? Was können Sie daraus über den Zusammenhang
der zugrundeliegenden Merkmale X und Y schließen ?
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