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• Am Ende der Klausur finden Sie einige Verteilungstabellen.
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1. (Einige kurze Fragen) [10 Punkte]

In der Lösung dieser Aufgabe brauchen Sie (ausnahmsweise) keine Begründungen anzuge-
ben!

a) Seien x = (x1, . . . , xn)T und y = (y1, . . . , yn)T Stichproben mit n ∈ N und xi, yi ∈ R
für i = 1, . . . , n. Wie sind die folgenden Kenngrößen definiert?

(i) Stichprobenmittelwert von x

(ii) Stichprobenkorrelation von x und y

b) Welche der folgenden Kenngrößen K(x1, . . . , xn) sind robust?

(i) Stichprobenmittelwert

(ii) Getrimmter Mittelwert

(iii) Stichprobenmedian

(iv) Spannweite

(v) Interquartilsabstand

(vi) Stichprobenstandardabweichung

c) Geben Sie die Formel für die Dichte der a posteriori Verteilung in einem Bayesschen
Modell mit Likelihood L(θ;x) = f(x|θ) an, wenn die a priori Verteilung absolutstetig
ist mit Dichte f(θ).

d) Sei Fn,p die Verteilungsfunktion und Gn,p die (untere) Quantilsfunktion der Binomi-
alverteilung mit Parametern n = 1000 und p ∈ [0, 1]. Sind die folgenden Funktionen
monoton wachsend in p, monoton fallend in p, oder nicht monoton?

(i) Fn,p(377),

(ii) Gn,p(1/2).
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2. (Gauß-Modell) [30 Punkte]

Seien X1, . . . , Xn unter Pm,v unabhängige normalverteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert
m ∈ R und Varianz v > 0.

a) Was ist ein Konfidenzintervall für m (Definition) ?

b) Zeigen Sie: Bei bekannter Varianz v = 2 ist das Intervall(
Xn −

√
8

n
, Xn +

√
8

n

)

ein Konfidenzintervall für m zum Konfidenzniveau α = 0, 95.

c) Angenommen, die Varianz v ist nicht bekannt. Geben Sie mit kurzer Begründung ein
Konfidenzintervall für m zum Konfidenzniveau α = 0, 9 an.

d) Berechnen Sie die Realisierungen der Konfidenzintervalle aus b) und c) für die Stich-
probe x = (0, 3,−4, 1, 1, 4,−2,−3)T .

e) Warum ist das Konfidenzintervall in c) größer, obwohl das Konfidenzniveau kleiner
ist?

3



3. (Pferderennen) [25 Punkte]

Es wird vermutet, dass bei Pferderennen auf einem ovalen Parcours die Startposition einen
Einfluss auf die Gewinnchancen hat. In 144 Rennen hatten die Sieger die Startpositionen
1, 2, . . . , 8 mit den folgenden Häufigkeiten:

29, 19, 18, 25, 17, 10, 15, 11.

a) Formulieren Sie ein statistisches Modell und eine Nullhypothese.

b) Testen Sie die Hypothese zum Signifikanzniveau α = 5%.

c) Alternativ könnte man auch versuchen, die Daten mit dem folgenden R-Code zu
analysieren.

(i) Skizzieren Sie die Graphik, die ausgegeben wird.

(ii) Was können Sie aus der unten dargestellten Ausgabe des ,,summary” Befehls
schließen?

> pferderennen 
  Startposition Siege
1             1    29
2             2    19
3             3    18
4             4    25
5             5    17
6             6    10
7             7    15
8             8    11
> 
> plot(Siege~Startposition,data=pferderennen)
> reg <- lm(Siege~Startposition,data=pferderennen)
> abline(reg)
> summary(reg)

Coefficients:
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    
(Intercept)    27.5357     3.2659   8.431 0.000152 ***
Startposition  -2.1190     0.6467  -3.277 0.016896 *  
---
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
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4. (Chancenquotienten) [20 Punkte]

Mithilfe einer Querschnittsstudie unter älteren männlichen Arbeitnehmern sollte geklärt
werden, ob eine Beschäftigung als Kraftfahrer (Bus-, Last- oder Krankenwagenfahrer) das
Auftreten von Discushernien (Bandscheibenvorfällen) begünstigt.

Discushernien keine Discushernien

Kraftfahrer H1,1 = 4 H1,2 = 4 H1,+ = 8
kein Kraftfahrer H2,1 = 13 H2,2 = 77 H2,+ = 90

H+,1 = 17 H+,2 = 81 N = 98

a) Formulieren Sie ein statistisches Modell und definieren Sie einen Chancenquotienten.

b) Geben Sie einen Schätzer für den Chancenquotienten an, und berechnen Sie den
Schätzwert für die gegebenen Datenwerte.

c) Formulieren Sie ein Testproblem.

d) Was ist die bedingte Verteilung von H1,1 gegeben H1,+ und H+,1 unter der Nullhy-
pothese? Begründen Sie Ihre Antwort kurz.

e) Geben Sie eine Teststatistik an, und geben Sie eine explizite Formel zur Berechnung
des p-Werts aus den obigen Daten an (explizit heißt, dass Sie den p-Wert nun mit
einem Taschenrechner oder mit R ausrechnen könnten).

5



5. (Likelihood) [30 Punkte]

Sei x = (x1, . . . , xn)T eine Stichprobe von unabhängigen ZufallsvariablenXi ∼ Bernoulli(p).

a) Geben Sie die Likelihood-Funktion an.

b) Bestimmen Sie eine suffiziente Statistik.

c) Zeigen Sie, dass p̂ = Xn ein Maximum-Likelihood-Schätzer für p ist.

d) Zeigen Sie, dass p̂ erwartungstreu ist, und berechnen Sie die Varianz des Schätzers.

e) Zeigen Sie, dass p̂ effizient ist, das heißt, p̂ hat minimale Varianz unter allen erwar-
tungstreuen Schätzern für p.
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