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1. (Beispiele zu Hypothesentests)

a)

2.

Um zu iberpriifen, ob die Kommunikation mit einem Satelliten funktioniert, wird
von der Erde aus ein Signal gesendet. Empfingt der Satellit das Signal, antwortet
er, indem ein Signal der Intensidt m fiir n Sekunden ausgestrahlt wird. Wegen des
allgemeinen Hintergrundrauschens schwanken die auf der Erde empfangenen Signale
zuféllig, unabhéngig davon, ob der Satellit sendet oder nicht. Fiir jede der n Sekunden
wird die mittlere Spannung des auf der Erde empfangenen Signals aufgezeichnet. Sei
x; die mittlere Spannung des in der i-ten Sekunde empfangenen Signals abziiglich der
erwarteten mittleren Spannung aufgrund des Hintergrundrauschens. Wir nehmen an,
dass die Messwerte x; Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvariablen X; mit Ver-
teilung N (6, v) sind, wobei § = m ist, falls der Satellit funktioniert, und 6 = 0 sonst.
Sie mochten nun eines von zwei Systemen kaufen. Das signal-to-noise-ratio m/+/v
betrigt 2 fiir das erste System, und 1 fiir das zweite. Das erste System kostet 105€,
das andere 10°€. Eine Sekunde Ubertragung mit einem der beiden Systeme kostet
jeweils 103€. Unabhiingig davon, welches System Sie kaufen, wollen Sie den Satelli-
ten im Laufe eines Jahres 100 mal testen. Wenn Sie bei jedem Test eine ausreichende
Anzahl von Sekunden benétigen, um sicherzustellen, dass alle Fehlerwahrscheinlich-
keiten < 0,05 sind, welches System ist dann auf der Grundlage eines Jahresbetriebs
billiger?

Wie schon in Aufgabe 2 a) von Blatt 5 betrachten wir erneut das Hardy- Weinberg-
Gleichgewicht der Populationsgenetik mit unbekanntem Parameter 6 € [0, 1]. Bestim-
men Sie den méchtigsten Test fiir das Testproblem Hy: 8 = 6y versus Hy: 6 = 6.

(Ein gezinkter Wiirfel?) Ein Spieler beobachtet ein Spiel, bei dem ein einzelner

Wiirfel wiederholt geworfen wird. Dabei gewinnt er den Eindruck, dass die 6 bei etwa 18%
der Wiirfe und die 5 bei etwa 14% der Wiirfe fallt, wihrend die anderen vier Augenzahlen

gleic

h haufig auftreten. Nach der Aufforderung mitzuspielen bittet der Spieler darum, seine

Hypothese zunichst testen zu diirfen, indem er den Wiirfel n-mal wirft.

a)

b)

Welche Teststatistik sollte er verwenden, wenn die einzige Alternative, die er in Be-
tracht zieht, ist, dass der Wiirfel fair ist?

Zeigen Sie, dass fiir n = 2 der méchtigste Test zum Niveau 0,0196 die Nullhypothese
genau dann verwirft, wenn zweimal die 5 fillt.
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c) Ist (Ny,..., Ni) eine multinomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern n, 0y, . .., 0,
dann hat die Summe a;N; + ... + a N nach dem mehrdimensionalen zentralen
Grenzwertsatz anndhernd die Verteilung N(nm,nv) mit m = Zle a;0; und v =
Zle(ai — m)?0;. Benutzen Sie dies, um den Schwellenwert des miichtigsten Tests
zum Niveau « fiir obiges Problem ndherungsweise zu berechnen.

3. (Offnungszeiten eines Serviceschalters) Sei z; die Anzahl der Ankiinfte an einem
Serviceschalter am i-ten von n Tagen. Ein mogliches Modell fiir diese Daten ist die An-
nahme, dass die Kunden nach einem homogenen Poisson-Prozess ankommen. In diesem
Fall ist x; eine Stichprobe einer Poisson-Verteilung mit dem Parameter 6, der erwarteten
Anzahl der Ankiinfte pro Tag. Angenommen, es lohnt sich nicht, den Serviceschalter offen
zu halten, wenn 6 < 0 ist.

a) Bestimmen Sie die gleichméBig méchtigste Teststatistik fiir Hy: 0 < 0y vs. Hy: 0 > 6.
Fiir welche Niveaus a gibt es einen gleichméfiig méchtigsten nichtrandomisierten
Test?

b) Welche Verteilungstabelle wiirden Sie benétigen, um die Macht des gleichméafig méchtig-
sten Tests zu berechnen?

c) Sie mochten sicherstellen, dass bei einer Ankunftsrate von ¢ < 10 die Wahrschein-
lichkeit, dass Sie sich fiir die Offnung entscheiden, < 0,01 ist, und dass bei einer An-
kunftsrate # > 15 die Wahrscheinlichkeit, dass Sie sich fiir die Schliefung entscheiden,
ebenfalls < 0,01 ist. Wie viele Tage miissen Sie beobachten, um sicherzustellen, dass
der Test diese Bedingung erfillt? (Sie kénnen die Normalapprozimation verwenden.)

4. (Einkommensverteilung) Secien zy,...,x, die Einkommen von n zufillig aus einer
bestimmten Grundgesamtheit ausgewéhlten Personen. Ein mogliches Modell fiir die Ein-

kommensverteilung ist die Pareto-Verteilung mit Parametern # > 1 und ¢ > 0. Diese hat
die Dichte
f(z,0) = Loz~ 1,..

a) Geben Sie das mittlere Einkommen m in Abhéngigkeit von 6 an.
b) Finden Sie die optimale Teststatistik fiir den Test Hy: m = my versus Hy: m > my.

¢) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um eine Normalapproximation fiir den
Schwellenwert des Tests in Teil b) zu finden. Hinweis: Verwenden Sie die Formel fir
den Mittelwert und die Varianz in exponentiellen Familien.



