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1. (Zufallsvariablen)

a) Definieren Sie die folgenden Begriffe: [11 P.]

(i) Wahrscheinlichkeitsraum,

(ii) diskrete Zufallsvariable,

(iii) Verteilung und Massenfunktion einer diskreten Zufallsvariablen.

b) Seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A,P) mit P[Xi = 1] = 1

3
und P[Xi = 0] = 2

3
. Geben Sie (ohne Beweis) die

Massenfunktionen der Verteilungen folgender Zufallsvariablen an: [8 ]

(i) S =
∑4

i=1Xi,

(ii) D = X1 −X2,

(iii) T = min{n ∈ N : Xn = 0},
(iv) P =

∏4
i=1(2Xi − 1).

c) Berechnen Sie die Erwartungswerte der Zufallsvariablen S,D, T und P . Begründen [12 ]

Sie dabei die einzelnen Rechenschritte.

d) Berechnen Sie die Varianzen von S und P (mit Begründung der Rechenschritte). [9 ]

Lösung:

a) (i) Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) besteht aus:

∗ Einer nichtleeren Menge Ω,

∗ Einer Menge A von Teilmengen von Ω mit

· ∅ ∈ A,

· A ∈ A ⇒ Ac ∈ A,

· A1, A2, · · · ∈ A ⇒
⋃∞

i=1Ai ∈ A,

∗ Einer Abbildung P : A → [0, 1] mit

· P[Ω] = 1,

· A1, A2, . . . disjunkt ⇒ P[
⋃∞

i=1Ai] =
∑∞

i=1 P[Ai].

(ii) Eine diskrete Zufallsvariable auf (Ω,A,P) ist eine Abbildung X : Ω → S, S
abzählbar, mit {ω ∈ Ω : X(ω) = a} ∈ A für alle a ∈ S.

(iii) Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wie in (ii) ist die durch
µX [B] = P[X ∈ B] für alle B ⊆ S definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf S. Die Massenfunktion von X ist pX(a) = P[X = a], a ∈ S.

b) (i) S ∼ Bin(4, 1/3), d.h. pS(k) =
(
4
k

)
(1/3)k(2/3)4−k für k = 0, 1, 2, 3, 4. Dies er-

gibt pS(0) = 16(1/3)4, pS(1) = 32(1/3)4, pS(2) = 24(1/3)4, pS(3) = 8(1/3)4,
pS(4) = (1/3)4.

(ii) Es gilt pD(1) = P[X1 = 1, X2 = 0] = 2/9, pD(−1) = P[X1 = 0, X2 = 1] = 2/9
und pD(0) = 1− (pD(1) + pD(−1)) = 5/9.
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(iii) T ∼ Geom(p), d.h. pT (n) = 2
3
(1
3
)n−1 für n = 1, 2, . . . .

(iv) Es gilt pP (1) = P[S gerade] = pS(0) + pS(2) + pS(4) = 41/81 und pP (−1) =
P[S ungerade] = pS(1) + pS(3) = 40/81.

c) (i)

E[S] =
4∑

i=1

E[Xi] = 4E[X1] = 4
(1

3
· 1 +

2

3
· 0
)

=
4

3
,

wobei wir die Linearität des Erwartungswertes, die identische Verteilung der
Xi und die Definition des Erwartungswerts einer diskreten Zufallsvariablen
benutzt haben.

(ii)
E[D] = E[X1]− E[X2] = 0,

wobei wir die Linearität des Erwartungswertes und die identische Verteilung
der Xi benutzt haben.

(iii)

E[T ] = E

[
∞∑
n=0

IT>n

]
=

∞∑
n=0

P[T > n] =
∞∑
n=0

P[X1 = · · · = Xn = 0]

=
∞∑
n=0

(
1

3

)n

=
1

1− 1/3
=

3

2
,

wobei wir T als Summe geschrieben haben, die Linearität von E, die Un-
abhängigkeit der Xi und die geometrische Reihe benutzt haben.

(iv)

E[P ] =
4∏

i=1

E[2Xi − 1] = (2E[X1]− 1)4 = (−1/3)4 =
1

81
,

wobei wir die Unabhängigkeit der Xi und die Linearität von E benutzt haben.

d) Da dieXi unabhängig sind, sind sie auch unkorreliert. Zusammen mit der identischen
Verteilung der Xi gilt

V ar[S] =
4∑

i=1

V ar[Xi] =
4∑

i=1

V ar[X1].

Da X2
1 = X1, ist

V ar[X1] = E[X2
1 ]− E[X1]

2 = E[X1]− E[X1]
2 =

1

3
− 1

9
=

2

9
.

Damit erhalten wir V ar[S] = 8/9.

Nach der Definition der Varianz und da P 2 = 1, gilt

V ar[P ] = E[P 2]− E[P ]2 = 1− E[P ]2 = 1− 1

(81)2
.
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2. (Markov-Ketten)

Sei S eine endliche Menge.

a) Definieren Sie die folgenden Begriffe: [10 P.]

(i) Stochastische Matrix P ∈ RS×S,

(ii) Gleichgewichtsverteilung von P ,

(iii) Detailed Balance,

(iv) zeitlich homogene Markov-Kette mit Übergangsmatrix P .

b) Beweisen oder widerlegen Sie (mit vollständiger Argumentation): [12 ]

(i) Jede Gleichgewichtsverteilung erfüllt die Detailed Balance Bedingung.

(ii) Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die Detailed Balance Bedingung erfüllt,
ist ein Gleichgewicht.

(iii) Ist µ eine Gleichgewichtsverteilung von P und (Xn)n≥0 eine Markov-Kette mit
Übergangsmatrix P und Startverteilung µ, dann ist die Verteilung von Xn für
alle n ∈ N gleich µ.

c) Sei S = {0, 1} und a ∈ [0, 1]. Bestimmen Sie alle Gleichgewichtsverteilungen der
Markov-Kette mit Übergangswahrscheinlichkeiten P (0, 1) = a und P (1, 0) = a/2. [9 ]

d) Sei Bn die Anzahl der Besuche der Markov-Kette aus c) im Zustand 1. Was können
Sie über das asymptotische Verhalten von Bn für n→∞ aussagen? Formulieren Sie
präzise! Aussagen aus der Vorlesung können ohne Beweis vorausgesetzt werden. [9 ]

Lösung:

a) (i) P = (P (x, y))x,y∈S heißt Stochastische Matrix, falls P (x, y) ≥ 0 für alle x, y ∈ S
und

∑
y∈S P (x, y) = 1 für alle x ∈ S.

(ii) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf S mit Gewichten µ(x), x ∈ S, heißt
Gleichgewichtsverteilung von P , falls µP = µ, d.h. falls µ(y) =

∑
x∈S µ(x)P (x, y)

für alle y ∈ S.

(iii) P erfüllt Detailed Balance bezüglich µ, falls µ(x)P (x, y) = µ(y)P (y, x) für alle
x, y ∈ S.

(iv) Eine Folge X0, X1, . . . von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A,P) mit Werten in S heißt zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustands-
raum S und Übergangsmatrix P , falls für alle n ∈ N0 und x0, . . . , xn, y ∈ S
mit P[X0 = x0, . . . Xn = xn] 6= 0 gilt

P[Xn+1 = y|X0 = x0, . . . Xn = xn] = P (xn, y).

b) Beweisen oder widerlegen Sie (mit vollständiger Argumentation):
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(i) Falsch, da zum Beispiel für S = {0, 1, 2}, P (0, 1) = P (1, 2) = P (2, 0) = 1,
µ = Unif(S) ein Gleichgewicht ist:

(µP )(y) =
∑
x∈S

µ(x)P (x, y) =
1

3

∑
x∈S

P (x, y) =
1

3
= µ(y)

für alle y ∈ S, ABER µ(0)P (0, 1) = 1/3 6= 0 = µ(1)P (1, 0).

(i) Wahr, da für alle y ∈ S

(µP )(y) =
∑
x∈S

µ(x)P (x, y) =
∑
x∈S

µ(y)P (y, x) = µ(y),

wobei wir Detailed Balance und die Eigenschaft der stochastischen Matrix P
benutzt haben.

(iii) Wahr, durch Induktion: Für n = 0 gilt P[Xn = y] = µ(y) für alle y ∈ S, und

P[Xn+1 = y] =
∑
x∈S

P[Xn+1 = y|Xn = x]P[Xn = x] =
∑
x∈S

P (x, y)µ(x)

= (µP )(y) = µ(y),

wobei wir die Induktionsannahme und, dass µ ein Gleichgewicht ist, benutzt
haben.

c) Eine WV µ ist ein Gleichgewicht genau dann, wenn

µ(0)P (0, 1) + µ(1)P (1, 1) = µ(1)

⇔ µ(0)a+ µ(1)(1− a/2) = µ(1)

⇔ µ(0)a = µ(1)a/2.

Für a = 0 ist jede WV auf S ein Gleichgewicht von P .
Für a > 0 ist µ genau dann eine Gleichgewichtsverteilung, wenn µ(0) + µ(1) = 1
und µ(0) = µ(1)/2. Also ist µ = (1/3, 2/3) eindeutige Gleichgewichtsverteilung.

d) Es ist

Bn =
n−1∑
i=0

I{Xn=1}.

Für a = 0 gilt Bn = nI{X0=1}. Für a 6= 0 ist die Markov-Kette irreduzibel und ape-
riodisch. Daher gilt eine Minorisierungsbedingung und nach dem GGZ für schwach
korrelierte Zufallsvariablen folgt

lim
n→∞

P
[∣∣∣∣ 1nBn − µ(1)

∣∣∣∣ > ε

]
= 0

für alle ε > 0, d.h. Bn ∼ nµ(1).
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3. (Iterationsverfahren)

Seien b ∈ Rd und A = (aij)
d
i,j=1 ∈ Rd×d mit aii 6= 0 für alle i ∈ {1, . . . , d}.

a) Wie sind die folgenden Objekte definiert? [6 P.]

(i) `p/`p Operatornorm ‖A‖p,p für p ∈ [1,∞],

(ii) Spektralradius %(A),

(iii) `p-Kondition κp(A).

b) Zeigen Sie: [12 ]

(i) ‖A‖∞,∞ = maxi=1,...,d

∑d
j=1 |aij|,

(ii) ‖A‖2,2 =
√
%(ATA).

c) Geben Sie den Algorithmus des Gauß-Seidel-Verfahrens zur näherungsweisen Lösung
des linearen Gleichungssystems Ax = b an. Stellen Sie den Iterationsschritt dieses
Verfahrens in der Fixpunktform

x(k+1) = Tx(k) + f

mit einer Matrix T ∈ Rd×d und f ∈ Rd dar. [9 ]

d) Beweisen Sie, dass das Gauß-Seidel-Verfahren bezüglich der Maximumsnorm mono-
ton konvergiert, falls A strikt diagonaldominant ist. [13 ]

Lösung:

a) Wie sind die folgenden Objekte definiert?

(i) ‖A‖p,p = supv∈Rd\{0}
‖Av‖p
‖v‖p ,

(ii) %(A) = sup{|λ| : λ ∈ C Eigenwert von A},
(iii) κp(A) = ‖A‖p,p · ‖A−1‖p,p falls A invertierbar ist, sonst =∞).

b) (i) Es gilt ‖A‖∞,∞ = supv∈Rd\{0}
‖Av‖∞
‖v‖∞ . Da (Av)i =

∑d
j=1 aijvj, ist

‖Av‖∞ = max
i=1,...,d

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

aijvj

∣∣∣∣∣ ≤ max
i=1,...,d

d∑
j=1

|aij||vj| ≤ ‖v‖∞ max
i=1,...,d

d∑
j=1

|aij|,

so dass ‖A‖∞,∞ ≤ maxi=1,...,d

∑d
j=1 |aij|.

Andererseits, für vj = sgn(aij) gilt ‖v‖∞ = 1 und
∑d

j=1 aijvj =
∑d

j=1 |aij| so

dass ‖Av‖∞ ≥ maxi=1,...,d

∑d
j=1 |aij|.

(ii) Es gilt ‖Av‖22 = 〈Av,Av〉`2 = 〈v, ATAv〉`2 so dass

‖A‖22,2 = sup
v∈Rd\{0}

‖Av‖22
‖v‖22

= sup
v∈Rd\{0}

〈v, ATAv〉`2
〈v, v〉`2

= %(ATA).
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c) Algorithmus:
Input: A, b und Startwert x(0) ∈ Rd

Output: Iterationsfolge x(k) ∈ Rd

For k = 0, 1, . . .
For i = 1, . . . , d

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

)
.

Mit der Aufteilung A = D − L−R ist dies in Matrixform

Dx(k+1) = b+ Lx(k+1) +Rx(k).

bzw. äquivalent
x(k+1) = (D − L)−1Rx(k) + (D − L)−1b.

Dies entspricht der Fixpunktform mit T = (D − L)−1R und f = (D − L)−1b.

d) DaA strikt diagonaldominant ist, existiert c < 1 so dass für alle i gilt 1
|aii|
∑

j 6=i |aij| ≤
c. Sei y = Tx. Dann

yi = − 1

aii

(∑
j<i

aijyj +
∑
j>i

aijxj

)
.

Per Induktion gilt für ein c < 1 und alle i

|yi| ≤ c‖x‖∞.

Für i = 1 gilt es aufgrund der Dreiecksungleichung und der strikten Diagonaldomi-
nanz von A. Falls die Ungleichung für alle j < i gilt, dann folgt auch

|yi| ≤
1

|aii|

(∑
j<i

|aij||yj|+
∑
j>i

|aij||xj|
)
≤ 1

|aii|

(∑
j<i

|aij|c‖x‖∞ +
∑
j>i

|aij|‖x‖∞
)

≤ ‖x‖∞
|aii|

∑
j 6=i

|aij| ≤ c‖x‖∞.

Nun gilt ‖Tx‖∞ = ‖y‖∞ ≤ c‖x‖∞ so dass T eine Kontraktion bzgl. der Maximums-
norm ist. Insbesondere gilt

‖x(k+1) − x∗‖∞ = ‖Tx(k) − Tx∗‖∞ ≤ c‖x(k) − x∗‖∞.
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4. (Interpolation und Quadratur)

Betrachten Sie die Funktion f(x) = e−x
2

und die Stützstellen x0 = 0, x1 = 1 und x2 = 2.

a) Geben Sie das Lagrange-Interpolationspolynom p explizit an, und zwar [9 P.]

(i) in der Lagrange-Darstellung,

(ii) in der Newton-Darstellung.

b) Zur numerischen Berechnung des Integrals

I[f ] =

∫ 2

0

f(x) dx

betrachten wir eine Quadraturformel

Q[f ] =
2∑

i=0

wif(xi)

mit Gewichten wi ∈ R. Zeigen Sie, dass Q genau dann Exaktheitsgrad ≥ 2 hat,
wenn

wi =

∫ 2

0

Li(x) dx

für i = 0, 1, 2 gilt, wobei Li das i-te Lagrange-Grundpolynom ist. [8 ]

c) Zeigen Sie: Für die Stützstellen x0, x1, x2 von oben ergibt sich w0 = 1
3
, w1 = 4

3
und

w2 = 1
3
. [6 ]

d) Welchen maximalen Exaktheitsgrad hat Q in diesem Fall? [9 ]

e) Geben Sie ein zusammengesetztes Quadraturverfahren an, dass auf dieser Quadra-
turformel basiert. Was bedeutet es, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung s
hat? Welche maximale Konsistenzordnung hat das von Ihnen angegebene Verfahren?
(ohne Beweis) [8 ]

Lösung:

a) (i) Da

Li(x) =
∏
j 6=i

x− xj
xi − xj

gilt

L0(x) =
(x− 1)(x− 2)

2
, L1(x) =

x(x− 2)

−1
, L2(x) =

x(x− 1)

2
,

womit p(x) = e−0L0(x) + e−1L1(x) + e−4L2(x).
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(ii) Es gilt

f [x0] = 1

f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]

x1 − x0
= e−1 − 1, f [x1, x2] =

f [x2]− f [x1]

x2 − x1
= e−4 − e−1,

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0
=

e−4 − 2e−1 + 1

2
,

womit p(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1).

b) Q hat genau dann Exaktheitsgrad ≥ 2, wenn Q[p] = I[p] für alle p ∈ Π2. Da die
Lagrange-Grundpolynome eine Basis von Π2 bilden, gilt dies wegen Linearität von
Q und I genau dann, wenn Q[Li] = I[Li] für alle i = 0, 1, 2. Während einserseits

Q[Li] =
∑2

j=0wjLi(xj) = wi, da Li(xj) = δij, ist andererseits I[Li] =
∫ 2

0
Li(x) dx.

Dies zeigt die Behauptung.

c) Es gilt L0(x) = (x− 1)(x− 2)/2 = (x2 − 3x+ 2)/2, also

w0 =
1

2

∫ 2

0

(x2 − 3x+ 2) dx =
1

2
·
(

8

3
− 6 + 4

)
=

1

2
· 2

3
=

1

3
.

Aus Symmetriegründen ist w2 = w0. Zudem gilt L1(x) = −x(x− 2), also

w1 = −
∫ 2

0

(x2 − 2x) dx = −8

3
+ 4 =

4

3
.

d) Es gilt

I[x3] =
24 − 04

4
= 4 =

1

3
03 +

4

3
13 +

1

3
23 = Q[x3],

I[x4] =
25 − 05

5
=

32

5
6= 20

3
=

1

3
04 +

4

3
14 +

1

3
24 = Q[x4].

Zusammen mit b) werden alle Polynome von Grad ≤ 3 exakt integriert, jedoch nicht
alle Polynome von Grad ≤ 4. Also ist der maximale Exaktheitsgrad = 3.

e) Zusammengesetztes Verfahren: Sei n ∈ N, h = 2/n, xi = ih = 2i/n für i = 0, . . . , n,

Qn[f ] =
1

n

n−1∑
i=0

(1

3
f(xi) +

4

3
f(xi + h/2) +

1

3
f(xi + h)

)
=

1

n

(1

3
f(0) +

4

3
f(h/2) +

2

3
f(h) +

4

3
f(3h/2) + · · ·+ 2

3
f(2− h) +

4

3
f(2− h/2) +

1

3
f(2)

)
.

Das Verfahren hat Konsistenzordnung s ≥ 0, falls |Qn[f ]− I[f ]| ∈ O(n−s) = O(hs)
für alle f ∈ Cs([a, b]). Das angegebene Verfahren ist das Simpson-Verfahren, und
dieses hat Konsistenzordnung 4, siehe Beweis im Vorlesungsskript.
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