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1. (Heron—Verfahren) Zur Berechnung der Quadratwurzel von positiven Zahlen benutz-
ten wohl schon die Babylonier, spatestens aber der Alexandriner Heron (etwa 1. Jh. n. Chr.),
das folgende Verfahren: Fiir beliebige reelle Startwerte (®) > 0 und reelles a > 0 setze
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a) Zeigen Sie, dass die Folge z(™ fiir (% > /& monoton fallend und durch y/a nach
unten beschrinkt ist. Folgern Sie, dass die Folge in diesem Fall gegen /a konvergiert.
Was passiert fiir Startwerte z(%) € (0, \/a)?

b) Zeigen Sie weiter, dass das Heron Verfahren sogar quadratisch konvergiert, d.h. es
existiert eine Konstante C' € (0, c0) mit

|x(n+1)_\/a’ < C-’x(”)—\/a‘z‘

c) Fiihren Sie vier Iterationsschritte zur Berechnung von /2 aus. Wihlen Sie dazu
2 =2, und stellen Sie erst (* als Dezimalzahl dar. Schétzen Sie den Fehler ab.

2. (Numerische Quadratur) Zur nidherungsweisen Berechnung des Integrals

- o) dr

einer Funktion f auf einem , kleinen” Intervall [a,b] kann man u.a. die Trapezregel

h—
Toslf] = =5 - (f(@) + (b))
oder die Simpsonregel
Sualf] = "5 (@ +47(57) + 50)

verwenden. Integrale iiber groflere Intervalle berechnet man dann ndherungsweise, indem
man das Intervall zunéchst in n Teilintervalle zerlegt und auf jedem der Teilintervalle die
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Trapez- bzw. Simpsonregel anwendet. Dies fiihrt zur Approximation von I[f] durch die
Trapezsumme

L) = & (F@) +2 )+ 42 f () + )
mit z; = a+ih fiir i = 0,...,n und h = =2 bzw. die Simpsonsumme
Salf] = g<f(a)+4f($1)+2f(1’2)+4f($3)+~--+2f($2n—2)+4f($2n—1)+f(b)>
mit 2; = a+ih fir i =0,...,2n und h = %=2. Zeigen Sie:

a) Die Trapezregel liefert fiir jedes Polynom 1. Grades den korrekten Wert des Integrals,
die Simpsonregel sogar fiir jedes Polynom vom Grad < 3.

b) Fiir die Trapez- bzw. Simpsonsumme gilt T,,[f] = I[f] fiir jede Funktion f, die auf
jedem der n Teilintervalle [a + i/n,a + (i + 1)/n] linear ist, und S,[f] = I[f] fiir
jede Funktion f, die auf jedem der n Teilintervalle ein Polynom vom Grad < 3 ist.

c) Sei f zweimal stetig differenzierbar und C' € (0, 00) mit | f”(z)| < C fiir alle x € [a, b].
Leiten Sie eine Abschétzung fiir den Approximationsfehler |T,,[f] — I[f]| her.

3. (Der Fluch der Dimension) Fiir eine stetige Funktion A : [0, 1]¢ — R mochte man
das Integral
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I[h] = / h(z)dx = / / h(xy,...,xq)dey - dxg
[0,1)¢ 0 0

berechnen.

a) Néhern Sie die eindimensionalen Integrale mithilfe der Trapezsumme aus Aufgabe 3
und geben Sie die resultierende Approximation des d-dimensionalen Integrals an. In
wie vielen Punkten muss die Funktion h ausgewertet werden, um die Approximation
zu berechnen?

b) Fiir unabhéngige und auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariablen Uy, ..., Uy gilt

Erklédren Sie dies anschaulich (vollstdndiger Beweis im néchsten Semester), und geben
Sie einen Monte Carlo Schétzer fiir das d-dimensionale Integral I[h] an.

c) Sei V[h] = I'[(h — I[Rh])?], und seien &, > 0. An wie vielen Punkten muss die Funk-
tion h ausgewertet werden, um zu garantieren, dass der Monte Carlo Schétzwert
hochstens mit Wahrscheinlichkeit 6 um mehr als e von I[h] abweicht?

d) Wir nehmen nun an, dass h Lipschitz-stetig ist mit Konstante L = 1, also

|h(x) — h(y)| < [z —yl.

An wie vielen Punkten muss h ausgewertet werden, um mit den Methoden aus a)
und b) eine e-Approximation von I[h] zu erhalten? Vergleichen Sie die Methoden in
hohen Dimensionen.



