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1.

(Zeilensummen- und Spaltensummennorm) Die ({,,¢,)-Operatornorm einer

Matrix A = (a;;) € R¥? ist fiir p € [1, 00] gegeben durch

Av
1Al = (Al = sup 22,
W,

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a)
b)

Al = maxicica >y |ayl,

Al = maxi<jea > oo, layl.

2. (Erweiterung des Banachschen Fixpunktsatzes)

a)

Sei @ : [0,1]2> — [0, 1]* gegeben durch

Q) - ()

Zeigen Sie, dass ® beziiglich der Maximumsnorm || . || keine Kontraktion ist, ® o @
hingegen schon. Hinweis: Betrachten Sie ||D(®P o ®)||.

Allgemein sei nun M C R? abgeschlossen, ® : M — R? eine Abbildung mit ®(M) C
M, und ®™(z) = (P o--- o0 ®)(z) die m-fache Verkettung. Zeigen Sie:

Existieren ein m € N, p € [1, 00, und ein L € (0, 1) mit

[@™(z) = @™ (y)ll, < Lllx—yl, firallez,yec M,

p

dann hat ® genau einen Fixpunkt x* € M, und die Fixpunktiteration
2D — @(x(k))

konvergiert fiir jeden Startwert (9 € M gegen z*.

Beweisen Sie eine Fehlerabschitzung fiir den Approximationsfehler nach n Schritten.
Welche Abschétzung erhalten Sie im Beispiel aus a)?

1



3. (Fixpunktiteration mit Rundungsfehlern) Sei ¢ : R? — R? eine Abbildung,
welche die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit einer Kontraktionskon-
stanten L < 1 erfiille. Bei der numerischen Implementierung fiithren in der Regel Rundungs-
fehler dazu, dass die Fixpunktiteration 2*) = ¢(x*~1) nicht exakt ausgewertet werden
kann. Statt ¢(x) betrachten wir daher den gestorten Funktionswert ¢(z)+ (), wobei eine
positive Konstante § existiere mit |r(x)| < ¢ fiir alle € R%. Zeigen Sie, dass fiir die durch

70 — x(o), (k) — ¢(:i’(k71)) + r(i(kfl))

definierte Iteration gilt, dass

) )
k) _ ¥ < 4 [F ©) _ ¥ = ——
2 vl s 1—L+ (|:1: | 1—L>

fiir alle £ > 0, wobei z* der eindeutige Fixpunkt von ¢ ist.

4. (Konvergenz des Newton-Verfahrens I)
a) Diskutieren Sie die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir die Funktion
flx) = ze™™
fiir alle (zulédssigen) positiven Startwerte .

b) Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar mit f(a) < 0, f(b) > 0, sowie
f/(x) > 0und f’(z) > 0 fiir alle z € [a, b]. Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren mit
Startwert zo = b monoton gegen die einzige Nullstelle * von f in [a, b] konvergiert.

5. (Konvergenz des Newton-Verfahrens II) Sei f : R — R eine beliebige dreimal
stetig differenzierbare Funktion mit einfacher Nullstelle z*.

a) Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte aus einer Umgebung von
x* quadratisch gegen x* konvergiert.

b) Zeigen Sie weiter, dass das Iterationsverfahren

_ f(zn) - _ f(yn)
Yo = Tp — fl(.ilﬁn)’ Tn+1 = Yn f’(-’lfn)

lokal gegen x* konvergiert, und mindestens die Konvergenzordnung 3 besitzt.

P. (Newton-Verfahren; Abgabe bis 27.6.)
Bearbeiten Sie die fiinfte Programmieraufgabe auf der Homepage.



