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Beispiel von Bernstein

Losungsskizzen

Die Polynominterpolation mit dquidistanten Stiitzstellen besitzt im Allgemeinen keine gu-
ten globalen Approximationseigenschaften. Das folgende extreme Beispiel hierfiir stammt
von Bernstein.! Sei py, das Interpolationspolynom vom Grad 2n der Funktion f(z) = |z|
in den Stiitzstellen

=1+, i=0,..., 2.
n

Ziel der Aufgabe ist es, zu zeigen, dass py,(z) fiir alle x € [—1,1] \ {—1,0, 1} divergiert.

Fiir die Bearbeitung der Aufgabe empfiehlt sich folgende Matrix-Notation des Dreiecks-
schemas fiir dividierte Differenzen:

A= (ai)ij=0,..on it ay = flri ... 2], i>].
Nach der Definition der dividierten Differenzen gilt die iterative Vorschrift

Qi 5—1 — Qj—1,5-1 . .
aij = —2 = i>5>0,
T; — Ii,j

und a;o = f(z;) fiiri =0,...,2n.

(a) Zeigen Sie:
n+k—1

pon(z) = —x + Zan—l—k,n—l—k H (z — i) (1)

Hinweis: Berechnen Sie die 2. und 3. Spalte von A, also a;; und a; fiir i < 2n, und
anschliefend die Diagonaleintréige a;; fiir ¢+ < n.

Losung: Es gilt a;y = —1 flir e =0,...,nund a;; = 1 firt =n+1,...,2n, also
ap = 0 fiir ¢ # n+1 und an41,2 = 2n. Demnach gilt a;; = 0 fir i = 0,...,n und alle
J > 2. Zudem gilt agy = f(x9) = —1 und ay; = 1, also folgt Darstellung (1).

(b) Bestimmen Sie die (n + 2)-te Zeile von A, also a4 ; fiir j <n+ 1.

Losung: Die (n + 1)-te Zeile ist nach (a) offenbar: [0 —1 0 --- 0]. Daher ist
die (n + 2)-te Zeile:

[1/n 1 2n/2 2n%/20 ... 20" '/nl],

also apy1; =2n/"1/jl fir 0 < j <n+1.

1S. Bernstein, Quelques remarques sur l'interpolation, Math. Ann. 79 (1918), no. 1-2, 1-12.
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(b*) Bestimmen Sie den Eintrag agy, 2.

Losung: Man setze

n/~t
Antkj = bn+k,jT firl<k, 1<j<n+k.

Wegen ;4 — Tnik—j = j/n gilt dann

Unikj—1— Onik—1j-1 (brsk by ) 1 ni2
= On4kj—1 — Ontk—14-1) "7 7 v
Tn+k — Tntk—j ’ ’ j/m(—1)!
n=t .
= (bngh, -1 — bn—f—k—l,j—l)T fir2 <k, 1<j<n+k.

Ontk,j =

Durch Koeffizientvergleich ergibt sich also die Rekursion
btk = bngrj—1 — bpyr—1j—1 fiir 2 <k, 1< j<n+k,
beziehungsweise, durch rekursive Aufschliisselung von by, ;_1,
j—1
brikj = bnskk — O bnykore fir 2<k k+1<j<n+k (2)

l=k

Nach (a) ist anqr2 = 0 fiir alle £ > 2. Es folgt dann, dass fir £ > 3 die Eintrége

buik2, - -, buyki ebenfalls gleich Null sind. Somit ergibt sich die Rekursion
j—1
bk = _an+k—1,€ fir2<k k+1<j3<n+k.
=k

mit den Startwerten (siche (b))
bn+1,j:2 fur2§j§n+1

Fiir kK = n > 2 erhélt man daraus die folgende Formel:

2n—1 2n—1 /¢1—1
bn+n,2n = - E bn+(n—1),€n = E E bn+(n—2),€n_1 =
l1=n l1=n lo=n—1
2n—1 @1 1 n 1— 1
n 1
- D2 D b
81 nﬁz n—1 n 1= 2
2n—1 f1—1 ln1—1

SEIE) D SR SNt

l1=n la=n—1 lp—1=2

Die Anzahl der Summanden in der geschachtelten Summe ist gleich der Anzahl aller
Tupel (¢1,...,0, 1) €4{2,...,2n — 1}""1 mit ¢; < 5 < -+ < {,_1. Diese Anzahl ist



offenbar gleich der Anzahl von Moglichkeiten iiberhaupt n — 1 veschiedene Zahlen

aus {2,...,2n — 1} zu wihlen, also gleich (*"~7%) = % Somit ist
2n — 2)!
bonon = (—1)"712 (
o = U2 i -
beziehungsweise
(2n _ 2) 7,LZn—l B (_1)n—1n2n

(2n,2n = (—1)n_12(n "Dl —1)! (2n)! ~ (2n—Dnln!’

Seien 7, 7 < 2n fest und es gelte xp_1 < zp fiir alle £ > 0. Zeigen Sie: Falls a;; > 0
fir alle £ > j und a;41; <0, dann folgt a;11 < 0 fiir alle £ > j. Analog gilt: Falls
a;, < 0 fiir alle £ > j und a;4;; > 0, dann folgt a;1; > O fiir alle £ > j.

Losung: Das folgt induktiv aus der Definition der dividierten Differenzen bzw. der
obigen iterativen Vorschrift fiir a;;. Man sieht es auch an der Formel (2).

Berechnen Sie das Vorzeichen von a;; fiir alle ¢ > n und j > 2.

Losung: Nach (a) und (b) liegen die Voraussetzungen von (c) fiir i = n + 1 vor,
also an41; > 0 fitlr j > 2. Fiir j > 2 folgt dann ebenfalls mit (c¢) induktiv a,12; < 0,
antsj > 0, usw. Also generell sgn(a,1x;) = (—1)*™! und k > 1.

Zeigen Sie: Falls x < 0, haben alle Summanden unter dem Summenzeichen in der
Darstellung (1) von ps,(z) dasselbe Vorzeichen.

Losung: Nach (d) alterniert das Vorzeichen von a4+ mit k. Da z < 0, ist die
Anzahl der Faktoren im Produkt /%" (z — a;), fiir welche z — 2; > 0 auch fiir
alle k£ dieselbe. Somit alterniert das Vorzeichen dieses Produkts ebenfalls mit k.

Folgern Sie, dass limsup,,_, ., |pan(2)| = o0 fiir jedes feste x € (—1,0).

Hinweis: Nach (e) geniigt es zu zeigen, dass !agn on H2 71(3: — azz)’ fiir eine Teilfolge
(_1)n 1 2n

unbeschrénkt wéchst. Nach (b*) ist ag, 2, = m

Loésung: Sei x € (—1,0) fixiert. Dem Hinweis folgend zeigen wir, dass eine Teilfolge
der Folge

2n—1

Q2n,2n H (SL’ - wz)

=0

(b_*) (_1)n71n2n 2n—1
~[(2n— 1D)nn!
=0

S(n) =

(x — xy)

unbegrenzt anwéchst.

Es sei € [zy-1,2¢], 1 < ¢ < n. Die Zahl ¢ = {(z,n) héngt offenbar von z ab.
Genauer gesagt, gilt

lxz,n)=n—||z]-n] <n-—|z|-n+ 1. (3)

Sei weiterhin
A = A(x,n) =min(z — x4y, — ).



Betrachtet man die 2¢ Stiitzstellen xg,...,x9 1 links und rechts von x, so ergibt
sich die Teilabschitzung

20-1
H[x—x|>A212 -2—2--~(£_1)2.

=0

Die verbleibenden Absténde geniigen der Abschétzung

2n—1
by 7’L n n

Wir setzen beide Abschétzungen in die Formel fiir S(n) ein und kiirzen soviele Terme
wie moglich. Es ergibt sich

A?n? +1)---(2n—0—1)
S(”)Z2n—1'g2(£+1)2-(£+2)2---(n—1)2n2

A2 pm41)-(2n—0—1) Az

T —1 (((+1)-(+2)---(n—1) 2n-1

Die Faktoren unter dem Produktzeichen sind wegen

n+k_1+n—€
(+k (+k

monoton fallend in k. Wir schétzen daher das Produkt sehr grob nach unten ab,
wenn wir alle k durch n — ¢ — 1 ersetzen. Dann ist

A2 fon—l—1\""
>
S<n)_2n—1< n—1 )

Wenn man die Ungleichung (3) fiir £ benutzt, gelangt man schliefilich zu Abschétzung

A? n—1+|z]-n—1 jeln=1 A? 1\t
S(n) > > 14|z — —— .
(">—2n—1( n—1 i Gl

Es gilt zum Beispiel 1 + |z| — —5 > 1+ m > 1 fiir n grof} genug.

Wir behaupten nun, dass fiir unendhch Vlele n die Abschiitzung A(z,n) > 1/n? gilt.
Daraus folgt dann die Behauptung. In der Tat, fiir ein n gelte nicht A(n) > 1/n3,
also etwa

14 1 1 1
—ﬁ—$<l’<——+$ (4)
Dax # —1,0,ist £ # 0, n fir gentigend groBe n. Offenbar ist dann aber (fiir gentigend
grofe n) entweder — (¢ +1)/(n+ 1) oder —¢/(n + 1) die néchstgelegene Stiitzstelle

des néchstfeineren Gitters, denn wegen

L+ n—t S 1
n n+1) nn+1) = (n+1)?2

4



und

B 14 B _ﬁ B 14 - 1
n+1 n) nn+1) " (n+1)?2
folgt dann aus (4), dass z € [—(¢{ +1)/(n+ 1),—¢/(n + 1)] fiir geniigend grofie n.
Dann ist aber nach obiger Abschitzung auch

A(x,n+1)—max<x—<—£+1> : x>> ! _iz L

n+1) n+1 )T (n+12 n3 = (n+1)

fiir geniigend grofie n. Wir schlielen daraus, dass die Ungleichung A(n) > 1/n? fiir
unendlich viele n gelten muss (genau genommen fiir jedes zweite n).

Warum gilt dies auch fiir z € (0,1)?

Losung: Aus der Lagrangeschen Darstellung ergibt sich aufgrund der Symmetrie
der Stiitzstellen und der Funktion f relativ leicht, dass ps,, eine gerade Funktion ist,
also po,(—x) = pon () fiir alle .



