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1. (Fehlerabschitzungen fiir Monte-Carlo-Verfahren) Sei i eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf einer abzéhlbaren Menge S, und seien X;, Xo,...,X,, : @ — S un-
abhéngige Zufallsvariablen auf (€2, A, P) mit Verteilung p. Wir betrachten den klassischen
Monte-Carlo-Schétzer

i=1

fir den Erwartungswert § = E,,[f] einer Funktion f :S — R mit E,[|f|] < co. Zeigen Sie,
dass die folgenden Fehlerabschitzungen fiir beliebige n € N und €, > 0 gelten:

a) Elf, —6] = 0.

b) E '|én—9|2] = 1 Var,[f].

D>

¢) P16, — o) 26] < L Var,[f].

ne?

~

d) P, >0+¢] < e Bylexp(t(f — 0)]"

2. (Simulationsverfahren) Seien a,b€ Z, a <b, p € (0,1), und A > 0.
a) Uberlegen Sie sich: Ist U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable, dann ist
X =a+[(b—a+1)-U]
auf {a,a+1,...,b} gleichverteilt und
X = HOgl—p Ul = [_10g1/(1—p) Ul
geometrisch verteilt mit Parameter p. Hierbei bezeichnet [2] den oberen ganzzahligen
Anteil von x.
b) Sei v die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Z mit Gewichten
1/Z, fira <k <0,
v(k) = Qe A0 /7 fir k > b,
e_/\(“_k)/Z fir k£ < a,
wobei Z eine Normierungskonstante ist. Zeigen Sie Z = b—a+1+%, und geben Sie

einen Algorithmus an, der, ausgehend von unabhéngigen Stichproben u,, ~ Unif(0, 1),
auf effiziente Weise eine Stichprobe von v erzeugt.
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c) Die Hauptschwierigkeit bei der Konstruktion eines effizienten AR-Verfahrens zur
Simulation der Binomialverteilung ist das Auffinden einer leicht zu simulierenden
Referenzverteilung, durch die sich die Binomialverteilung ohne zu grofie Verluste
abschétzen 1a8t. Dazu kann man zum Beispiel die oberen Schranken

2
fnp(k) < und gy (k) < e 2R/ —0 . n,

2mnp(1 — p)

fiir die Gewichte der Binomialverteilung verwenden. Die erste Abschétzung folgt aus
der Stirlingschen Formel, die zweite aus der Bernstein-Ungleichung. Erldutern Sie,
wie man ausgehend von diesen Abschéitzungen ein AR-Verfahren zum Generieren
von Stichproben von Bin(n, p) konzipieren konnte.

3. (Independence Sampler) Sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer end-
lichen Menge S mit u(x) > 0 fir alle z € S. Der Independence Sampler ist ein spezi-
eller Metropolis-Hastings-Algorithmus, bei dem die Vorschlagsverteilung ¢(z, -) fiir den
néchsten Schritt der Markovkette nicht vom Ausgangspunkt x abhéngt, d.h.

q9(z,y) = v(y)
fiir eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung v auf S mit v(x) > 0 fir alle x € S.

a) Geben Sie die Ubergangsmatrix der entsprechenden Markovkette (X,,) an. Zeigen
Sie, dass diese bzgl. des Gleichgewichts p sowohl die Detailed Balance Bedingung als
auch eine Minorisierungsbedingung mit Konstante

= min (z)
0 = z€eS ILL([L’)

<

erfiillt.

b) Leiten Sie eine Abschéatzung fiir den Variationsabstand zwischen der Verteilung des
Independence Samplers nach n Schritten und dem Gleichgewicht p her.

c¢) Alternativ kann man in der obigen Situation eine Stichprobe von p durch ein Acceptance-

Rejection-Verfahren mit Vorschlagsverteilung v erzeugen. Vergleichen Sie die beiden
Verfahren.

4. (Unabhingigkeit) Sei S eine abzdhlbare Menge, g : S — R eine Funktion, und seien
X1, Xo, ... : Q — S sowie Uy, Us, ... : Q2 — R unabhéngige Zufallsvariablen auf (2, A4, P)
mit Verteilungen X,, ~ u, U, ~ Unif(0,1). Zeigen Sie, dass die Ereignisse

An = {Un S g(Xn)}7 n e N,

unabhéngig sind. (Hinweis: Zeigen Sie zundchst die Unabhdngigkeit von Ay und As).



