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1. (Konvergenz des GauB3-Seidel-Verfahrens)

Sei A = (aij)i; € R eine Matrix. Zeigen Sie: Gibt es eine Konstante ¥ < 1, so dass

Z‘azﬂ <Dlay|, i=1,...,n,
j=1
JF
so gilt fiir die Fehlerfortpflanzungsmatrix des Gauf3-Seidel-Verfahrens

|1 —(L+D)"A]| <.

2. (Kondition)

Gegegeben seien die Matrizen

101 99 101 99
A= (99 101) » B= (—99 101) '

a) Berechnen Sie die Konditionszahlen o, (A) und ko (B).

b) Fiir die Vektoren
1 J 5 J
= () 2=() @=(5)

mit einer kleinen reellen Zahl § > 0 16se man die Gleichungssystem
Ar =10, A(lx+Az) =0+ Ab, Az +AZ)=0b+ Ab.

Man vergleiche die jeweiligen relativen Fehler ||Az||«/[|Z]lco und ||[AZ|s0/]|2||cc mit der
allgemeinen Fehlerabschétzung ||Azx||/||z| < &(A)|Ab||/||b]].



3. (Approximation der Inversen)

Fiir eine regulire Matrix A € R"*" sei B € R"*" eine Niherung fiir A~! und ||-|| : R —
R eine beliebige submultiplikative Matrixnorm. Man zeige:

A1 - B
Ermr < minljAB — 1), B 1)),

|BA—1|| < w(A) || AB — I|| < (A) [BA—1].
Zu Testzwecken betrachte man die Matrizen

A 9999 9998 B 9999.9999 —9997.0001
~ \ 10000 9999 ) ~ ~ \ —10001 9998 ’

und berechne die Matrizen BA — I und AB — I.

4. (Konvergenz des CG-Verfahrens)

Sei A € R™" eine symmetrische, positiv definite Matrix.
a) Sei o* die Losung Az* = b und 2®) die k-te Iterierte des CG-Verfahrens. Zeigen Sie:

F) _ ¥, < inf A et
o —alas _inf p(A)la Il

wobei II; den Raum aller Polynome vom Grad < k bezeichnet.
Hinweis: Fiir ein Polynom p(t) = Zfzo ait’ mit t € R ist p(A) := Zf:o ar AL,

b) Seien 0 < A\; < ... <\, die Eigenwerte von A, sei p ein Polynom. Zeigen Sie:

p(A)la = max |p(3)].

77777

¢) Die Matrix A habe m < n verschiedene Eigenwerte. Zeigen Sie, dass das CG-Verfahren
die Losung in hochstens m Schritten berechnet.



