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1. (Gleichmäßige Polynomapproximation mit Interpolationsbedingungen)

Seien f : [a, b]→ R stetig sowie Stützstellen a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b vorgegeben. Zeigen
Sie, dass zu jedem ε > 0 existiert eine Polynom p (der Grad ist nicht vorgeschrieben), für
welches gilt:

‖f − p‖∞ < ε und p(xi) = f(xi) für i = 0, . . . , n.

Hinweis: Es ist ‖f‖∞ = maxa≤x≤b |f(x)|. Verwenden Sie den Weierstraßschen Approxima-
tionssatz: Zu jedem ε > 0 gibt es ein Polynom p mit ‖f − p‖∞ < ε.

2. (Summierte Mittelpunktregel) Sei f : [a, b]→ R eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion mit Stammfunktion F , d.h. F ′ = f . Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Seien x, h ∈ R mit [x− h, x+ h] ⊂ [a, b]. Dann gilt:

F (x+
h

2
)− F (x− h

2
) = hf(x) +

h3

24

f ′′(θ+) + f ′′(θ−)

2

für gewisse Zwischenstellen θ−, θ+ ∈ [a, b].

b) Sei l ∈ N, l > 0, sowie θ1, . . . , θl ∈ [a, b]. Dann existiert ein θ ∈ [a, b], so dass gilt:

f ′′(θ) =
1

l

l∑
k=1

f ′′(θk) .

c) Seien zi = a+ ih, i = 0, . . . , N und h = (b− a)/N . Dann ist∫ zi+1

zi

f(t) dt− hf
(
zi + zi+1

2

)
=
h3

24
f ′′(θi)

für geeignete θi ∈ [a, b], i = 1, . . . , N − 1.

d) Sei M(h) = h
∑N−1

i=0 f( zi+zi+1

2
) die summierte Mittelpunktregel. Dann gilt∫ b

a

f(t) dt−M(h) = (b− a)
h2

24
f ′′(θ) ,

wobei θ ∈ [a, b] geeignet zu wählen ist.
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3. (Exakte Quadraturformel für kubische Polynome) Bestimmen Sie a, b, x, y ∈ R
so, dass die Quadraturformel ∫ 1

−1
g(t) dt→ a g(x) + b g(y)

für alle Polynome dritten Grades exakt ist.

4. (Orthogonalität der Chebychev-Polynome) Zeigen Sie: Die Chebychev-Polynome
(Tn)n bilden ein Orthogonalsystem bzgl. des Skalarprodukts

(u, v) =

∫ 1

−1

u(x) v(x)√
1− x2

dx .
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