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1. (Zufallsvariablen und ihre Verteilung) Sie A € (0,00). Die Poisson(\)-Verteilung
ist die eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Z, mit Gewichten
1Ak

k) = ——=— k=0,1,2,...
M() Z()klv )y S )

wobei Z(\) eine positive Konstante ist. Sei N eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) definierte Poisson(\)-verteilte Zufallsvariable.

a) Bestimmen Sie Z(\).

b) Berechnen Sie den Erwartungswert E[N].

)
)

¢) Berechnen Sie die Erwartungswerte E[3"] fiir 8 € (0, 00).
)

d) Man beobachtet pro Jahr im Mittel ein Erdbeben der Mindeststéarke 8 auf der Richter-
Skala. Wir nehmen an, dass die Anzahl solcher Erdbeben pro Jahr approximativ
Poisson-verteilt ist, und die entsprechenden Anzahlen in unterschiedlichen Jahren

unabhéngig sind.
(i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es im néchsten Jahr mehr als ein solches
Erdbeben 7

(ii) Welche Verteilung besitzt die Anzahl derjenigen unter den néchsten 100 Jahren,
in denen mehr als zwei solcher Erdbeben stattfinden 7

(iii) Wieviele Jahre mit mehr als zwei solcher Erdbeben kann man in diesem Zeit-
raum erwarten ?

e) Formulieren und beweisen Sie den Poissonschen Grenzwertsatz.

f) Sei M eine von N unabhingige Zufallsvariable auf (2,4, P), die Poisson-verteilt
mit Parameter p € (0,00) ist. Zeigen Sie, dass M + N eine Zufallsvariable ist, die
Poisson(\ 4 pu)-verteilt ist.
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Losung:

a) Da die Gewichte p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung definieren, muss gelten, dass
Y peo (k) =1 und daher

k!
k=0

[e.9] [e.9] k
E[gN] = Z ;\C_ X Z @e—meme—A — A1)
k=0

d) Es sei N; die Anzahl der Erdbeben mit Stérke mindestens 8 im Jahr 2017 + 7. Wir

nehmen an, dass Ny, No, ... unabhéngig und Poisson(\)-verteilt mit A = 1 sind.
i) Es gilt:
Plmehr als ein Erdbeben der Stérke mindestens 8 in 2018]
:P[N122}zzge A=l—e M1+ =1-2/e.
=2

ii) Es sei X die Anzahl Jahre unter den néchsten 100 mit mehr als zwei solcher
Beben. Dann gilt

100
X == Z 1Ni23 .
i=1
Die Zufallsvariablen ¥; = 1y,>3 sind unabhingig und Bernoulli verteilt mit

Erfolgswahrscheinlichkeit p = p(A\) := P[N; > 3] = 1 — e M1 + A + \?/2) =
1 —5/(2e). Damit ist X Binomial verteilt, genauer X ~ binjgg ).

iii) Gesucht ist der Erwartungswert von X. Es gilt:

100 100

=E[) 1n3x3] =Y E[lyzs] = 100P[N; > 3] = 100p(})) .

i=1

Alternativ kann direkt verwendet werden, dass der Erwartungswert einer bin,, ,-
verteilten ZV gegeben ist durch np.



e) Satz: (Poissonscher Grenzwertsatz): Sei A € (0, 00). Dann gilt fiir alle k£ € Ny:

)\k
lim bin,, » (k) = Z-e

€
n—r00 k!

Beweis: Fir k=0,1,... und n — oo gilt:

N P n n
—1 _;;/\ 1
f) Es gilt:
k
P[M+ N =k = ZP =4, N =k—j]"=" " P[M = j|P[N =k — j]
7=0

W )\]” b 1 o
_Zju M( Z/‘/\ N _])lk;l :

= —(A + M) 67(/\4’“)
k! '

Daher ist M + N Poisson(A + p)-verteilt.



2. (Varianz, Kovarianz und Gesetz der grofien Zahlen)

a) Definieren Sie die Begriffe Varianz und Kovarianz fiir diskrete reellwertige Zufallsva-
riablen. Geben Sie alle dabei verwendeten Annahmen explizit an. Die Definition des
Erwartungswerts kann vorausgesetzt werden.

b) Formulieren und beweisen Sie die Cebysev-Ungleichung.

c) Seiwv € (0,00), und seien X7, ..., X, Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2,4, P) mit

Var[X;| <v und Cov[X;, X;]=0 fir|i—j| > 2.
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und € > 0 gilt:

>
i=1 |

Var

IN

3nwv, (1)

3v

ne?

P > €

(2)

S (X - BIX)

d) Wir betrachten nun n+1 unabhéngige Wiirfe eines fairen Wiirfels. Sei A; das Ereignis,
dass die Augenzahl Y;,; im (i + 1)-ten Wurf groBer ist als die Augenzahl Y; im i-ten
Wurf.

(i) Formulieren Sie ein Modell auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum, und
berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p = P[A,].
(ii) Zeigen Sie, dass die Ereignisse A; und A; fiir | — j| > 2 unabhéngig sind.

(iii) Sei S, die Anzahl der Ereignisse A;, die fiir ¢ = 1,...,n eintreten. Berechnen
Sie den Erwartungswert und die Varianz von S,.
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Losung:

a) Sei (2,4, P) ein WRaum und X : Q — S eine ZV mit S C R abzéhlbar. Ferner gelte
E[|X]|] < co. Dann ist die Varianz von X definiert durch

Var[X] = E[(X — E[X])?] .

Sei Y : QO — S eine weitere ZV und sei nun X,Y € L3, A, P), d.h. es gelte
E[|X|*], E[|[Y]?] < oo. Dann ist die Kovarianz von X und Y definiert durch

Cov[X,Y]:= E[(X — E[X])(Y — E[Y])] .
b) Chebycheff-Ungleichung: Fiir ¢ > 0 gilt:

PlIX — E[X]| > < 612 Var[X] .

Beweis: Setze A = {|X — E[X]| > ¢} und bemerke, dass 1 < ¢7?(X — E[X])? auf A.
Damit folgt:

PIIX - E[X]| > ¢] = E[14] < E[14 (X E[X])’]
< E[C—12(X — E[X]) | = C—QVar[X] .
c) Es gilt:
Var zn:XZ] = Zn: Var[X;] + ZCOU[XZ', Xl <nv+2 "z_i Cov[ X, Xit1]
i= ' i#j i=1

<nv+22\/Var JVar( X <nv+2(n—1)v < 3nv.
In der zweiten Ungleichung wurde die Cauchy—Schwartz Ungleichung benutzt. Damit
folgt (1).
Wir setzen nun Y = 2 3" | X;, dann gilt

1
Var[Y] = —Var
n

Mit der Chebycheff Ungleichung folgt nun (2):

1 n
- ;Xi—E[X

d) 1) Wir setzen Q@ = {1,...,6}"", A = P(Q) und P die Gleichverteilung auf €,
d.h. P{w}] = ()" fur alle w € Q. Weiter sei Y; die Augenzahl im i-ten Wurf,
d.h. Y;(w) = w;, fur w= (wy,...,wns1). Dann lasst sich schreiben: A; = {Y; 1 >
Y;}. Wir erhalten nun:

1
— PV — EY)| > ¢ < ~Var[y] < 22 .
19 n€

fweQ @ wip >wi}| 156" 5
1] C626n 12

PlA) =

bt



ii) Esseien 1 <1i,7 <n+1mit |i — j| > 2 sowie ohne Einschrinkung i < j. Dann
gilt i <141 < j < j+ 1. Daher erhalten wir:

|{w e : Wit1 > Wi, Wjp1 > Wj}| o EE6H_3
’Q| 6262673

PlA;N Aj] = = P[A]] - P[4;) .

Damit sind die Ereignisse A; und A; unabhéngig.
iii) Es gilt S, =Y ", 14,. Wegen der Linearitit des Erwartungswerts ergibt sich

—FE anlAi] ZP —n—
=1

Fir die Varianz von S,, erhalten wir:

(|10 - pia

- Z E (|14, — PIA]] + Y E[(1a, — P[A)]) (14, — P[A)])]

i#]

2

Var(S

=S B [lta — PIAJF] + 230 B [(La, — PIAD) (La,,, — PlAc))]
=n (P[A1] — P[Ai]?) +2(n — 1) (P[A; N Ao — P[A]P[A,]) .

Hier wurde im dritten Schritt die Unabhéngigkeit der Ereignisse A; und A; fiir
|i — j| > 2 aus ii) benutzt. Es bleibt, die Wahrscheinlichkeit P[A; N As] zu
berechnen. Wir erhalten:

Hw € @ w3 >wy >wi}| 20672 5

PlAin Al = Q)] T 6% 6m 2 54




3. (Gleichgewichte von Markovketten) Sei k£ > 3, und sei (V) E) der vollstandige
Graph mit k£ Knoten, d.h. V = {1,2,...,k} und E besteht aus allen zweielementigen Teil-
mengen {z,y} C V. Wir betrachten einen Random Walk (X,,),—012._ . auf dem Graphen,
der in jedem Schritt zu einem zufillig ausgewahlten Nachbarn springt.

a) Geben Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten (x,y) an.
b) Zeigen Sie, dass die Gleichverteilung p auf V' ein Gleichgewicht ist.
¢) Berechnen Sie die Zwei-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten, und zeigen Sie

1
(z,y) > 5 w(y) fiir alle y € V.

d) Zeigen Sie, dass durch
1 1
m(y) = Fuly) + a(y)
eine stochastische Matrix ¢ mit Gleichgewicht p definiert wird.

e) Sei v eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf V. Wie ist der Variationsab-
stand dry (v, u) definiert? Beweisen Sie die Abschétzung

dry (v p) < 27" dry (v, 1)
zunéchst fiir n = 1, und dann fiir beliebige n € N.

f) Nach wievielen Schritten kann garantiert werden, dass der Variationsabstand der
Verteilung von X,, zur Gleichverteilung unterhalb eines vorgegebenen Werts € > 0
liegt 7

(2 Pkt.]

ERA

(5 Pht.)

(7 Pkt.)

8 Pht.]

(3 Pkt



Losung:

a) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir den einfachen Random walk auf dem vollstéindi-
gen Graphen mit £ Knoten sind gegeben durch:

==, vy,
7T(96,3/)2{8‘1 -
9 LU—y

b) Es gilt:
1 1 1
(um)(z) = Z#(?/)W(?Jax) = Z Elx#ym % () -
yev yev
Daher ist die Gleichverteilung p ein Gleichgewicht.
c) Die Zwei-Schritt-iibergangswahrscheinlichkeit ist gegeben durch:

{ﬁ(lﬁ—l):ﬁa r=y,

W(ZU»?/):ZW(%Z)W(ZJJ): %_;1)2(/{_2)’ T £y

zeV

Da k > 3 erhalten wir 22 >

. = > i1 = 1u(2) fir alle
x,y € V.

% und damit 7(z,y) >

d) Nach Teil c) folgt zunichst q(z,y) = 27%(z,y) — u(y) > 0 fiir alle 2,y € V. Weiter
gilt

S aey) = S 2m2a,y) —ply) =2 -1 =1,

yev yev

da 72 eine stochastische Matrix und g eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Wegen
> w@)g(zy) =2 p)w (@, y) = Y ul@)py) = 2u(y) — p(y) = p(y)

ist p ein Gleichgewicht von ¢. Dabei haben wir benutzt, dass aus pumr = p auch
um? = p folgt.

e) Der Variationsabstand ist definiert durch

drv(v,) = 5 3 Iv(a) — (@)

zeV
Es gilt
1/7T2*1 —|—1V
kT



Wegen pq = p erhalten wir

dry( yﬁ,u Z|— (vq)( 1 ( )|
- —§§ruq<x> ~ o) = %%;\gq@,x) v
<13 aly o) Y vl) — i)l = 3 ) -

1

= §dT\/<I/, ) .

Induktiv erhalten wir

dry (v, p) < %dTV (VWQ(n_l),M) < <27py (v p)

f) Da die Totalvariation durch 1 beschrénkt ist, gilt nach Teil e)
dT\/(Vﬂ' ,/,L) < 27",
Zau gegebenem e > 0 gilt daher dpy (1/7r ,,u) <eg, falls 27" < g, i.e.

S log(e™)
—  log?2




4. (Interpolation und numerische Quadratur)

a) (i) Gegeben seien Stiitzstellen zo < x1 < - -+ < x,, sowie Stiitzwerte fy, ..., f, € R.
Geben Sie die allgemeine Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms
p mit p(x;) = f; fir ¢ = 0,...,n mittels dividierter Differenzen an. Geben Sie
weiterhin die Rekursionsformel der dividierten Differenzen an. [3 Pkt.]

(ii) Berechnen Sie zu den Werten
| 0] 1 |23

i —2|—-1]0]1
18 214235

das Interpolationspolynom in der Newtonschen Darstellung. [7 Pkt.]

b) Seia = xyg < 1 < ... < x, = b eine gegebene Aufteilung des Intervals [a, b]. Sei
gr: la,b] — R die stiickweise lineare Interpolation einer Funktion f: [a,b] — R in
den gegebenen Stiitzstellen, d.h. g¢(z;) = f(z;) fir i = 0,...,n und gy ist linear auf

jedem Teilintervall [z;_q,2;],i=1,... n.
Zeigen Sie: ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt fiir alle € [a, b] die Fehler-
abschétzung
2
_ < " : — . .
(@) = gs(@)] < 5 max |f(§)l,  wobei h= max |z; —zi].
(5 Pht.)
c) (i) Leiten Sie eine Quadraturformel
b n
[ x5 Q)= Y af@)
a i=0
her, welche fiir jede Funktion f die stiickweise lineare Interpolation g; aus Auf-
gabe 1b) exakt integriert. Geben Sie die Gewichte a;, i = 0, ..., n, explizit an.
(7 Pkt]
(ii) Sei f: [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und @ die Quadraturformel aus
(). Geben Sie (ohne Beweis) das groBte ¢ € N an, fiir welches gilt:
b
[ 1w -] - o,
Hierbei ist h = max;—;,__, |%; — z;_1]. [2 Pkt.]
d) Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen x; sowie Werte f; > 0 fiir
1 =0,...,n. Zeigen Sie, dass ein Polynom p existiert mit
plz;))=fi, i=0,...,n, und p(z)>0 firallexeR.
Dabei muss p nicht notwendigerweise vom Grad n sein. [4 Pkt.]

10



Losung:

a) (i) Die Newtonsche Darstellung ist gegeben durch

n j—1
:f[ato]—l—Zf[:vo,..., Hm—xz.
j=1 =0

Die Rekursionsformel fiir die dividierten Differenzen lautet

f[xz.’ ’xk] _ f[xi+1,--.,Jfaljl]f:iEIi,...,l‘k_l]

, 0<i<k<n,

sowie flz;] = f; fuiri=10,...,n

(ii) Fiir die konkreten Werte berechnen sich die dividierten Differenzen wie folgt:

-2 f[fo]:8

—1 | fle1]=21 flxo,z1]= M:lg

0| flro]=42 flz1,70]= “””2%] f%“ =21 f[xo,xl,@]:%ﬁ;

1| flas] =35 fla, ws) =100 = 7 flay gy apg] = SE2tslofinmel g
und

- —-14 -4
f[x07x17$2’x3]:f[xl’x27$3] f[xo’mhlé] = = —67
T3 — Xo 3

also

po,123(x) = flro] + flzo, 21] (v — x0) + fl2o, 21, 22] (¥ — 20) (0 — 1)
+ flzo, x1, T2, 23] (x — x0) (¥ — 1) (¥ — 2)
=8+ 13(z+2)+4(x+2)(x+1)—6(x+2)(x+ 1)z

Nach Satz 5.3 der VL gilt:

[f(x) = g(2)] <

I 0w o),

wobei w(z) = Il;(x — z;) das Knotenpolynom ist. Also gilt fiir den Fehler der linearen
Interpolation g = g|;, im Interval I} = [z,, Tp41]:

1"l 1
9l

(2 — ) (Tpq1 — )] < §||f"||oo($k+1 —xp)?,

£ (@) — gr(z)] <

da die Funktion z +— |(zx — ) (zg41 — @)| in [ im Punkt x = (2341 + x1)/2 mit
(Th11 — z)?/4 maximiert wird.

11



c) (i) Hierbei handelt es sich um die Trapezregel. Sei g die stiickweise linear Interpolation
aus b). Dann gilt auf I, = [xg, zx41]:

s = Qun = / gla)yx = T (Fla) + farg)) -

2
Also folgt
b k = Tl — T 1
/ fla)x = Q(f) = / glays =) = (flaw) + flane) = 5 Y wnf (),
a a k=0 k=0

mit wy = 1 — 2o, Wy, = Ty — Tp_1 Und Wy = T — T fiir 0 < k < n.

(ii) Die Fehlerordnung ist O(h?), also ¢ = 2.

d) Bestimme das Interpolationspolynom ¢ € IT,, mit q(z;) = v/f;, i = 0,...,n und setze
p(x) = ¢*(z). Dann gilt p(x;) = ¢*(x;) = f; und p(z) > 0 fiir alle z € R.

Alternativ: Setze p(z) = >, fiL?(x), wobei L; die Langrange-Basispolynome mit
Li(zj) = é;; sind. Dann gilt p(z;) = f; und p > 0 da L? > 0.

12



5. (Matrixnormen und lineare Iterationsverfahren)
a) Sei || - || eine Norm auf R™.

(i) Wie ist die erzeugte Matrixnorm || Al fiir A € R™*™ definiert?
(i) Zeigen Sie: [|[AB|| < ||A|l||B|| fiir alle A, B € R™*™.

b) Welche Matrixnorm wird durch die euklidische Norm || || auf R™ erzeugt? Berechnen
Sie || A||2 fiir die Matrix

c) Es seien

(1) =G -0

In dieser Aufgabe betrachte man die Maximumsnorm ||y||o. = max(|y1], |yo]) in R%

(i) Geben Sie Losungen x bzw. Z der Gleichungssysteme Ax = b bzw. A% = b an.
(ii) Bestimmen Sie den relativen Fehler ””ﬁ;ﬂw und das relative Residuum %

(iii) Berechnen Sie die Konditionszahl k. (A) bzgl. der durch die Maximumsnorm
erzeugten Matrixnorm.

(iv) Wie lésst sich allgemein der relative Fehler mittels der Konditionszahl durch das
relative Residuum abschétzen? Interpretieren Sie diesbeziiglich das Ergebnis von

(ii).
d) (i) Essei (Ax)ren € R™" eine konvergente Folge von Matrizen mit Grenzwert A.
Zeigen Sie: fir jedes x € R" gilt limy_,, Apz = Ax.
(ii) SeienT € R™" b € R". Die Neumannsche Reihe Y ,°  T* sei konvergent. Zeigen
Sie (ohne Verweis auf die Vorlesung), dass dann die lineare Fixpunktiteration

g* ) = 7 ®) g

fiir jeden Startwert 2(®) € R™ gegen denselben Grenzwert konvergiert.

(iii) Giltin (ii) auch die Umkehrung, d.h., folgt aus der vom Startwert unabhéngigen
Konvergenz der linearen Fixpunktiteration gegen einen eindeutigen Grenzwert
die Konvergenz der entsprechenden Neumannschen Reihe? (kurze Begriindung
reicht, kein Beweis)

13
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Losung:

a) (i) Die Definition lautet

Ax
40 = mane L2 ) = o A

o Tl felet lzl<1
(ii) Aus [[Az|| < [|A]l[Jz]| folgt

1AB|| = max |[ABz]| < Al max || Bzl = [|A][[| B]

b) Die durch die euklidische Norm erzeugte Matrixnorm ist die Spektralnorm || All; =
p(AT A), wobei p(B) der betragsméssig grofite Eigenwert einer symmetrischen Ma-
trix B ist, also

p(B) = max{ |A| : X ist EW der Matrix B }.

Fiir die gegebene Matrix A gilt

2 -1
ATA=1[-1

. 3+5
0 0

2 )

0
0] = A= vp(ATA) =
1

denn det(ATA — XI) = ((2 = X)(1 — A) — 1)(1 — \) hat die Nullstellen A = 1 und
A= (3++5)/2.

c) (i) Esgilt

(11 =09 1 (2
o) =) -0

(i) Aus (i) folgt [[z]lec = 1, Z]e0 = 2, |2 — Zlloo = 1 also ||z — o/ l|2]loc = 1.
Anderseits [|b]|o = 2.1, ||b bllso = 0.1, also [|b— b||os/||bljcc = 1/21.

(iii) Die erzeugte Matrixnorm ist die Zeilensummennorm, also gilt ||Al|o = 2.1 und
| A oo = 10, also koo (A) = [|A]leo|| A7 oo = 21.

(iv) Laut Satz 6.12 gilt ||z — Z[|ee/||Z]lec < Foo(A)||b — bllos/||bl|c. Im vorliegenden
Fall ergibt sich || — Z||oo/||Z]|cc < 21 -1/21 = 1. Dies zeigt sowohl, dass die
Abschétzung scharf ist, als auch, dass kleine Residuen nicht notwendigerweise
kleine Fehler implizieren.

14



d)

(i)

(i)

(iii)

Sei || - || eine Norm auf R™, dann gilt fiir jedes x:
[Ape — Az|| = [[(Ax = A)z| < [[Ax = Allflz][ = 0,

also limy,_, o, Arz = Ax.
Sei Sy = Zlgzo T*. Dann gilt

gD =™ p = = O LRy Th 4 b =T O 1 Sih. (3)

Die Neumannsche Reihe ist laut Voraussetzung konvergent, es existiert also
S = limy_,s Sk. Dann gilt

lim 7% = lim (S — Sy_1) = 0.
k—ro0 k—o0
Aus (3) folgt dann mit (i):

lim z*+Y = S
k—oo

unabhingig von der Wahl des Startwerts 2(©).

Die Umkehrung gilt auch. Nach Satz 6.7 aus der VL ist die Konvergenz der Fix-
punktiteration mit p(7") < 1 dquivalent. Nach einer Ubungsaufgabe impliziert
dies die Konvergenz der Neumannschen Reihe.

15



6. (Nichtlineare Iterationsverfahren)

a) Formulieren Sie den Banachschen Fixpunktsatz in R™ bzgl. einer Norm || - ||. Es
geniigt hierbei, eine der drei méglichen Abschétzungen fiir den Fehler ||2*) — 2*|| der
Fixpunktiteration anzugeben.

b) (i) Sei f:R — R, f(x) = x(x—1). Berechnen Sie ausgehend vom Startwert z(®) = 2
die ersten zwei Iterierten (1), 23 des Newton-Verfahrens. Wie viele korrekte
Nachkommastellen hat die Iterierte 2(?) bezogen auf die Nullstelle z* = 17

(ii) Wenn Sie davon ausgehen, dass bereits fiir kK = 2 eine quadratische Konvergenz-
rate |2+t — 2| < c|a® — 2|2 mit einer Konstanten 0 < ¢ < 1 vorliegt, wie
viele korrekte Nachkommastellen erwarten Sie dann mindestens fiir die néchste
Iterierte ® (mit Beweis)?

c) Gegeben seien zwei stetig differenzierbare Funktionen g, h : R — R, sowie die Funk-

tion
f:R? - R? m) (9l
’ i) h(.fl?g)

(i) Formulieren Sie die Newtoniteration zu dieser Funktion und vereinfachen Sie
die Formel so weit wie moglich. Geben Sie Bedingungen an, fiir welche Punkte
r € R? die Newtoniteration nicht definiert ist.

(ii) Seien nun g(t) = t(t + 2) und h(t) =t — 1. Dann hat f die Nullstelle (0, 1). Be-
stimmen Sie die Ableitung (Jacobi-Matrix) D f(0,1). Konvergiert das Newton-

Verfahren lokal quadratisch gegen (0,1)7 Priifen Sie zur Begriindung die Vor-
aussetzungen des entsprechenden Satzes aus der Vorlesung.

d) Sei a > 0. Bestimmen Sie A, B,C € R so, dass das Verfahren

B C
Tpy1 = Avp + 5 + —
T Tk

lokal mit Ordnung drei gegen /« konvergiert.
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Losung:

a) Sei M C R™ nicht leer und abgeschlossen. Die Funktion ® : M — M sei bzgl. einer
gegebenen Norm ||.|| eine Kontraktion, d.h. habe Lipschitzkonstante L < 1. Dann
besitzt ® genau einen Fixpunkt z* = ®(2*) in M. Fiir jeden Startwert 2(® € M

strebt die Fixpunktiteration z*+1 =

®(x*)) gegen x*.

Es gelten fiir alle n die folgenden Abschétzungen:

b)

|2 — 2*|| < L[|a®™Y — 2| (Monotonie)
|z — z*|| < T T |z — 2O (A-priori Abschitzung)
2™ — z*|| < T T |z™ — =) (A-posteriori Abschétzung)

(i) Fir f: R - R, f(z) = z(z — 1), gilt f'(z) = 2o — 1. Die Iterationsvorschrift

lautet
2D — (k) _ f(gj(k)) _ 2(k) (a:(k) —1) _ (x(k))2
f/(a:(k)) or(k) — 1 o — 1
Es folgt
k| a® ‘ #korr. Nachkommastellen
012
2 4 __ 1
4 3'3 _ 16 __ 1
2 3 353 — 15 — 1 + 15 1

(ii) Der Fehler in der zweiten Iteration ist also |zo — 1| = a1072 mit 0 < a < 10.

Unter der gegebenen Annahme gilt dann
2
2 — 1] < ¢)z2® — 112 = ca?107* = 0(11—0

mit 0 < 8 < 10. Wir erwarten also mindestens 2 korrekte Nachkommastellen.

107 = B1073
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(i)

Es gilt

pfena) = (75 i) = (Df(azl,m))lz(g'%“) ?>,

also lautet das Newton-Verfahren
) g

—1 (k) _
L+ _ o _ (@) 0 gx)\ _ [ ™ s a?)
0 h,(ﬂf2> h(xz) l'(k) _ h(xzk))
SRS

Die Iteration ist nicht definiert fiir Werte x mit ¢'(x1) = 0 oder A'(z3) = 0.
Die Ableitung ist

piw) = (2572 ),

und offenbar stetig in z. Es ist D f(0,1) invertierbar. Fiir alle z,y einer Umge-
bung von (0, 1) gilt iiberdies

1 — U
lL‘1+1

2

D1t oit) -yl = (D)

= 2 = yll2 < 4flz = yll2,

‘1'1—|—1|

etwa wenn |z;| < 3/4 (andere Umgebungen und Konstanten natiirlich moglich).
Daher sind die Vorraussetzungen fiir lokal quadratische Konvergenz erfiillt.
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d) Nach Satz 6.28 (lokales Kontraktionsprinzip) geniigt ist fiir die Verfahrensfunktion ¢
zu zeigen, dass sie in einer Umgebung ihres Fixpunktes #* mindestens 3 mal stetig
differenzierbar ist und ¢'(z*) = ¢"(z*) = 0 gilt. Zudem sollte die Losung /o Fix-
punkt von ¢ sein. Wihle also hier den Ansatz ¢(z) = Az + Bx~2+ Cx~°. Dann muss
gelten

1
a3

¢(a3) = Aa3 + Ba 3 + Ca™3
1

0=¢'(a8) = (A — 2Bz~ — 5C’:c’6) lompa = A — 2Ba~! — 5Ca 2
1

0= ¢/,(a§) = (6B$_4 + 3001'_7) |z:% = 6304_4/3 4 Soca—7/3

Dies ergibt das lineare Gleichungssystem

1 1/a 1/a? A 1
1 —2/a —5/a? Bl=10
0 1 5/a ) \C 0
1 1/a 1/a? A 1
=10-1~ 0 —3/a —6/a2|[B]|=]-1
0 1 5/a ) \C 0
Ca 1 1/a 1/a? A 1
0 1 5/a) \C 0
1 1/a 1/a? A 1
[ = I11 - 11 ~ 0 1 2/l|([B]=] a3
0 0 3/« C —a/3

mit der eindeutigen Losung

C =—-a?/9
B=a/3-2/a-C=3a/9+2a/9=>5a/9
A=1-1/a-B—1/a*-C=1-5/9+1/9=5/9

Also
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