Projekt 2: Optionsbewertung

= Einleitung

In zeitdiskretisierten Finanzmarktmodellen wird die Entwicklung eines Aktienkurses in einem Zeitintervall [0, T]
beschrieben durch eine stochastische Differenzengleichung vom Typ

S, —Sc1 = -Sc1-At+0-Scp- Y- VAL k=12 ..,n,  SH=%.

Dabei ist n die Schrittzahl, At =T /n die Schrittweite der Zeitdiskretisierung, sy der Kurs am Anfang des Zeitintervalls, und
S der Aktienkurs zur Zeit k-At. Insbesondere ist S, der Kurs zur Zeit T = n-At. Die reellwertigen Zufallsvariablen
Y1, Y2, ..., Yy sind unabhéngig und identisch verteilt mit

E[Yk]=0 und Var[Yy] = 1.

Der "Drift" r und die "Voldtilité" o sind positive Konstanten, die zunéchst beliebige Werte annehmen kdnnen. Betrachtet
man das Modell unter der " risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsverteilung”, dann ist r der aktuelle Zinssatz, siehe z.B.
Albrecher, Binder, Mayer: Einflhrung in die Finanzmathematik.

Die Gleichung oben kann man als Zeitdiskretisierung der dem Black-Scholes-Modell zugrundeliegenden stochastischen
Differentialgleichung interpretieren (Nobelpreis fur Wirtschaftswissenschaften 1997 fir Scholes und Merton). Fir die
Zufdlsvariablen Yy kann man verschiedene Verteilungen zugrundelegen, die unterschiedlichen Zeitdiskretierungen der
stochastischen Differentialgleichung entsprechen:

o Binomialmodell

Im einfachsten Fall nimmt man an, dai die Zufallsvariablen Yy die Werte +1 und -1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2
annehmen. Dann verandert sich der Aktienkursin jedem Schritt jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 um einen der Faktoren
U= 1+r-At+o-VAt bzw.
d=1+r-At—c-VAt

o Diskretes Black-Scholes-Modell

Eine bessere Diskretisierung der stochastischen Differentialgleichung des Black-Scholes-Modells erhdlt man, wenn man
annimmt, dal3 die Zufallsvariablen Y, standardnormalverteilt sind, d.h.

PlasYc<bl = [Z=e*dx firadlea beRmitash,

Standardnormalverteilte Stichproben simuliert man in Mathematica mit RandomReal[Nor malDistribution[0, 1]].

= Optionen

Eine Aktienoption gibt dem Besitzer das Recht (aber nicht die Pflicht), eine zugrundeligende Aktie zu einem bestimmten
Zeitpunkt T (européische Option) bzw. bis zur Zeit T (amerikanische Option) zu einem bestimmten Preis zu kaufen oder zu
verkaufen. Der Payoff einer Optionist ihr Wert V zum Zeitpunkt T - dieser héngt i.a. vom Kursverlauf biszur Zeit T ab:

V= V(S)l Slv ) S])

o Europaische Call-Option

Diese Option erlaubt es dem Besitzer, die Aktie zur Zeit T zum vorgegebenen Preis K zu kaufen. Der Payoff betragt also
S, - K, fdls S, > K, und 0 sonst, d.h.

V =max(§,-K,0) .
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Europdische Up-and-Out-Barrier-Option

Diese Option unterscheidet sich von der européischen Call-Option durch die zusétzliche Einschréankung, dass sie Null
auszahlt, falls der Aktienpreisinnerhalb der Laufzeit den Level B (die Barrier) Uberschreitet. Der Payoff ist

V = max (§ - K, 0)-lis<Bfiralel=0,1,...n -

= Fairer Optionspreis

Setzt man voraus, daf3 esin dem Modell nicht méglich ist, einen risikolosen Gewinn zu machen
("No Arbitrage Bedingung"), dann kann man zeigen, dal3 der Optionspreis vg zur Zeit O sich wie folgt berechnet:

Vo = (L+r1AH)™-E[V]

Hierbei ist E[V] der Erwartungswert des Payoffs unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

o Binomialmodell
Im Binomialmodell kann man den fairen Preis européischer Call-Optionen exakt berechnen. Es gilt
S = sp-uMk.dk-Ne k=0, 1, ..., n), (1)
wobei Ny = |{1=<| =<k: Y| =1}| die Anzahl der "gunstigen” Kursverlaufe in den ersten k Schritten ist. Fir i=0,1,2,...,k sei
Vki = (L+rAY ™ R.E[V [N =i].

Wir kénnen vy; interpretieren als fairen Optionspreis zur Zeit k, wenn der Aktienkurs zu dieser Zeit den Wert
S = So-u'-dk" hat. Insbesondere ist Vo = Vi der gesuchte faire Optionspreis zur Zeit 0, und

Vni = max(so-u-d™ - K, 0) (i=0,1, ..,n). )
Es gilt die Rekursionsformel
Vi1 = % (Vij + Viiv1) /(L + T AD) (k=n,n-1, ..., 1. 3

Aus (2) und (3) ergibt sich der folgende Riickwaértsalgorithmus zur Berechnung von v, siehe Albrecher, Binder, Mayer:
Einflhrung in die Finanzmathematik, Kapitel X:

Bi nom al EuropeanCal | [sO_, K, r_, sigma_, T_, n_]:=
Modul e [{dt, u, d, q, Bi nonTree, val ue},

dt =T/n;

U=1+r »xdt +sigma=Sqrt [dt];

d=1+r »dt -sigma *=Sqrt [dt ];

q=1/2;

Bi nonTree = Table[Max[sO xu”i xd~(n-i) -K, 0], {i, 0, n}I;

Do [

Bi nonTree = Table[(1/ (1 +r =dt)) = {q, 1-qg}. {Binomlree[[i +1]], Binonifree[[i 1]},
{i, 0, k}1,

{k, n-1, 0, -1}7;
val ue = Binonmlree [[0]];
Cl ear [Bi noniree];
val ue]

Der faire Preis einer européischen Up-and-Out-Barrier-Option kann auf dhnliche Weise rekursiv berechnet werden, s.u.
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o Diskretes Black-Scholes-Modell

Dain diesesm M

odell der Kurs sich in jedem Schritt um unendlich viele verschiedene Werte andern kann, ist eine exakte

Berechnung des fairen Optionspreises wie im Binomiamodell nicht mehr méglich. Es gibt verschiedene numerische Ver-
fahren zur approximativen Berechnung des Erwartungswerts. Eine Mdglichkeit sind Monte Carlo Methoden: Man simuliert

N Stichproben (

sgj), s(lj), s(q")), j=1, .., N, von Verlaufen des Aktienkurses, und schétzt den Erwartungswert ¢ = E[V]

durch das arithmetische Mittel

A

— LyN
Oy = § Zj=1V

der jeweiligen Payoffs v\, In einfachen Féllen (z.B. européische Call-Option) sind Monte Carlo Verfahren nicht so effizient
wie andere Methoden - sie lassen sich aber leicht auf exotischere Optionen und komplexere Modelle Ubertragen, bei denen
andere Verfahren versagen.

m Aufgabenstellung

1. Opti
1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

onsbewertung im Binomialmodéell
Zeigen Sie, dal3 die Rekursionsformel (3) aus der Markoveigenschaft des
stochastischen Prozesses N, k=0, 1, ..., n, folgt.
Erstellen Sie mithilfe des obigen Algorithmus einen Plot vom Verlauf des fairen
Preises einer europaischen Call-Option fur K=100, r=0.05, 0=0.3, T=7/365 und
n=40 fur Anfangskurse sy, die zwischen 90 und 120 variieren. Erklaren Siein
wenigen Worten, warum der Verlauf nicht Uberraschend ist.
Als néchstes wollen wir den Effekt der Anzahl der Zeitdiskretisierungsschritte
auf den Optionspreis untersuchen. Plotten Sie den Verlauf des Optionspreises
fUr obige Parameter und s5 = 100, wenn n zwischen 20 und 140 bzw. zwischen
20 und 1200 variiert. Wie kdnnte man ein zuverlassigeres Ergebnis auch schon
mit einer geringen Anzahl von Diskretisierungsschritten erhalten ?
Um den Preis einer europaischen Up-and-Out-Barrier-Option zu berechnen,
betrachten wir fur k=n,n-1,...,0 die Werte

Vi = (L+ 1 A 0. E[V, | Ng =] (i=01, .. k),
wobei
Zeigen Sie, dal3 die Rekursionsformel
. _{ 2 (Vi + Viis1) /(L + 1 AY  falls so-u'-dT < B

k-1, . .
falls sp-u' -d“' > B
mit Anfangsbedingung o
{max(so-u'-d”"—K, 0) falsK <sp-u-d" <B
Vhi =
0 sonst

gilt. Erstellen Sie durch Modifikation des obigen Algorithmus eine
Mathematica-Funktion BinomialEuropeanUO[s0 , K ,B ,r ,sigma , T_,
n_], die den Preis einer europdischen Up-and-Out-Barrier-Option berechnet.
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Plotten Sie den Verlauf des Preises der Up-and-Out-Barrier-Option fur K=100,
B=120, r=0.05, 0=0.3, T=7/365 und n = 40 bzw. n = 200 fur Anfangskurse s,
die zwischen 90 und 120 variieren. Wahlen Sie dabei eine hinreichend feine
Diskretisierung der s5-Achse, etwa s, = 90, 90.1, 90.2, ...,120. Im wesentlichen
steigt der Preis bis zu einem gewissen Wert an, und beginnt dann zu fallen.
Erkléren Sie dieses Verhalten anschaulich.

1.6. Fir Anwendungen ist es sehr wichtig, die sogenannten "Griechen”, d.h. die
Ableitungen des Optionspreises nach den Parametern s, r, o ... akkurat
berechnen zu kénnen, um Optionen in geeigneter Weise absichern zu kdnnen
(zu "hedgen"). Betrachten Sie noch einmal den Plot aus 1.5. Warum ist das
Binomialmodell nicht sehr gut dazu geeignet, das "Delta’, d.h. die Ableitung des
Preises eines européi schen Up-and-Out-Calls nach dem Anfangskurs s zu
schatzen?

2. Optionsbewertung im zeitdiskreten Black-Scholes-M odell

Wir betrachten nun das diskrete Black-Scholes-Modell mit normalverteilten Inkrementen,
flr das eine exakte Preisberechnung nicht mehr moglich ist.

2.1. Simulieren Sie N = 50 Kursverlaufe fur die Parameter aus 1.5 mit s = 100 und
So = 115. Stellen Sie diese Kursverlaufe in einem Plot graphisch dar.

2.2. Schreiben Sie Mathematica Funktionen EuropeanCallMC[s0 , K ,r_,
sigma_, T_,n_, N_] und EuropeanUOMCI[s0_, K _,r_,sigma_, T _,n_, N_],
die jeweils eine Liste (WY, ..., v} von Payoffs europsischer Call bzw.
europaischer Up-and-Out-Barrier-Optionen fur N ssimulierte Kursverlaufe
erzeugen. Achten Sie darauf, ein effizientes Programm zu erstellen, das nicht
zuviel Speicherplatz verbraucht (- die gesamten Kursverlaufe missen nicht
gespeichert werden !)

2.3. Berechnen Sie Monte-Carlo-Schatzer dy, fiir den Erwartungswert ¢ = E[V] und
o fur die Standardabweichung o (V). Als Monte-Carlo-Schatzer fir die
Standardabwei chung kénnen Sie die empirische Standardabwei chung

N 1 ; A \2
N = \/ 1 Ziea (VO - )
verwenden. Berechnen Sie daraus einen Schatzwert mit Fehlerangabe fiir den
fairen Optionspreis Vg fur die Parameter von oben (s. 2.1) und N = 10000.
Vergleichen Sie mit den Ergebnissen fir das Binomiamodell.
2.4. Berechnen Sie fur die Parameter von oben auch Monte-Carlo-Schétzer fir

- n_ OEIV]
Delta = (1+rAt) n'w

Simulieren Sie dazu Kursverlaufe vi¥ und w mit Startwerten s, und 5o + h
(z.B. fur h = 0.1) unter Verwendung derselben Zufallszahlen, und verwenden

Sie den Monte-Carlo-Schéatzer
1 <N wdhoyd
N Zj=1 h

fUr den Differential quotienten.



