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2. Klausur zur ,,Algorithmische Mathematik II”

Losungen

1. (Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte)

a) Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und S eine abzéihlbare Menge. Eine
diskrete Zufallsvariable ist eine Abbildung X : 2 — S mit der Eigenschaft

VaeS gilt X '(a) = {weQ|Xw)=a} € A

Weiterhin nennt man X eine diskrete, reellwertige Zufallsvariable, falls S C R ist.
Der Erwartungswert einer diskrete, reellwertigen Zufallsvariable X beziiglich P ist
nun definert durch

E[X] == ) aP[X =ad],
acesS
sofern die Summe wohldefiniert ist.

b) Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7" : Q — Z, eine Zufallsvariable.

Dann gilt:
D PIT>k =) > PlT=n] = > > P[T=n] =) nP[T=n] = E[T),

wobei Vertauschung der Summen im zweiten Schritt wegen der Nichtnegativitét aller
Terme erlaubt ist.

c) Essei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : Q — {—1,0, 1} eine Folge von
unabhéngigen Zufallsvariablen mit

PIX;=-1] = ¢, P[X;=0] = r, PIXi=1] = p.
(i) Bezeichne mit A,, das Ereignis, dass Spieler A in der n-ten Runde gewinnt. Dann
gilt
P[A,] = P[X;=0,...,X,_1=0,X, =1]
= PX;=0]-...-P[X,,., =0]- P[X, =1] = ",

wobei im 2. Schritt die Unabhéngigkeit der X; benutzt wurde. Daraus ergibt
sich dann aber fiir

P["Spieler A gewinnt”] = P[UAH} = ZP[An] — Zrn—lp
n=1 n=1 n=1
S n p p
= r — — ,
! g L=r  ptq

wobel im 2. Schritt die o-Additivitat benutzt wurde.



(ii) Die Wartezeit, bis das Spiel beendet ist, 1&8t sich beschreiben durch die Zufalls-
variable T': Q — Z,,

T := min{neN|X, € {-1,1}}.
Fiir die Verteilung dieser Zufallsvariable gilt zunéchst einmal

P[T=n] = P[X; =0,...,X,_1 =0, X, € {~1,1}]
= [TPIXc =0 P € (-113] = 7" (p+0)

wobei im 2. Schritt wieder in Unabhéngigkeit der X; benutzt wurde. Im folgen-
den soll der Erwartungswert von 7" bestimmt werden.

Losungsweg 1: Es gilt weiterhin

P[T>n] = P[X;=0,....X,,=0] = [[P[X;=0] =",

wobei im zweiten Schritt die Unabhéngigkeit benutzt wurde. Daher erhélt man
fiir den Erwartungswert

E[T] = iP[Tzn} = ir”_l = ir” = 1: -
n=1 n=1 n=0

p+q

Lésungsweg 2:
oo [ee] d oo
ET| = PlT =n] = n-l — — "
[T ;n [T =] (p+Q);W (+9) <Zr>

n=0
_ d/ 1\ _ p+tqg _ 1 1
B (p+Q)dr(1—r> (1 =7r?2  1-r  ptgq

(iii) Betrachte zunéchst einmal

1—r"
1—r

P <Xy =1 = S PI=kXe =1 = Yy =
k=1 k=1

n n 1 — pn—1
PIX,=0T<nXp=1 =3 PT=kXr=1 =Y rlp = pr—"—
k=2

1—r
k=2

Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die erste Runde unentschieden aus-
geht, gegeben Spieler A gewinnt vor oder in der n-ten Runde, erhélt man
PX, =0T <n,Xr=1] 11—t

= < = - - ‘
PIX,=0|T <n Xp=1] PIT < n, X = 1] e

(iv) Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A das Spiel gewinnt, gegeben das Spiel
endet nach genau n Runden, gilt
P Xy =1,T =n] rip D

PX;p=1|T=n] = — — .
X | ") P[T = n] mp+q) p+g




2. (Bedingte Wahrscheinlichkeiten)

a)

Unter einem Wahrscheinlichkeitsraum versteht man ein Tripel (2, A, P) bestehend
aus einer Menge (2, einer o-Algebra A und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf
Q.

Eine o-Algebra ist hierbei eine Teilmenge der Potenzmenge A C P(Q), die den
folgenden Eigenschaften geniigt

i) Qe A

(i) AcA = A=Q\AcA

(iii) Ay, Ag,...e A = U2, A €A

Unter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (2, A) versteht man eine Abbildung
P:A—10,1], A > A — P[A] €]0,1]
mit den Eigenschaften, dass

(i) Normierung: P[] =1

(i) o-Additivitdt: Fiir paarweise disjunkte Ereignisse Aj, Ay, ... € A, d.h. es sei
A;NA; =0 fiir alle i # 7, gilt

P[GAZ-] — iP[A

Es nun sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A zwei Ereignisse,
wobei P[B] > 0 ist. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B
definiert durch

P[AN B

P[A| B] = PG

Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Hy, ..., H, eine disjunkte Zerle-
gung der Menge Q mit P[H;] > 0 fur alle i € {1,...,n}. Weiterhin betrachte ein
Ereignis A € A mit P[A] > 0.

Zum Beweis der Bayesschen Formel gilt zunéchst einmal

ZP A\H]:ZP AmH ZPAmH

— P[UAmHJ} — P[Am UHj] = PlANQ] = P[A]

wobei im ersten Schritt die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und im drit-
ten Schritt die o-Additivitat benutzt wurde, da die Ereignisse AN H; disjunkt sind.
Damit ergibt sich dann aber, dass

P[H; N A P[H;| - P[A | Hj] P[H;| - P[A | H;]

P = =P = 7P T S P PAIA]




wobei im ersten und zweiten Schritt die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
benutzt wurde.

Da P[H,| = 0 impliziert, dass auch P[H; N A] = 0 ist, ergibt sich somit
07 Z - 1
P[H; | A] = P[H;] - P[A | Hj
2 = PIH| - PIA | Hy]'

2<1<n.

Da sich das Zufallsexperiment durch ein 2-stufiges Modell beschreiben 148t, betrachte
also einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) , wobei = {0,...,5} x{0,...,5} und
A =P() die Potenzmenge auf € ist. Weiterhin bezeichnen die Zufallsvariablen
X, : Q2 —N, w i X, (w) =wy, fiir n=1,2
den Ausgang des n-ten Teilexperiments. Da nach Voraussetzung die Schachtel mit
gleicher Wahrscheinlichkeit 0, 1,...,5 rote Fahrkarten enthélt, gilt folgtlich
1

Weiterhin werden die Fahrkarten ohne Zuriicklegen gezogen. Somit ergibt sich fiir die
bedingten Wahrscheinlichkeiten

P[XQ - Z|X1 - k] = p(kal) = pHyp(3,5,k)(l)7

wobel pPryp(3,5,k) die hypergeometrische Verteilung zu den Parametern m =5, r = k
und n = 3 ist. Betrachte nun das Ereignis, dass "2 rote und 1 griine Fahrkarte”
gezogen wurden, d.h. {X, = 2}.
Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Schachtel 3 rote Kugeln enthélt gegeben das
Ereignis { X, = 2}, ergibt sich aus der Bayesschen Formel
P[X,=3]-P[Xy=2|X; =3 _ p(3,2)
Zi:z PIXy = k|- P[Xo =2[X; = k] Zi:zp(ka 2)
3\ (2

_ () G) _ 2

= 72\ (3 3\ (2 N

RO+ EO+EG) 5

Es sei S eine endliche Menge und p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S x S mit
Gewichtsfunktion p(z,y) fir z,y € S. Weiterhin setze fiir y € S x S

PIX, =3[X, = 2] =

= M .: (Y1, y2)
:u1<y1|y2> T Zzesu(zay2>’ M2<y2’y1) : Ezeslu(yl,z)'

Die Ubergangsmatrix p eines Gibbs-Samplers zur Simulation einer Stichprobe von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung p ist nun gegeben durch

P = D2 D1,
wobei fiir x,y € S x 5 gilt

i (yilye), Yo = a2 p2(y2ly), v =11
P (ma y) = ’ ) bzw. P2($a y) = ’ )
0, sonst 0, sonst.



3. (Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme)

a) Der Algorithmus des Jacobi-Verfahrens ist gegeben durch

Input: regulire Matrix A € R4 b € R¢, Startwert z(*) € R?
Output: Losung x von Az =b

for k=0,1,2,... do
fori=1,2,...,ddo
1
2D » (bi _ Z ai; xgk))
" j#i
end for
end for
b) Es sei A € R¥?, Diese Matrix lifit sich nun zerlegen in A = D — L — R mit
D = diag(ay1,...,aqq), —L = tril(A,—1), —R = triu(A4,1),

wobei D die Diagonalelemente, — L die untere Dreiecksteil und —R der obere Drei-
ecksteil der Matrix A ist.

Der Iterationsschritt des Jacobi-Verfahrens 1é3t sich damit nun folgendermaflen dar-
stellen:

2" = Db+ (L+R)a®) = DL+ R)2W + D = Tal® 4 f,
dhT=D'Y(L+R =D D-A =I-D"'Aund f = D0
¢) Fiir eine Matrix 7" € R™? ist der Spektralradius o(T) definiert durch
o(T) := max {|A|| \ € C ist Eigenwert von T'}.

Es sei nun weiterhin || - ||y eine Norm auf R? sowie || - ||a; eine mit || - ||y vertriigliche
Matrixnorm.

Zu zeigen: o(T) < ||T||as-
Sei A € C ein Eigenwert von 7' zum normierten Eigenvektor v € RY. Dann gilt

AL = Aol = [Avllv = (1T vllv < 1Tl (lollv = 1T

Dies impliziert aber, dass o(T") < ||T'||ar ist.

Sei nun A strikt diagonaldominant, d.h. |ag,| > 37, [as| fir alle k = 1,...,d. Dann
gilt fiir die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens

d
oT) < Tl = DML+ Bl = max S 420

wobei im letzten Schritt die strikte Diagonaldominanz der Matrix A benutzt wurde.



d) Der Iterationsschritt des relaxierten Jacobi-Verfahrens (JOR) ist gegeben durch
2FD = ( Z a;j x ) —w) ), Vi=1,...,d.
J#i

Unter Verwendung der Bezeichnungen wie im Aufgabenteil 3.b) ergibt sich dann fol-
gende Darstellung des Iterationsschritts im (JOR)

g™ = wD (b4 (L+R)a™) + (1 - w)
= wD ' L+R) W+ (1-w)z® +wD b
= wD ' D-A)z® +(1-wz®+wD b
= wz® —wD_le(k) +(1-w)z® +wD b
= (I—wD'A)z® +wD b
= T,z (k) 4 f.
e) Sei A € R¥4 eine symmetrische, positiv definite Matrix und D = diag(ai1, . . ., Gaq)-

Die Tatsache, dass A positiv definit ist impliziert hierbei, dass die Elemente der
Matrix D positiv sind, denn

agre — <6k,A€k> > 0 VIﬂzl,,d
Weiterhin ist das Produkt D~'A positiv definit, denn fiir alle z € R? mit = # 0 gilt
1
—1 . . -
<1‘, D Ax Z T Clkk A:v > (f&lgd %k) <m, Aa> > 0,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass die Matrix A positive definite ist.

Es seien nun Aq,...,\q die Eigenwerte der Matrix D™'A zu den Eigenvektoren
V1, ...,0q. Damit ergibt sich dann fiir die Iterationsmatrix 7" des relaxierten Jacobi-
Verfahrens (JOR) wegen

Tv, = (w(I—D_lA)+(1—w)I> v = (W@l =)+ (1 —w)vp = kv

Daraus folgt dann aber

-1 < e < 1 Vk=1,...,d
<~ -2 < —Xw < 0 Vk=1,...,d
2

<~ O<W<m,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass die Eigenwerte A\, > 0 sind fiir alle k.

4. (Splines)
Es sei [a,b] C R ein Intervall mit —oo < a < b < oo, f € C?([a,b]) und fiir ein beliebiges
aber festes n € N
b—a
n

A = {a,a+h,a+2h,...,b}, h =

eine dquidistante Unterteilung des Intervalls.



a)

Die stiickweise lineare, stetige Interpolation s : [a,b] — R der Funktion f bzgl. des
Gitters A ist dann gegeben durch

a+(i+1)h—

s(x) = : xf(a+ih) + v-latih)

h

fla+(i+1)h)
fireela+ih,a+(i+1)hlundi=0,...,n— 1.

Bezeichne weiterhin mit Pa([a, b]) den Raum der stiickweise konstanten Funktionen
brgl. A, d.h.

Pa(la,b]) ={g:[a,b] > R|ViJ¢; € Rmit g(x) = ¢V € (a+ih,a+ (i+1)h)}.

Zu zeigen: (f' — ¢ = 0 fiir alle g € Pa([a,b]).

7g)L2([a,b})

Zunéachst einmal gilt per Konstruktion, dass s(x) = f(z) ist fiir alle z € A. Deswei-
teren gilt fiir ein beliebiges g € Pa([a, b])

b L, at(+D)h
(=5 Dy = [ (@ =@ gde =Y o [ (@)~ s@)de
— '_ i [f(x)—s(x)}:j;l)h =0

Da die Ableitung der Funktion fiir alle x € [a, b]\ A existiert und zudem s € Pa([a, b))
ist, ergibt sich somit, dass (f’ -5, 5’) y = 0 ist. Daraus folgt dann

L2((a,b)

) ey = 8+ =)+ (F =) oo
= (58") oany T ( P =58 oy =8 =) 2
B (S/’S/)L2(ab] 2(f S/’S/)LQ([a,b})
= (S/’S,)L2 ([a,b])

Unter einem zu A gehoérenden kubischen Spline s versteht man eine reelle Funktion
s: [a,b] — R mit

(1) s € C*([a,b)]).

(2) Auf jedem Intervall [a +ih,a + (i + 1) h] stimmt s mit einem Polynom vom 3.
Grad iiberein.

Weiterhin wird der Raum der kubischen Splines bzgl. des Gitters A mit S3(A) be-
zeichnet, wobei dim(S3(A)) = n + 3 ist, da die 3+ 1 + n — 1 linear unabhéngigen
Funktionen

Lx—a,(r—a)?(z—a)? ((x—(a+h))v0)3...,((x—(a+(n—1)h))\/0)3

némlich den Raum S3(A) aufspannen.



d)

Es sei nun f € C?%([a,b]) eine periodische Funktion, d.h. f(a) = f(b) und f'(a) =
f'(b), sowie s € S3(A) ein periodischer, kubischer Spline, der die Funktion f inter-
poliert, d.h. fiir alle i =0,...,n — 1 gilt s(a +ih) = f(a+ih) und

s'(a) = §'(b) und  §"(a) = " (D).
Zu zeigen: (f" — s, Z)LQ([a gy = 0 fiiralle e {s € S1(A)|s(a) = s(b)}.

Da die Funktion [ stetig und stiickweise linear ist, existiert die Ableitung dieser
Funktion fiir alle € [a,b] \ A und " € Ca([a, b]). Durch partielle Integration ergibt
sich weiterhin

a+(i+1) h » i
J@ = s@) 1@ de = (7@ - s@) )] e @ - s@]
. ) ) a+(i+1) h
= (V@) - s@)i)]

wobei im 2. Schritt benutzt wurde, dass die Funktion f und der Spline s auf den
Gitterpunkten iibereinstimmen. Damit ergibt sich dann

’ Loy et R
7= oy = / (@) = (@) lw)dw = /(f/(x) — /() I(x) du
’ =0 atin

n—1 , / +(i+1) h , / )
=2 [(f () = §'(x)) Uz Lm — [(f (z) — &'()) Z(I)]a

da nach Voraussetzung l(a) = I(b), f'(a) = f'(b) und §'(a) = §'(b) ist. Dies impliziert
nun aber, da s” nach Voraussetzungen ein periodischer, linearer Spline ist, dass

(f”7f”)L2([a7b]) _ (S”—i— (f// . //) S”—}-( " _S”))LQ([a "

= (S )5 ) 2([a,b]) ( 5,8 )LQ( [a,b]) ( - S// - SH)LQ([G’I’])
> (8”, 8//)L2 () ( // S”, S//)LQ([mb])
= (S”’ S”) L2([ab])"

Betrachte die lineare Abbildung
P : S3(A) — R, s — (s(a),s(a+h),...,s(b),s(a)—s'(b),s"(a) — s"(b)).

Zu zeige: P ist bijektiv.

Zunichst einmal folgt aus ®(s) = 0, dass s den Randbedingungen (2) geniigt und
das Interpolationsproblem (1) zu f = 0 16st. Aus Aufgabenteil 4.d) folgt daher

/b S(@)ds < / Fla)de = 0.

a



Da aber s” stetig ist, folgt somit s”(z) = 0 fiir alle € [a,b]. Somit ist s affin. Aus
der Bedingung s(a) = s(b) = 0 ergibt sich schliellich, dass s = 0 ist. Damit ist nun
gezeigt, dass die Abbildung ® injektiv ist.

Wegen dim(S3(A)) = n + 3 = dim(R"™?) ist ® sogar bijektiv.

Daher existiert zu gegebenen yo,41,...,y, € R genau ein s € S3(A), dass das
Interpolationsproblem

s(a+ih) = y; Vi=0,1,...,n

mit den periodischen Randbedingungen (2) 16st.



