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Hinweise zur Klausur:

Es sind keine eigenen Unterlagen, Handys, Taschenrechner u.i. zugelas-
sen !!!

Sie sollten die zentralen Definitionen, Siatze und Beweise kennen. Léngere Formeln,
Detailaussagen usw. werden bei Bedarf in der Klausur zur Verfiigung gestellt oder
dort hergeleitet.

Die Klausur enthélt 6 Aufgaben (3 zur Stochastik, 3 zur Numerik), von denen Sie
4 bearbeiten sollten. Bitte streichen Sie die nicht bearbeiteten Aufgaben, da nur 4
Aufgaben bei der Korrektur berticksichtigt werden.

Nehmen Sie sich am Anfang ca. 15 Minuten Zeit, um alle Aufgaben sorgfiltig durch-
zulesen, und zu entscheiden, welche Aufgaben Sie bearbeiten. Es sollte geniigend
Zeit verbleiben, um die Aufgaben anschlieend in Ruhe zu bearbeiten. Sie konnen
die Auswahl der Aufgaben auch schon anhand dieser Probeklausur iiben.

Die Aufgaben dieser Probeklausur sind vom Stil her (aber nicht unbedingt vom Um-
fang her) dhnlich zu den geplanten Klausuraufgaben.

1. (Wahrscheinlichkeitsraum)

a)

b)

Was versteht man unter einem Wahrscheinlichkeitsraum 7 Geben Sie die Definitionen
aller Objekte an, die Sie bendtigen.

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A. Zeigen Sie:

(i) P[AAB] = P[A]+ P[B] —2P[AN B|
(ii) P[AN B] >1— P[A°] — P[B¢],

wobei die symmetrische Differenz definiert ist als AAB = (A\ B)U(B\ A).

Im Sechserpack eines Kakaotrunks sollte an jeder Packung ein Trinkhalm sein, der
jedoch mit Wahrscheinlichkeit 1/3 fehlt, mit Wahrscheinlichkeit 1/3 defekt ist und
nur mit Wahrscheinlichkeit 1/3 gut ist. Sei A das Ereignis ”Mindestens ein Trinkhalm
fehlt und mindestens einer ist gut”. Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeits-
raum an, formulieren Sie das Ereignis A mengentheoretisch, und bestimmen Sie seine
Wahrscheinlichkeit.



2. (Bedingte Wahrscheinlichkeiten)

a) Wie ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P[A|B] definiert? Welchen Wert hat P[A|B],
wenn A und B unabhéngig sind?

b) Sei H;, 1 <i < n, eine disjunkte Zerlegung des Grundraums 2 mit P[H;] > 0 fiir alle
i, und sei P[A] > 0. Formulieren und beweisen Sie die Bayessche Regel fiir P[H;|A].

¢) Eine Gruppe von n Spielern wird mit dem folgenden Verfahren in zwei Mannschaften
(rot und blau) unterteilt:

Zunéchst wird eine gleichverteilte Zufallszahl X aus der Menge {1,2,...,n — 1}
ausgewéhlt.

Dann wird zuféllig eine Gruppe von X der n Spieler ausgewéhlt, die die rote Mann-
schaft bilden. Die verbleibenden n — X Spieler bilden die blaue Mannschaft.
(i) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Grofle der roten Mannschaft.

(ii) Nun betrachten wir einen bestimmten Spieler (A). Bestimmen Sie fiir £ =
1,2,...,n — 1 die Wahrscheinlichkeit, dafl die Mannschaft von Spieler A die
Grofle k hat.

(iii) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Grofle der Mannschaft von Spieler A.

(iv) Nachdem die Mannschaften gebildet wurden, wéhlt jede Mannschaft zufillig
einen Kapitin. Bestimmen Sie die bedingte Verteilung der Grofie der Mannschaft
von Spieler A, gegeben das Ereignis, dafl Spieler A der Kapitén ist.

(Die Formeln

n(n+1) , nn+1)2n+1)
k=—r7r—— und k* =

konnen ohne Beweis verwendet werden)

3. (Markovketten)

a) Geben Sie die Definition einer Markovkette an. Was versteht man unter einer Gleich-
gewichtsverteilung der Markovkette?

b) Wir betrachten eine Sammlung von N Biichern, die in einer Reihe auf einem Biicher-
regal aufgestellt ist. Zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten wird jeweils ein Buch
zufillig entnommen, und anschliefend wieder zuriickgestellt. Dabei wird das Buch
eine Stelle links von seiner vorherigen Position eingefiigt (d.h. das Buch und das Buch
links daneben tauschen die Position). Wenn das ausgewihlte Buch schon ganz links
steht, wird es auch dort wieder eingefiigt.

Alle bis auf ein Buch haben gelbe Umschlége, und werden mit derselben Wahrschein-
lichkeit ausgewéhlt. Das verbleibende Buch hat einen roten Umschlag, und wird in
jeder Zeiteinheit mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) ausgewéhlt. Aufeinanderfolgende
Biicherauswahlen geschehen unabhéngig voneinander.



Wir nummerieren die Positionen auf dem Biicherregal von 1 (ganz links) bis N (ganz
rechts). Sei X, die Position des roten Buchs nach n Zeiteinheiten.

Zeigen Sie, daB X, eine Markovkette ist, deren nichtverschwindende Ubergangswahr-
scheinlichkeiten gegeben sind durch

Dii-1 = D (1=2,3,...,N),
piiv1 = (L—p)/(N—1) (1=2,3,...,N —1),
pii = 1—-p—(1—-p)/(N-1) (i1=2,3,....N—1),
pa = 1-(1-p)/(N-1),
pny = 1—p.
c) Zeigen Sie, dass fiir die Gleichgewichtsverteilung p der Markovkette gilt:

W) = () () = )

Identifizieren Sie die Gleichgewichtsverteilung.

4. (Iterationsverfahren)
a) Formulieren und beweisen Sie den Banachschen Fixpunktsatz.
b) Sei T € R™? eine Matrix, und f € R% Wir betrachten die lineare Fixpunktiteration
g® D = 7p®) e

Zeigen Sie (z.B. mithilfe von a)), da§ das Iterationsverfahren monoton bzgl. einer

Vektornorm || - ||y gegen einen eindeutigen Fixpunkt konvergiert, falls
ITllar < 1
fiir eine mit || - ||y vertragliche Matrixnorm || - || gilt.

c) Geben Sie den Algorithmus des GaufB-Seidel-Verfahrens zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Az = b mit invertierbarer Matrix A € R®>? und b € R? an. Zeigen
Sie, dafl das Verfahren konvergiert, wenn die Matrix A strikt diagonaldominant ist.



5. (cg-Verfahren)

a) Sei A € R™? eine symmetrische, invertierbare Matrix, und b € R%. Zeigen Sie: Fiir
die Funktion ¢(z) = 3(z, Az) — (z,b) gilt:

1 L, B
p(z) = ¢(a*) + §||x — %34 mit 2* = A™1b.

b) Wir betrachten nun ein Abstiegsverfahren vom Typ

k1) (k)

! + ap®.

Bestimmen Sie zu gegebener Suchrichtung p®) die Schrittweite ay, fiir die der Funk-
tionswert ¢(z**1)) minimal ist. Zeigen Sie

(r®), p®)

SR (k) — g (k)
[, Aphy mit r'" = b — Az\",

. —

und leiten Sie eine Rekursionsformel fiir die Residuen 7*) her.

c¢) Wie wahlt man die Suchrichtungen beim cg-Verfahren 7 Zeigen Sie, dafl das cg-
Verfahren im R? bei beliebigem Startwert z(°) nach zwei Schritten das Minimum
erreicht, d.h.,

@ = z*.

6. (Interpolation, Approximation, und Quadratur)
Sei f € C™*([a,b]), —o0 < a < b < oo.

a) Zeigen Sie, dass es zu beliebigen m + 1 Knoten a < zy < 21 < ... < x,, < b genau
ein Polynom p mit Hoéchstgrad m gibt, so dass

plak) = flaw), k=0,....,m.

b) Zeigen Sie, daB ein £ € (a,b) existiert, sodass fiir den Interpolationsfehler gilt:

Frmo(e)

(x —xo)(x —21) - (T — Ty
c) Wir betrachten nun die stiickweise lineare Interpolation s(z) einer Funktion f €
C?([a, b]) beziiglich des Gitters
A = {a,a+ h,a+2h,..., b}, h=((b—-a)/n, neN.

Leiten Sie (z.B. aus b)) eine gleichméafiige Abschétzung fiir den Approximationsfehler
|s(z) — f(z)| durch die zweite Ableitung von f her.

d) Folgern Sie, dafi das Trapezverfahren Konsistenzordnung 2 hat.



