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1. (Lagrange-Darstellung und Neville-Schema)
Die Polynome

T — T,
Li = J ) = O, ]_, ce
@ =[2G )
J#i
heiflen Lagrange-Grundpolynome zu den vorgegebenen Stiitzstellen xy < x1 < ... < x,.

Zeigen Sie:

a) L; lost das Interpolationsproblem zu den Stiitzstellen z; und den Funktionswerten
0i iy J ’
Y; = i,j,jzo,l,...,n.

b) Die eindeutige Losung des Interpolationsproblems zu beliebigen Werten y; € R ist
plx) = > uili(x).
=0

c) Es gilt

fur alle z € R.

d) Die Interpolationspolynome p; ; zu den Werten (z;,y;), j =4,i+1,..., k erfiillen die
Rekursionsformeln

($ - IEi)Piﬂ,k(f) - (ZE - $k)pi,k—1($)
T — T

sz(l‘) =

fur alle 0 <i< k <nund z € R.



2. (Hermite-Interpolation)

Zu einer gegebenen Funktion f € C?"™2(R) und den reellen Stiitzstellen zy < ... < x,
sei ein Polynom p mit Hochstgrad 2n 4+ 1 gesucht, weches die speziellen Hermiteschen
Interpolationsbedingungen

plzr) = f(xe),  Pe) = fl(an), k=0,....n (1)
erfiillt.
a) Zeigen Sie, dass es genau ein solches Polynom gibt.

b) Beweisen Sie die Darstellung

mit

Ur(z) = (1—2Lj () (x — a)) Li(z)?
Vi(z) = (x — zp) Li(2)*.

c) Zeigen Sie, dass fir jedes x € [zg, x,] ein & € (xo, ;) existiert, so dass

FEmR(E)
(2n +2)!

f(@) —p(z) = w(z)?,

wobei w(z) = [[}_(z — ) ist.

3. (Konvergenzordnung von Iterationsverfahren)

a) Sei ¢ : R — R eine p-mal stetig differenzierbare Funktion, p > 2, mit Fixpunkt x*.

Zeigen Sie: Gilt %(z*) =0firn=1,2,...,p— 1, dann existiert eine Umgebung U
von x*, so dass die Fixpunktiteration 2+ = ¢(z®) fiir alle (*) € U mit Ordnung

p gegen x* konvergiert.

b) Die Funktion f: R — R sei zweimal stetig differenzierbar mit einfacher Nullstelle .
Folgern Sie aus a), dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte aus einer Umgebung
von ¢ quadratisch gegen & konvergiert.

Zeigen Sie weiter, dass das Iterationsverfahren

y(”) — () _ f(@"(n)) 2 — y(n) _ f(y(n))
f’(;p(”))’ f’(;p(n))

lokal gegen ¢ konvergiert, und mindestens die Konvergenzordnung 3 besitzt.



