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1. (Numerische Quadratur)
Zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

IU]:(gfa@dx

einer Funktion f auf einem "kleinen” Intervall [a, b] kann man u.a. die Trapezregel

b—a

ﬂa,b} [f] = 9

(f(a) + f(0))

oder die Simpsonregel
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verwenden. Integrale iiber groflere Intervalle berechnet man dann nidherungsweise, indem
man das Intervall zunéchst in n Teilintervalle zerlegt und auf jedem der Teilintervalle die
Trapez- bzw. Simpsonregel anwendet. Dies fiithrt zur Approximation von I[f] durch die
Trapezsumme

L) = 5 (f@) +206@) 4 2 f )+ 0)
mit z; = a+ih fiir i = 0,...,n und h = =2 bzw. die Simpsonsumme
Sulf) = 5 (F(@) 44 F ) 2 F(2) + 4 f(ms) o 42 F(an) 4 f(ran) + 1))
mit 2; = a+ih fir i =0,...,2n und h = %=2. Zeigen Sie:

a) Die Trapezregel liefert fiir jedes Polynom 1. Grades den korrekten Wert des Integrals,
die Simpsonregel sogar fiir jedes Polynom vom Grad < 3.

b) Fiir die Trapez- bzw. Simpsonsumme gilt 7,,[f] = I[f] fiir jede Funktion f, die auf
jedem der n Teilintervalle [a +i/n,a+ (i +1)/n] linear ist und S,[f] = I[f] fiir jede
Funktion f, die auf jedem der n Teilintervalle ein Polynom vom Grad < 3 ist.

c) Sei f zweimal stetig differenzierbar und C' € (0, 00) mit | f”(x)| < C fiir alle x € [a, b].
Leiten Sie eine Abschétzung fiir den Approximationsfehler ’Tn [f] —1] fH her.



2. (Konvergenz des Newton-Verfahrens)
Diskutieren Sie die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir die Funktion

fiir alle (zuléssigen) positiven Startwerte.

3. (cg-Verfahren)

a) Zeigen Sie, dass die Koeffizienten ay und fj im cg-Verfahren auch wie folgt berechnet
werden konnen:
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b) Zeigen Sie, dass die folgende Dreitermrekursion gilt:
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4. (Revisionsaufgabe)
Seien X1, Xo,..., X, : Q — S Zufallsvariablen auf (2, .4, P) mit Werten in einer abzihl-
baren Menge S C R und f : R — R eine reellwertige Funktion.

a) Wann heiflen die Zufallsvariablen unabhéngig? Zeigen Sie: Sind X, Xs, ..., X,, un-
abhéngig, so auch f(Xy), f(X2),..., f(X,).

b) Wann heiflen die Zufallsvariablen unkorreliert? Folgt aus der Unkorreliertheit von
X1, Xo, ..., X, auch die Unkorreliertheit von f(X7), f(Xa2),..., f(X,)?

c) Sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S. Wie kann man 0 = Y _¢ f(z)u(z)
mit einem Monte-Carlo-Verfahren néherungsweise berechnen? Bestimmen Sie den
Erwartungswert, die Varianz und die exponentiellen Momente

E[exp()\ én)}, A ER,
des Monte-Carlo-Schatzers.

d) Wie kann man die Ergebnisse aus ¢) nutzen, um den Schétzfehler zu kontrollieren?



